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Aufgabe 1:[10 Punkte]
Beschreiben Sie IThre Rechnungen kurz, aber prizise. Wir benutzen die Schreib-
weise

[anan—1...a0,a_1a_2...]p = apb”™ + 10"t agh’ +ab Tt +a b2+

mit a; € {0,...,b— 1} fiir alle j € N, um einen b-adischen Bruch bzgl. einer Basis
b # 10 zu bezeichnen.

1. Stellen Sie den b-adischen Bruch [0, 23], fir b =4 und b = 10 als gekiirzten
Bruch 7 dar.

2. Entwickeln Sie % als b-adischen Bruch fiir b = 2 und b = 10.

Losung: 1. Man beachte, dass bzgl. der Basis b

11 |, firb=4
23], =2-b+3
23 , furb=10
Damit:
o] 00 23 =4 firb=4
. 23], ok 1 [Bl=1
0,23], = Y S5 = [23]- > (67" = [23], - T ) = N )
k=1 k=1 £ , fiir b=10

99

2. Zuerst fiir b = 10. Wir teilen 10 durch 7 mit Rest:

l=ay-T+by = ay9=0,bp=1
100=a1-7+by = a1 =1,b1 =3
30=ay-7T+by = ag=4,by =2
20=a3-74+b3 = as=2,b0=6
60=a4-7T4+by = a4=8bys=4
40=a5-7T+bs = a5=>5,b5=5
500=ag-T+by — ao=T7,bg=1=by

Also im Dezimalsystem gilt:
1 -
— =0, 142857.
7 ?



Jetzt fiir b = 2. Wir teilen 7 durch 2 mit Rest:

[1]2:1:a0'7+bo = a9g=0,bp=1
[10]2:2:a1-7+b1 = a1 =0,b1 =1
[100], =4 =uas-T+by = ax=0,bp=1
[1000]2:8:a3-7+63 = az3=1,b5=1=1by
Also im dyadischen System gilt:
L _ 10, 001]
7 — [V 2

Aufgabe 2:[10 Punkte]
Beweisen Sie, dass eine Folge (ay)nen genau dann gegen a konvergiert, wenn

limsup a,, = liminfa, = a
n—00 n—roo

gilt.
Loésung: Wir erinnern zuerst an die Definition:

limsupa, = lim sup{ax |k >n} = lim S, mit S, =sup{ar|k > n}
n—00 n—00 n—00

und
liminf a, = le inf{ag |k > n} = le I, mit I, =inf{ay |k > n}.

n—oo

Zu zeigen ist: lim,_, . an, = a. Sei € > 0 gegeben.

Die Bedingung lim,,_,+, S, = a bedeutet:
ANeNVn>N:la— S, <e.

Weil S, = sup{ar |k > n} > a; fir alle £ > n, gilt fiir alle k > n > N, dass ag
nicht gréfler als a + € sein kann; also

ap <a+e = ap—a<g,

wobei a; — a aber kleiner als Null sein kann.

Die Bedingung lim,,_,, I,, = a bedeutet:
ANeNVn>N:la—I,| <e.

Weil I, = sup{ax |k > n} > a; fir alle £ > n, gilt fiir alle £ > n > N, dass ag
nicht kleiner als a — € sein kann; also

ap > a—€ = a—ap <E,



wobei a; — a aber kleiner als Null sein kann.

Beides zusammen genommen ergibt: Es gibt N € N, so dass fiir alle £ > N
(ak—a<6 und ak—a<6) — la—ai| <e
gilt. Quot erat demonstrandum.

Aufgabe 3:[10 Punkte]

Geben Sie einen zur Vorlesung alternativen Beweis der Existenz k-ter Wurzeln in
R. Sei a € R,a > 0 und k € N,k > 2. Wihlen Sie dazu ein geeignetes Intervall
Iy, von dem Sie wissen, dass die k-te Wurzel (falls sie existiert) enthalten ist.
Definieren Sie dann eine Intervallschachtelung (I,)nen, indem Sie das vorherige
Intervall (wie in einigen Beweisen der Vorlesung) halbieren. Zeigen Sie dann, dass
das durch die Intervallschachtelung bestimmte Element y eine k-te Wurzel von a
ist, indem Sie den Abstand |y* — a| abschitzen.

Losung: Fiir a = 1 gibt es nichts zu beweisen. Die k-te Wurzel existiert.

Wenn a > 1, dann setzen wir Iy = [Ag, Bo] = [1,a]. Es gilt dann sicherlich
Ab=1"=1<a<d" =B}

Wenn 0 < a < 1, dann setzen wir Iy = [0, 1]. Wie oben gilt mit Agp = 0 und
Bo =1:
Ak =0<a<1=B).

(Eine andere Moglichkeit, Iy zu wihlen, ist [0,a + 1]. Damit spart man sich eine
Fallunterscheidung.)

Wir definieren jetzt eine Folge von Intervallen (I,),en induktiv. Seien die ersten
Iy, ..., I, schon definiert. Wenn I,, = [A,, By,], dann setze M = %. Falls
MPF > a, so setze I,,;1 = [A,, M]. Ansonsten setze I, 11 = [M, B,].

Wir behaupten jetzt, dass die (I,)nen eine Intervallschachtelung sind. Es gilt
offensichtlich I,, C I,,_1 fiir alle n € N. Auflerdem gilt fiir alle n € N

diam(I,,) = 27 "diam(lp),

und damit ist (diam(7,)),en ein Nullfolge. Damit ist (I,)nen eine Intervallschach-
telung. Nach dem Intervallschachtelungsprinzip gibt eseiny € R mit y € nnZO I,.

Man beachte, dass wir die Intervalle I,, = [A,, B,] immer so konstruiert haben,
dass
k k
Ar <a<B,.

Dann gilt aber fiir alle n € N:

k
ja =y < A} = Byl = A — Bul - |>_ AL B,

n
J=1



Weil A,, < B, < By fiir alle n € N, kann man weiter abschétzen:
k . .
o —y*| < Ay — Bl |Y _AIBEI| <|A, — B,| - k-Bj <27"C
j=1
mit C' = kBE| Ay — By| konstant. Damit folgt a = y*.

Aufgabe 4:[10 Punkte]
Geben Sie einen zur Vorlesung alternativen Beweis der Existenz k-ter Wurzeln in
R. Seia € R,a > 0und k € N,k > 2. Zeigen Sie, dass die Menge

M ={zcR|z* <a}

ein Supremum y besitzt. Beweisen Sie dann y* = a, indem Sie die Aussagen 3* < a
und y*¥ > a zum Widerspruch fiihren.

Losung: Sei a > 0 und k > 2 gegeben. Es gilt sicherlich 7 € M, denn

a k k
<a = < a®.

0< 2
a+1 a+1

Insbesondere M # @. Auflerdem kénnen wir (z.B. nach dem archimedischen Axi-
om) ein n € N withlen, so dass n > a. Dann ist n* > a und n eine obere Schranke
fir M. (Man beachte, dass man nicht einfach a als obere Schranke wihlen
kann, denn dessen Existenz soll ja erst bewisen werden!) Nach dem Satz iiber die
Existenz von Suprema folgt, dass M ein Supremum sup M = y > 0 besitzt.

Annahme: y* < a. Wir werden zeigen, dass es ein § > 0 gibt, so dass (y+J) € M.
Wihle § > 0, so dass

0 < min{;,(ayk) ((y+1)k yk)l}

Das ist wohldefiniert, denn (y + 1)¥ —4* > 0 und a — y* > 0.
Dann gilt:

k

k
o =F (et E (e
j=1

=0
0<s<i<l LSRN
R P
=1
<y +(a—y")=a

Hier folgt die letzte Ungleichung aus der Wahl von §. Daher ist y +§ € M und y
ist nicht das Supremum von M. Widerspruch!



Annahme: y* > a. Wir werden jetzt zeigen, dass es ein 6 > 0 gibt, so dass
(y — 8)* > a. Wir mochten gerne folgende Abschitzungen machen:

(y—0) = z; (f) (—0Yy" T =y —4- zijl (5) (—6)i 1yt
k

k .
>yt -6y (j>y’“‘” =y —5((y+ 1" —y*) >a
7=1

Fiir die erste Ungleichung reicht es 0 < § < 1 zu wahlen. Fiir die zweite Unglei-
chung muss gelten:
S((y+1)F —¢F) <yf —a.

Wihle also § > 0, so dass

0 < min{;,y, (yk —a) ((y—}—l)k —yk)_l}.

Damit sind die obigen Abschéitzungen korrekt. Wir bestehen auch auf § < y, so
dass y — 0 > 0.

Insgesamt folgt also (yy — 0)F > a. Damit ist y — & eine obere Schranke fiir M, die
echt kleiner als y = sup M ist. Das ist ein Widerspruch.

Alles in allem bleibt y nichts anderes iibrig, als die Gleichung y* = a zu 15sen.

Abgabe: 6.6.2018 bis 10:00 Uhr in D.13.08



