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Aufgabe 1:[10 Punkte]
Beweisen Sie die folgende Version der Dreiecksungleichung im Komplexen:

Vz,weC Hz| - |w|| < |z —wl.

Zeigen Sie damit: Sei (zy,)nen ein komplexe Zahlenfolge, die gegen z € C konver-
giert. Zeigen Sie, dass dann die Folge (|z,|)nen gegen |z| konvergiert.

Losung: Teil 1: Der Beweis der Ungleichung geht analog zum Beweis in R aus
der Vorlesung. Man setze Setze ( = z — w. Dann folgt mit der schon bewiesenen
Form der Dreiecksungleichung in C:

|2 = ¢+ w| < [¢] + [w] = |z — w| + [w]

Also:
2] — |w| < |z —w (0.1)

Setze jetzt £ = w — z. Dann folgt wie oben:
jw| = [z +&| < [z + €] = |2 + |w — 2 = |2[ + |z — w]

Also:
jw| = 2] < [z — w| (0.2)
Beide Ungleichungen 0.1 und 0.2 zusammen ergeben die Aussage (5).

Teil 2: Sei (z,)nen ein komplexe Zahlenfolge, die gegen z € C konvergiert. Fiir
beliebiges € > 0 existiert dann ein N € N, so dass fiir alle n > N (mit Teil 1)

[12] = lzal | < 12 = 2l <€
gilt. Das besagt gerade:
lim |z,| = |z|.
n—oo

Aufgabe 2:[10 Punkte]
In dieser Aufgabe geht es um sogennante Teleskopsummen.

1. Sei (an)nen ein Folge in €. Beweisen Sie fiir alle n € N;n > 2:

n n

(ag41 — ag) = apy1 —ar bzw. apy1 =aj + Z(ak+1 — ag).
k=1 k=1



2. Berechnen Sie ) 7, m als Teleskopsumme.

3. Zeigen Sie mit Teil 2 die Konvergenz von y 7, n—12

Losung: Teil 1 ist ein einfacher Induktionsbeweis.
Teil 2: Es gilt fiir alle n € IN:

1 1 1

nn+1) n n+1

Dann folgt aus Teil 1:

k k k
1 1 1 1 1 1
= _ = — — = — — — :1_
ok Zn(n—i—l) Z(n n—i—l) T;<n+1 n) n+1

n=1 n=1

Durch Grenziibergang:

Teil 3: Wir wollen die Abschiatzung 0 < 7712 < ﬁ und dann Teil 2 benutzen.
Fiir die Partialsummen mit & > 2 folgt:

k k—1

k k
1 1 1 1
g = — =1 — <1 — =1 —
k an +Zn2 +Zn(n_1) +Zn(n+1)
n=1 n=2 n=2 1

=1t <l+1=2

Hier ist sx_1 wie im Teil 2 definiert. Die Folge der Partialsummen (¢;)ren ist also
nach oben beschriankt. Gleichzeitig ist diese Folge monoton steigend, denn

1
tk—tk,1=ﬁ>0.

Also konvergiert die Folge der Partialsummen — und damit die Reihe — nach dem
Satz {iber monotone beschréinkte Folgen.

Aufgabe 3:[10 Punkte]
Schéatzen Sie die Reihe

=1
D
n=0

gegen eine geometrische Reihe ab und folgern Sie daraus die Konvergenz der Reihe.
Der Grenzwert der Reihe definiert die Fulersche Zahl e!



Losung: Fiir n > 2 gilt n! > 2”1 und damit

1 1
— <
n

2n—1'

Also haben wir eine Abschétzung gegen eine geometrische Reihe:
k L koo k=1 S
Z = Zg§1+22n71=1+227<1+227=3
n 0 n=1 n=0 n=0

= n=1
(Und tatséichlich ist e < 3 richtig!) Die Partialsummen der Reihe Y °° ;L bilden
eine monoton steigende Folge, von der wir gerade eine obere Schranke hergeleltet
haben. Also konvergiert die Folge der Partialsummen und damit die Reihe nach
dem Satz iiber monotone beschrinkte Folgen.

Aufgabe 4:[10 Punkte]
Beweisen Sie, die Konvergenz oder Divergenz der folgenden Reihen. Im Falle der
Konvergenz geben Sie den Grenzwert an.

,_n

1 Z2Z 1
ZE 1( 5t

1
220:2 n2—1

0 n3+1
3. §3n207ﬁ+2n+1

42 (F + S5

N

Losung: 1. Es gilt % =

R ) 5 () ()

(=1

. (—%)Z. Geometrische Reihe!

N~

2. Es gilt ﬁ = % — 1 Also:

n— n+1
<1 1 — 1 1 1 1 1 1 1 1
= - — = — 1—7 - — — - — = o
nzznz—l 27122(71—1 n+1> 2<< 3)+(2 4)+(3 5)+ )

Wenn wir jetzt gerade und ungerade Indizes getrennt aufsummieren, kénnen wir
daraus jeweils eine Teleskopsumme bilden. Setze

k
1 1
0= (ot )

n=2




Fiir £ > 2 gilt dann:
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n n=1
IR N S
B 2k+1 2 2k
und
2k+1
1 1
z(n_l n+1>
n=2
1 1 1 1 1 1 1 1
=(1-= S B — —
( 3)+(2 4) (3 5)+ (Zk—l 2k+1)+(2k 2k+2)

i<n—1 2n+1> i(n 2n+2>

n=1
1

_2k+1+2 2k+2

|
—_

Im Limes fiir & — oo konvergieren beide Folgen (sor)ren und (s2p41)reN gegen
%. Damit folgt:

) 3
lim s, = —.
k—o0 2

Insgesamt haben wir also:

i;,lm 1 1 \y_13_3
n2—1 2 n—1 n+1) 2 2 4
n=2 n=2

3. Der Grad des Polynoms im Zéhler ist grofler als der Grad des Nenners. Aufler-
dem sind sémtliche involvierten Terme positiv. Also divergiert die Reihe > >° n’+1

n=0 n242n+1
bestimmt gegen +o0.
_1\k
4. Berechne Ezozo(?% + ¢ 3}3 )!
Warnung: Es gilt nicht ohne weitere Bedingung

Zan—I—an—Z an, + by).
n=0

Reihen, d.h. unendliche Summen, verhalten sich nicht immer wie endliche Sum-
men. Insbesondere gilt weder das Assoziativ- noch das Kommutativgesetz!




In diesem Fall ist trotzdem wahr, dass

=1 - 1 (=)
Z@Hﬁ ZZ%+Z(£

k=0 k=0 k=0

1)k

aber wir haben den entsprechenden Satz noch nicht bewiesen.

Das Problem taucht iiberhaupt nicht auf, wenn Sie (wie ich es Thnen empfehle) mit
den Partialsummen argumentieren. Diese sind endliche Summen und Sie kénnen
umsortieren, wie Sie wollen! Also:

Es gilt:
n k n n 1\n+1 1\n+1
1 -1 1 —1)k 5 1—(—=z

S+ G =Y gy G- 0

k=0 k=0 k=0 2 3
Im Limes fiir n — oo gilt also
00 k 1yn+1 1yn+1

1 -1 1-(5 1—(—% 1 1
Zgﬂka_hm< Ql + (% >_ r+—5 =275
k—0 3 n—o0 1—5 1+§ 1—§ 1+§
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