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Aufgabe 1:[10 Punkte]

Schreiben die ersten sieben Zeilen des Pascalschen Dreiecks auf. Benutzen Sie
Binomialformel und lesen Sie daraus die Darstellung von (a + b)° fiir a,b € C als
Summe ab. Berechnen Sie damit (2+4)%, (x41)5, (2i—1)%. Dabei ist x eine Variable
und i die imaginére Einheit. (Eine Berechnung durch explizites Ausmultiplizieren
wird nicht anerkannt!)

Losung: Die Binomische Formel lautet:

n

(a+b)" Z() a"pnk

=0

fir alle a,b € C. Aus dem Pascalschen Dreieck kann man ablesen, dass fiir alle
a,b € C gilt:

(a+ )% =a® +6a°b + 15a*b* + 20a3b® + 15ab* + 6ab”® + b°.
Um (2 + )% auszurechnen, kann man a@ = 2 und i = b setzen. Man beachte auch
i2=—1,=—i,i* =1, =i, = -1.
Also:

(2+0)° =20 46-2% +15-2%2 420233 + 15 - 2% 4+ 6 - 24° 4 4°
= 64 + 192 — 240 — 1607 + 60 + 12i — 1 = —117 + 44i

Aufgabe 2:[10 Punkte]
Seien n, k € Ng mit 0 < k < n. Zeigen Sie:

5()r

k=0

Losung: Wir benutzen nochmal die Binomische Formel:

n

(a+b)" Z() a"pnk



fiir alle a,b € C. Setzt man a = b = 1, so folgt:

2”:(1+1)”=§:<Z).

k=0
Aufgabe 3:[10 Punkte]

1. Seien a,b € € und n € N. Beweisen Sie:
n
(CL . b) Zakbnfk — an+1 . bn+1
k=0

(Tipp: vollstédndige Induktion und Indexverschiebung)
2. Folgern Sie, dass fiir alle x € R — {1}
Z": xk‘ _ 1— xn—&-l
1—=x
k=0
gilt.
3. Berechnen Sie die Summe fiir n = 1,2,3 und z = 1,0, j:%, 2.
4. Formulieren Sie (ohne Beweis) eine Vermutung, was passiert, wenn in 3.

jeweils n grofler und grofer werden 1483t.

Losung: Zu Teil 1: Es gilt fiir alle a,b € C:

(a _ b) Zn:akbn—k‘ — Zn:ak-‘rlbn—k _ Zn:akbn_k-i_l
k=0 k=0

k=0

n—1 n
— an+1 + § :ak+1bn—k o Zakbn—k—l—l - bn+1
k=0 k=1

n n
— an-‘rl + § akbn—k-i-l _ § akbn—k-i-l o bn+l
k=1 k=1

— an+1 _ bn+l



Zu Teil 2: Wir setzen a = 1 und b = x. Dann folgt aus Teil 1:
n
(1-— x)ka =1— "t
k=0

Fiir x # 1 kénnen wir dann durch (1 — ) teilen und die gewiinschte Formel steht
da.

Teil 3/4: Wir berechnen entweder mit der rechten Seite aus Teil 2, oder mit der
Summe links (und das ist fiir x = 1 notwendig, denn die rechte Seite ist dann
nicht definiert):

n=1| 2 3 limy, 00
z=-1 1 0 1 | konvergiert nicht
_1 1 1 3 1 _2
2 2 4 1_(_%) 3

0 1 1 1 1

1 1

5 1 1,5 1,75 1= 2
1 1 2 3 +o00

2 1 3 7 +00

Aufgabe 4:[10 Punkte]
Uberlegen Sie sich, ob die folgenden Folgen in € beschriinkt sind, und begriinden

Sie Thre Antwort sorgfiiltig.

1 n
(an)nen mit a, = (—2)

(Cn)nen mit ¢, = (24+14)"
. “ 1
(dn)nelN mit d,, = Z 27
k=0

Losung: 1. Die Folge [(—%)n] ne 18t beschréinkt. Als untere Schranke kann man

—1 oder auch —% nehmen. Als obere Schranke bietet sich 1 an.
2. Die Folge (i")nen sieht folgendermaflen aus:
(1,i,—1,—4,1,i,—1,—4,1,...)
Sie nimmet also nur 4 Werte an und deswegen beschrénkt. Eine Schranke kann
man folgendermaflen bestimmen: fiir alle n € N gilt:

i =iI"=1"=1.
%] = [4]



3. Die Folge (¢p)nen mit ¢, = (2 +14)™ ist nicht beschrénkt, denn

24+ =22 + 11 = /5.

Damit wéchst der Betrag von (2 4 i)™ iiber alle Schranken.

4. Die Folge (dy)nen mit dp, = > ) 2Lk ist eine geometrische Reihe (noch nicht

definiert, aber:) Es folgt aus der Formel in Aufgabe 3 (2) mit 2 = 1:

2
1
hTan Z oF = 2.
k=0
Auflerdem gilt:

1=dp<d1 <da<d3< ... < lim dy, =2.

n—oo

Dies liefert Schranken fiir die Folge (dy,)nenN-
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