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Aufgabe 1:[10 Punkte]

Seien f,g: I — R unendlich oft differenzierbare Funktionen, wobei I ein (un-)eigen-
tliches Intervall ist. Wir kiirzen den Operator % durch D ab. Beweisen Sie die
folgende Formel:

D) =3 (7)o nwta),

k=0

Beweisen Sie auflerdem
Dketa: _ xketaz’

wobei z € R. Leiten Sie jetzt fiir beliebige ¢, z,y € R die Formel
" /n
(l‘ + y)net(r-‘ry) — Z <k> xn—ketzykety.
k=0
Setzen Sie schliefilich ¢t = 0. Was ist passiert?
Losung: Die Formel
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() =3 () 0" 00k) (0.1)
k=0

folgt durch einfache Induktion iiber n aus der Produktformel. Genauso einfach
folgt
DFel® = ghet (0.2)

aus der Kettenregel. Wir wenden jetzt D™ = (%)n auf die Gleichung
@) = cte ety (0.3)
an. Dann folgt:
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Wenn wir in dieser Gleichung ¢ = 0 setzen, so erhalten wir die Formel
" /n
(x+y)" = Z <k:> vk,
k=0
Dies ist ein alternativer Beweis der Binomialformel.

Aufgabe 2:[10 Punkte]

Seien f,g: I — R zwei differenzierbare Funktionen. Es existiere ein 2y € R,
so dass f(zo) > g(zo) und f'(z) > ¢'(x) fir alle z > zo gilt. Zeigen Sie, dass
f(z) > g(x) fir alle z > zg gilt.

Losung: Sei x € I,z > x¢ beliebig. Definiere die Hilfsfunktion h: I — IR durch

Dann gilt nach Voraussetzung:

h(zo) = f(z0) — g(z0) 20, W (x) = f'(x) —g'(z) > 0.

Insbesondere ist m = 0 eine untere Schranke fiir A’ auf I. Nach dem Schrankensatz
angewendet auf die Funktion h = f — g folgt:

0 = m(z —x0) < h(z) — h(zo) = f(z) — g(x) — (f(z0) — g(x0)).

Daraus folgt:
0 < h(zo) = f(zo) — g(z0) < f(z) — g(z)
Also gilt fiir alle x € I,z > xq:

f(z) = g().

Aufgabe 3:[10 Punkte]
Wir definieren die Funktionen Sinus hyperbolicus

1
sinh: R — R sinh(x) = i(em —e )
und Cosinus hyperbolicus
1
cosh: R — R cosh(x) = 5(630 +e 7).

Zeigen Sie:
cosh(z)? — sinh(z)? =1



Zeigen Sie, dass beide Funktionen unendlich oft differenzierbar sind und berech-
nen Sie die Ableitungen. Folgern Sie, dass sinh streng monoton steigend ist. Die
Umkehrfunktion ist die Funktion

arsinh: R — R

Area sinus hyprebolici. Zeigen Sie, dass sie unendlich oft differenzierbar ist und
berechnen Sie die Ableitung.

Lésung: Aus den Definitionen folgt:

cosh(z)? — sinh(x =1 ( e’ +e ) — (" — e ")?)
1
Z (621+ x —m+6—2$_ 2x+2€$ —33_6—217)
=ee "t =1

Die Exponentialfunktion ist tiberall unendlich oft differenzierbar. Deswegen sind
auch der Sinus hyperbolicus und der Cosinus hyperbolicus auf ganz R unendlich
oft differenzierbar. Es gilt:

s1/ _ld x -z _1 T —x\

sinh’(x) = 520 (e —e™) = 2(6 + e ") = cosh(x)

cosh’()—l—d(z+ _z)—l(x— ~*) = sinh(x)
z) = 5o (" +e7®) = ;e —e7%) =sinh(z

WEeil fiir jedes x € R die Zahlen e” und e~* positiv sind, folgt, dass der Sinus hyper-
bolicus auf R streng monoton steigend ist. Insbesondere besitzt er eine Umkehr-
funktion, den sog. Area sinus heperbolici. Dies Funktion ist als Umkehrfunktion
einer unendlich oft differenzierbaren Funktione selbst unendlich oft differenzier-
bar. Es gilt fiir alle x € R nach dem Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion:
. 1 1
arsinhy (z) = sinh’(arsinh(z)) ~ cosh(arsinh(x))
1 1

/1 + sinh(arsinh(z)2) N V1 + 22

Aufgabe 4:[10 Punkte]
Geben Sie an, wo die folgenden Funktionen differenzierbar sind und berechnen Sie
die Ableitung:

1. fi(z) = In(x + V1 + 22) (Haben Sie diese Funktion schon einmal gesehen?)
2. fao(z) = e cos(2z + )

3. fa(z) = ;(O;EL?)




Losung: Es gilt fiir alle x € R: v/1 + 22 > |z|. Deshalb ist der Term x + /1 4 22
immer positiv und f ist iiberall definiert. Der Logarithmus ist auf R~ differen-
zierbar. Das einzige Problem fiir die Differenzierbarkeit kann vom der Wurzel-
funktion kommen, die in 0 nicht differenzierbar ist. Es ist aber v/1 + 22 > 1 und
das Problem wird vermieden. Deshalb ist f; auf ganz R differenzierbar. Es gilt:

1 2x
- (1+ —"
z+V1+ a2 ( 2\/1+x2>

Die Funktion fs ist auf R differenzierbar und es gilt:

filz) = %ln(x-i- 1+ 22) =

fo(x) = (—e ") cos(2z 4+ m) + e~ *(—2) sin(2z + 7) = —e~ " (1 + 2sin(2z + 7)).

Der Nenner der Funktion f3 hat bei z = 0 und = 1 Nullstellen. Deshalb ist die
Funktion dort nicht definiert. Auflerhalb dieser Nullstellen ist f3 differenzierbar
und es gilt:

(—sinz)z(x 4+ 1) — cos(x)(2z + 1)
2?(z+1)?

fa(x) =
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