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e Offnen Sie den Klausurbogen erst, wenn der Klausurbeginn von der
Aufsichtsperson angesagt wurde!

e Es sind keine Hilfsmittel (Taschenrechner, Vorlesungsmitschriften, Tele-
phonjoker etc.) zugelassen. Bitte legen Sie alle Taschen, die Sie mit-
gebracht haben, vor Beginn der Klausur vorne oder an den Seiten des
Horsaals ab. Handys, Smartphones und andere elektronische Geréte sind
in ausgeschaltetem Zustand in diesen Taschen zu verstauen. Lediglich
traditionelle Armbanduhren oder Wecker sind von dieser Regelung aus-
genomimen.

e Bitte iiberpriifen Sie die Angaben links oben auf dieser Seite (Name
und Matrikelnummer) und korrigieren Sie gegebenenfalls Druckfehler.
Uberpriifen Sie die Klausur auf Vollstandigkeit (n + 1 Aufgaben).

e Bitte legen Sie Thren Lichtbildausweis und Ihren Studentenausweis vor
sich auf das Pult, damit Ihre Identitdt wéihrend der Klausur gepriift
werden kann. Am Ende der Klausur finden Sie zwei weitere Blétter, die
Sie als “Schmierzettel” verwenden konnen. Thre Lésungen inklusive aller
Nebenrechnungen notieren Sie bitte ausschliefllich im Klausurbogen an
der vorgesehenen Stelle. Auf den weiteren Bléttern niedergeschriebene
Losungen werden nur gewertet, wenn sie unmissverstindlich markiert
sind und an der entsprechenden Aufgabe ein Vermerk angebracht wird.

e Um Thr Klausurergebnis zu erfahren, benétigen Sie die folgende person-
liche Identifikationsnummer (PIN): — Bitte merken Sie sich diese

Nummer.

Wir wiinschen viel Erfolg!
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Aufgabe 1: Binomialkoeffizienten (12 Punkte)
Seien n, k € Ny.

(a) Definieren Sie fiir k < n den Binomialkoeffizienten (7). (2 Punkte)
(b) Beweisen Sie die Formel (5 Punkte)

(Z)-k:(kL)-(nﬂ—k).

(c) Beweisen Sie die Formel (5 Punkte)

-G

Dabei setzen wir immer (z) = 0, falls in einer Formel k < 0 oder k£ > n auftauchen sollte.

Notieren Sie hier Ihre Lésung:
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Losung: Teil 1, Definition: (}) = ﬁlk),
Teil 2: Es gilt:

n n! n!
< )'k:k!(n—k)!'k: G- Dimsi—g "HL=H

Teil 3: Es gilt:

n no\ n! n! ~nln—k+1)+k-n!
( >+<k: >_k!(n—k)!+(k—1)!(n—k+1)! T = Dln—k+ 1)

nl(n—k+1+k) nl(n+1)

T Gh-Ditn—k+ D) (k—Dli(n—k+ 1)

1)
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Aufgabe 2: Cauchy-Folgen sind beschrinkt (12 Punkte)
In der folgenden Aufgabe diirfen Sie in R oder € arbeiten.

1. Definieren Sie den Begriff der Cauchy-Folge. (2 Punkte)
2. Definieren Sie den Begriff der beschriankten Folge. (2 Punkte)
3. Beweisen Sie, dass jede Cauchy-Folge beschrinkt ist. (8 Punkte)

Notieren Sie hier Ihre Lésung:
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Losung: Definition (z,en) Cauchy-Folge: Fiir alle ¢ > 0 existiert ein N € N, so dass fiir alle
m,n > N gilt:
|z — xm| <e oder <e.

Definition beschrankt: Es gibt ein C' € R, so dass fiir alle n € N gilt;
|z, < C oder < C
Oder dquivalent dazu: 3 C,D e RV neN
C<x,<D.

Es gibt hier viele Variationen abhdngig davon, ob man in R oder C arbeitet, mit < oder < oder
mit verschiedener oberer und unterer Schranke.

Beweis: Sei (z,)nen eine Cauchy-Folge. Wir miissen ein C' € R finden, so dass fiir alle n € N gilt:
|z, < C.

Wir wihlen e = 1. Weil (z,,)nen eine Cauchy-Folge ist, gibt es N € N, so dass fiir alle m,n > N
gilt: |z, — x| < 1. Insbesondere gilt dies fiir m = N, d.h. fiir alle n > N gilt:

lzn — x| < 1.

Also sind alle bis vielleicht auf die ersten N — 1 Folgeglieder im Intervall |xx — 1, x,, + 1] enthalten.
Beachte:
ay — lLay+1<|zy|+ 1.

Setze jetzt C' = max{|zn| + 1, |z1],...,|zn—-1]|}. Dann gilt fiir alle n € N: |z,| < C.
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Aufgabe 3: Potenzreihen und Konvergenzradien (12 Punkte)

Berechnen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen:

1. Y 7(‘55; (4 Punkte)

ln‘f;n) (4 Punkte)

n=0

3.3 (32)71:13" (3 Punkte) (777)
n=0

4. > g—z:c” (4 Punkte)
n=0

16

Notieren Sie hier Ihre Lésung:
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N X pign
Losung: >
0

= (5n)!

Betrachte:
(n+1)° (Gn)!  [(n+1\° 1 1 n+1l n+tl _ 1
(BGn+5)! nb  \ n (bn+5)-...-5n+1) nPdn+5 7 5n+1  nd’

dennn+1<bn+1<...<bn+5 fir alle n € N. Es folgt:

5 !
lim (n+1) ' (5n)! _o

Nach dem Quotientenkriterium ist der Konvergenzradius dann % = +o00.

x n

x
Z In(2n)
n=0
Wir betrachten den Term

In(2n)
In(2(n+1))°

und versuchen, den Grenzwert fiir n — oo zu berechnen. Dazu benutzen wir die Regel von de
I’Hopital:

g w@n) o W@y o 2y v+l

n—oo In(2(n +1)) w0 ln(2(y+1))  v=02/(y+1) w0 y
Nach dem Quotientenkriterium folgt, dass der Konvergenzradius genau 1 ist.
> (o) 2"

n=

Betrachte

<3n+3>_1‘ (3n> _(FD2n+2)! 30! _ (n+1)(2n+2)2n+1) 4
2n 4+ 2 2n

Bnt3)!  nl2n)  Bnt3)Bni2)@Bnrl) 27

27

fiir n — oo. Also ist nach dem Quotientenkriterium der Konvergenzradius %

X3
> "
n=0
Es gilt:
1 n 1 /. 3 1
limsup {/|a,| = = lim Vn3 = = (hm W) =,

denn lim,, {/n = 1. Also ist der Konvergenzradius nach dem Wurzelkriterium 2.
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Aufgabe 4: Eulersche Zahl und Exponentialfunktion (12 Punkte)

(a) Definieren Sie die Eulersche Zahl e, so wie es in der Vorlesung gemacht wurde. (2 Punkte)

(b) Zeigen Sie 2,5 < e < 3, indem Sie nach oben gegen eine geeignete geometrische Reihe abschiit-
zen. (5 Punkte)

(c) Definieren Sie die Exponentialfunktion, so wie es in der Vorlesung gemacht wurde. (2 Punkte)

(d) Zeigen Sie, dass die entsprechende Reihe in der Definition der Exponentialfunktion auf ganz C
konvergiert. (3 Punkte)

Notieren Sie hier Ihre Losung:
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Losung: Definition e: e = % o 4.
Es gilt:
SR R
Fiir n > 2 gilt n! > 2"~! und damit . .
nl = T

Also haben wir eine Abschéitzung gegen eine geometrische Reihe:

1 1 1 1
e=D =l FX g SiH) gy <l4) 5i=3
n=0 n=1 n=1 n=0

0o z"
n=0 n!-

Definition der Exponentialfunktion: exp(z) =3

Konvergenzradius nach Quotientenkriterium:
n! . 1

A A g

Also ist der Konvergenzradius +o0.
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Aufgabe 5: (12 Punkte)

Entscheiden, wo die folgenden Funktionen (nicht) differenzierbar sind, und begriinden Sie Ihre
Antwort. Berechnen Sie dann ihre Ableitung. Beschrinken Sie sich immer auf Definitions- und
Wertemengen in R.

1. f(z) = /z (4 Punkte)

2. g(z) = M;)S_(f) (4 Punkte)

3. h(z) = e*’ (1 — ¥/zZ + 1) (4 Punkte)

Notieren Sie hier Ihre Lésung:

10
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Losung:

flz) =¥z

Die Funktion ist nicht in 0 differenzierbar. Dazu betrachten wir zuerst den Grenzwert

lim Y _ lim — = +o0.
y—0 Yy

Wenn man y = /x setzt, dann gilt

oz

-— — 400 fir z—0.
x

Die Funktion f ist fiir alle @ > 0 in a differenzierbar: Version 1: Mit der Binomialformel. Fiir alle
x,a > 0 gilt:

n—1
k n—1—k
r—a=(Vr—a)) zwa =
k=0
Es folgt:
—1
—1
Y — a (n k nlk)
= xrna n
r—a
k=0

Teilen durch die Summe rechts ist in Ordnung, denn wir betrachten nur x in einer kleinen Umgebung
von a > 0, also ist die gesamte Summe > 0. Jetzt bilden wir den Differentialquotienten:

, . Vx—/a ) Y o = ) k., n—1—k -
f'(a) = lim ——— = lim E xna n = E (im zn)a =
r—ra Tr — a r—a r—a
k_

=0 k=0
-1
(n_l n—l) n—1\~1 a%_l
= a n = <na n ) =
n
k=0

Version 2: Via dem Satz iiber die Umkehrfunktion. Die Umkehrfunktion von f ist g(z) = z™. Wir
wissen schon: J

— " =nz" L,

dx

Der Satz ist anwendbar fiir alle a > 0, so dass 0 # g(a) = a”, also fiir alle @ > 0. Dort gilt:

1
1 -1 1 = an 1
f/a :7:”/{1/&”—1 — Zgn-1 =
(@) = Sy = (V@) = :
Version 3: Unter Benutuzung der Gleichung /z = a:% = e%ln(x)_ Es gilt mit der Kettenregel:

1_

f/(a) — ieﬁln(a) — ieiln(a) _ ia% _ an 1.
da an an o

Auch hier miissen wir a > 0 voraussetzen, denn sonst ist In(a) nicht definiert.

11
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x cos(z?)

g(z) = Z—1

Der Nullstelle des Nenners ist £ = 1. Dort ist die Funktion nicht definiert und insbesondere nicht
differenzierbar. Fiir x # 1 ist g als Quotient von differenzierbaren Funktionen selber differenzierbar.
Es gilt:

= Go1 ((z — 1)(cos(z?) + z(2z)(— sin(z?)) — :Ecos(mQ))

_ L ((;g ~ 1) (cos(a?) — 22% sin(a?)) — cos(a:2)>

= ————(—cos(2?) — 22%(z — 1) sin(2?))

(z — 1)
h(z) = e (1 — ¥z + 1)

Die Wurzelfunktion ist in 0 nicht differenzierbar, aber es gilt 2 +1 > 1 > 0 fiir alle z € R.
Deswegen gibt es keine Probleme. Die Funktion ist auf gan R differenzierbar. Es gilt:

B (x) = 3$26x3(1 — V224 1) + 613(
2
=z <3x(1 — Va2 +1) - 3

1
2w (@ )51
3

1
(2?2 + 1)2>

12
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Aufgabe 6: Gleichmiflige Konvergenz und Stetigkeit (12 Punkte)
Sei U C C. Fiir alle n € N seien f, : U — C und f : U — C Funktionen.

1. Definieren Sie, was es heifit, dass die Folge ( f,,)nen punktweise gegen f konvergiert. (2 Punkte)
2. Definieren Sie die Supremumsnorm fiir Funktionen von U nach C. (2 Punkte)

3. Definieren Sie, was es heifit, dass die Folge (fn)nen gleichméBig gegen f konvergiert. (2
Punkte)

4. Beweisen Sie, dass f stetig ist, wenn (f,,)nen gleichméBig gegen f konvergiert und fiir alle
n € N die Funktionen f,, stetig sind. (6 Punkte)

Notieren Sie hier Ihre Losung:

13
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Losung:
Definition pktw Konvergenz: Fiir alle € > 0 und alle z € U existiert ein N € N, so dass fiir alle
n > N gilt:

[f(@) = fa(z)] <e.

Definition Supnorm: Sei g : U — R. Dann ist

l9]loo = sup |g(2)|.
zeU

Definition glm Konvergenz: Fiir alle ¢ > 0 existiert ein N € N, so dass fiir alle n > N und alle
z e U gilt:

[f(@) = fu(@)] <& (<= |f = falo <€)
Beweis: Sei zg € U beliebig. Wir miissen zeigen, dass f in zg stetig ist. Sei € > 0 gegeben. Weil

(fn)nen gleichméBig gegen f konvergiert, gibt es ein N € N, so dass fiir alle n > N und alle z € U
gilt:

£() = Fal2)] < 5.

Weil fy stetig ist, gibt es ein § > 0, so dass fiir alle z € U N Us(2p) gilt:
€
|fn(2) = fn(20)] < 3
Insgesamt gilt also fiir alle z € U N Uy(20):

(=) = F(0)| < 1F(2) = Fn ()| + 1fn(2) = fv(zo)l + [ fn(z0) = ()| S S+ 5+ 5 ==

Also ist f stetig bei zg. Weil zg beliebig war, ist f stetig.

14
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Aufgabe 7: Kurvendiskussion, lokale und globale Extrema (12 Punkte)
Finden Sie sédmtliche lokale und globale Extrema der folgenden Funktion:

f:[-3/4,1] =R, f(z) =23 +2%

16

Notieren Sie hier Ihre Losung:

15
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Losung: Wir berechnen zuerst die Ableitungen

f'(x) = 32% 4+ 22 = 2(3z + 2)

und )
f'(z)=6z+2=23z+1). z= —3
Dann gilt f/(z) = 0 genau dann, wenn = = 0 oder x = —2/3. Dies sind unsere Kandidaten fiir

lokale Extrema im Inneren. (Verschwindene Ableitung ist eine notwendige Bedingung fiir ein lokales
Extremum im Inneren des Definitionsintervalls.) Es gilt:

2 2

"-2)=—-6-=+2=-2<0
(=3) =62+
und
f"(0)=2>0.
Damit haben wir eine hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema erfiillt.: bei z = —% existiert ein

lokales Maximum und bei x = 0 existiert ein lokales Minimum.

Um die Frage zu entscheiden, wo die globalen Extrema liegen, muss man mit den Ré&ndern des
Intervalls vergleichen. Es gilt:

8 4 —8+12 4

IR =g ts=—w ~u
und 27 9 27436 9
—_ 4 = — — _—— — =
A TRT: 64 64
und

f(0)=0 und f(1)=2.

Damit liegt das globale Maximum bei x = 1 und das globale Minimum bei z = 0.
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