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1 Einige Grundlagen

1.1 Mengen

Es ist hier weder nétig, noch haben wir die Zeit, eine komplette axiomatische Einfithrung
in die Mengentheorie zu geben. Dies ist der Stoff einer eigenen Vorlesung. Beim intuitiven
Gebrauch des Formalismus macht man keine Fehler, solange man sich einiger Probleme
klar ist.

Das erst Problem ist, dass es nicht einfach ist, eine Mengen iiberhaupt zu definieren.
Es gibt mehrere Moglichkeiten, Mengen einzufiithren. Die beiden am meisten studierten
Axiomatisierungen sind von Zermelo-Fraenkel und Goédel-Bernays.

Kurt Friedrich Godel https://de.wikipedia.org/wiki/Kurt_G/C37%B6del

Paul Bernays https://de.wikipedia.org/wiki/Paul_Bernays

John von Neumann https://de.wikipedia.org/wiki/John_von_Neumann

Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo https://de.wikipedia.org/wiki/Ernst_Zermelo
Adolf Abraham Halevi Fraenkel https://de.wikipedia.org/wiki/Adolf_Abraham_Halevi_
Fraenkel

Die Theorie der Mengen wurde im 19. Jahrhundert durch den Mathematiker Georg Cantor
(1845-1918) begriindet.

Georg Cantor https://de.wikipedia.org/wiki/Georg_Cantor

Von ihm stammt die folgende Definition einer Menge: ” Eine Menge ist eine Zusammenfas-
sung bestimmter wohlunterschiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens
— welche die Elemente der Menge genannt werden — zu einem Ganzen.“

Dies ist keine mathematische Definition im modernen Sinne und heifit nichts anderes
als: Eine Menge ist ein Sack mit einigen Dingen darin, die Elemente der Menge genannt
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werden. Bespiele: {0}, {2,5,3/2},R, die Menge aller Studenten der Uni Wuppertal, die
Menge aller Elementarteilchen im Universum, die Menge aller orientierungserhaltenden
Rotationen von R'?, die leere Menge @.

Das wichtigste Problem ist, dass nicht alles eine Menge sein kann. Die “Menge aller Men-
gen” ist keine Menge. Wenn man darauf besteht, die “Menge aller Mengen” als Menge zu
behandeln, ergeben sich logische Widerspriiche, mit denen die ganze Theorie zusammen-
bricht. Dies ist ein echtes Problem, nicht nur eine Schwierigkeit wie die Definition oben,
die man mit viel Arbeit iiberwinden kann. Eine Losung dieses Problems ist, eine weitere
Stufe von “Mengen” einzufithren: die sogennanten Klassen. Alle Mengen zusammenge-
fasst bilden eine Klasse. Die “Klasse aller Klassen” ist aber selber wieder keine Klasse,
sondern ...

Bemerkung 1.1. Beachten Sie die folgenden Dinge beim Umgang mit Mengen, insbeson-
dere auch bei der Unterscheidung zwischen Mengen und Folgen (die wir spéter einfiithren
werden).

1. Eine Menge kann selbst wieder Element einer anderen Menge sein. Beispiele: {0, {0}},
die Menge aller Teilmengen einer Menge M. Die leere Menge ist Teilmenge jeder
anderen Menge.

2. Eine Menge wird dadruch beschrieben, dass man ihre Elemente angibt. Dabei kommt
es nicht auf die Reihenfolge an und es gibt keine Wiederholungen. Beispiel:

{1,2} = {2,1} {a,a} ={a}

Notation 1.2. Wir sagen, A ist Teilmenge von C und schreiben A < C, wenn jedes
Element von A auch Element von C' ist.

Beachten Sie, dass A < C auch die beiden Extremfille A = @ und A = C einschlief3t.
Wir schreiben A € C, wenn A ¢ C und A # C gilt.

Bemerkung 1.3. Zwei Mengen A und B sind gleich, wenn sie dieselben Elemente haben.
Insbesondere gilt:
A=B < (Ac B und Bc A).

Wir beschreiben jetzt kurz die wichtigsten Operationen auf Mengen.
Notation 1.4. Seien A, B und C' Mengen.
1. Die Vereinigung A U B von A und B:
reAuB < xeAoderxe B

Beachten Sie, dass das mathematische “oder” immer ein einschliefSliches “oder” ist;
d.h. a € A oder x € B oder beides.

2. Der Schnitt A n B von A und B:
reAnNB < rzeAundxe B
3. A— B (lies “A ohne B”):
r€A—B < reAundz¢ B
4
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Bemerkung 1.5. Die Tatsache, dass “oder” einschlieflich gemeint ist, kann auch folgen-
dermaflen ausgedriickt werden: es gilt fiir alle Mengen A und B immer

AnBc AuB.

Der Schnitt von A und B ist die Menge der Elemente, die sowohl in A, als auch in B
sind. Fiir diese Elemente gilt insbesondere, dass sie entweder in A oder in B sind, also in
Au B.

Wenn Sie das ausschlielliche “oder” in Thren mathematischen Betrachtungen benutzen
wollen, dann miissen Sie es ausdriicklich sagen: “Das Element x ist in A oder in B, aber
nicht in beiden gleichzeitig.” Die entsprechende Menge ist

(AuB)—(AnB).
Notation 1.6. Sei A — C. Dann heifit C' — A das Komplement (nicht Kompliment!) von
Ain C.

Sei A eine Menge. Dann bilden alle Teilmengen von A wieder eine Menge, die sogenannte
Potenzmenge von A. Wir schreiben dafiir P(A). Beispiel: P({1,2}) = {&, {1}, {2}, {1,2}}
oder P(@) = {&} (also |P(2) # o).

Notation 1.7. Seien A und B Mengen. Dann heifit die Menge A x B der geordneten
Paare (a,b) mit a € A und b € B das kartesische Produkt oder einfach nur Produkt von A
und B.

Ax B={(a,b)|ac A be B}

Man beachte, dass die Mengen A x B und B x A nicht gleich sind. Die Reihenfolge in den
Paaren unterscheidet sich. Natiirlich gibt es Bijektion (siehe Definition [1.14])

Ax B— BxA, (a,b)— (b,a),
trotzdem ist es wichtig, hier nichts zu vermischen.

Wenn wir Operationen wiederholen, so benutzen wir hiufig die folgende sehr zu empfeh-
lende Schreibweise. Seien A1, ..., A, Mengen.

n

Aia ﬁ Ai; HAl

1 i=1 i=1

n

<

1.2 Quantoren

Quantoren sind Operatoren der Pridikatenlogik. Wir werden sie einfach als abkiirzende
Schreibweise in formalen Aussagen benutzen. Es gibt zum einen den Allquantor V (“fiir
alle”) und den Existenzquantor 3 (“es gibt” oder “es existiert”).

Beispiel 1.8. Die folgenden Beispiele sollen die Verwendung illustrieren.
1. Betrachten Sie folgende Aussage: “Alle Autos sind rot.” Unabhéingig davon, ob diese
Aussage richtig ist oder nicht (sie ist es offensichtlich nicht), wollen wir sie einmal
anders formulieren. Sei dazu A die Menge aller Autos und R die Menge aller roten

Autos.
VacA:ae R

Aquivalent dazu ist auch einfach: A < R.

5
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2. Eine andere Aussage ist: “Es gibt ein griines Auto.” Formal:
Jae A:ac€G,

wobei G die Menge aller griinen Autos sei. Aquivalent dazu ist auch einfach: ANG #
. Beachten Sie, dass diese Aussage bedeutet, dass es mindestens ein griines Auto
gibt. Es kann auch mehrere geben und die Aussage ist immer noch richtig.

3. Quantoren werden oft zur Formulierung von Aussagen benutzt, die in unserer nor-
malen Sprache sehr lange und manchmal grammatikalisch ungeschickt oder ungenau
sind. Beispiel: Sei S die Menge der Studenten und Studentinnen an der Universitat
Wupertal.

VseS3IneN,

also “fiir alle Studenten und Studentinnen gibt es eine natiirliche Zahl” (dies konnte
z.B. die Immatrikulationsnummer sein). So wie geschrieben, bedeutet es, dass es zu
jedem Studenten/-in eine Nummer gibt; es kann aber sein (muss aber nicht), dass
mehrere (oder alle) dieselbe Nummer haben.

4. Beachten Sie, dass wir immer von rechts nach links lesen und dass alles, was links
steht von dem abhéngt, was zuvor gekommen ist. Die Aussage

dneNVselS

besagt, dass eine einzige Nummer fiir alle Studenten und Studentinnen gibt; jede(r)
hat eine Nummer und diese Nummer ist fiir alle dieselbe! Das n existiert und ist fiir
alle a dasselbe. Die erst Aussage oben bedeutete dagegen, dass es fiir jede(n) ein-
zelne(n) eine Nummer gibt und diese Nummer wurde individuell vergeben, variiert
also mit s.

Bemerkung 1.9. Es ist niitzlich zu wissen, wie man Aussagen, die mit Quantoren ge-
schrieben formuliert wurden, verneint: man vertauscht iiberall die Quantoren V and 3 und
verneint am Schluss die Aussage. Bespiel:

VeeX3yeY: fz,y)eZ
Die Verneinung lautet dann:
JeeXVyeY: f(z,y) ¢ Z

Anderes Beispiel: “Zu jedem Schloss im Haus habe ich einen Schliissel.” Die Verneinung
dieser Aussage lautet: “ Es gibt ein Schloss im Haus, zu dem ich keinen Schliissel habe.”

In dieselbe Kerbe schligt folgendes
Beispiel 1.10. Die Aussage

VeeRIyeR:z<y

ist wahr. Zu jedem einzelnen z € R gibt es sicherlich eine reelle Zahl y € R, die gréfer als
T ist; setze z.B. y = x + 1.

Die Aussage
JyeRVzeR:z<y

ist falsch. Es gibt keine reelle Zahl y, die grofler als alle anderen reellen Zahlen ist.

6



Analysis 1, SS2018, Wuppertal Biedermann

1.3 Abbildungen

Es folgt die Definition des vielleicht wichtigsten Konzeptes in der ganzen Mathematik.

Definition 1.11. Seien X und Y zwei Mengen. Eine Abbildung f von X nach Y ist eine
Teilmenge R < X x Y, so dass gilt:

1.VeeX3JdyeY:(z,y)eR
2.Vze X Vy,y2€Y: ((x,yl)eRund (:c,yQ)eR) = y1 = Yo
Wir schreiben dann f: X — Y. Wenn (x,y) € R, so schreiben wir:
fx)=y oder f: X Y, x—y.

Die Menge X heifit Definitionsbereich von f und Y heifit der Wertebereich (oder Werte-
menge).

Die erste Bedingung fiir eine Abbildung f: X — Y bedeutet, dass jedes Element x € X
abgebildet wird bzw. dass wir jedem x ein Bild zuordnen. So ist das Beispiel

2 — 5 von {1,2} nach {1, 5,14}

keine Abbildung, denn der 1 im Definitionsbereich wird nichts zugeordnet.

Die zweite Bedingung an eine Abbildung sagt, dass das Bild eines Elementes des Defini-
tionsbereichs eindeutig sein muss. So ist z.B.

1—52—1,2—5
von {1,2} nach {1,5, 14} keine Abbildung, denn 2 hat kein eindeutiges Bild.

Bemerkung 1.12. Man beachte, dass die Angabe des Definitions- und Wertebereichs
zwingend zur Definition einer Abbildung dazugehoren! Siehe Beispiel

Definition 1.13. Sei f: X — Y eine Abbildung. Die Menge
fX)={yeY|[JdaeX: f(z)=y}

heifit Bild von f. Sie ist eine Teilmenge von Y.
Sei B ¢ Y. Dann heifit die Menge

f7H(B) ={ae A| f(a) € B}

das Urbild von B unter f. Sie ist eine Teilmenge von A. Wenn B = {b}, dann schreiben
wir manchmal f~1(b), anstatt f=1({b}).

Definition 1.14. Sei f: X — Y eine Abbildung.

1. Die Abbildung f heifit injektiv, wenn gilt:

Var,raeX : f(rr) = f(z) = 71 =122
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2. Die Abbildung f heiflt surjektiv, wenn gilt:
VyeYIzeX: f(x)=y
Also ist f surjektiv genau dann, wenn f(X) =Y.
3. Die Abbildung f heifit bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.
Die Injektivitdt einer Abbildung f kann auch so formuliert werden:

Va0 X : (331 #xo = f(11) # f(xg))

Das bedeutet, dass zwei voneinander verschiedene Elemente des Definitionsbereichs auch
immer verschiedene Bilder haben. Eine Abbildung ist also genau dann nicht injektiv, wenn
es zwei voneinander verschiedene Elemente mit demselben Bild gibt.

Die Surjektivitéit besagt, dass jedes Element des Wertebereichs getroffen wird, d.h. ein
Urbild besitzt.

Beispiel 1.15. Die Abbildung f: Rso — R, f(x) = z? ist nicht injektiv, denn z.B.
f(1) = f(—1). Allerdings ist die Abbildung g: Rs¢ — R, g(z) = 22 injektiv.

Die Abbildung f: R — Rxo, f(x) = 22 ist surjektiv. Allerdings ist die Abbildung g: R —
R, g(z) = 22 nicht surjektiv.

Beachten Sie die verschiedenen Definitions -und Bildbereiche.

Lemma 1.16. Sei f: X — Y eine Abbildung. Dann gilt:

IL.VAcX:Ac f71f(A)

2. VAc X:A=f"1f(A) < [ injektiv

3. ¥YBcY:f(f'(B)cB

4. (YBcY: f(f7Y(B)) = B) < [ surjektiv

Beweis. Eine gute Ubung. O
Lemma 1.17. Seien A,Bc C, X,Y ¢ Z und f: C — Z eine Abbildung. Dann gilt:
LXK AY) = fHX) A FY)
2 fHX UY) = X)L FY)
5. f(AUB) = f(A) U f(B
4. f(An B) < f(A) n f(B)

)
)

~—

Beweis. Eine gute Ubung. O

Definition 1.18. Die Abbildung f: X — Y ist invertierbar oder umkehrbar, wenn eine
Abbildung ¢g: Y — X existiert mit

fog=1idy und go f=idx.
Wir nennen g dann die Umkehrabbildung von f.

8
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Wenn eine Abbildung f eine Umkehrabbildung besitzt, so ist diese Umkehrabbildung
durch f eindeutig bestimmt.

Lemma 1.19. Fine Abbildung von Mengen ist genau dann bijektiv, wenn sie eine Um-
kehrabbildung besitzt.

Beweis. Eine gute Ubung. O

Lemma 1.20. Fir jede Menge C' gibt es eine Bijektion zwischen der Potenzmenge P(C')
und der Menge der Abbildungen von C auf die Menge {0,1}.

Beweis. Sei Abb(C, {0,1}) die Menge aller Abbildungen von C' nach {0, 1}. Wir beschrei-
ben eine Abbildung
a: P(C) — Abb(C, {0,1}),

indem wir eine Teilmenge A — C' auf diejenige Abbildung «(A): C — {0, 1} schicken, die
die Elemente von A auf 1 abbildet und den Rest auf 0. Umgekehrt definieren wir eine
Abbildung folgendermaflen:

B: Abb(C,{0,1}) — P(A)
(f: C—{0,1}) ~B(f)=fH1}.

Wir zeigen jetzt a o 8 = idapp(c,{0,1}) und 8o a =idp(c).

Zuerst o f = idapb(c,f0,13)- Sei f: C — {0,1} eine Abbildung. Dann ist 8(f) = f~'{1}
das Urbild von 1. Diesem Urbild ordnet o genau diejenige Abbildung von C nach {0, 1}
zu, die jedes Element des Urbildes auf 1 abbildet und alles andere auf 0. Das ist aber
gerade, das was f macht. Also ist o B(f) = f.

Jetzt foa =idp(c). Sei A < C. Dann ist a(A) =: g die Abbildung mit
(c) = 1 firceA,
NI=V 0 fiir e ¢ A.
Dann ist aber g~ {1} = A, also f o a(A) = A und damit S o a = idp(c). O

1.4 Kardinalitit

Definition 1.21. Wir schreiben |A| (oder vielleicht manchmal #A) fiir die Kardinalitdt
oder Mdchtigkeit der Menge A. Dies ist die Anzahl der Elemente.

Beispiel: |{1,2}| = 2, |P(@)] = 1 siehe oben, |[N| = 0. Das Letztere bedeutet einfach,
dass die natiirlichen Zahlen keine endliche Menge sind.

Satz 1.22. Seien A und B Mengen.

1. Es gilt |A| < |B| genau dann, wenn es eine injektive Abbildung von A nach B gibt.
2. FEs gilt |A] < |B| genau dann, wenn es eine surjektive Abbildung von B nach A gibt.

3. Zweir Mengen haben genau dann die gleiche Kardinalitit, wenn es eine Bijektion
zwischen ihnen gibt.



Analysis 1, SS2018, Wuppertal Biedermann

Der Satz ist fiir endliche Mengen einfach zu beweisen. Der Beweis wird aber sehr schwierig,
wenn man sich nicht auf endliche Mengen einschrinkt. Das liegt daran, dass die “Anzahl
der Elemente” dann keinen intrinsischen Sinn mehr hat. Wir wollen auch dieses Problem
einfach tibergehen. Das Augenmerk unserer Analysis-Vorlesung soll auf anderen Dingen
liegen.

Lemma 1.23. Fir jede Menge A gilt: |P(A)| > |A].

Beweis. Wenn A = @, dann ist die Aussage wahr: P(&) = {@}. Also || =0 < 1 = P(@).

Sei von jetzt ab A # @. Man sieht leicht |P(A)| > |A|, denn es gibt eine Injektion
A — P(A): jedem Element a € A ordnen wir die Teilmenge {a} von A zu.

Wir zeigen jetzt: wenn f: A — P(A) eine Abbildung ist, so ist f nicht surjektiv. Insbe-
sondere folgt dann wieder mit Satz |P(A)] > |A|.

Also sei f: A — P(A) eine Abbildung. Fiir jedes a € A ist also f(a) eine Teilmenge von
A. Es kann also passieren, dass a selbst ein Element von f(a) ist oder eben nicht. Wir
betrachten die Menge M definiert durch

M={aeA|a¢ fla)} c A.

Wir nehmen an, dass M ein Urbild b € A unter f besitzt: 3 b€ A : f(b) = M. Dann
konnen wir folgenden Fille fiir b unterscheiden:

be M= b¢ f(b)=M

Aber eben auch:
b¢ M =f(b)=— beM

Beides fiithrt zum Widerspruch. Also kann es b nicht gegeben haben. Damit ist f nicht
surjektiv. O

Beachten Sie, dass diese Aussage von Lemma fiir alle Mengen gilt ungeachtet der
Tatsachte, dass sie endlich oder unendlich sind. Es folgt, dass es verschieden Formen von
“unendlich” gibt. Die Menge N ist unendlich, aber die Menge P(IN) ist noch unendlicher!

Definition 1.24. Eine Menge M heiflt abzdhlbar, wenn es eine Surjektion ¢: N —
M gibt oder wenn M leer ist. Die Abbildung ¢ heifit dann Abzihlung von M (oder
“Aufzihlung”?). Eine Menge, die nicht abzdhlbar ist, heifit dberabzdhlbar.

Wenn eine Menge M abzédhlbar ist, so kann man ihre Elemente als Folge auflisten: M =
{m1, ma,ms,...}, dabei ist m,, = p(n) fiir eine Abzéhlung .

Beispiel 1.25. Die Menge N ist per Definition abzdhlbar. Hier sind noch weitere Bei-
spiele:

1. Endliche Mengen sind abzihlbar.

2. Die Vereinigung zweier abzdhlbarer Mengen ist wieder abzihlbar. Gegeben zwei
Abzéhlungen A = {a1,az,...} und B = {by, bs,...}, dann ist

{a17b17a27b2, .. } =AuB
wieder eine Abz#ihlung.

10
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3. Die ganzen Zahlen Z = N u {0} u —N sind daher abzéhlbar.

4. Die rationalen Zahlen @Q sind abzdhlbar. Als Beweis geben wir eine Abzéhlung
aller positiven (nicht unbedingt gekiirzten) Briiche an. Mit Aussage (1) (bzw. mit
demselben Trick wie in (2)) folgt dann, dass ganz @Q abzdhlbar ist. Man betrachte
die folgende Tabelle, in der in Zeilen die verschiedenen Nenner und in den Spalten
die verschiedenen Zihler aufgelistet werden.

1 2 3
1 2 3
Ly 1 1
1 2 3
215 3 3
12 3
3333

Wir gehen jetzt der Reihe nach die Diagonalen von rechts oben nach links unten:
1 21 321 4321
1’ 172 17273 17273747
5. Die reellen Zahlen R sind iiberabzdhlbar. Wir zeigen dies, indem wir zeigen, dass
schon das Intervall ]0, 1[ iiberabzihlbar ist. Dazu benutzen wir, dass sich jede reelle

Zahl eindeutig als Dezimalbruchentwicklung darstellen lisst: zu jedem z € ]0,1[
existieren Koeffizienten x1,zo,... € {0,1,...,9}, so dass

o8]
T = Z ;107 = 0, 212223 . ..
i=1

Fiir den Beweis dieser Tatsache und einer genaueren Beschreibung verweisen wir

auf Parapgraph [5.4]
Wir nehmen jetzt eine beliebige Abbildung ¢: N —]0, 1] und schreiben die Bilder

und deren Dezimalbruchentwicklung in einer Liste wie folgt:
o(1) | 0,211 212713 - ..
@(2) 0,3’11)1 .’1?1’2 $1’3

©3) | 0,z11 12213 - .-

Wir produzieren jetzt eine neue reelle Zahl, indem wir die Koeffizienten auf der
Diagonal dndern: setze

O , wenn Tp, # 0
Yn =
4 , wenn Zp, =5

Dann kommt die Zahl y = 0,y1y2y3 ... nicht in der obigen List vor, denn sie un-
terscheidet sich an mindestens einer Stelle von jeder Zahl in der Liste. Damit liegt
y nicht im Bild von ¢. Es kann also keine surjektive Abbildung von N nach]0, 1]
geben. Also ist ]0, 1] iiberabzihlbar.
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2 Reelle und komplexe Zahlen

2.1 Die Losbarkeit von Gleichungen

Wir wollen mehrere Gleichungen auf ihre Losbarkeit hin untersuchen.

1. Gegeben a,b,e N, existiert eine Losung fiir die Gleichung
x+a=>b?
Diese Gleichung lasst sich immer in 7, aber nicht unbedingt in N 16sen.

2. Gegeben a,b,c € Z mit a # 0, existiert eine Losung fiir die Gleichung
axr +b=2c?
Diese Gleichung ldsst sich immer in @, aber nicht unbedingt in Z l6sen.

3. Gegeben a € Q,a > 0, existiert eine Losung fiir die Gleichung
¢ =a?
Diese Gleichung lisst sich immer in R, aber nicht in @ 16sen.

Zu 3.: Setzen wir a = 2 so ist eine Losing der Gleichung 22 = 2 die Zahl 4/2. Die andere
Losung ist —/2. Es gilt aber:
V2¢ Q.

Wir werden gleich zwei verschiedene Beweise geben, dass v/2 keine rationale Zahl ist. Wir
sollten uns aber zuerst folgende Frage stellen: wieso wollen wir eigentlich, dass eine Zahl
wie v/2 existiert. Sicherlich ist es schon und gut, quadratische Gleichungen zu 16sen; aber
wozu? Eine Antwort darauf kann geometrischer Natur sein. Ein Quadrat mit Seitenléinge 1
ist ein sehr natiirliches, oft betrachtetes Objekt (auch auflerhalb der reinen Mathematik!).
Die Liinge seiner Diagonal ist nach dem Satz des Pythagoras v/12 + 12 = 1/2. Wenn eine
solche einfache geometrische Konstruktion zu einer nicht-rationalen Zahl fithrt, miissen
wir einsehen, dass die rationalen Zahlen einfach nicht ausreichen. Also brauchen wir einen
groferen Vorrat an Zahlen.

Jetzt zum Beweis, dass v/2 nicht in Q liegt. Wir geben zuerst einen einfachen Beweis durch
Widerspruch, der auf der Tatsache beruht, dass man eine ganze Zahl immer eindeutig (bis
auf Vorzeichen und Reihenfolge) in Primfaktoren zerlegen kann.

Definition 2.1. Zwei ganzen Zahlen heiflen teilerfremd, wenn ihr grofiter gemeinsamer
Teiler 1 ist.

Bemerkung 2.2. Zwei ganze Zahlen sind genau dann teilerfremd, wenn in der (eindeu-
tigen) Primfaktorzerlegung der ersten kein Primfaktor der zweiten auftaucht.

Definition 2.3. Fiir zwei ganze Zahlen a und b schreiben wir a|b, wenn ein k € Z existiert,
so dass
k-a=10

gilt. Wir sagen dann: a teilt b.
12
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Erster Beweis: Wir nehmen an, es existieren zwei teilerfremde p, g € Z, so dass v/2 =

Q3

[l

gilt. Die Annahme ist also v/2 = g € Q. Dies gilt es, zum Widerspruch zu fithren. Es folg
dann:

P’ =2¢> (%)

Dann ist p? gerade. Also ist p gerade. Das bedeutet: 4|p?. Aus der Gleichung (*) folgt
dann 2|¢?, also ist ¢ gerade. Dann ist aber auch ¢ gerade. Das ist ein Widerspruch zur
Annahme, das p und ¢ teilerfremd sind. o

Wir geben jetzt einen zweiten direkten Beweis, d.h. ohne eine Annahme zum Widerspruch
zu fithren. Dazu stellen wir die Frage: Wie weit ist der Wert des Polynoms P(z) := 2% —2
an der rationalen Stelle = p/q von 0 verschieden? Wir werden zeigen, dass das Polynom
P an der Stelle z = p/q einen Wert vom Betrag mindestens 1/¢? hat. Insbesondere kann
dann /2, das ja eine Nullstelle von P ist, nicht von der Form p/q, also rational sein.

Lemma 2.4. Seien p,q € Z und P(z) = 2 — 2. Dann gilt |P(p/q)| = 1/¢*.

Beweis. Wenn der Bruch p/q nicht gekiirzt ist (also wenn p und ¢ einen gemeinsamen
Teiler haben), so ist ¢ grofier als der Nenner des gekiirzten Bruches. Dann ist 1/¢? kleiner
als der entsprechende Ausdruck fiir den gekiirzten Bruch. Die behauptete Ungleichung fiir
die gekiirzte Darstellung der Zahl p/q ist also stérker. Wir kénnen also ohne Beschriinkung
der Allgemeinheit annehmen, dass p und ¢ teilerfremd sind (denn die Aussage, die wir
beweisen werden, ist stérker als die Aussage fiir einen ungekiirzten Bruch).

Seine also p und ¢ teilerfremd; insbesondere sind also alle Faktoren 2 aus dem Bruch
gekiirzt. Das bedeutet, dass entweder p oder g ungerade ist, aber nicht beide.

Wir betrachten zuerst den Fall, dass p ungerade ist. Dann ist der Zahler von

P(p/q) = (p/0)> —2 = (0* —2¢°) /"

ungerade. Damit ist aber sein Absolutbetrag grofier als 1, und es folgt:

|P(p/q)| = |(p/0)* = 2| = p* — 2¢°|/a® = 1/¢".

Also ist die Ungleichung in diesem Fall bewiesen.

Es bleibt, den anderen Fall, in dem ¢ ungerade ist, zu betrachten. Dann ist p gerade und
2.2 = 4 teilt p?. Der Term 2¢2 hat aber genau einen Faktor 2, denn ¢ ist ungerade. Also ist
der Zihler p? —2¢? von P(p/q) das Doppelte der ungeraden ganzen Zahl p?/2—q?. Also ist
auch hier der Betrag des Zéhler mindestens 1 und es gilt wie oben: |P(p/q)| = 1/¢®>. O

Man kann zeigen, dass es in R zu jeder nicht-negativen reellen Zahl eine Wurzel gibt
(tatséchlich gibt es fiir ¢ > 0 immer genau zwei Wurzeln, eine positive und eine negative).
Was passiert aber, wenn a negativ ist?

4. Gegeben a € R, dann existiert eine Losung fiir die Gleichung
2 = a?

zwar nicht immer in R, aber immer in den komplexen Zahlen C.

13
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Auch hier kann man also durch eine formale Konstruktion, den komplexen Zahlen C, Ab-
hilfe schaffen. Wieder stellt sich die Frage, ob es iiberhaupt sinnvoll ist, solche “komple-
xe” Zahlen zu betrachten, denn sowohl die abstrakte Konstruktion, als auch der Wunsch,
Wurzeln aus negativen Zahlen zu ziehen, scheinen etwas an den Haaren herbeigezogen.
Diese Frage 1d8t sich zum einen durch eine inzwischen jahrhunderte lange erfolgreiche An-
wendung der komplexen Zahlen in Mathematik und Physik beantworten. Zum anderen
gibt es auch hier wieder eine verbliiffend einfache geometrische Interpretation der kom-
plexen Zahlen, die jegliche Zweifel an ihrer “wirklichen Existenz” besitigen kann. Siehe
Lemma [2.29

2.2 Axiomatische Einfiihrung der reelen Zahlen

Definition 2.5. Eine Gruppe ist eine Menge G und ein Element e € G zusammen mit
einer Verknipfungsabbildung — - —: G x G — G, so dass folgende Bedingungen erfiillt
sind:

1. Assoziativitit: V f,g,he G (f-g)-h=f-(g-h)

2. Neutrales Element: 3ee GV geG e-g=g=g-e
Man nennt e das neutrale Element.

3. Inverse Elemente: V ge G3 g 'eG g-gtl=e=g'-g.
Man nennt dann ¢~ ! das zu ¢ inverse Element.

Man nennt eine Gruppe abelsche oder kommutativ, wenn zusatzlich das Kommutati-
vititsgesetz
Vg, he G gh=hg

gilt.

Man beachte, dass die Verkniipfung in einer Gruppe abstrakt oft als Multiplikation — - —
geschrieben wird, dass sie aber im konkreten Fall nicht die Multiplikation von Zahlen sein
muss. So wird z.B. in einer ableschen Gruppe die Verkniipfung oft mit einem Pluszeichen
geschrieben. Auch hier muss nicht die Addition von Zahlen gemeint sein.

Beispiel 2.6. Wir geben einige Besipiele:

1. Die Paare (Za +)7 (Qa +)7 (Q - {0}7 ')a (R7 +)a (IR - {0}7 ')7 ) ((Da +)7 ((D - {0}7 ) sind
alles Beispiele fiir ablesche Gruppen.

2. Das Paar (N, +) ist keine Gruppe; es gibt keine inversen Elemente.

3. Die kleinste nicht-abelsche Gruppe ist die symmetrische Gruppe X3; es ist die Grup-
pe aller Permutationen von drei Elementen. Die Verkniipfung hier ist die Hinterein-
anderausfithrung — o — von Abbildungen.

4. Die Gruppe Gl,(R) der reellen invertiervaren n x n-Matrizen mit Matrixmultipli-
kation bildet fiir n > 2 eine nicht-abelsche Gruppe.

14
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Definition 2.7. Ein Kdrper ist eine Menge K mit zwei ausgezeichneten Elementen 0 und
1in K mit 0 # 1 und zwei Verkniipfungen

(Addition) —+—: KxK—->K und
(Multiplikation) —-—: K x K — K,

so dass folgende Bedingungen erfiillt sind:

—_

. Das Paar (K, +) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.

2. Das Paar (K — {0}, ) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1.

3. Firalleae K gilt: 0-a=0=a-0.

4. Fir alle a,b,c e K gilt:

(Distributivitdt) a-(b4+c¢)=a-b+a-c und
(a+b)-c=a-c+b-c

Oft schreiben wir fiir K — {0} = K*. Das additive Inverse eines Elements a € K wird —a
geschrieben; das multiplikative Inverse von a wird a~! oder 1/a geschrieben.

Jeder Korper hat also mindestens zwei Elemente, ndmlich eine 0 und 1. Tatséchlich gibt
es einen Korper mit genau zwei Elementen.

Beispiel 2.8. Wir definieren auf der Menge [Fo = {0, 1} eine Addition mit 0 als neutralem
Element und der zusétzlichen Gleichung;:

1+1=0.

Auf der Menge F4 = {1} gibt es nur eine Gruppenverkniipfung: 1-1 = 1. Damit wird
(Fa, +, ) zu einem Korper!

Dieses Beispiel kommt Thnen komisch vor? Betrachten Sie in Z Teilen mit Rest modulo 2.
Dann sind die einzigen moglichen Reste 0 oder 1. Wenn Sie nun die {ibliche Addition und
Multiplikation auf Z betrachten und dann Reste modulo 2 nehmen, kommen Sie genau
zu obigen Korper: z.B. ungerade + gerade ergibt ungerade, also 1 + 0 = 1; und ungerade
+ ungerade ergibt gerade, also 1 + 1 = 0. Dieses Beispiel wird Ihnen ganz sicherlich in
anderen Vorlesungen nochmal iiber den Weg laufen.

Lemma 2.9. In jedem Korper gilt: (—1)? = 1.

Beweis. Die 1 ist das neutrale Element bzgl. der Multiplikation und —1 ist das additive
Inverse von 1. Also gilt in jedem Korper (tatséichlich in jedem Ring mit 1) mit dem
Distributivitatsgesetz:

(~1)+ (17 = (<) - 1+ (=1) - (1) = (-D(1+ (1) = (~1) -0 = 0.

Wir addieren 1 auf jeder Seite und erhalten: (—1) - (—1) = 1. O

Die reellen Zahlen erfiillen die “algebraischen Axiome” eines Korpers, aber es gibt weitere
wichtige Eigenschaften von R, die wir noch nicht axiomatisiert haben: eine davon ist die
Anordnung der reellen Zahlen.
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Definition 2.10. Ein Koérper K heifit angeordnet, wenn es eine Teilmenge K, der posi-
tiven Elemente gibt, so dass gilt:

1. Fiir jedes Element a € K gilt genau eine der folgenden Aussagen:

aeKi,a=0,ae K — (K; v{0}) = K_
2. Aus a,be K, folgta+be K, unda-be K.

Wir schreiben a > 0, wenn a € K gilt. Wir nennen K_ die negativen Elemente und
schreiben a < 0, wenn a negativ ist, also a € K_.

Man beniitzt weitere Abkiirzungen, von denen wir nur einige aufzihlen:

a>b < a—-0>0
a=2b < (a—b>0odera=>h)
a<b < b—a>0

In angeordneten Korpern kann man folgende Aussage zeigen:

() a>bund b>c = a > c (Transitivitét)
(2)a>b = a+c>b+c
3)a>b = —a<-b
(4)a>bund c>0 = a-c>b-c
(5)a>bund c <0 = a-c<b-c
(6)1>0dh. 1e K,

(7) Vae K — {0} a®> >0

Wir wollen Aussage (4) beweisen, um ein Beispiel solcher typischer Argumente zu geben:
Sei @ > b. Nach Definition dieser Schreibweise gilt also a —b > 0 (oder a —b e K ). Mit
¢ > 0 folgt aus dem Distributivitdtsgesetz und dem zweiten Anordnungsaxiom: ac — bc =
(a —b)e > 0. Also ac > be. o

Die Anordnung allein ist immer noch nicht die Eigenschaft, auf die wir bei der Axiomati-
sierung von R aus sind. Wir wollen eine ganz bestimmte Art der Anordnung definieren.
Dazu brauchen wir folgende

Bemerkung 2.11. Fiir einen Korper K gibt es immer eine Abbildung ¢: Z — K

n
k=1

Man beachte, dass die Abbildung nicht immer injektiv sein muss: fiir p: Z — Fs werden
alle geraden Zahlen auf 0 abgebildet. Fiir einen angeordneten Korper und alle n € IN gilt
hingegen

pn+1)=Mn+1) - 1g =n-1x +1xg >n-1x = p(n),
denn 1x > 0. Daraus folgt insbesondere, dass ¢ injektiv ist, wenn K ein angeordneter
Korper ist.

Definition 2.12. Ein Koérper K heifit archimedisch angeordnet, wenn K ein angeordneter
Korper ist und das folgende archimedische Axiom erfillt ist:

Vaoe KdnelNa<n-1g.
16
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Archimedes von Syrakus https://de.wikipedia.org/wiki/Archimedes
Das Axiom geht aber wahrscheinlich zuriick auf:
Eudoxos von Knidos https://de.wikipedia.org/wiki/Eudoxos_von_Knidos

Beispiel 2.13. Man beachte:

1. Der Korper der @ der rationalen Zahlen ist genauso wie R archimedisch angeordnet.
2. Es gibt angeordnete Korper, die nicht archimedisch angeordnet sind.

3. Nicht jeder Korper kann angeordnet werden. Als Beispiel dient der Koérper Fo aus
Beispiel auf dem es keine Anordnung < gibt, die mit Addition und Multiplika-
tion kompatibel ist. Tatséchlich kann kein endlicher Koérper angeordnet werden.

4. Auf den komplexen Zahlen C gibt es keine Anordnung, die mit den Koérperaxiomen
vertriglich ist. Anschaulich kann man diese Aussage verstehen, wenn man sich die
komplexen Zahlen als Ebene vorstellt. Im Gegensatz zur “Zahlengerade” R gibt es
hier keine ausgewiesene Richtung, in der man anordnen kénnte. (Dies ist natiirlich
kein mathematischer Beweis, sondern nur eine Veranschaulichung.)

Die letzte wichtige Eigenschaft der reellen Zahlen ist ihre Vollsténdigkeit. Diese Eigen-
schaft kann auf mehrere verschiedene Arten ausgedriickt werden. Wir werden den Begriff
der Vollstéandigkeit erst im Abschnitt definieren und dann studieren. Jetzt erwéhnen
wir nur, dass @ nicht vollsténdig ist, denn den rationalen Zahlen fehlen gewisse Punkte,

z.B. V2.

Im folgenden Satz behaupten wir die Existenz und Eindeutigkeit der reellen Zahlen. Bevor
wir die Eindeutigkeit besprechen, miissen wir den Begriff des Kérperhomomorphismus und
des Korperisomorphismus einfiihren.

Definition 2.14. Seien K und L Koérper und sei ¢: K — L eine Abbildung. Dann ist ¢
ein Kdrperhomomorphismus, wenn die Gleichungen

1. Va,be K ¢(a+b) = p(a)+ ¢(b)
2. Va,be K p(ab) = p(a)p(b)

gilt.

Ein Korperhomomorphismus ¢: K — L ist ein Korperisomorphismus, wenn es einen
Korperhomomorphismus ¢: L — K gibt, so dass ¢ 09 = idy, und 9 o ¢ = idg gilt. Zwei
Korper heiflen isomorph, wenn es zwischen ihnen einen Korperisomorphismus gibt.

Bemerkung 2.15. Fiir den (einfachen) Beweis der folgenden beiden Aussagen verweisen
wir auf die lineare Algebra.

1. Fiir einen Kérperhomomorphismus ¢: K — L gilt immer:
(p(OK) = OL und SD(]-K) = lL.

2. Ein Korperhomomorphismus ist genau dann ein Koérperisomorphismus, wenn er
bijektiv ist.
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Satz 2.16. Die reellen Zahlen R sind ein archimedisch angeordneter vollstandiger Korper.
Jeder andere archimedisch angeordnete vollstindige Korper ist isomorph zu R.

Dieser Satz axiomatisiert den Korper der reellen Zahlen, indem er diejenigen Eigenschaf-
ten von R aufziihlt, die ausreichen, um ihn bis auf Isomorphismus eindeutig zu bestimmen.
7 jedem anderen Korper K, der vollsténdig und archimedisch angeordnet ist, gibt es al-
so eine bijektive Abbildung ¢: K — R, die kompatibel mit Addition und Multiplikation
im Sinne von Definition ist. Das bedeutet, dass dann K in jedem mathematisch
relevanten Kontext genauso gut ist wie R; K ist R (via ).

Wir werden im Abschnitt [£.2]erkliren, was Vollstéindigkeit bedeutet. Damit eng verkniipft
sind Konzepte wie Darstellung reeller Zahlen via Dezimalbriiche, Intervallschachtelung,
die Existenz von Wurzeln positiver Zahlen. Wir werden den Satz [2.16] nicht beweisen.
Ein solcher Beweis wiirde zwingend einen detailierten axiomatischen Aufbau der Zahlen
angefangen mit den Peano-Axiomen der natiirlichen Zahlen, Gruppenvervollstdndigung,
Quotientenkorper und metrische Vervollstdndigung voraussetzen. In dieser Vorlesung iiber
Analysis werden wir iiber diese wichtigen Grundlagen hinwegspringen und die reellen
Zahlen als gegeben ansehen.

Giuseppe Peano https://de.wikipedia.org/wiki/Giuseppe_Peano

Definition 2.17. Ein Intervall ist eine Teilmenge von R aller Zahlen zwischen einer
unteren Schranke a und einer oberen Schranke b. Dabei unterscheiden wir die folgenden
Falle:

1. Ein offenes Intervall:
Jla,b[={zeR|a<z<b}

2. Ein (ab-)geschlossenes Intervall:

[a,b] ={reR |a<z<b}

3. Halboffene Intervalle:

Jla,b] ={zeR|a<z<b} und [a,b[={zeR |a<z<b}

2.3 Einige grundlegende Dinge iiber R

Definition 2.18. Der Absolutbetrag oder einfach Betrag einer reellen Zahl x ist wir folgt
definiert:
o] = z , fuirz>=0
Tl —x , fiirz<0

Lemma 2.19. FEs gilt fiir alle z,y € R:

(1) |z| =0

(2) || =0 < z=0
(3) lwyl = |zlly| und || = |2

(4) |z +y| <|z|+]y| (Dreiecksungleichung)
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(5) llz| =yl < |z — 9|

Der Name “Dreiecksungleichung” leuchtet eher ein, wenn man die entsprechende Aussage
im zweidimensionalen Raum (und nicht nur in R) betrachtet.

Beweis. Die Aussagen (1) und (2) folgen direkt aus der Definition des Absolutbetrages.

(3) Um (3) zu beweisen, machen wir eine Fallunterscheidung. Wenn z,y > 0, dann ist
auch zy > 0 (weil R ein angeordneter Kérper ist) und die Gleichung ist unmittelbar wahr.
Falls £ = 0 und y < 0 ist, dann folgt:

—y>0=—ay=2x(-y) =0
Also ist xy negativ und es gilt:
lzy| = —zy = 2(—y) = |z[y]

Der Fall z < 0 und y > 0 148t sich auf den gerade betrachteten fall zuriickfithren, indem
man einfach die Variablen umbenennt. Der letzte Fall ist 2,y < 0. Dann gilt aber zy > 0
und:

zllyl = (=2)(=y) = 2y = [y|.
Damit ist der Beweis fiir (3) beendet.

(4) Wir beweisen jetzt die Dreiecksungleichung (4). Man erinnere sich, dass fiir alle x € R
immer
r<|z] und —x<|z|

gilt. Wir unterscheiden zwei Fille:

Sei a + b = 0. Dann folgt:
la+b =a+b<|al+ b,

denn a < |a| und b < |b).
Im zweiten Fall sei a + b < 0. Dann folgt
la+b| = —(a+b) = —a+(=b) <|a +[b],

denn —a < |a| und —b < |b]. Damit sind alle Méglichkeiten fiir a + b abgedeckt und die
Aussage (4) bewiesen.

5) Aussage (5) folgt leicht aus (4). Setze 2z = £ — y. Dann gilt:
g g Yy g
2| = |z +yl < [2] + |yl = |z —y[ + |y

Also:
2| =y < |z —y| (2.20)

Setze jetzt w = y — xz. Dann gilt:
lyl = |z +w| <[z + [w| = 2] + [y — =] = [z] + [z — y]

Also:
ly| = |z] < [z —y] (2.21)

Beide Ungleichungen und zusammen ergeben die Aussage (5). O
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Lemma 2.22 (Bernoullische Ungleichung). Fiir alle v € R mit x > —1 und alle n € N
gilt:
1+z)">1+nx

Die Ungleichung stammt von Jakob Bernoulli https://de.wikipedia.org/wiki/Jakob_
I._Bernoullil

Nicht zu verwechseln mit

Johann Bernoulli https://de.wikipedia.org/wiki/Johann_Bernoulli
oder

Daniel Bernoulli https://de.wikipedia.org/wiki/Daniel_Bernoulli

Beweis. Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion iiber n.
Fiir n = 1 ist die Ungleichung offensichtlich wahr. Das ist der Induktionsanfang.

Wir nehmen jetzt an, dass fiir ein n € N die Aussage des Lemmas gilt. Wir miissen zeigen,
dass dann die Aussage auch fiir n + 1 richtig ist. Zunéchst folgt

1+2)"(1+2z)=(1+nx)(1+x)

aus der Induktionsannahme, denn laut Voraussetzung ist x > —1, also 1 + z > 0. Dann
gilt:

A+2)" P =0+2)"0I+2)=>0+nz)(1+2)=14+nz+z+n®>1+ (n+ 1)z,

denn nz? = 0. Damit ist der Induktionsschritt beendet und das Lemma bewiesen. O

2.4 Die komplexen Zahlen

Ausgehend von R definieren wir jetzt die komplexen Zahlen C.

Definition 2.23. Eine komplexe Zahl ist ein Paar (a,b) € R x R, wobei a der Realteil und
b der Imagindrteil der komplexen Zahl genannt wird. Auf der Menge C der komplexen
Zahlen definieren wir eine Addition durch

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d)
und eine Multiplikation durch
(a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + bc).

Wir identifizieren die komplexe Zahle (a,0) mit der reellen Zahl a und betrachten auf
diese Weise R als Teilmenge von C. Wir kiirzen (0,1) = ¢ ab und nennen ¢ die imagindre
Einheit. Wir schreiben

(a,b) = a + b,

Re(a + ib) = a und Im (a + ib) = b.
Satz 2.24. Es gilt:
1. Die komplexen Zahlen C bilden einen R-Vektorraum der Dimension 2.

2. Desweiteren ist C ein Korper.
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3. Die Null des Kérpers ist (0,0) =0+4-0 =0 und die Eins ist (1,0) =1+4-0=1.
4. Das zu z = a + ib # 0 inverse Element ist

. a—tb

= e
Beweis. Ubung. O
Definition 2.25. Wir definieren den Betrag einer komplexen Zahl z = a + ib durch

2| = |a +ib| = Va2 + b2 € R.
Die zu a + tb = z konjugierte komplexe Zahl ist Z = a — 1b.

Proposition 2.26. FEs gilt fiir alle z,w € C:

1. 2=Z © Imz=0 & z€eR

2. Z2twW=Z+W,Z W=2 "W, 2 =2

3. 1z 20 und (z =0 <= |z| = 0)

4. |zl =Z| und z - z = |2)?

5. z2+Z=2Rezund z—Z =2ilmz

6. Das zu z # 0 inverse Element ist
_1 z
2T = —.

|2|2
7. |z||w| = [zw|

8. Es gilt die Dreiecksungleichung: ¥ w,z € C
lw+ 2| < |w| + |2].

Beweis. Sei z = x +iy und w = u+iv. Die Aussagen (1) bis (6) iiberlassen wir dem Leser
als Ubung.

(7)
|z -w]? = (zu —yv)? + (zv + yu)? = 2%u* — 2zuyv + y*v? + 220? + 2zvyu + y?u?
= (a4 ) +?) = |2l

Um (8) zu zeigen, bemerken wir zunéchst fiir eine beliebige komplexe Zahhl r = s + it
folgende Ungleichung;:

Rer| = |s| = Vs2 < A/s% + 2 = |r].
Mit r = zw und (5) folgt:
lz+w? = (z +w)(Z+ ) = |2]* + |w|® + 20 + Zw = |2> + |w|® + 2 Re (20)
< |z2)? + |wf? + 2|zw| = |2 + |w|? + 2|z||w]
= (|2I* + [w]*)?
Weil |z + w), |2|? + |w|?® = 0, diirfen wir die Wurzel ziehen und Gleichung (8) folgt. [
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Die komplexen Zahlen C = R? bilden eine Ebene. Die Addition von komplexen Zahlen
ist komponentenweise definiert. Sie ist also genau die Addition von Vektoren in R2. Dies
liefert eine geometrische Interpretation der Addition komplexer Zahlen.

Die Multiplikation hat auch eine geometrische Interpretation. Um diese zu verstehen,
fithren wir Matrizen ein.

Definition 2.27. Fiir einen Korper K und natiirliche Zahlen m,n sei
M xn(K)

die Menge der m x n-Matrizen mit Koeffizienten im Koérper K, d.h. ein Element A dieser
Menge ist ein Matrix

aii 1,2 e a1,n
az,1 a2 ... QG2n ( )
A= . . . =\Qi,5) i=1,..., m
. . : j=1,..., n
Gm,1 Am,2 <o Qmn
mit m Zeilen und n Reihen oder Spalten, deren Eintrage a1 ;. ..., am, » aus K stammen.

Addition zweier Matrizen A und B in M, «,(K) erfolgt komponentenweise:

A+B=:C=(cij) 1<i<m mit ¢;j=ai;+bi;.
1<ji<n

NN

Matrizenmultiplikation funktioniert nach dem bekannten “Zeile mal Spalte”-Prinzip. Da-
bei ist zu beachten, dass die Multiplikation nur dann Sinn ergibt, wenn die erste Matrix
dieselbe Anzahl an Spalten hat wie die zweite an Zeilen. Also:

— = My (K) x My on(K) > My n(K) ,(A,B)— A-B
mit

A-B=:C= (Ci,j) <i<

m
1 m mit ¢ ;= Z ai7kbk,j.
1 n k—1

In der linearen Algebra lernt man, dass fiir alle m,n € N die Matrizen M,, «,(K) einen
K-Vektorraum bilden und dass M,,«,(K) eine K-Algebra ist. Wir werden dies hier weder
definieren, noch beweisen. Desweiteren lernt man dort, dass man jeder m x n-Matrix
eindeutig eine lineare Abbildung K™ — K™ zuordnen kann (und umgekehrt).

Bemerkung 2.28. Weiter betrachten wir folgende Menge von Matrizen:

O {Aeszz(RHA_ (Z _s >}

Man iiberlegt sich leicht, dass die A zugeordnete lineare Abbildung zuerst Dehnung (oder
Stauchung) um den Faktor /a2 + b2 und dann Drehung (in mathematisch positiven Sinn,
also gegen der Uhrzeigersinn) um den Winkel a mit sina = == (bzw. cosa = \/G%W)
ist.

Lemma 2.29. Die Abbildung

a

p: C—C, pla+bi)= ( CZL) _b>
st ein Korperisomorphismus.
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Beweis. In den Ubungen. O

Damit haben wir es geschafft, auch der Multiplikation komplexer Zahlen eine geometrische
Interpretation zu geben. So ist z.B. Multiplikation mit ¢ dasselbe wie Matrixmultiplikation

mit
0 1
-1 0/

Dies ist die Drehung gegen den Uhrzeigersinn um 90°. Nun ist Drehen um 180° in RR?
gerade Punktspiegelung am Ursprung und damit dasselbe wie Multiplikation mit —1. Es
ist jetzt iiberhaupt nicht mehr verwunderlich, dass zwei mal Drehen um 90° die Punkt-
spiegelung am Ursprung ergibt: i2 = —1.

Wir kommen jetzt zum wichtigsten Grund, die komplexen Zahlen einzufiihren. Erinnern
Sie sich an den Pargraphen Zuerst erinnern wir an die Definition von Polynomen.

Definition 2.30. Ein Polynom mit Variable z und Koeffizienten in R ist eine Funktion
der Form

p: R>R, p(x) = ), ara®
k=0

mit Koeffizienten a; € R fiir 0 < ¢ < n. Analog definieren wir ein Polynom mit komple-
xen Koeffiezienten a; € C. Das Polynom p hat den Grad n, wenn a,, # 0 gilt. Fiir die
Menge dieser Polynome schreiben wir IR[z] oder entsprechend C[z]. Eine Nullstelle eines
Polynoms p ist ein xy mit p(zo) = 0.

Definition 2.31. Ein Korper K heif3t algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht-konstante
Polynom mit Koeffizienten in K eine Nullstelle hat.

Satz 2.32 (Fundamentalsatz der Algebra). Der Kdrper C ist algebraisch abgeschlossen.
Der erste Beweis dieses Satzes stammt von
Carl Friedrich Gaufl https://de.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gau’C3%9F

Zum Beweis dieses Satzes werden iiblicherweise Methoden der Funktionentheorie, der
Galoistheorie oder der algebraischen Topologie benutzt. Man kann diesen Satz auch mit
elementaren Methoden der reellen Analysis beweisen, aber wir verweisen auf spétere Vor-
lesungen. Aus dem Fundamentalsatz folgt direkt das

Korollar 2.33. Zu einem beliebigen Polynom p € C[z] vom Grad n > 0 gibt (nicht
notwendigerweise verschiedene) z1, ..., z, € C, so dass

n

p(x) = H(:c — 2k)-

k
In Korollar werden wir einen Teil der Aussage des Korollars beweisen.
Beispiel 2.34. Das Polynom p(x) = 22 + 2 hat die Nullstellen +i+/2. Es gilt:
2% 42 = (z —ivV2)(x +iV2).

Das Polynom
2 =22 +1=(x—1)>

ist von Grad 2 hat aber nur eine Nullstelle 1. Diese Nullstelle kommt aber “doppelt” vor.
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Es gehort zwar nicht zum Stoff der Vorlesung, aber es lohnt sich die Biographie von
Evariste Galois https://en.wikipedia.org/wiki/%C3%89variste_Galois

zu kennen. Er starb mit 22 Jahren in einem Duell, nachdem er noch in der Nacht zuvor
im Wissen, dass er sterben wird, seine bahnbrechenden mathematischen Erkenntnisse
aufgeschrieben hatte.

2.5 Binomialformeln

Definition 2.35. Wir definieren fiir ein n € N den Ausdruck

nl=1-2-...-(n—1)-n=]]i
i=1
Sprich: “n Fakultéit”. Wir definieren auflerdem:

ol =1.

Es gilt n!- (n+ 1) = (n + 1)! fiir alle n € Ny.

Definition 2.36. Seien n, k € Ny mit n > k. Wir definieren die Binomialkoeffizienten:

(1) = m

Wir definieren auflerdem fiir k € Z,k < 0 und fiir k € N,k > n + 1: (Z) =0.

Bemerkung 2.37. Es gilt fiir alle n, k € Ng:
) = () (6)
M = G)=n () = "

Binomialkoeffizienten tauchen sehr haufig auf. Dies liegt an ihrer kombinatorischen Inter-
pretation: (Z) ist die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer Menge mit n Elementen.

|
—~
S 3
N

|

—

Lemma 2.38. Fiir alle n,k € Nq gilt:

n N n _(n+1

k k+1) \k+1)
Dieses Lemma ist Grundlage fiir die Berechnung von Binomialkoeffizienten im Pascalschen
Dreieck.

Blaise Pascal https://de.wikipedia.org/wiki/Blaise_Pascal#Mathematik
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Beweis. Man rechnet einfach nach:

<Z) * (k;j- 1> - k!(nni BIRRCE 1)!(2!—/@— ]

nl(k+1+n—k) (n+1)!

(k+Dl(n—k)! (k+1D)(n—k)!
_(n+1
S \k+1
Lemma 2.39 (Binomialformel). Seien a,be C und n € No. Dann gilt:

(a+0b)" = ;“0 <Z) akpnk,

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber n. Die Aussage fiir n = 0 redu-
ziert sich auf die wahre Gleichung

0
(a+b)°=1=a"-1" = Z <Z)akb”_k

k=0

wegen unserer Definition 0! = 1. Der Fall n = 1 ist auch leicht:

(a+b)'=a+b= (g>a1 + <Z)b1.

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass fiir ein n € N die Binomialformel schon
bewiesen ist. Zu zeigen ist jetzt:

n+1
a+b n+l _ n+1 akbn+17k.
k
k=0
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Wir beginnen auf der linken Seite:

(@+0)" = (a+b)(a+b)" =(a+b) > (Z) akprF

k=0

Il
D=
7 N
> 3
~—
IS
B
+
N
>
i
B
+
=
7N
> 3
~—
IS
>
>
7
>
+
—

Wir benutzen jetzt die Formel im Pascalschen Dreieck aus Lemma

n+1 S n+1 k+1pn—k n+1
=aq + 2 I a®"b +b
k=1

n+1
_ i (” + 1) aFprt1—k
B k

k=0

Lemma 2.40. Seien a,b e C und n € Ng. Dann gilt:

(CL _ b) Z akbn—k _ an+1 _ bn+1
k=0
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Beweis. Es gilt:

n

(Cl _ b) Z akbn—k _ Z ak+1bn—k _ Z akbn_k+1
k=0 k=0

n—1 n
_ an+1 + Z akJrlbnfk _ Z akbnkarl _ bn+1
k=0 k=1

n n
+1 + Z akbn—k+1 _ Z akbn—k-‘rl _ bn+1
k=1 k=1

_ an+1 _ bn+1

Lemma 2.41 ((endliche) geometrische Reihe). Fiir alle x € C und n € N gilt

n
l—xZ =1—g"
k=0

Fiir alle x € C — {—1} gilt damit:

n+1

5

Beweis. Die erste Gleichung folgt aus Lemma wenn man a = 1 setzt. Die zweite
Gleichung ist dann offensichtlich. O

3 Folgen

3.1 Folgen und beschrinkte Folgen

Definition 3.1. Sei B eine Menge. Eine Folge in B ist eine Abbildung a: N — B. Wir
schreiben dann oft a(n) = a,, fiir einzelne Folgeglieder und (a,)nen fiir die ganze Folge.

Im Gegensatz zu einer Menge kommt es bei einer Folge auf die Reihenfolge an und es
kann Wiederholungen der Folgeglieder geben. So ist z.B.

YVneNa,=5

die konstante Folge mit Wert 5: (5,5,5,...).

Definition 3.2. Eine Folge (z,)nen in R heilit nach oben beschrinkt, wenn es S € R
gibt, so dass fiir alle n € N gilt: ,, < S. In diesem Fall nennen wir S eine obere Schranke

fiir (xn)neN-
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Analog definieren wir nach unten beschrinkte Folgen und untere Schranken:
35eRVneN:z, > S.

Eine Folge in R heifit beschrdnkt, wenn sie nach unten und oben beschrinkt ist. Eine
Folge ist unbeschrdinkt, wenn sie nicht beschrankt ist.

Wir definieren denselben Begriff fiir Mengen. Eine Menge M heif3t nach oben beschrinkt,
wenn es eine obere Schranke S gibt, also

1S5eRVmeM:m<AS.

Analog definieren wir nach unten beschrdinkte und beschrinkte Mengen.

Lemma 3.3. Sei (x,)nen eine reelle beschrinkte Folge. Dann ezistiert ein T € R, so
dass fiir alle n € N gilt: |z, <T.

Beweis. Wenn die reelle Folge (z,,)nen beschriinkt ist, so existiert nach Definition eine
untere Schranke S; und eine obere Schranke Sz. Setze T' = max{|S1|, |S2|}. Fir allen e N
folgt dann

S1 <y < Sy = |z, < max{|Si], |52} =T.

Die Formulierung des Lemmas eignet sich auch fiir Folgen in C.

Definition 3.4. Eine Folge (z,,)nen in € heifit beschrdinkt, wenn es ein T € R gibt, so
dass fiir alle n € N gilt: |2,| < T. Dieses T heifit dann eine Schranke fiir (2, )nen-

3.2 Konvergenz und Grenzwerte

Folgen tauchen dann auf, wenn man einen Prozess immer wieder wiederholt. Dies dient
meistens der Approximation einer unbekannten Grofle. Um dies Idee zu formalisieren,
fithren wir den Begriff des Grenzwerts oder Limes ein.

Definition 3.5. Sei (z,)nen ein Folge in R (oder in C). Wir sagen, dass diese Folge
konvergiert, wenn gilt:

FJ2eRVe>0INeNVn=N:|z—z, <e.

In diesem Fall heiit « der Grenzwert oder Limes der Folge (2, )nen. Eine Folge, die nicht
konvergiert, heifit divergent.

Proposition 3.6. Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt. Sei
also (xp)nen €in konvergente Folge mit Grenzwert a und b. Dann folgt a = b.

Beweis. Sei € > 0 gegeben.
e €
la—bl=la—x, +z, — b <l|a—xn| +]0—x,] < sty =¢
Es ist |a — b| = 0, aber kleiner als jede positive Zahl. Also ist a = b. O
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Obwohl der Beweis der vorigen Proposition sehr kurz und einfach ist, ist er doch bemer-
kenswert. Wir schlieflen aus der Aussage

Ve>0:|z|<e

die scheinbar viel stérkere Aussage x = 0 (im Beweis ist natiirlich = a — b). Dieser
Schluf} ist méglich, weil |z| € R und R ein angeordneter Korper ist. Eine reelle Zahl ist
entweder positiv oder negativ oder Null, hat aber nicht gleichzeitig zwei oder gar drei
dieser Eigenschaften. Weil |z| = 0 fiir alle reellen (oder komplexen!) Zahlen gilt, |z| aber
eben auch kleiner als jede positive reelle Zahl ist, muss |z|, und damit = selber, Null sein.

Definition 3.7. Sei (2, )nen ein konvergente Folge. Dann schreiben wir auch lim,, x,, fiir
ihren Grenzwert.

Bemerkung 3.8. Der Begriff der Konvergenz &ndert sich nicht, wenn man in der Defi-
nition < durch < ersetzt.

Der folgende Definition ist eine niitzliche Abkiirzung.

Definition 3.9. Eine konvergent Folge, die gegen 0 konvergiert, heifit Nulifolge.

Wie 148t sich Konvergenz verstehen?

Erstens, um zu zeigen, dass eine Folge konvergiert, miissen Sie ihren Grenzwert schon
kennen: 3z € R bedeutet, dass Sie x hinschreiben miissen, um den Beweis der Konvergenz
iiberhaupt anfangen zu koénnen.

Danach miissen Sie sich ein € € R, e > 0 hernehmen, und dann fiir dieses € den Rest der
Definition zeigen. Weil Sie an das e keine weitere Bedingung gestellt haben, haben Sie
dann die Aussage fiir alle € > 0 bewiesen.

Das ¢ ist eine obere Schranke fiir die Abweichung der Folgeglieder von Grenzwert. Wenn
¢ sehr klein ist, dann sagt die Definition der Konvergenz, dass nicht unbedingt alle Folge-
glieder im Intervall Ja — €, a + €[ liegen miissen; aber es muss ein (vielleicht sehr grofies)
N geben, ab dem alle Folgeglieder a,,n > N in diesem kleinen Intervall liegen.

Lesen (und verstehen) Sie die folgende Aussage und ihren Beweis.

Lemma 3.10. Die Folge (%)neN konvergiert und es gilt: lim% =0.

Beweis. Sei € > 0 gegeben. Aufgrund der archimedischen Anordnung von R existiert
N e N mit % < N. Dann gilt aber fiir alle n > N:
1 1

1
0——|=—-<—=x<e.
‘ n| n N ¢

Also konvergiert die Folge (%)neN gegen 0. O

Zu diesen Beweis: Wir kennen den Grenzwert der Folge (hier 0) noch bevor wir den Beweis
anfangen. Dann geben wir uns ein beliebiges € > 0 vor. Abhéingend von diesem ¢ (man
beachte die Reihenfolge der Quantoren!) bestimmen wir explizit ein N (hier mit Hilfe des
archimedischen Axioms), so dass ab dem N-ten Folgeglied alle nachfolgenden Glieder in
] — ¢, [ liegen. Man sieht hier, dass fiir die Konvergenz nicht wichtig ist, was am Anfang
der Folge passiert. Fiir € = % sind die ersten 9 Folgeglieder 1, %, cee % nicht im Intervall
| —e,e[=] — 15, 5[, danach aber alle. Fiir ¢ = 55 sind die ersten 99 Folgeglieder nicht
im Intervall | — e, e[, danach aber alle.
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Beispiel 3.11. Die Folge

B 1, flirn gerade
Tn =1 -1, sonmst

konvergiert nicht. Um das zu beweisen, zeigen wir die Verneinung der Definition der
Konvergenz:
VeeRIe>0V NeNIn=N:|z—z, >

Sei also ein = € R gegeben.

1. Fall x > 0: Setze € = 1. Fiir ein gegebenes N betrachte eine ungerade Zahl n grofier
als N. Dann gilt
|t —zp| =2+1>1

2. Fall x < 0: Setze ¢ = 1. Fiir ein gegebenes N betrachte eine gerade Zahl n grofler als
N. Dann ist x — 1 < 0 und es gilt

e —zp| =z —-1=1—2>1,
denn —z > 0.

Bemerkung 3.12. Man beachte auch, dass sich das Konvergenz- (oder Divergenz-)Verhalten
einer Folge nicht dndert, wenn man endlich viele Folgeglieder abédndert. So konvergiert
z.B. die Folge

1 11
1,-,15,104, -, =, =
72’ ) ) 76’7’

o] =

genauso gegen Null wie die Folge (1/n),en.

3.3 Bestimmte Divergenz reeller Folgen

Fiir reelle Folgen kénnen wir den Begriff der Divergenz etwas genauer fassen.

Definition 3.13. Eine Folge (2, )nen in R heifit bestimmt divergent gegen co, wenn es
zu jedem M € R ein N € N gibt, so dass fiir alle n > N gilt: M < z,,.

VMeRINeNVn=N:M<ax,.

Wir schreiben dann lim,, z,, = . (Wir sagen auch: “Die Folge (z,)nen wichst iiber alle
Schranken.”)

Eine Folge (2, )nen in R heiit bestimmt divergent gegen —oo, wenn gilt:
VMeRdINeENVn=N:z, <M.
Wir schreiben dann auch lim,, z,, = —o0.
Beispiel 3.14. (Nicht-)Beispiel fiir bestimmte Divergenz.
1. Die Folge (n)nen = (1,2,3,...) ist bestimmt divergent gegen +o0.
2. Die Folge aus Beispiel divergiert, ist aber nicht bestimmt divergent.
3. Die Folgen
(1,-1,2,-1,3,-1,4,-1,...) und (1,-1,2,-2,3,-3,...)
divergieren, divergieren aber nicht bestimmt.

30



Analysis 1, SS2018, Wuppertal Biedermann

3.4 Einige allgemeine Sitze zur Konvergenz
Satz 3.15. Seien (an)nen und (bp)nenw konvergente Folgen in R oder €. Dann gilt:

1. Die Folgen (an + by)nen konvergiert und

lim(a, + b,) = lima,, + limb,

2. Die Folgen (ay, - by)nen konvergiert und

lim(a, - b,) = (lima,) - (limb,).

Insbesondere folgt fiir alle A € C:

Hm(A-by) = A~ (limby,).

3. Wenn (bp)nen nicht gegen 0 konvergiert, so ist auch die Folge (an/bp)nen konver-
gent und

. a, lim,a,

im-— = )

n by, lim,, b,

Bevor wir den Satz beweisen, geben wir zunéchste ein Beispiel, in dem man sieht, dass
die Bedingung in (2), dass (b, )nen keine Nullfolge sein darf, notwendig ist.

Beispiel 3.16. Die Bedingung in (2), dass (b,)ren keine Nullfolge ist, ist essentiell, wie
man an folgenden Beispielen sehen kann:

L. Fiir (an)nen = (1)nen und (bp)nen = (£)nen divergiert die Folge

1
|—>nbn:7: .
ne— ap/ n n

2. Oder etwas subtiler: Fiir (ap,)nen = (%)neN und (bp)nen = (#)neN divergiert die
Folge
1.1

n'—>an/bn=g/ =n.

n2

Beweis. von Satz : Seien (an)nen und (by,)nen konvergente Folgen in IR oder C mit
Grenzwerten a und b.

1. Zu zeigen ist, dass die Folge (a, + bp)nen gegen a + b konvergiert. Sei ¢ > 0. Aus
lim,, a,, = a folgt, dass es N1 € N gibt, so dass fiir alle n € N mit n > N; gilt:

la —an| < &/2.
Aus lim, b, = b folgt, dass es Ny € N gibt, so dass fiir alle n € N mit n > N gilt:
|b—b,| <e/2.

Dann folgt fiir alle n € N mit n > max{Ny, Na} mit der Dreiecksungleichung:

\(a—i—b)—(an—i—bn)\=|(a—an)+(b—bn)|<|a—an|+|b—bn|<g+%=5
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Damit haben wir lim,, (a,, + b,) = a + b gezeigt.

2. Als néchstes ist zu zeigen, dass die Folge (anby)nen gegen ab konvergiert. Sei € > 0
gegeben.

Wir betrachten zunéchst folgende Identitét:
ab — apby, = a(b—by) + b(a —ay) — (@ — an)(b—by)
Daraus erhalten wir durch die Dreiecksungleichung die folgende Abschétzung:
|ab — anby,| < |allb — byp| + |blja — an| + |a — an||b — by (3.17)

Wegen der Konvergenz der Folge (a,,)nen gibt es ein N7 € N, so dass fiir alle n > Ny

la —an| < min{3|5b|,\/§}

gilt. Man beachte, dass ﬁ fiir b = 0 nicht definiert. Die Abschétzung gegen ﬁ wird

gebraucht, um den Summanden |b||la — a,| in (3.17)) unter Kontrolle zu bekommen. Fiir
b = 0 fillt dieser Term weg. Also ist in diesem Fall die Abschéitzung gar nicht nétig, und
wir kénnen wie im Fall b # 0 weitermachen.

Weil die Folge (by,)nen gegen b konvergiert, gibt es ein Ny € N, so dass fiir alle n > N,

9 9
b— by| < min{——, 4/
0= bnl < mintzry \/;}

gilt. Wie oben muss man hier erwihnen, dass fiir a = 0 die Abschéitzung nicht funktioniert,
aber eben auch nicht gebraucht wird, denn der relevante Term |a||b — b,| in (3.17)) fallt
einfach weg.

Setze jetzt n = max{Nj, Nao}. Dann gilt fiir alle n > N:

|ab — anby| < lallb — by| + |blla — an| — |a — an||b — by

<alo— + bl 4 /S 4 [E =
3|al 30| 3 V3

Damit haben wir lim,, (a,b,) = ab gezeigt.

Die Aussage, dass fiir alle A € C
Hm(A - b,) = A (limb,)

gilt, folgt aus dem vorhergenden Beweis, indem man a,, = A fiir alle n € N setzt.

3. Sei jetzt zusétzlich lim,, b,, = b # 0. Wir zeigen zuniichst den Spezialfall, in dem (ay, )nen
die konstante Folge bei a = 1 ist. Zu zeigen ist also, dass (1/by,)nen gegen 1/b konvergiert.

Wegen lim,, b, = b gibt es ein N3 € N, so dass fiir alle n € N, n > N3 gilt:
0]
b—b, =: C.
b—bal <

Es folgt
0]

bl = b — by, 4+ bp| = |b—by| + |by] < 2 + |bnl,
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und damit

10|
C = byl
o < lbu]

Wir haben also eine untere Schranke C fiir |b,| gefunden, die spétestens ab dem Folgeglied
mit der Nummer N3 gilt. Mit dieser Schranke kénnen wir jetzt die Konvergenz von n —
an /by, zeigen. Es gilt fiir alle n > Nj:

b, — b
bb,,

L
Clo|

|1/b— 1/b,| by, — b

<

Man beachte jetzt, dass der Term C; = ﬁ = b% konstant ist, d.h. nicht von n abhéngt.
Weil (b,,)nen nach Voraussetzung gegen b konvergiert, gibt es ein Ny € IN, so dass fiir alle
n = Ny gilt:

|b — bn| < E/Cl.
Insgesamt folgt fiir alle n > max{N3z, Ny}
11/b— 1/by] < Chlbp —b| < Cy - — = ¢
Gy

Also konvergiert die Folge (1/b,)nen gegen 1/b und der Spezialfall ist bewiesen.
Fiir eine beliebige konvergente Folge (a,)nen mit Grenzwert a folgt jetzt aus Teil 1 und
dem Spezielfall, dass die Folge mit Folgegliedern a,,/b,, = a,, - é gegen

lim,a, a

lim, b, b
konvergiert, solange b # 0. O

Proposition 3.18. Sei (x)ren eine reelle Folge. Dann gilt:

1. Wenn (xp)ren bestimmt gegen +00 oder —oo konvergiert, dann ist (1/xy)ren eine
Nullfolge.

2. Wenn (zi)ken eine Nullfolge und xy, > 0 fir alle k € N gilt, dann ist (1/xg)keN
bestimmt divergent gegen +00.

3. Wenn (zx)ken eine Nullfolge und x) < 0 fiir alle k € N gilt, dann ist (1/x)ken
bestimmt divergent gegen —o0.

Beweis. Zu (1): Wir zeigen zuerst, dass (1/xg)gen eine Nullfolge ist, wenn (zx)ken be-
stimmt gegen +oo0 divergiert. Sei € > 0. Nach Voraussetzung gibt es dann ein N € N, so
dass fiir alle n > N

1
Ty > —
€
gilt. Dann gilt aber fiir alle n > N

— <,
Tk

und damit ist (1/zy)ken eine Nullfolge.

Der Beweis fiir eine gegen —o0 bestimmt divergente Folge geht genauso.
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Zu (2): Sei (zp)ren eine Nullfolge mit g > 0 fiir alle K € N. Wir miissen zeigen, dass
(1/xp)ren bestimmt gegen +oo divergiert. Sei dazu ein M € R, M > 0 gegeben. Weil
(zk)ken eine Nullfolge ist, gibt es ein N € N, so dass fiir alle k > N gilt:

1

Lk

S
e

Well fiir alle k € N die Glieder xj postitiv sind, folgt:

1

T

1

T (3.19)

Daraus ergibt sich aber wieder fiir alle k > N:
Tp > M.

Das war gerade zu zeigen.
Zu (3): Im Fall, in dem alle z; negative sind, folgt anstelle von (3.19) die Abschétzung

1 1] 1
Tl N Tl M
Daraus ergibt sich fiir alle k£ > N:
1 1
— > —— <-M
o Wi = Tk
Das zeigt, dass die Folge (zx)ren gegen —oo divergiert. O

Satz 3.20. Sei (an)nen eine Nullfolge und (by)nen eine beschrinkte Folge. Dann ist die
Folge (an - bp)nen eine Nullfolge.

Beweis. Zu zeigen ist, dass fiir beliebiges € > 0 ein N € N existiert, so dass fiir allen = N
gilt: |anby| < 0.

Sei also ein € > 0 gegeben. Weil (b,,),en beschrinkt ist, existiert ein C' € R, so dass fiir
alle n € N gilt: |b,| < C. Weil (a,)nen eine Nullfolge ist, gibt es ein N € N, so dass fiir
alle n > N gilt: |a,| < &. Insgesamt folgt:

lanbn| < Clan| < c% —c.

O

Satz 3.21. Seien (ap)nen und (bn)new konvergente Folgen mit den Grenzwerten a und
b. Wenn fiir alle n € N die Ungleichung

an, < b,

gilt, dann folgt a <.
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Beweis. Wir zeigen, dass aus a > b folgt, dass es ein n € N gibt mit a, > b,. Dies
widerspricht der Voraussetzung im Satz.

Sei a > b. Wihle ¢ = %‘b. Dann existiert N € N, so dass fiir alle n > N gilt:

la —an] <e und |b—0b,| <e.

(Aus der Konvergenz der beiden Folgen bekommt man a priori zwei verschiedene Werte
fir N, dann kann man aber einfach das groflere der beiden wihlen.) Insbesondere gilt
dann aber

av€la—e,a+e[ und byelb—eb+¢|

und
a—e*a—a_b ath b+ —bte
B 2 2 2
Die beiden Intervalle iiberschneiden sich nicht und es gilt:
a+b
anN > B > bN

O

Bemerkung 3.22. Seien (ay)nen und (b, )nen konvergente Folgen mit den Grenzwerten
a und b. Man beachte, dass man aus der Ungleichung a,, < b, fiir alle n € N nicht a < b
folgern kann.

Ein einfaches Gegenbeispiel ist b,, = % und a,, = 0 fiir alle n € N. Es gilt aber: lim,, b,, =
0 = lim,, a,,.

Satz 3.23 (Sandwichsatz). Seien (an)nen, (bn)nen und (¢p)nen Folgen in R, so dass fiir
alle n € N gilt:
ap <b, <c,

Wenn beide Folgen (an)nen und (¢p)nen konvergieren und lim, a, = lim, ¢, = d gilt,
dann konvergiert auch die Folge (by)nen gegen d.

Beweis. Sei € > 0. Zu zeigen ist, dass es ein N gibt, so dass fir alle n > N
|d—b,| <e
gilt. Wir wissen aber, dass ein N existiert, so dass fiir alle n > N
|d—ap| <e und |d—c,|<e¢

gelten. Damit sind beide a,, und b,, im Intervall |d — e, d + €[ enthalten. Es gilt damit fiir
allen > N:
bp € lan,cp| < Jd—e,d + ¢].

Dies war zu zeigen. O

Lemma 3.24. Eine Folge in C konvergiert genau dann, wenn die Folgen der Real- und
Imagindrteile in R konvergieren.
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Beweis. Sei (z,)nen eine Folge in C, die gegen z = a + ib konvergiert. Wir zeigen, dass
dann die Folge (an)nen gegeben durch

an = Re (z,)
und (b, )nen gegeben durch
by, = Im (z,)

jeweils gegen a = Re () und b = Im (2) konvergieren. Sei € > 0. Dann existiert ein N € IN,
so dass fiir alle n > N

la —an,| =|Re(z) —Re(zn)| =|Re(z —2zn)| < |z —2n| <&
und

[b—by| =Im(2) —Im(2,)| = |Im (2 — 2z,,)| < |z — 2| < &
gilt. Dies zeigt die Behauptung und damit eine Richtung des Lemmas.

Seien jetzt (an)nen und (b, )nenw Folgen in R, die gegen a und b konvergieren. Wir miissen
zeigen, dass dann
lim (an, +ib,) =a +ib =z

n—0o0

gilt. Diese Aussage folgt aber direkt aus Satz O

Wir geben zum Schluf§ dieses Abschnitts noch eine niitzliche Umformulierung der Kon-
vergenz.

Lemma 3.25. Sei (e)ken eine Nullfolge in R mit €, > 0 fir alle k € N. Fine Folge
(Zn)nen in R oder C konvergiert genau dann gegen x, wenn es fiir jedes k € N ein N € N
gibt, so dass fir alle n = Ny

|z — x| < e

gilt.
Beweis. Wenn (z,,)nen gegen x konvergiert, dann existiert zu jedem e > 0 ein Ny € N,

so dass fiir alle n > Ny, gilt:
|z — x| < e

Damit impliziert die Konvergenz die alternative Formulierung.

Um die Riickrichtung zu zeigen, nehmen wir die alternative Formulierung der Konvergenz
im Lemma. Sei (eg)gen eine Nullfolge in R mit e > 0 fiir alle k € N. Sei (z,,)nen ein
Folge, so dass fiir jedes k € N ein N € N gibt, so dass fiir alle n > Nj

|z — x| < e

Zu einem beliebigen € > 0 gibt es also ein k € N, so dass 0 < g, < ¢ gilt, denn (ex)ken ist
eine Nullfolge. Dann gibt es aber nach Voraussetzung ein N € IN, so dass fiir alle n > Ng

|x — x| <ep <e

gilt. Das bedeutet gerade lim,, x,, = =. O
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Bemerkung 3.26. Sei (x,)nen ein Folge, von der wir zeigen wollen, dass sie gegen x
konvergiert. Das vorige Lemma besagt, dass es z.B. ausreicht zu zeigen, dass es fiir alle
k € N ein N € N gibt, so dass fiir alle n > Ny

1

|z — x| < Z

oder auch )
|z — x| < o

gilt. Es reicht z.B. auch zu zeigen, dass fiir alle n € N

1
|x — x| < —
n

gilt, obwohl das nicht immer zu erwarten ist. Mit Hilfe des Lemmas kann man die Men-
ge der € > 0 diskretisieren und dann dem Sachverhalt angepasst wéhlen. Die wichtige
Bedingung an die ¢, ist natiirlich, dass € — 0 fiir £ — o0.

3.5 Beispiele zur Konvergenz von Folgen

Beispiel 3.27. Fiir alle k € N konvergiert die Folge (%)%N gegen Null, denn es gilt fiir
alle k,n e N:
1

nk

1 1
= < -

P-

nk " n
Wir wissen schon nach Lemma dass die rechte Seite gegen Null konvergiert. Die
Behauptung folgt dann aus Satz weil

1 1

0< —<
nk

3

g : 3nt4n?-1 : 3 : y
Beispiel 3.28. Die Folge 5755 konvergiert gegen 3. Dazu formen wir zuerst um

3n4+n2—1_3+%—%
mi—nd3+2 2

indem wir den Bruch mit n* kiirzen. Der Nenner 2 — + + % konvergiert nach Satz 1)
gegen 2, weil sowohl 1, als auch - nach Beispiel Nullfolgen sind. Wir kénnen als
Satz 3) anwenden und es folgt:

y Int +n2—1 3+limn#—limn# 3
1m = T2
w2t —nd 12 2-lim, L +lim, % 2

Proposition 3.29. Seien
s t
p(x) = Z arz®  und q(zx) = Z bk
k=0 k=0

in Clx] mit as, by # 0. Betrachte die Folge (M> . Dann gilt:
a(n) nelN
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— Dy p(n) i as
1. Fall s = t: Die Folge (q(n)>ne]N konvergiert gegen B

2. Fall s < t: Die Folge (M> N konvergiert gegen Null.
ne

q(n)
3. Fall s >t und asby > 0: Die Folge (%) divergiert bestimmt gegen +00.
nelN
. Fall s >t und asby < 0: Die Folge p(n) divergiert bestimmt gegen —o0.
9€ \ 4(n) q geg
nelN
Beweis. Zu 1.: Wir kiirzen den Bruch % um den Faktor n®. Der Zahler hat dann die
Form
% k—s 1 1 1
Zakn =as-I—as_lf+as_2—2+...+a1ﬁ+ao—s.
= n n n n
Der Nenner sieht folgendermaflen aus:
2 1 1 1
Z ben*™ = by + by1— + bya—5 + ... +bi—— + by—.
= n n n n

Dieser Nenner konvergiert gegen b, # 0 nach Satz 1). Damit lassen sich auch alle
anderen Teile des Satzes anwenden. Es folgt:

Zu 2.: Wir kiirzen den Bruch % um den Faktor nt. Der Zihler hat dann die Form

Z ot 1 1 1
;0 Rt =y G F G o A

Der Zahler konvergiert nach Satz 1) gegen Null. Der Nenner sieht folgendermafien
aus:

t
1 1 1 1
Z ben Tt = by + b= + ba— + ...+ bi—— +bo—.
e n n n n

Dieser Nenner konvergiert gegen b; # 0. Damit lassen sich alle Teile des Satzes
anwenden. Es folgt:
(n)

lim —% =0.
n—w q(n)

Zu 3. und 4.: Indem man wieder mit n’ kiirzt, sicht man dass der Nenner gegen b; # 0
konvergiert, der Zahler aber bestimmt divergiert. Dabei entscheidet das Vorzeichen von
ag, ob der Zghler gegen +00 oder —oo divergiert. Das Vorzeichen von b; entscheidet dann,
ob sich das Divergenzverhalten verdndert oder nicht. Die Bedingung asb; > 0 sagt, dass
die Vorzeichen von as und b; gleich sind und in diesem Fall divergiert der Bruch bestimmt
gegen +00. Im Fall asb; < 0 sind die Vorzeichen entgegengesetzt und der Bruch divergiert
bestimmt gegen —oo. O

Lemma 3.30. SeiaeR,a > 0.
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1. Wenn a > 1, dann gibt es zu jedem S € R ein n € N mit a™ > S.

2. Wenn 0 < a <1, dann gibt es zu jedem € > 0 ein n € N mit a” < €.

Beweis. Zu 1.: Sei S € R, S > 0 gegeben. Setze © = a — 1 > 0. Dann ist die Bernoullische
Ungleichung anwendbar und es gilt:

a=(1+2)" =1+ nz.

Nach dem archimedischen Axiom gibt es ein n € N, so dass nx > S. Fiir dieses n gilt
dann:
a"=(1+z)"=214+nx>1+5>56.

Zu 2.: Wir setzen b = é > 1. Sei € > 0 gegeben. Dann gibt es nach Teil 1 zu S = % ein
ne€ N mit b” > S = % Dann folgt:

Beispiel 3.31. Sei a € R.

1. Fiir alle —1 < a < 1 gilt: lim,, a™ = 0.
2. Fiir alle @ > 1 divergiert die Folge (a"),en bestimmt gegen +c0.

3. Fiir alle a < —1 divergiert die Folge (a")nen-

Beweis. Zu 1.: Der Fall a = 0 ist offensichtlich, denn fiir alle n € IN gilt dann a™ = 0. Sei
von jetzt ab also 0 < |a| < 1. Sei € > 0. Nach Lemma 2) gibt es ein N € N mit

] = |a]Y <e.

Dann gilt aber fiir alle n > N:
la”| < || <&
denn 0 < |a| < 1. Dies zeigt die Behauptung.

Zu 2.: Wenn a > 1, dann ist 0 < % < 1. Die Aussage folgt dann aus Teil 1 zusammen mit
Proposition 2). Die Aussage folgt natiirlich auch direkt aus Teil 1 von Lemma

Zu 3. : Aus Teil 2 folgt, dass die Folge (|a”|)nen bestimmt gegen +oo divergiert. Weil
a < —1, alterniert das Vorzeichen der Folgeglieder a™. Damit divergiert die Folge immer
noch, aber sie divergiert nicht mehr bestimmt gegen +oo. O

Beispiel 3.32. Sei z € C mit |z| < 1. Dann gilt lim,, 2™ = 0. Der Beweis dieser Aussage
ist Wort fiir Wort derselbe wie der von Beispiel [3.31)(1).
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4 Cauchy-Folgen und Vollstéindigkeit

4.1 Cauchy-Folgen

Augustin Louis Cauchy https://de.wikipedia.org/wiki/Augustin-Louis_Cauchy

Definition 4.1. Eine Folge (x,,)nen heift Cauchy-Folge, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein
N € N gibt, so dass fiir alle m,n > N

|Tm —xn] <€
gilt.

Man beachte, dass die Definition einer Cauchy-Folge keinen weiteren Referenzpunkt (wie
z.B. bei konvergenten Folge den Grenzwert) voraussetzt.

Satz 4.2. Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei (x,)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert x. Sei e > 0 gegeben. Zu zeigen
ist die Definition einer Cauchy-Folge fiir (z,,)nen. Weil die Folge gegen x konvergiert, gibt
es ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt:

|z — x| < =
2

Dann folgt fiir alle m,n > N:

|xm—mn|:|xm—x|+|x—xn\<%+%:€.

O
Der folgende Satz gilt unabhéngig von jeder Vollstindigkeitsbedingung. So ist er auch fiir
Cauchy-Folgen in @ (oder in jedem beliebigen metrischen Raum) wahr.
Satz 4.3. Jede Cauchy-Folge ist beschrdinkt.
Beweis. Sei (zp,)nen eine Cauchy-Folge. Wir miissen ein C' € R finden, so dass fiir alle
n e N gilt: |z,| < C.

Wir wihlen ¢ = 1. Weil (2, )nen eine Cauchy-Folge ist, gibt es N € N, so dass fiir alle
m,n = N gilt: |z,, — z,| < 1. Insbesondere gilt dies fiir m = N, d.h. fiir alle n > N gilt:

ey — 2n] < 1.

Also sind alle bis vielleicht auf die ersten N — 1 Folgeglieder im Intervall |z — 1,2, + 1]
enthalten. Beachte:
zny — Lzy + 1< |an| + 1.

Setze jetzt C' = max{|zy|+ 1, |x1|,...,|zn—1]}. Dann gilt fir alle n e N: |z,| < C. O

Korollar 4.4. Jede konvergente Folge (in R oder C) ist beschrankt.

Beweis. Dies folgt direkt aus den vorigen Sitzen [4:2) und [4-3] O
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4.2 Vollstandigkeit

Definition 4.5. Eine Teilmenge M von R oder C heifit vollstindig, wenn jede Cauchy-
Folge in M konvergiert und ihr Grenzwert auch in M liegt.

Axiom 4.6. Die reellen Zahlen sind vollstdndig.

Die Vollstandigkeit von R hat wichtige Konsequenzen: das Intervallschachtelungsprin-
zip [£.13] die Dezimalbruchentwicklung [5.4] und die Existenz von Supremum und Infi-
mum [6.1Y| einer nicht-leeren beschrinkten Teilmenge von R.

Definition 4.7. Sei I ein Intervall. Dabei spielt es keine Rolle, ob es von der Form |[a, b],
la,b[, [a,b[ oder ]a,b] fiir a < b ist. Sein Durchmesser ist definiert durch

diam(I) = b —a.

Definition 4.8. Eine Intervallschachtelung ist eine Folge (I;)ren von abgeschlossenen
Intervallen, so dass

1. ftur alle ke N I < Iy und
2. limy_,q diam(J3) = 0 gilt.

Definition 4.9. Wir sagen, dass fiir eine Teilmenge M von R das Intervallschachtelung-
prinzip gilt, wenn es zu jeder Intervallschachtelung (Iy)ken mit I; < M eine Zahl z € M
gibt, die in allen Intervallen I,k € IN enthalten ist.

Die folgenden Proposition sagt aus, dass das z, dessen Existenz im Intervallschachtelungs-

prinzip behauptet wird, immer eindeutig bestimmt ist.

Proposition 4.10. Sei M < R eine Menge, fiir die das Intervallschachtelungsprinzip
gilt. Sei (Ix)ken eine Intervallschachtelung in M und seien x,x’ € M Elemente, die in
allen Intervallen I, liegen. Dann ist © = 2.

Beweis. Seien x und z’ in M zwei solche Elemente. Weil z und 2z’ aber beide in allen
Intervallen liegen, gilt fiir alle k € N

|z — 2| < diam(I).

Weil limy, diam(Ig) = 0 nach Voraussetzung, gibt es zu jedem £ > 0 ein N € N, so dass
fir alle k > N gilt:
|z — 2’| < diam(I}) < e.

Damit folgt z = 2’. O
Definition 4.11. Eine Folge (an)nen in R heiflt (monoton) wachsend, wenn fiir alle
ke N gilt: ar, < ag+1-

In diesem Sinne ist z.B. auch eine konstante Folge wachsend.

Im Beweis des Satzes [L.13] bendtigen wir das folgende

Lemma 4.12. Sei (ap)nen eine wachsende konvergente Folge mit Grenzwert a. Dann
gilt fiir alle n € N auch a, < a.
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Beweis. Wir nehmen an, es gidbe ein N € N mit ay > a. Weil aber
a<any SaAN41 S AN42 S ...
folgt dann sofort fiir alle n > N
la —an| = |a—anl,
und die Folge (a,)nen kann sicherlich nicht gegen a konvergieren. O

Satz 4.13. In R gilt das Intervallschachtelungsprinzip.

Beweis. Sei (I)ren eine Intervallschachtelung mit Iy, = [ax, bi]. Zu zeigen ist, dass es ein
z € R gibt mit x € I}, fiir alle k € N.

Wir zeigen zuerst, dass (a)ren eine Cauchy-Folge ist. Sei also € > 0 gegeben. Nach
Definition einer Intervallschachtelung gilt

diam(I) — 0 fir n — oo.
Also gibt es ein N € IN; so dass fiir alle k > N
diam(Ij) < e.
Dann gilt fiir alle m,n > N, dass a.;,, a, € Iy und damit
|am — an| < diam(Iy) < e.

Damit erfiillt (a)ren die Bedingung fiir Cauchy-Folgen.

Nach dem Vollstéandigkeitsaxiom konvergiert die Folge (ay)ren gegen einen Grenzwert
x € R. Wir zeigen jetzt im néchsten Schritt, dass x das gesuchte Element.

Weil (ay,)ken eine monoton wachsende Folge mit Grenzwert x ist, gilt nach Lemma [4.12]
fiir alle k € N die Ungleichung a; < z. Es gilt aber auch fiir alle £ € N eben = < by. Gébe
es ein K € N mit z > by, so gilte

[z = an| = [z — b,

denn a, < b, < bg < z. Damit kénnte aber die Folge (a,)nen wieder nicht gegen x
konvergieren.

Insgesamt folgt, dass fiir alle k € N gilt: = € [ag, bx] = Ix. O

Im vorigen Beweis haben wir in essentieller Weise die Vollsténdigkeit von R ausgenutzt.
Tatséchlich ist das Intervallschachtelungsprinzip dquivalent zur Vollstandigkeit. Dazu be-
weisen wir die Umkehrung von Satz

Satz 4.14. Das Intervallschachtelungsprinzip fiir R impliziert die Vollstindigkeit von R.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass jede Cauchy-Folge in R einen Grenzwert hat. Dazu sei
(an)nen eine Cauchy-Folge in R. Zu jedem k € N gibt es dann (setze ¢ = 27%) eine Zahl
N € N, so dass fiir alle n,m > Ny die Abschéitzung

lam — an| < 27F
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gilt. Mit anderen Worten gibt es eine Folge solcher Nj und wir kénnen ohne Einschréinkung
annehmen, dass Nyo < N1 < Ny < .... Wir definieren jetzt zu jedem k € N ein Intervall

Iy={zeR ||z —ay| <27F}.
Alle diese Intervalle sind abgeschlossen.
Wir behaupten, dass fiir alle K € N auch Ix,1 < Iy gilt. Sei x € Ix,1, d.h.
‘SL’ - a’Nk+1| < 2_k'

Desweiteren wissen wir nach Wahl von Ny, dass

|a’Nk+1 - aNk| < 27k,

Mit der Dreiecksungleichung folgt also:
|zt —an,| < |z —an,, .|+ |an,,, —an,| < 27k f o7k — g7kt
Das beudeutet aber nichts anderes als x € I}.

Die Folge der Durchmesser der Intervalle (%)%N ist eine Nullfole. Also ist (Ix)ken

tatsdchlich eine Intervallschachtelung und aus dem Intervallschachtelungsprinzip folgt,
dass es ein zy € R gibt mit x € I}, fiir alle k € N. Nach Definition der [} gilt also fiir alle

ke N:

lzo — an, | < 2771

Wir behaupten jetzt, dass lim,_, o a, = xo. Wieder nach Wahl der Ny, gilt fiir alle n > Ng:

_ _ 3 _
|20 — an| < |z —an,| + |an, — an| <27 42 k=2fk<2 k+2

Die Konvergenz folgt jetzt aus Lemma [3.25] bzw. Bemerkung [3:26] O
Satz 4.15. Der Kérper C ist vollstindig.

Beweis. Sei (z,)nen eine Cauchy-Folge von komplexen Zahlen. Wir behaupten, dass dann
die Folge der Realteile (a, = Re(zn))nen und Imaginirteile (b, = Im(zy))nen auch
Cauchy-Folgen sind. Dies folgt sehr einfach aus den Ungleichungen

|am — an| = |Re (z2m) — Re (2n)| = |Re (z2m — 2n)| < |2m — 2xl

und
|bm — bp| = [Im (2) — Im (2,)] = Im (20, — 20)| < |2m — 2nl-

Die Vollstédndigkeit von R impliziert jetzt, dass beide Folgen (ay)nen und (by,)nen kon-
vergieren. Die Aussage des Satzes folgt dann aus Lemma O

5 Reihen

5.1 Reihen und konvergente Reihen

Definition 5.1. Sei (a,)nen eine Folge in R oder C. Die Folge der Partialsummen

n
S0 = D, a
k=0
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heifit die der Folge (ap)nen zugeordnete unendliche Reihe oder einfach Reihe. Wir sagen,
dass die Reihe konvergiert, wenn die Folge (s, )nen der Partielsummen konvergiert. Wir
schreiben den Grenzwert dann als ”

Z ag.

k=0

Wir sagen, dass die Reihe divergiert (bestimmt gegen +oo divergiert, beschrinkt ist), wenn
(Sn)nen divergiert (bestimmt gegen too divergiert, beschrinkt ist).

Notation 5.2. Man beachte:

1. Um die Notation zu vereinfachen, bezeichnet Der Term ZZO:O ap oft auch einfach
die Reihe selber, d.h. die Folge (s,, = ZZ:O ak )neN. Damit macht man einen begriff-
lichen Fehler, aber

2. Wir betrachten manchmal auch Reihen, die bei einem anderen Index als 0 starten:
2.B. Y ks Yo s Ak Dpe, @k filr ein m € Z, ... Die Bezeichnung ist selbster-
klirend. Konvergenz/Divergenz bedeutet immer Konvergenz/Divergenz der Folge
der Partialsummen (auch wenn diese Folgen vielleicht bei 0,1, —5 oder m € Z an-
fangen).

Jeder Folge (an)nen in € ist wie oben beschrieben eine Reihe zugeordnet. Umgekehrt
kann man jeder Reihe eine Folge zuordnen, indem man

apg=589 und a, =S8, —S,—1 fur n>0

setzt. Das bedeutet, dass jede Definition oder Aussage iiber Folgen zu einer Definition
oder Aussage iiber Reihen uminterpretiert werden kann und umgekehrt. Genau das haben
wir z.B. fiir den Begriff der Konvergenz schon gemacht. Die Tatsache, dass in R jede
Cauchy-folge konvergiert, schlidgt sich in der Theorie der Reihe auf folgende Art nieder.

Satz 5.3 (Cauchysches Konvergenzkriterium). Die Reihe ZZO:O ay, konvergiert genau
dann, wenn fir alle e > 0 ein N € N existiert, so dass fir allen =>m > N

n
2, o

k=m

<é€

gilt.

Beweis. Sei e > 0 und es existiere ein N € N, so dass fiir allen >m > N

Diese Bedingung sagt gerade, dass die Folge der Partialsummen eine Cauchy-Folge bilden:
n m—1 n
Sa- Y=Y

k=0 k=0 k=m

Weil R und € vollstandig sind und deshalb alle Cauchy-Folgen konvergieren, konvergieren
die Partialsummen und damit die Reihe Y., ay.

[$r — Sm—1] = <e
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Die Umkehrung ist einfach. Eine Reihe konvergiert genau dann, wenn ihre Partialsummen
konvergieren. Nach Satz [£.2]ist dann die Folge der Partialsummen eine Cauchy-Folge. Das
ist aber gerade das Cauchysche Konvergenzkriterium. O

Proposition 5.4. Sei (ap)nen eine Folge in R oder C. Wenn die Reihe ZZO:O ar kon-
vergiert, so ist (an)nen eine Nullfolge.

Beweis. Nach dem Cauchy-Konvergenzkriterium [5.3] gibt es also zu jedem ¢ > 0 ein
N e N, so dass fiir alle m,n > N

2, a

k=m

gilt. Man kann jetzt einfach m = n > N wéhlen und es folgt lim,, a,, = 0. O

<é€

Dass die vorhergehende Proposition keine Umkehrung zuldfit, zeigt folgendes wichtiges
Beispiel. Beachte hierzu auch Satz

5.2 Die harmonische Reihe

Definition 5.5. Die Reihe

il—1+1+1+1+
“ono 203 40T

heifit harmonische Reihe.

Satz 5.6. Die harmonische Reihe divergiert.

Beweis. Dazu betrachte man folgende Abschétzungen:

) 1 11 1+1_'7>1 1+1+1+1_5%>1
~ 9 279 3 4 127 2 5 6 7 8 8407 2
=

1
2k+1
jeder einzelne dieser Term ist grofler oder gleich ﬁ Zum Bespiel:

Wir addieren jetzt immer die Terme bis Qk% fiir k > 1 auf. Dies sind 2¥ Terme und

1+1>1+1_1 +1+ +1> RN +1_1
3474 4 2 6 8~ 2
Es folgt also:
20y 11
D=2k - -
n 2k+1 2
n=2k4+1

Damit bekommt man fiir die Folge der Partialsummen

2k+1 1 k‘+1 2k+1 1 1
S = — = —=(k+1)=.
2t n 4 Z n ( )2
n=1 j=1n=2k+1

Diese Folge ist also nicht nach oben beschréinkt und kann wegen Korollar [£:4] nicht kon-
vergieren. Genauer folgt natiirlich, dass die harmonische Reihe bestimmt gegen +oo di-
vergiert. O
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5.3 Die geometrische Reihe

Die bei weitem wichtigste Reihe in der Mathematik ist die geometrische Reihe.

Definition 5.7. Fiir ein x € C heif3t

o]

Zm"=1+x+aﬁ2+x3+...

die geometrische Reihe fir x.
Satz 5.8. Fiir jedes x € C mit |x| < 1 konvergiert die zu x gehdrende geometrische Reihe

und es gilt:
o0
D
n=0

Beweis. Nach Lemma gilt fiir alle z € C mit |z < 1

k 1—33]”1
g 1-z

Wegen Lemma (bzw. fiir den komplexen Fall) ist (z*)ren eine Nullfolge. Nach
Satz folgt dann

k .
1 — limy_, o zF 41 1

li "= = .

kl—{%o;ox 1—x 1—x
O

Beispiel 5.9. Fiir z = % gilt
1 1 n
1+2+4+ +. 22 — _%=2.

Lemma 5.10. Fir alle v € R mit |z| = 1 divergiert die geometrische Reihe ZJO_O "

Beweis. Wenn |z| > 1, dann kann die Folge (2™),en nicht konvergieren, siehe Bei-
spiel 3.31] Fiir z = 1 ist (2" )nen die konstante Folge bei 1. Fiir z = —1 springt diese Folge
immer zwischen 1 und —1. Insbesondere ist (2™),en in keinem der Fille eine Nullfolge.
Wegen Proposition kann die entsprechende Reihe also nicht konvergieren. O

5.4 b-adische Briiche und Dezimalbruchentwicklung
Was meinen wir iiblicherweise, wenn wir 12, 782 schreiben? Antwort:

1-10'+2-10°+7-107' +8-1072 +2-1072.

Im Dezimalsystem bedeuten die Ziffern einer Zahl, wie oft die entsprechende Potenz von
Zehn auftaucht, Um den Wert der Zahl (eigentlich Ziffernfolge) zu bekommen, muss man
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dann diese Vielfachen von Zehnerpotenzen aufaddieren. Dabei muss die Darstellung in
Zehnerpotenzen (also die Ziffernfolge) nicht unbedingt abbrechen. So gilt z.B.

1 o8]
Z=0,111... = 107%.

Man beachte, dass dies (bis auf den Anfang bei k = 1) die geometrische Reihe bzgl. {5
ist. Tatséchlich gilt laut Satz

0

o
1 10 1
Dl10F = —14 Y107k = —1l=—-1="C.
k=1 k=0 I_To 9 9

Manche Zahlen haben eine Dezimalbruchentwicklung, die in einer sich wiederholenden,
also periodischen Zahlenfolge endet. Wir notieren dies mit Hilfe eines Querstriches iiber
den Ziffern (was natiirlich nichts mit komplexer Konjugation zu tun hat). Z.B.:

3 14 & 1

0,31414141...=0,314=3-10""+14-1024+14-10° + ... = — + —— —
’ ’ + + + 10 T 1000 A 102k

3 14 1 3 14 100 3 14
T 10 71000 1- ;L 10 10000 99 10 ' 990
297 +14 311
T 990 990

Die Dezimalbruchdarstellung reller Zahlen beruht auf dem 10er-System. Man kann allge-
meiner reelle Zahlen durch b-adische Briiche mit b € IN, b > 2 darstellen. Das Dezimalsys-
tem ist einfach der Spezialfall b = 10.

Definition 5.11. Sei be N,b > 2. Ein (unendlicher) b-adischer Bruch ist eine Reihe der

Form
[00)
+ Z akb—n

n=—k

mit ax € {0,1,...,b— 1} und k > 0.
Satz 5.12. Die Partialsummen eines b-adischen Bruches sind eine Cauchy-Folge.

Bemerkung 5.13. Insbesondere konvergiert jeder b-adische Bruch gegen eine reelle Zahl
und wir sagen dann, dass der b-adische Bruch diese reelle Zahl darstellt.

Beweis. Es reicht zu zeigen, dass (s, = >, apb™)p>_ eine Cauchy-Folge ist. Die
Aussage folgt dann auch fiir negative b-adische Briiche.

Sei e > 0. Weil b > 2, folgt 0 < b=! < 1. Nach Lemma 2) existiert ein N € N mit
b=N < ¢. Es gilt dann fiir alle n > m > N:

v=n—m-—1

|Sn - 5m| = Zn: al,b*” < (b — 1) Zn: bV = (b o 1)b7m71 Z bV

v=m+1 v=m+1 v=0

<(b-1)p ™t : !

ﬁ:bim<b7N<€
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Satz 5.14. Sei b€ N,b = 2. Dann ldsst sich jede reelle Zahl als b-adischer Bruch dar-
stellen.

Beweis. Es reicht, eine reelle Zahl x > 0 als b-adischen Bruch zu entwickeln. Fiir negative
reelle Zahlen folgt die Aussage dann durch Multiplikation mit —1.

Sei z > 0. Nach Lemma 1) gibt es ein N € N mit 2 < bV*+1. Sei k die kleinste Zahl
mit der Eigenschaft 0 < z < bF*+1,

Wir konstruieren jetzt mit vollsténdiger Induktion eine Folge (a,),>—k in N mit 0 < a, <
b—1, so dass fiir alle n > —k

n

r=6+ Y ab™ mit 0<& <b"
v=—k

gilt. Weil lim, 5" = 0 nach Beispiel 1), folgt mit dem Sandwichsatz auch

lim,, &, = 0 und damit
o0

T = Z a,b™".

v=—k

Induktionanfang n = —k: Es gilt 0 < z < b8! bzw. 0 < 2b™% < b. Also gibt es ein
a_€{0,1,...,6—1} und ein 6 € R,0 < § < 1 mit

b F =a_i + 6.
Setze jetzt £_j = 6b*. Dann erhiilt man
r=a_pb* +&, mit 0<Ey, <bP
Das ist die Behauptung fiir n = —k.

Induktionannahme: Es gibt a_;,a_r41,...,a, € N mit 0 < a, < b—1und &, € R mit
0<&, <b™™, so dass fir alle —k < v < n gilt:

n

x=E& + 2 a,b”".
v=—Fk
Induktionsschritt: Wir miissen ein a,; € {0,1,...,b — 1} und ein 0 < &,41 < b 7!
finden, so dass
n+1
T="E41+ Z a,b™”
v=—k

gilt.
Wir haben &, so konstruiert, dass 0 < &, < b™™ bzw. 0 < £,b""! < b gilt. Daher gibt es
ein ap4+1 € {0,1,...,b6—1} und ein 6 € R,0 < § < 1 mit

gnb7l+1 = Qp+1 + d.

Setze &,41 = db—" L. Dann erhilt man

n n+1

() Z ayb™ =&l + Z a,b™?

v=—k v=—k
mit 0 < &, <b "L O
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Bemerkung 5.15. Im Falle b = 10 gilt:
0 [e¢]
0,9=>19-10"%=-9+9> 10" = -9+ ——
k=1 k=0

Die Dezimalbruchdarstellung einer reellen Zahl ist eindeutig bis auf die gerade erwéhnte
Identitat. Allgemeiner gilt fir alle b € N, b > 2: wenn zwei b-adische Briiche dieselbe reelle
Zahl darstellen, so sind sie entweder gleich oder sie unterscheiden sich in der folgenden
Form:

Aplp—1 ...01000—1 « .. A—ppi10mb—1 = apan_1...a1a0a-1 ...a—pmi1(a_m + 1)
mit n € Ng,m € Z,m < n.

Ein endlicher b-adischer Bruch ist offensichtlich eine rationale Zahl. Mit Hilfe des Prozesses
in der Einleitung zu diesem Abschnitt sieht man, dass jeder periodische b-adische Bruch
genauso in Q liegt. Dies folgt im wesentlichen aus der Konvergenz der geometrischen
Reihe.

Proposition 5.16. Seibe N, b > 2. Fin nicht endlicher und nicht periodischer b-adischer
Bruch ist irrational.

Wir werden den Beweis nicht komplett ausfiihren. Er folgt aber aus dem vorher Gesagten
und dem folgenden

Lemma 5.17. Seipe N und be N,b > 2. Dann besitzt % eine entweder endliche oder
periodische b-adische Darstellung.

Beweis. Vielleicht spéter. O

6 Der Satz von Bolzano-Weierstrafl, monotone Fol-
gen, Infima und Suprema

6.1 Teilfolgen und der Satz von Bolzano-Weierstrafl

Bernard Bolzano https://en.wikipedia.org/wiki/Bernard_Bolzano
Karl Weierstrafl https://de.wikipedia.org/wiki/Karl_Weierstra/C3/9F

Definition 6.1. Sei (a,)nen eine Folge in einer Menge. Ferner sei ng < np < ng < ...
eine Folge natiirlicher Zahlen. Dann heifit die Folge (a,, )ren eine Teilfolge von (an)nen-

Wenn wir zuriickgehen auf die urspriingliche Definition einer Folge, dann ist eine Folge
(an)nen eine Abbildung ¢: N — M. Eine Teilfolge (an, )ren ist dann nichts anderes als
die Verkniipfung von ¢ mit einer streng monoton steigenden Abbildung ¥: IN — N, also

(@n)neN = (p: N—> M) und (an,)ken = (N 5N M)

mit
an, = (I(k)).
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Beispiel 6.2. Die Folge (5-)nen ist eine Teilfolge von (+)nen:
1 1
ap = — , a = 57
n "2k

oder anders ausgedriickt:

1
o: No>Nn—— 9: No>Nn—2n , a,, =pk)) = —.
n

Es gilt offensichtlich:

Lemma 6.3. Jede Teilfolge einer konvergenten Folge mit Grenzwert x konvergiert selbst
gegen x.

Der Beweis dieses Lemmas ist dem sorgféltigen Leser iiberlassen.

Satz 6.4 (Bolzano-Weierstra$}). Jede beschrinkte Folge in R besitzt eine konvergente
Teilfolge.

Beweis. Sei (zp,)nen eine beschriinkte Folge mit unterer Schranke A und oberer Schranke
B. Wir konstruieren rekursiv eine Folge von abgeschlossenen Intervallen (Ix)ken, so dass
fiir alle k € IN gilt:

1. Es liegen unendlich viele Folgeglieder von (ay)nen in I.
2. Es gﬂt I],C c Ik—1~
3. Es gilt diam(I},) < 2~ *diam(1y).

Wir setzen Iy = [A, B]. Jetzt nehmen wir an, dass die ersten n Intervalle schon konstruiert
sind. Wir miissen jetzt erkldren, wie wir das (n + 1)-te Intervall definieren wollen.

Betrachte den Mittelpunkt C), 11 = % des Intervalls I, = [A4,,, B,]. Wir wissen, dass
nach Konstruktion von I,, unendlich viele Folgeglieder (a,,)nen in I, liegen. Das bedeutet,
dass in mindestens einem der Intervalle [A,,,C)+1] oder [Cy 41, By] wieder unendlich
viele Folgeglieder liegen miissen. Wir wéhlen dasjenige Intervall, in dem unendlich viele
Folgeglieder liegen als neues Intervall. Setze also

Lny1 = [Any1, Brya] mit Ay = Ay, By = Cry,
wenn unendlich viele der a,, in diesem Intervall liegen, und ansonsten setze
InJrl = [An+1aBn+l] mit An+1 = Cn+17Bn+l = Bn-

Es bleibt klar, dass die abgeschlossenen Intervalle (Ii)gen eine Intervallschachtelung bil-
den, denn die obigen Bedingungen 2 und 3 sind erfiillt. Insbesondere gibt es genau ein
r € R mit x € I}, fiir alle k € N.

Induktiv wahlen wir jetzt b; € I;. Setze by = ag € Iy. Seien die ersten j Folgeglieder schon
gewihlt. Wir wihle jetzt bj 1 = ay, € Ij11, so dass bjy1 = ay, # ag fiir alle £ < n;. Eine
solches bj 1 existiert, denn es gibt in J;;1 unendlich viele Folgeglieder von (a,)nen. Dann
ist (bj)jen eine Teilfolge von (a,)nen.
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Es reicht jetzt zu zeigen, dass lim; b; = z. Es gilt aber
|z — b;| < diam(I;) = 2 /diam(Ip) — 0 fiir j — oo.

Dies zeigt mit Hilfe von Lemma bzw. Bemerkung dass (b;) en konvergiert und
beendet den Beweis. O

Korollar 6.5. Jede beschrinkte Folge in C besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Wenn eine komplexe Folge (z,)nen beschrinkt ist, dann sind die reellen Fol-
gen der jeweiligen Real- und Imaginérteile (an,)nen und (b, )nen auch beschrinkt. Nach
Satz besitzt dann die Folge (a,)nex der Realteile eine konvergente Teilfolge (an,)jen-
Die entsprechende Folge (bnj)jelN ist dann beschrankt und besitzt nach eine kon-
vergente Teilfolge (bnje)feN Nach Lemma konvergiert dann die Teilfolge (anz =
Qny, + ibnn )ée]N- O
Beispiel 6.6. Die komplexe Folge (i"),en ist beschrinkt. Eine konvergente (in der Tat
konstante) Teilfolge ist (4" = 1),en.

6.2 Monotone Folgen

Der erste Teil der néchsten Definition wurde schon in gegeben.

Definition 6.7. Sei (2, )nen eine reelle Folge. Die Folge

—_

. heiBt (monoton) steigend/wachsend, wenn fiir alle n € N gilt: z,, < 41.

[\

. heit streng monoton steigend/wachsend, wenn fiir alle n € N gilt: x,, < ,11.

w

. heifit (monoton) fallend, wenn fiir alle n € N gilt: z,, = 2,41.

=~

. heiit streng (monoton) steigend, wenn fiir alle n € N gilt: z,, > x5 41.
FEine Folge heift monoton, wenn sie monoton fallend oder monoton steigend ist.

Beachte, dass der Begriff einer fallenden oder steigenden Folge nur in IR Sinn ergibt.

Satz 6.8. Jede monotone und beschrinkte Folge konvergiert.

Beweis. Sei (xn)nen eine monoton steigende und beschriinkte Folge. Weil die Folge be-
schrankt ist, existiert nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl bzw. seinem komplexen
Analogon eine konvergente Teilfolge (2, )xeny mit Grenzwert z.

Wir zeigen, dass x tatséichlich der Grenzwert der gesamten Folge (z,)nen ist. Dazu
machen wir eine Voriiberlegung: Weil die Folge (z,)nen und damit auch ihre Teilfolge
(Zn, )ken steigend sind, folgt nach Lemma dass fiir alle k € N gilt: z,, < z. Teilfol-
gen haben aber die folgende Eigenschft: Zu jedem n € N gibt es aber ei j € N mit

’Ilj < n < 'Ilj+1.
Insbesondere folgt dann aus der Monotonie:
Tp; S Tp < Ty, ST (6.9)
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Jetzt zum Beweis der Konvergenz. Sei ¢ > 0 gegeben. Dann gibt es ein K € N, so dass
fir alle k > K gilt:
|z — 2z, | <e.

gilt. Setze N = ny. Es folgt dann aus fur allen > N
|z — x| < |z — 2y, | <e.

Das war zu zeigen. Der Beweis fiir eine fallende beschréinkte Folge ist analog. O

6.3 Suprema, Infima und Haufungspunkte

Definition 6.10. Sei (2, )nen eine Folge in C. Ein z € C heiflit Hdufungspunkt oder
Hiufungswert der Folge (2, )nen, wenn es zu jedem € > 0 unendlich viele Folgeglieder z,
gibt, so dass

|z —zn| <€

gilt.

Bemerkung 6.11. Man beachte folgende einfache Tatsachen.

1. Eine Folge besitzt einen Haufungspunkt genau dann, wenn sie eine konvergente
Teilfolge besitzt. Der Grenzwert dieser Teilfolge ist dann ein Haufungspunkt der
urspriinglichen Folge.

2. Nach Bolzano-Weierstrafl bzw. Korollar besitzt jede beschrinkte Folge (in
R oder €C) mindestens einen Haufungspunkt.

3. Eine konvergente Folge besitzt genau einen Haufungspunkt, ndmlich ihren Grenz-
wert. Genauer gilt: Eine Folge konvergiert genau dann, wenn sie beschrankt ist und
genau einen Haufungspunkt besitzt.

Beispiel 6.12. Betrachte folgende einfache Beispiele:
1. Die Folge ((—1)”)%]N hat die Haufungspunkte 1 und —1.

2. Die Folge ((—1)" + %

;)neN hat auch die Haufungspunkte 1 und —1.

3. Die Folge (n + (—1)"n) nen Dt einen Héufungspunkt 0.
Definition 6.13. Sei @ # M < R. Das Supremum von M

sup M = sup{z € M} = supz
zeM

ist die kleinste obere Schranke fiir M. Mit anderen Worten, es gilt

1.VeeM:x<supM und
22.VSeR:(VeeM:2<S) = supM <S.

Wir definieren auflerdem sup @ = —oo0.
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Definition 6.14. Sei ¥ # M < R. Das Infimum von M
inf M =inf{x e M} = inf x
xeM
ist die grofite untere Schranke fiir M. Mit anderen Worten, es gilt

1.VeeM:xz>inf M und
2.¥VSeR:(VzeM:x2>2S5) = infM = S.

Wir definieren auflerdem inf @ = +o0.

Der Beweis des folgenden Lemmas ist dem Leser iiberlassen.

Lemma 6.15. Wenn Infima oder Suprema einer Menge existieren, dann sind sie ein-
deutig bestimmmt.

Beispiel 6.16. Es gilt
1 o1
sup{ﬁ |neN} =1 und 1nf{ﬁ | ne N} =0.

Definition 6.17. Sei A eine Menge, die ein Supremum besitzt. Falls das Supremum selbst
ein Element von A ist, so nennen wir es das Maximum von A. Genauso sagen wir, dass A
ein Minimum besitzt, wenn A ein Infimum besitzt und dieses Infimum eine Element von
A ist.

Bemerkung 6.18. Im vorigen Beispiel sieht man den Unterschied zwischen Minimum
und Infimum. Wéhrend das Minimum der Menge {1 | n € N} nicht existiert, gibt es das
Infimum.

Satz 6.19. Jede nicht-leere beschrinkte Teilmenge von R besitzt ein Supremum und ein
Infimum.

Beweis. Sei @ # A < R und beschrankt. Wir zeigen, dass A ein Supremum besitzt. Der
Beweis der Existenz eines Infimums ist dann analog.

Wegen A # @ konnen wir ein xg € A auswéhlen. Weil A beschrénkt ist, gibt es eine obere
Schranke. Wir konstruieren jetzt induktiv eine Folge [z, K},] von Intervallen, so dass fiir
alle n € N folgende Eigenschaften erfiillt sind:

1 [xn+17 n+1]C [xnaKn+1]a

2) x,

3 » ist eine obere Schranke von A,

(1)
(2)
(3) K
(4) K, — 2, < 27"(Ko — ).

Fiir n = 0 haben wir zg und K schon konstruiert. Seien xg, ..., x, und Ky, ..., K, schon
konstruiert. Setze M, = K% Dann gibt es zwei Fille:

1. An]M, K,] = @. Dann ist M eine obere Schranke von A und wir definieren x,, 11 =
zp und K1 = M.
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2. An]M, K, # @. Dann gibt es ein x,11 € A mit z,41 > M. Wir setzen weiter
K7L+1 = Kn-

Es ist klar, dass auch fiir das neue Intervall [x,11, K,41] die Eigenschaften (1) bis (4)
gelten.

Nun ist (K, )nen eine monoton fallende und nach unten beschrinkte Folge, denn es gilt
z.B. rg < K, fiir alle n € N. Nach Satz konvergiert die Folge gegen einen Grenzwert
K. Wir behaupten jetzt, dass K das Supremum der Menge A ist.

Erstens gilt fiir alle n € N und alle a € A, dass a < K,,. Daraus folgt a < K. Also ist K
eine obere Schranke.

Sei jetzt K’ eine weitere obere Schranke fiir A. Wir nehmen an, es gilte K’ < K, d.h.
K — K’ > 0. Dann gébe es ein n € N, so dass

Kn—2p <2 "(Ko—120) <K —K' <K, —K'.

Daraus folgt aber K’ < x,,. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass K’ eine obere Schranke ist.
Also ist die Annahme falsch und es muss K < K’ gelten. Insgesamt folgt K = sup A. [

Definition 6.20. Fiir eine Folge (a,,)nen reeller Zahlen definieren wir den Limes superior

limsupa, = lim supf{ax |k = n} e R U {+oo}
n—o0

n—o0

und den Limes inferior

liminf a, = lim inf{ax |k > n} e R u {+ow}.
n—0o0

n—oo

Beispiel 6.21. Man sieht:

1. Es gilt limsup,,(—1)" = 1 und liminf,(-1)" = —1.
2. Es gilt limsup,,(n + (—1)"n) = 400 und liminf, (n + (—1)"n) = 0.

Lemma 6.22. Sei (ay)nen €in Folge in R. Ist die Folge nicht nach unten beschrinkt,
dann gilt liminf, a, = —o0. Ist die Folge nach unten beschrdnkt, dann ist liminf, a, € R
der kleinste Haufungspunkt der Folge. Analoge Aussagen gelten fiir lim sup.

Der Beweis des Lemmas ist eine Ubung,.

7 Wurzeln in R

Wir erinnern daran, dass C[z] die Menge aller Polynome mit Koeffizienten in € bezeich-
net, entsprechend bezeichnet R[z] diejenigen Polynome mit reellen Koeflizienten.

Lemma 7.1. Fir jedes p € Clz] von Grad n = 1 existiert ein q € C[z], so dass fir alle

aeC
p(z) —pla) = (z — a)q(x)
gilt. Dabei hat g den Grad n — 1.
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Beweis. In Lemma [2.40] haben wir fiir n > 1 die folgende Identitét bewiesen:

n—1
2" —ad" = (x—a) Z "Rk,
k=0

Sei jetzt p(z) = 37, b ;o) € C[z] mit b, # 0. Betrachte:

pla) = pla) = R bje’ = X b’ = 3 (e’ =)
=0 =0 j=1

Man beachte, dass der konstante Term wegfillt und die Summe rechts tatséchlich erst bei
j = 1 startet. Dann gilt mit Lemma [2.40

mit Grad n — 1. O

Korollar 7.2. Ein Polynom vom Grad n hat hochstens n Nullstellen.

Beweis. Wir beweisen diese Aussage durch vollstdndige Induktion iiber n. Ein Polynom
p(x) = a1 X + ap mit a; # 0 vom Grad 1 hat genau eine Nullstelle, ndmlich —22. Sei die
Aussage jetzt fiir alle Polynome von Grad < m — 1 schon bewiesen, d.h. Polynome von
Grad < n — 1 haben hochstens n — 1 Nullstellen. Wenn ein Polynom p vom Grad n eine
Nullstelle a hat, so gilt nach Lemma

p(z) = p(z) — pla) = (z — a)q(z).
Hier ist ¢ von Grad n — 1 und hat nach Induktionsannahme hochstens n — 1 Nullstellen.

Damit hat p hochstens n Nullstellen. O

Man beachte, dass dieses Korollar nichts iiber die Existenz von Nullstellen aussagt. Wir
zeigen jetzt die Existenz von Nullstellen in R fiir bestimmte Polynome.

Definition 7.3. Sei a € C. Wir sagen xg € C ist eine Wurzel von a, wenn z eine Nullstelle
des Polynoms z% — a ist. Allgemeiner, fiir eine k € N, k > 2 sagen wir zg € C ist eine k-te
Wurzel von a, wenn z eine Nullstelle des Polynoms z* — a ist.

Satz 7.4. Sei k€ Nk > 2 und a € R,a > 0. Dann konvergiert die rekursiv definierte
Folge

1 a
Tp+1 = E ((k — 1).’)3‘n + xk_1>

n

fiir jeden Anfangswert xo > 0 gegen die einzige positive Losung der Gleichung =¥ = a.
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Beweis. Weil aus 0 < y; < yo die Ungleichung y¥ < 3% folgt, kann es hochstens eine
positive Losung geben.

Falls der Grenzwert x der Folge (x,,)nen existiert, so ist er tatséichlich eine Losung der
Gleichung ¥ = a. Dies folgt, indem wir zunichst die Rekursionsvorschrift mit kz*~!
multiplizieren:

kak e, = (k—1)zF +a.

Durch Ubergang zum Grenzwert folgt:

kbt = (k-2 +a — 2F=a.

Also ist x eine k-te Wurzel.

Es bleibt noch zu zeigen, dass der Grenzwert x wirklich existiert bzw. dass die Folge
(zn)nen konvergiert. Wir werden dazu zeigen, dass die Folge ab z; monoton fallend ist.

Wir bemerken zuerst, dass fiir alle n € N die Folgeglieder x,, positiv sind. Das folgt leicht
aus der Rekursionsformel durch Induktion, denn a, zg > 0. Man betrachte jetzt:

0<xn+1=;<(k1)xn+f_l> =z, (1+11€(“1)). (7.5)

k
n Ln,

Daraus folgt fiir alle n € N
1, a

Damit ist die Bernoullische Ungleichung anwendbar und es folgt fiir alle n € N:

k
(1+3&F-1) =1+(%-1) -3

k
— o —ak (14 4(5 1) =a

Fiir alle n € N mit n > 1 folgt also

a
0<—mﬁ<1
1
= E(%—1)<

0
— 1+3(F-1)<1

= Tnptl1 = Tn (14’%(&*1)) < Xy

Damit ist (z,)nen eine fallende Folge, die, wie wir oben schon gesehen haben, durch
0 nach unten beschrinkt ist. Aus Satz folgt, dass (z)nen einen Grenzwert besitzt.
(Man beachte, dass durchaus zg < x7 gelten kann. Aber ab n = 1 ist (z,)nen monoton
fallend!) O

Definition 7.6. Seia € R,a > 0. Wir schreiben y/a = a? fiir die nicht-negative Nullstelle
des Polynoms z2 —a, die nach Satz existiert und eindeutig bestimmt ist. Fiir k € N, k >
2 schreiben wir allgemeiner {/a = a¥ fiir die nicht-negative Losung der Gleichung z* = a,
die wieder nach Satz existiert und eindeutig bestimmt ist.

Bemerkung 7.7. Fiir alle a,b € R gilt offensichtlich:
a=b = a®>=10%
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Die Umkehrung gilt nicht! Tatséchlich gilt nur:
a? =1 < a=+b.

Das Quadrieren einer Gleichung ist keine Aquivalenzumformung. Es kénnen neue Losungen
dazu kommen, wie man hier sieht. So gilt z.B.

Va2 =a = (Va)’
dann und nur dann, wenn a > 0.
Bemerkung 7.8. Sei a > 0. Es gilt:
0=2—a=(r—+a)(r++a).

Daher hat die Gleichung 2 = a genau eine positive Losung z = y/a und eine negative
Losung © = —y/a.

Korollar 7.9. Die rationalen Zahlen sind nicht vollstindig.

Beweis. Die Folge (x,,)nen aus dem vorigen Beweis besteht aus rationalen Zahlen, solange
a € Q. Weil die Folge konvergiert, ist sie insbesondere eine Cauchy-Folge nach Satz
Wir haben also z.B. fiir a = 2 eine Cauchy-Folge in @, die gegen v/2 ¢ Q konvergiert,
siche Lemma 2.4 O

Proposition 7.10. FEs gilt:
1. Fir alle a > 0 gilt: lim,, ¥/a = 1.
2. limy e §/n = 1.

Beweis. Zu 1.: 1. Fall a > 1: Setze x,, = {/a—1 > 0. Aus der Bernoulli-Ungleichung
folgt dann:

a=14z,)" =1+ nz,

—1
— O<xn<a
n
= lim({/a —1) =limz, =0
n n
— lim /a =1

(Hier gehen natiirlich auch die Sétze und ein.)
n 1)

2. Fall a = 1: Dann ist die Folge ( neN konstant 1.
3. Fall 0 < a < 1: Die Aussage folgt aus Teil 1, wenn man zu a~! {ibergeht.

Zu 2.: Setze x, = ¥/n —1 > 0. Aus der binomischen Formel folgt dann:

-1
n=(1+$n)">%mi
2
— O<z, <
n—1
— limx, =0
n
=

lim ¢/n =1
n
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Definition 7.11. Fiir ein ¢ = 7> € Q und z € R,z > 0 definieren wir
29 =gm = /gn.

Wir werden spéter in Abschnitt [0.2] ® fiir alle a € R definieren.

8 Konvergenzkriterien fiir Reihen

8.1 Das Monotoniekriterium

Satz 8.1 (Monotoniekriterium). Es sei Zle ay eine Reihe mit aj, € R,ay = 0 fiir alle
k € N. Die Reihe konvergiert genau dann, wenn die Folge ihrer Partialsummen beschrinkt
18t.

Beweis. Sei s,, = Z=1 ag- Da ag = 0 fiir alle k € N, folgt fiir alle n € N
Sn+1 = Sp + Ant1 = Sp.

Das bedeutet, dass die Folge (s, )nen der Partialsummen monoton steigt. Nach Voraus-
setzung ist diese Folge auch beschrénkt. Also konvergiert die Folge nach Satz [6.8| O

Proposition 8.2. Fiir alle s € Q gilt:

i 1 konvergiert, falls s> 1
—, n® divergiert, falls s<1

Beweis. Sei s > 1. Fiir n € N wahle p € N, so dass 2P — 1 > n. Es folgt

2P —1
Sop_1 = Sp + Z E = Sy,
k=n+1
denn k7° > 0. Weiter gilt:
21 pl2flon g polge pmlo g NS
eI NI BTN
k=1 0=0 k=2¢ £=0 £=0

denn die geometrische Reihe fiir 2%1 konvergiert, weil gilt:

1
s>1 — 271>1 — O<F<1.
Wir haben damit eine obere Schranke fiir alle s,, gefunden. Die Konvergenz der Reihe
S L folgt jetzt aus Satz denn n® = 0 fiir alle n € N.

n=1 ns
Die Divergenz der Reihe fiir s < 1 folgt aus der Tatsache, dass de harmonische Reihe
(s = 1) divergiert und dem weiter unten bewisenen Minorantenkriterium ref. O
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Bemerkung 8.3. Wir haben gerade gezeigt, dass fiir alle s € R, s > 1 die Riemannsche
Zeta-Funktion gegeben durch

o 1

9= 2

wohldefiniert ist. Es ist aber einfach zu zeigen, dass ¢ durch dieselbe Formel fiir alle
s € € mit Re(s) > 1 definiert werden kann. Mit Mitteln der Funktionentheorie kann man
dann die Funktion (meromorph) auf die ganze komplexe Zahlenebene fortsetzen, wobei
= 1 der einzige Pol ist. Die Frage nach Nullstellen dieser Funktion ist die wichtigste
offene Frage der Mathematik. Man kann zeigen, dass fiir alle negativen ganzen Zahlen
s = —2n,n € N die Funktion Nullstellen hat. Diese heiflen die “trivialen Nullstellen” der
Riemannschen Zeta-Funktion. Die Riemannsche Vermutung besagt, dass sich alle anderen
sogennanten nicht trivialen Nullstellen der Riemannschen Zeta-Funktion auf der Gerade
Re(s) = % befinden. Wenn Sie diese Vermutung beweisen, ist IThnen nicht nur eine Million
USD, sondern auch ewiger Ruhm sicher. Ich bin mir ziemlich sicher, dass das Bestehen der
Analysis I Klausur eine notwendige Bedingung dafiir ist. Schauen Sie doch mal folgende
Seiten an:
https://de.wikipedia.org/wiki/Bernhard_Riemann
https://de.wikipedia.org/wiki/Riemannsche_YCE}B6-Funktion
https://de.wikipedia.org/wiki/Riemannsche_Vermutung
https://wuw.youtube. com/watch?v=W4GQSGS00pg (speziell ab 5:00 bis 8:15, sie werden
es wiedererkennen!)

Und weil es gerade passt:
Leonhard Euler https://de.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler

Die Formel, die Euler schon als jungen Mann berithmt machte, lautet:

il—u oo
o 9 T 6

Wir werden diese Formel nicht beweisen. Sie wird aber im obigen Video in den ersten 15
Minuten bewiesen.

8.2 Leibniz-Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen

Gottfried Wilhelm Leibniz https://de.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Wilhelm_Leibniz

Definition 8.4. Wir sagen, dass Z:;o an eine alternierende Reihe ist, wenn fiir alle
n € N reelle Zahlen b,, € R mit b, = 0 gibt, so dass a,, = (—1)"b,,.

Satz 8.5 (Leibniz-Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen). Sei (by,)nen eine reelle
fallende Nullfolge.

1. Dann konvergiert die alternierende Reihe Y, ,(—1)"b,,.

2. Sei sp = Yop_o(—=1)*by die k-te Partialsumme und S = 37 (=1)"b,. Dann gilt
fiir alle n € N:

0

|S_ 571‘ = ‘ Z (_1)nbn‘ < byt

k=n+1
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Beweis. Wenn (b, )nen eine reelle fallende Folge mit lim,, b, = 0 ist, dann folgt aus einer
Version von Lemma [£.12] fiir fallende Folgen, dass b, = 0 fiir alle n € N.

Sei jetzt s, = 21 _o(—1)"by.
Zu 1.: Weil (b,)nen eine fallende Folge und b,, = 0 fiir alle n € N, folgt
Son+2 — S2n = bapt2 — bapy1 < 0.

Also sg,, = Sop42. Die Folge (s25,)nen ist eine monoton fallende Folge, die durch 0 nach
unten beschriankt ist. Aus Satzfolgt, dass (25, )nen einen Grenzwert S besitzt. Wieder
mit der Version von Lemma fiir fallende Folgen, sieht man fiir alle n € N: s9, = S.

Die Folge (S2,+1)nen hingegen ist monoton steigend: fiir alle n € N folgt

59n43 — S2n41 = bapy2 — bapgz = 0.

Die Folge ist nach oben durch by beschrénkt und besitzt daher nach Satz[6.8|einen Grenz-
wert S’. Mit Lemma folgt fiir alle n € N: s9,,41 < 5.

Es gilt mit Satz

S — 8" = lim sy, — lim 89, 1 = lim (82, — 82,,_1) = lim by, = 0.
n—0o0 n—0o0 n—0o0 n—aoo0

Also § = 5"
Wir behaupten jetzt:

D=1, = 8

n=0

Sei € > 0 gegeben. Dann gibt es N1, No € N, so dass fiir alle n > Ny
‘S — 52n| <&

und fiir alle n > Ny
IS — sonq1| <€

gilt. Setze jetzt N = max{2Ny,2N; + 1}. Dann gilt fiir alle n > N:
|S — sn| <e.

Dies zeigt die Konvergenz und damit Aussage 1.

Zu 2.: Wir haben oben schon gezeigt, dass fiir alle n € N gilt:
Sop—1 < S < s9, und natiirlich genauso so,11 < 5 < s95,.
Damit folgt aber:
|S — son| < |S2n—1 — Son| =ban, und |S — soni1| < |S2n — S2nt1| = banit1
Somit haben wir den geraden und ungeraden Fall abgearbeitet. Dies beweist Teil 2. [

Beispiel 8.6. Die Reihe
i(—nn*lil L1
no 2 3 4 7

n=1

60



Analysis 1, SS2018, Wuppertal Biedermann

konvergiert. Dies folgt direkt aus dem Leibniz-Kriterium denn (%)neN ist eine mo-
noton fallende Nullfolge.

Tatséchlich gilt:

0 n
Z (=1 =In2.
n=1 n

Wir werden das spéter ref zeigen.
Beispiel 8.7. Die Reihe

n

[e¢]
(-1) 1 1 1
—l—C 4 —ZF...
7;02714—1 3577

1
2n+1

konnte sogar den Grenzwert bestimmen.

i (-H" =
n+1 4

n=0

konvergiert nach Satz denn ( ) N ist eine monoton fallende Nullfolge. Leibniz
ne

Wir werden das spéter ref zeigen.

8.3 Absolute Konvergenz

Definition 8.8. Eine Reihe Zf=0 a, von komplexen Zahlen ag, a1, ... heifit absolut kon-
vergent, wenn die Reihe
o0
Z |an|
n=0

konvergiert.

Lemma 8.9. FEine absolut konvergent Reihe konvergiert.

Beweis. Weil > |a,| konvergiert, gibt es nach dem Cauchy-Kriterium zu jedem
e>0ein N € N, so das fiir alle n > m > N gilt:

n
2, a
k=m

Wieder mit Cauchy-Kriterium folgt daraus die Konvergenz von Zf=0 G- O

n
<)) al <e.
k=m

Bemerkung 8.10. Man beachte:

1. Fiir Reihen von reellen positiven Zahlen stimmt Konvergenz mit absoluter Konver-
genz iiberein.

2. Konvergenz impliziert nicht ohne weitere Bedingung absolute Konvergenz. Als Bei-

spiel betrachte man die Reihe
0 n—1
Z (-1)
—

n=1
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Wir wissen wegen des Leibniz-Kriteriums dass diese Reihe konvergiert. Aber
wir wissen auch [5.6] dass die Reihe

(-1

¢

n=1

b

n=1

S|

divergiert.

3. Im Abschnitt werden wir sehen, dass der Begriff der Konvergenz einer Reihe
nicht unserer Intuition entspricht. Es sind die absolut konvergenten Reihen, die sich
gut verhalten, und zwar nicht nur im Zusammenhang mit Umordnungen, sondern
in vielen anderen Hinsichten.

8.4 Das Majorantenkriterium

Definition 8.11. Seien (ay,)nen und (¢, )nen Folge in R mit 0 < a,, < ¢, fiir alle n € N.
Dann heif3t Zf:o ¢, eine Majorante von Zf:o Q.

Satz 8.12 (Majorantenkriterium). Seien (an)nen und (¢, )nen Folge in C und es gelte:

1. |an| < |eg| fiir alle n e N. (3 |cn| sei eine Majorante von > |an|.)

2. Die Reihe 3.7 |cn| konvergiere.

Dann ist die Reihe Z;o:[) an absolut konvergent und es gilt:

) )
Z an| < Z len].
n=0 n=0

Beweis. Weil Y, |c,| konvergiert, gibt es nach dem Cauchy-Kriterium zu jedem
€ > 0ein N € N, so das fiir alle n = m > N gilt:

n
PIEE
k=m

Wieder mit Cauchy-Kriterium folgt daraus die Konvergenz von Y _ |a,|. Die behauptete
Abschétzung des Grenzwertes in Teil 2 folgt jetzt:

n

n
< Z lak| < Z le| <e.
k=m

k=m

0 n n
Zak: limZakzlim Zak
n—o0 n—o0
k=0 k=0 k=0
n n 0
< lim Z lag] < lim Z lex| = Z k]
n—0o0 n—0o0
k=0 k=0 k=0
Dabei benutzen wir Satz [3.21] und das folgende Lemma. O

Lemma 8.13. Sei (z,)nen eine Folge komplexer Zahlen, die gegen z € C konvergiere.
Dann gilt:

lim |z,| =| lim z,| = z.

n—o0 n—o0
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Beweis. Fiir alle z,w € C gilt:
2] = wl| < |z = wl.

Diese Ungleichung folgt aus der Dreiecksungleichung 8) in C, wobei der Beweis
wortlich derselbe ist wie der Beweis von Lemma 5).

Wenn lim,, o 2z, = 2z, dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt:
|lz| = |znl] < |2 — 20| <e.
O

Korollar 8.14. Sei Zf:o cn eine divergente Reihe reeller Zahlen mit ¢, = 0 fiir alle
n € N. Sei (an)nen eine Folge in R mit a,, = ¢,,. Dann divergiert auch die Reihe ZZO:O Q-

. . . o0 . . . . . . .. .
Beweis. Wenn die Reihe )}, a, konvergieren wiirde, so wire sie eine Majorante fiir die
. o0 . . . . . .
Reihe )} ¢n, die nach dem Majorantenkriterium auch konvergieren miisste. O

8.5 Das Quotientenkriterium

Definition 8.15. Sei (a,)nen eine Folge. Wir sagen, dass eine Bedingung fiir fast alle
a, gilt, wenn die Bedingung fiir alle auer endlich vielen a,, gilt.

Satz 8.16 (Quotientenkriterium). Sei Y. a, eine Reihe von komplezen Zahlen a,, und
es gelte a,, # 0 fiir fast alle n € N. Weiter existiere der Grenzwert

Gp41
an |’

q = lim
n—0o0

Dann gilt:
1. Wenn q <1, so ist ZZJ:O an absolut konvergent.
2. Wenn q > 1, so divergiert Zfzo Q-

Beweis. Wir betrachten zuerst den Fall

an+l
Qn

q = lim
n—00

Wir wahlen ¢; € R, so dass ¢ < ¢; < 1 und setzen € = ¢; — ¢ > 0. Dann existiert ein
N e NN, so dass fiir alle n = N gilt:

An+1
’q “Ell<e=q-q
2%
Daraus folgt:
a
—ntl <qg+e=q.
QA

Durch wiederholte Anwendung dieser Ungleichung erhalten wir folgende Ungleichungen:
|an| < q1|an_1| <... < |aN‘qil_N.
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Also gilt fiir alle n > N:

n n N n—N K 0 i
2 lawl <lan| X @i =lan| X @ <lan| X ¢
=N k=0 k=0

1
1—q1

= |an|

n 1 N—-1

= X a| <lanl=f + X lak]
k=0 k=0

Aus dem Monotoniekriterium folgt jetzt die Konvergenz der Reihe Zf:o Q.

Sei jetzt ¢ > 1. Wir wihlen ¢; € R mit ¢ > ¢; > 1. Dann folgt wie oben, dass es ein

N e NN gibt, so dass fiir alle n > N gilt:

Ap+1
—|=q.
Qp

Es folgt fiir alle n > N:

|an| = lan|gr ™.
Weil ¢; > 1 ist, divergiert die Folge (|a,|)nen. Damit ist die Folge (ay,)nen keine Nullfolge
und die Reihe Zf:o a, kann wegen Proposition nicht konvergieren. O

Bemerkung 8.17. Im Fall ¢ = lim,,

an

dntl] — 1 ist keine Aussage moglich. Als Beispiel
hierfiir dient die Aussage von Proposition

i 1 konvergiert, falls s> 1
-, n’ divergiert, falls s<1

(et)
n+1

Bemerkung 8.18. Die Bedingung des Quotientenkriteriums fiir Konvergenz ist nicht
dquivalent zu der Bedingung:

Dabei gilt
Gn41
an

fiir n — oo.

INeNVn>N |24 o1, (8.19)
[£2%
Die Bedingung lautet:
3J0<q1<13INeNVnan=N nt1 <aq,

und dabei ist ¢; unabhiingig von n! Dass die Bedingung (8.19)) nicht hinreichend fiir die
Konvergenz einer Reihe ist, sieht man am einfachsten bei der harmonischen Reihe. Es gilt

zwar

S <1
n+1

an+1
an
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fiir alle n € N, aber die Reihe divergiert. Es gibt kein ¢; < 1 mit

Ap+41
Qn

S < <1
T n+1 @ ’

wie im Quotientenkriterium gefordert, denn lim, 25 = 1.

Bemerkung 8.20. Das Quotientenkriterium gibt eine hinreichende Bedingung fiir Kon-
vergenz. Diese Bedingung ist aber nicht notwendig. Als Beispiel betrachte man

©
1

Wir wissen schon, dass diese Reihe konvergiert, aber das Quotientenkriterium ist nicht

erfiillt, denn es gilt:
2

lim —— =
n}E&)(ﬂ/+'1)2

Es kann also kein ¢; < 1 wie im Quotientenkriterium geben.

8.6 Das Wurzelkriterium
Satz 8.21 (Wurzelkriterium). Sei (an)nen eine Folge in C und
q = limsup {/|an,|.
n—oo
Dann gilt:
1. Wenn q <1, so ist Z;O:o an absolut konvergent.
2. Wenn q > 1, so divergiert Zf:o Q-

Bewets. Wir betrachten zuerst den Fall ¢ < 1. Wir wéhlen ¢; e R, sodass ¢ < ¢; <1
und setzen € = g1 — ¢ > 0. Der Limes superior ¢ ist der groffite Haufungspunkt der Folge

(«"/ |an|> N d.h. zu beliebigem € > 0 gibt es ein N € N, so dass fiir alle n > N
ne

@‘an|$;q_%€ =dq1-
gilt. Weil 0 < ¢ < 1, folgt:

Vn =N :|ap| < ¢"

= Yyl <Xy <Xl d" =

Damit haben wir gezeigt, dass die Reihe >.°_ |a,| eine konvergente Majorante > ,~ » ¢*.
Nach dem Majorantenkriterium konvergiert die Reihe 3)°_ \ |a,| und dann natiirlich
auch die Reihe 7 |a]|.

Sei jetzt 1 < ¢ = limsup,, {/|a,|. Weil der Limes superior der grofite Haufungspunkt ist,
existieren unendlich viele n € IN mit

Y an| < 1.

Insbesondere gilt fiir diese n auch |a,| > 1, und damit ist (a,).en keine Nullfolge. Nach
Proposition kann die Reihe ), a, dann nicht konvergieren. O
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Bemerkung 8.22. Es gelten dieselben Vorsichtshinweise wie fiir das Quotientenkriteri-
um.

1. Im Fall ¢ = limsup,, ¥/]a,| = 1 kann keine Aussage getroffen werden.

2. Es reicht fiir das Wurzelkriterium nicht aus, dass

¥an| <1

fiir alle n € N.

Bemerkung 8.23. Fiir eine beliebige Folge (ay)nen in € kann man

lim sup {/|a,| < limsup

n—o0 n—oo

An 1

n

zeigen. Das bedeutet, dass das Wurzelkriterium stérker ist als das Quotientenkriterium;
es liefert ofter eine hinreichende Bedingung fiir absolute Konvergenz. Tatséchlich gibt
es Beispiele fiir absolut konvergente Reihen, die das Wurzelkriterium, aber nicht das
Quotientenkriterium erfiillen.

8.7 Summen und Cauchy-Produkte von Reihen

Satz 8.24. Seien Zf:o an und Zf:o b, konvergente Reihen. Dann konvergiert auch fiir
alle a, B € C die Reihe

0
Z (aay, + Bby)
n=0
und es gilt
[e¢] 0 [ee]
Z aa, + Bby) Z : Z b
n=0 n=0 n=0

Bemerkung 8.25. Warnung: Aus der Konvergenz von Zfzo(aan + 8by,) kann man nicht
auf die Konvergenz von Y _ a, oder >°_ b, schlieBen.

Beweis. Man betrachte die Partialsummen

n n o]
Z(aak+ﬁbk)=a- Zak+ﬂ- Zbk"
k=0 k=0 k=0

Die Aussage folgt dann aus Satz O
Bemerkung 8.26. Fiir zwei endliche Summen )} a; and Z?:o b;
i=0 k=0i+j=k
Definition 8.27. Seien ZZO:O a, und Zf:o b, komplexe Reihen. Setze
= Z akbn,k = 2 aibj.
k=0 i+j=n
Dann heifit die Reihe ZZOZO ¢, das Cauchy-Produkt der Reihen Zf:o a,, und Z;O:o b
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Satz 8.28. Seien Zf:o an und Zf=0 b, absolut konvergente komplexre Reihen. Dann

konvergiert das Cauchy-Produkt
[e¢]
S,
k=0
der beiden Reihen mit

n
Cp = Z akbnfk = Z aibj7
k=0

i+j=n

Srm (Be) (80)

und es gilt:

Beweis. Fiir ein N € N betrachten wir die Teilmengen von N x IN

Setze
N N

N
Ay = Z G, Aljgl = Z |an|, By = 2 b, und BlI-l =
n=0 =

Dann gilt fiir alle N € N:

N N
AnBy = (Zo an) (ZO bn) = ( ;Q ambn
n= n= m,n)eQn

und
An € QN < Aon € Qan.

N N
Z anl) (Z |bn|> = Z |@m by
n=0 n=0 (m,n)eQn

Jetzt folgt, dass ZZO:O ¢y, absolut konvergiert (und insbesondere konvergiert), denn

(m,n)eAN (m,n)eAn

o0
Z len| = lim Z ambn| < lim Z |amby| < lim
n=0

|@mbn

o0 0
_ =l pl=| _ : [—I . =) _
= Jim Av'By' = (J&IL%OAN ) (J&IL%OBN ) - (ZH) (Zb> 7

wobei der letzte Term ein Produkt endlicher Zahlen ist, denn Zf:o an und Zf:o b,
konvergieren absolut. (Aus den Teilmengenbeziehungen oben oder aus dem, was wir jetzt

noch zeigen, folgt, dass diese Ungleichungen tatséichlich Gleichungen sind.)
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Es bleibt die Formel fiir den Grenzwert Zf:o cn, zu zeigen. Wir betrachten:

|AanBan — Con| = Z Ambn| < Z |G b |
(m,n)eQan—Aon (m,n)EQan—Aan
< D |ambn| = AbyBL) — AlGIBL]

(m,n)eQan—QnN
Nun wissen wir, dass die Folge (AE;'B};') ~en konvergiert, ihr Grenzwert ist Y. [cy|.
Deshalb ist diese Folge eine Cauchy-Folge. Daher finden wir zu jedem ¢ > 0 ein M € N,
so dass fiir alle N > M gilt:
‘A2NBQN — C2N| < A|2;\/|'B‘2;V‘ — AL;IB}\?‘ <E.

Es folgt:

[00) [0e] 0
1;0 Cn = J\}I_I}loo Con = ]\}1_{1100 AsnBoy = (T;O an> (Z bn) .

n=0

8.8 Umordnung von Reihen

Satz 8.29. Sei Z;O:l a, eine konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihe. Dann
existiert zu jedem a € R U {0} eine Bijektion o: N — N, so dass

o0
Zl ag(n) = a.

Satz 8.30. Sei ZZO 1 Gy, eine absolut konvergente Reihe. Sei 0: N — N eine Bijektion

und setze by, = ag(n). Dann ist auch Zf:1 by, absolut konvergent und es gilt:

8
8

9 Potenzreihen

9.1 Potenzreihen und ihr Konvergenzradius

Definition 9.1. Sei (ap,)nen, eine Folge in € und z € C. Dann heifit die Funktion

0
P(z) = Z anz"
n=0

Potenzreihe in z mit Koeffizienten in C. Wir schreiben C[[z]] (R[[z]]) fiir die Menge der
Potenzreihe in z mit Koeffizienten in C (R).
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Potenzreihen sind Verallgemeinerungen von Polynomen. Warum diese Verallgemeinerung?
Wie schon bei der Einfithrung immer grﬁerer Zahlenbereiche werden wir hier vom Wunsch
getrieben, Losungen von Gleichungen zu bekommen. Um das zu erkldren, greifen wir
voraus und betrachten die Ableitung f’ einer differenzierbaren Funktion f. Wir mochten
gerne Losungen folgender Differentialgleichungen hinschreiben:

=

Diese Gleichung taucht bei natiirlichen Wachstums- oder Zerfallsprozessen auf. Die néchste
Gleichung

=1

beschreibt einen harmonischen Oszillator. Sie konnen sich leicht davon tiberzeugen, dass
beide Gleichung keine Polynome als Losungen zulassen: Ableiten verringert den Grad
eines Polynoms, daher ist der Grad auf der linken Seite strikt kleiner als der Grad auf der
rechten Seite. Wir brauchen also einen gréfleren Vorrat an Funktionen. Dazu dienen die
Potenzreihen. (Eine Losung der ersten Gleichung ist die Exponentialfunktion, Lésungen
der zweiten Gleichung sind Sinus und Cosinus, siehe Abschnitt [9.2])

Satz 9.2. Sei (an)nen, eine Folge in C und

[e¢]
P(z) = Z anz"
n=0

eine Potenzreihe. Sei zg # 0 und P(zo) konvergent. Dann konvergiert P(2) fiir alle z € C
mit |z| < |zo].

Beweis. Weil P(zg) = Y., a2} konvergiert, ist nach Propositiondie Folge (an 2 ) nen
eine Nullfolge. Sie ist insbesondere beschrankt (Kor. , d.h.

ICeR,C>0VneN:|ayz)| <C.

Setze q = |z/z0|. Dann gilt fiir beliebiges z € C:

n

|anz"| = |anzg| < Cq™.

z
20
Solange |z| < |zo| ist, gilt fiir den Quotienten ¢ < 1. In diesem Falle ist die geometrische

Reihe C - 3" " eine konvergente Majorante fiir P(z). Aus dem Majorantenkriteri-
um folgt jetzt der Satz. O

Bemerkung 9.3. Der Satz sagt, dass, wenn die Potenzreihe P(z) = Zf:o an 2"
an einem bestimmten Punkt zy € C konvergiert, dann konvergiert sie schon absolut im
Inneren des Kreises um den Ursprung mit Radius |zg|. Man sei gewarnt, dass auf dem
Rand des Kreises ohne weitere Bedingung keine Aussage moglich ist.

Definition 9.4. Sei P(z) = >)_ a,z" eine Potenzreihe. Dann heift
r(P) = sup{|z| € Rx¢ | z € C, P(z) konvergiert} € R>¢ u {+00}

der Konvergenzradius der Potenzreihe P.
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Wenn eine Potenzreihe den Konvergenzradius +o0 hat, dann bedeutet das, dass sie auf
ganz C absolut konvergiert.

Lemma 9.5. Jede Potenzreihe besitzt einen Konvergenzradius.

Beweis. Fiir eine beliebige Potenzreihe ist die Menge {|z| € R>¢ | z € C, P(z) konvergiert}
nicht-leer, denn sie enthilt immer z = 0. Wenn sie nach oben beschriankt ist, folgt die
Existenz aus Satz Wenn sie nicht nach oben beschrénkt ist, so ist 7(P) = +c0. O

Proposition 9.6. Sei P(2) = Y, a,2" eine Potenzreihe. Die Zahl v € Rxq U {+00}
ist genau dann der Konvergenzradius von P(z), wenn

1. P(2) fir alle z € C mit |z| < r absolut konvergiert und

2. P(z) fir alle z € C mit |z| > r divergiert.

Beweis. Aus der Definition des Konvergenzradius als Supremum und Satz [9.2] folgt, dass
der Konvergenzradius r(P) die beiden Eigenschaften erfiillt.

Sei jetzt r eine positive reelle Zahl oder +o0, die die beiden Eigenschaften erfiillt.
Annahme: r < r(P). Weil nach Definition gilt

r(P) = {r € Rso | P(r) konvergiert},
wiirde P auch an der Stelle z = r + 6 € R mit § = ”TT(P) konvergieren im Widerspruch
zu Eigenschaft (2).

Annahme: r > r(P). Dann wiirde P nach Eigenschaft (1) auch an der Stelle z =r—d € R

mit § = HTT(P) konvergieren im Widerspruch zur Definition des Konvergenzradius als
Supremum. |

Im folgenden Satz (und nur hier!) verwenden wir die folgende Konvention:
1 1

— =400 und — =0.

0 o0

Satz 9.7. Sei P(z) = Y an2™ eine Potenzreihe mit Koeffizienten in C. Dann gilt:

1. Fiir L = limsup,,_,, {/|a,| gilt r(P) = L71.

Gn+1
an

-1

2. Wenn q = lim,,_, ,q € Rxso U {40} existiert, dann gilt r(P) = q

Beweis. Aussage 1 folgt direkt aus dem Wurzelkriterium [8:21} es gilt

1> limsup {/|a,2™| = |z|limsup {/|a,| = |z| - L
n—0o0

n—0oo0

genau dann, wenn |z| < L™!, und die Potenzreihe P konvergiert dann. Sie divergiert fiir
|z] > L=t wieder nach Satz Also gilt 7(P) = L~! nach Proposition

Aussage (2) folgt aus dem Quotientenkriterium

a ontl a
1> lim [ = |2] lim |2 =2] ¢
n—o0 anz" n—oo
Wie oben folgt, dass r(P) = ¢ 1. O
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9.2 Die Exponentialfunktion und trigonometrische Funktionen

Definition 9.8. Die Ezxponentialfunktion ist definiert durch
O _n
z
exp(z) = Z g
n=0
Lemma 9.9. Der Konvergenzradius der Exponentialfunktion ist +00.
Beweis. Wir wenden das Quotientenkriterium [8.16| und Satz an:

lim
n—aoo

)

n! o 1 _
mt )| noontl
also r(exp) = +00. O

Proposition 9.10 (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion). Fir alle w,z € C
qgilt:
exp(w) - exp(z) = exp(w + 2).

Beweis. Wir benutzen Satz und bilden das Cauchy-Produkt der Reihen exp(w) und
exp(z):

0 w™ 0 on 0 n wk ank
ntu-onte) - (5] (55) - 55
n=0 n! n=0 n! n=0k=0 k! (n —k)!
i 1 i n! P i 1
= — w2 = —(w+2)"
= n! = El(n —k)! = n!
= exp(w + 2)
O
Definition 9.11. Wir nennen
51
e=-exp(l) = Z ]
n=0
die Fulersche Zahl.
Lemma 9.12. Es gilt:
1 n
e = lim (1 + )
n—o0 n
Beweis. Ubung O

Wir haben bisher in Definition den Ausdruck e* nur fiir x € Q definiert. Die Ex-
pontentialfunktion ist aber fiir alle z € C definiert. Es bietet sich an, diese Tatsache zu
benutzen, um Potenzen mit beliebigen komplexen Zahlen (nicht nur rationale Zahlen) zu
definieren. Dazu miissen wir aber zuerst sicherstellen, dass fiir alle x € Q

e® = exp(x)
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gilt. Fiir alle € N folgt das durch Induktion aus der Funktionalgleichung: z.B.
e? = exp(1) - exp(1) = exp(1 + 1) = exp(2)
usw. Sei jetzt p € Q,p = 7 mit m,n € Z. In Definition haben wir
eP = {/em

gesetzt. Mit der Funktionalgleichung folgt

m

(€")" = (exp(p))" = exp(np) = exp(m) = e

Also ist €™ eine positive (denn e = exp(1) > 0) Losung der Gleichung z™ = eP, und es
folgt mit Satz dass
exp(p) = €f

fiir alle p € Q gilt. Das war unser Ziel. Von jetzt ab, konnen wir die Terme e und exp(z)
fiir alle € € synonym verwenden. Tatséichlich wird dadurch e® erst fiir alle x € C — Q
definiert. Wir werden in Definition [12.3| sogar noch weitergehen und den Ausdruck z® fiir
alle « € C und z € C definieren.

Proposition 9.13. Fir alle x,y € R und z € C gilt:
1. exp(0) = 1 und exp(z) = e®* € R

xr <y = exp(x) < exp(y)

exp(z) = €® > 0 und exp(z) = e* # 0

exp(z) = exp(z)

AT

|exp(iz)| = [e™] = 1

Beweis. 1. Folgt direkt aus der Definition und dem vor der Proposition ausgefiihrten
Argument.

2. Fiir 0 < x < y folgt exp(z) < exp(y) direkt aus der Definition. Fiir z < y < 0 gilt nach
dem gerade Gezeigten: exp(—y) < exp(—x). Damit und mit der Funktionalgleichung folgt
dann:

exp(—y) = exp(y) " > exp(z) " = exp(—x).

3. Aus 1. und 2. folgt €® > 1 fiir alle x € R,z = 0. Weil e=® = (e?)~! folgt 0 < e < 1 fiir
allex € R,z < 0. Desweiteren gilt fiir alle z € C: 1 = e®-e~* nach der Funktionalgleichung.
Damit kann e® keine Nullstellen haben.

4. Folgt wieder direkt aus der Definition und der Aussage, dass fiir jede konvergente Folge
(zn)nen in C gilt: lim,, Z; = lim,, z,.

5. Folgt aus 4.: fiir alle x € R

|eir|2 — Tt _ i i _

Es folgt |e®| = +1. Aber |e?*| = 0, also |e**| = 1. H
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Definition 9.14. Die 1-dimensionale Einheitssphdre oder einfach 1-Sphére ist
S'={zeC||z| =1} = {(z,y) e R? | 2* + ¢y* = 1}.
Korollar 9.15. Die Ezponentialfunktion ist ein Gruppenhomomorphismus
exp: (C,+) — (C —{0},-)

von der additiven Gruppe und die multiplikative Gruppe der komplexen Zahlen. Genauso
ist die Funktion _
exp(i—): R — $ 2 — exp(iz) = e

ein Gruppenhomomorphismus der Gruppe (R, +) in die Gruppe ($!,-).

Sobald wir den Logarithmus einfithren, kénnen wir zeigen, dass die Exponentialfunktion
ein Gruppenisomorphisus ist. Natiirlich sind aber R und $! nicht isomorph als Gruppen.

Beweis. Dies folgt direkt aus der Funktionalgleichung und Proposition 1. O
Definition 9.16. Fiir beliebiges x € R setzen wir
Re (e) = cos(x) und Im (e™) = sin(z).
Lemma 9.17. Fir alle x € R gilt:
e = cos(x) + isin(z).

Mit anderen Worten:

1 i —ix J- (_1)71 2n 372 3?4 (EG
COS(I’):§(€ +e ):Z (2?’L)'x :1_?+E_ai und
n=0
: _ 1 i —iz) _ - (_1)n on+1 3 x? x’
sin(@) = g (" —e )_2_10(2n+1)! twtwmowmt

Diese Reihen konvergieren auf ganz R. Weiter gilt:
cos(z)? + sin?(x) = 1.
Beweis. Nach Definition gilt:
e = Re (e™) + i - Im (') = cos(z) + isin(z).
Nach Proposition [2.26(5) gilt:

cos(z) = Re (") = = (" + e ™).

DN | =

Wenn man jetzt die Potenzreihe der Exponentialfunktion einsetzt, erhélt man

i —ix 1 J- (Zx)n+(_7'x)n J- (_1)n 2n
(e +e )—2<2m> e

n=0

N | =
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denn ungerade Potenzen heben sich gegenseitig weg. Eine analoge Rechnung gilt fiir den
Sinus. Beide Reihen konvergieren iiberall, denn die Potenzreihen fiir ¢** und e~** konver-
gieren iiberall. Ferner gilt:

1 = [e"|? = cos(x)? + sin?(z).

O

Die Potenzreihen im letzten Lemma eignen sich dazu, Sinus und Cosinus fiir komple-
xe Zahlen zu definieren, wenn das einmal benétigt wird. Um weitere Eigenschaften der
Funktionen exp, cos und sin zu beweisen, werden wir etwas spiter Methoden der Diffe-
rentialrechnung anwenden.

10 Stetige Funktionen

Nach unendlich langer Zeit, die wir mit Folgen und Reihen, verbracht haben, kénnen wir
uns nun dem eigentlichen Thema der reellen Analysis I zuwenden: Funktionen und ihre
Eigenschaften.

10.1 Definition und Beispiele

Es folgt jetzt eine weitere zentrale Definition der Analysis.

Definition 10.1. Es sei I < R. Sei f: I — R eine Funktion. Schliefllich sei z¢ € I. Die
Funktion f ist stetig in xg, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so dass fiir alle x € T
folgt:

[z — 20| <6 = [f(z) = f(zo0)| <e.

Die Funktion f heifit stetig, wenn sie fiir alle z € I stetig ist. Wir schreiben C(I,R) fiir
die Menge aller stetigen Abbildungen von I nach R.

Bemerkung 10.2. Mit Quantoren ausgedriickt lautet die Definition:
Ve>03d>0Vael,|lz—xo <d: |f(z)— flzo)] <e.
oder dquivalent
Ve>03d>0Vaxe]rg—3d,x0+d[: flx)e]f(xo) —e, f(xo) +e]
oder dquivalent

Ve>036>0 f(Juo — 8,20 + 0] nI) < |f(20) — &, fwo) + £[.
Der Absolutbetrag ergibt auch komplexe Zahlen Sinn, deshalb kénnen wir die erste For-
mulierung der Stetigkeit auch fiir Funktionen von C nach C verwenden.

Definition 10.3. Sei U < C und f: U — C ein Funktion. Sei zp € U. Die Funktion f
ist stetig in zg, wenn es zu jedem € > 0 ein 0 > 0 gibt, so dass fiir alle z € U gilt:

|z — 20| <8 = |f(2) — f(20)] <e.

74



Analysis 1, SS2018, Wuppertal Biedermann

Mit Quantoren ausgedriickt lautet die Definition genauso wie oben:
Ve>036>0VzeU,|z—2|<d: |f(z)— f(20)] <e.

Die Funktion f heifit stetig, wenn sie fiir alle zg € U stetig ist. Wir schreiben C(U, C) fiir
die Menge aller stetigen Abbildungen von U nach C.

Im Gegensatz zu R haben wir in C keine Intervalle. Eine gute Verallgemeinerung von
Intervallen ist die folgende

Definition 10.4. Fiir zg € C und 0 > 0 heifle die Menge
Us(z0) ={2€C| |z — 20| <6}
die offene Scheibe um zy mit Radius § oder einfach offene §-Scheibe um zg.

Bemerkung 10.5. Fiir ein zp € R kann man natiirlich auch die Menge Us(x) betrach-
ten. Wenn man aber exklusiv im Reellen arbeitet, ergibt es oft mehr Sinn, die Menge

Us(o) "NR={xeR | |x—axo| <8} =]zo— 0,20 + I

zu betrachten. Das ist dann gerade das offene J-Intervall um xy. Daher kann man, wie
schon erwihnt, Us(zp) als eine zwei-dimensionale Verallgemeinerung von offenen Interval-
len verstehen.

Bemerkung 10.6. In der Situation von Definition [I0.3] kénnen wir jetzt eine weitere
dquivalente Formulierung geben. Die Funktion f ist stetig in zg, wenn es zu jedem € > 0
ein § > 0 gibt, so dass fiir alle z € R gilt:

f(Us(20)) < Ue(f(20))-

Bemerkung 10.7. Der Leser soll sich folgendes vor Augen fiihren.

1. Man beachte bei der Definition der Stetigkeit in einem Punkt zq (oder zp), dass &
von xg und € abhéngen darf, aber nicht von x.

2. Mit den Formulierungen in Definition und sowie Bemerkung haben
wir die Stetigkeit nicht nur fiir Funktionen von Teilmengen von I < R nach IR oder
Teilmengen von U < € nach C, sondern auch von I nach C oder U nach R erklart.

3. Die Definition der Stetigkeit an einem Punkt zy besagt, dass es zu jeder (noch
so kleinen) e-Umgebung des Bildpunktes f(z) eine (eventuell noch viel kleinere)
J-Umgebung des Urbildpunktes z( gibt, die ganz nach U.(f(z()) abgebildet wird:

f(Us(z0)) < Ue(f(w0)).

Beispiel 10.8. Die Funktion id: R — R,z — =z ist stetig. Um das zu beweisen, seien
2o € R und € > 0 beliebig. Wir miissen jetzt ein § > 0 finden, so dass

f(Us(z0)) < Ue(f(w0))
mit f = id gilt. Setze § = €. Dann gilt:
id(Us (o)) = Us(0) = Ue (o) = Ue (id(0)).
Damit ist f = id tiberall stetig.
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Beispiel 10.9. Wir definieren die Funktion g: R — R durch

() = 0 , firx<0
I =11 ,firz =0

Dann ist die Funktion in g = 0 nicht stetig. Dazu miissen wir zeigen:
Je>0Vo>03zeR, |z —xp| <6 und |f(z) — f(zo)| = e.

Setze jetzt € = 3 (jedes 0 < & < 1 148t dasselbe Argument zu). Man betrachte das Urbild
von U (f(0)) =Us(1) =]1 —¢,1 +¢[:

272

Ml —e1+e))=f1 (]1 3D = [0, +o0[.

Man sieht, dass 0 im Urbild enthalten ist, aber keine negative Zahl, auch wenn sie noch
so nahe an Null ist. Dies widerspricht der Stetigkeit in zo = 0: fiir alle § > 0 gibt es
x=—6/2,s0dass |z — x| =6/2 <6 und |f(z) — f(zo)] =[0-1=1> 3 =e.

Beispiel 10.10. Jede konstante Funktion ist stetig. Beweis: Ubung!

Beispiel 10.11. Fiir jedes n € N ist die Funktion f: C — C,z — z" stetig. Fiir den
Beweis sei € > 0 und 2y € C. Es gilt fiir alle n € N:

n—1

k_ n—k
3 gk,
k=0

Daraus erhélt man die Idee: Wihle 0 < § < min{1, m} Dann gilt fiir alle z € Us(2o):

2" = 25| = |2 = 20l -

|z — 20l <d <1 = |z] <z + 1

und damit:

n—1

k_ n—k
DI
k=0

n—1

< D) lelFlzo" ™ < n(lz + 1)
k=0

Also folgt fiir alle z € Us(20):

[2" — 28] = |z — 20| - <d-n(lz|+1) <e.

n—1

k_ n—k
S ot
k=0

Also ist f bei zp stetig. Weil 2y beliebig war, ist f iiberall stetig.

Definition 10.12. Seien f,g: U — C Funktionen, wobei U irgendeine Menge ist. Sei
«a € C. Dann definieren wir die Funktionen

f+9:U—C(f+9)(2) = f(z) +9(2),

fr9:U—C,(f9)(z) = f(2)9(2)
und

a-f: U—C (o f)(z) =a-f(z)
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Satz 10.13. Seien U < C, zp € U und aw € C. Seien f,g: U — C Funktionen, die in zg
stetig sind. Dann sind auch

f+g9,f-9g und af: U—C

i zg Stetig.

Beweis. Stetigkeit von f + g: Sei ¢ > 0 gegeben. Aus der Stetigkeit von f wissen wir, dass
es ein §; > 0 gibt, so dass fiir alle z € U gilt:

2= 2| <81 = |f(z) = flz0)| < 5.

Aus der Stetigkeit von g wissen wir, dass es ein d > 0 gibt, so dass fiir alle z € U gilt:
2= z0l <6 — lg(2) — glz0)| < 5.

Dann folgt fiir alle z € U mit |z — 29| < min{dy, d2} aus der Dreicksungleichung:

€

(f +9)(2) = (f + 9)(z0)| < |f(2) = f(20)[ + ]9(2) = g(z0)| < 5 +

Als ist f + g an der Stelle 2z stetig.

=&

N ™

Stetigkeit von f - g: Sei € > 0 gegeben.

1. Fall f(z9) = 0 oder g(z9) = 0: Wir miissen einfach zeigen, dass es ein § > 0 gibt, so
dass aus z € U n Us (%) folgt

((f-9)(z) = (f - 9)(20)| = |F(2)] - |9(2)] < e

Aus der Stetigkeit von f wissen wir, dass es ein §; > 0 gibt, so dass fiir alle z € U gilt:

2= 20|l <1 = |f(2) = f(20)] < Ve

Aus der Stetigkeit von g wissen wir, dass es ein d2 > 0 gibt, so dass fiir alle z € U gilt:

|z — 20| < 62 = |g(2) — g(20)| < Ve

Dann folgt fiir alle z € U mit |z — 2| < min{dy, d2}:
[f(2) - 19(2)| < Ve Ve =e.
2. Fall f(z9) # 0,9(20) # 0: Dann betrachte man folgende Gleichung;:

(f-9)(2) = (f - 9)(20) = f(20)(9(2) — 9(20)) + 9(20) (f(2) — f(20))
+ (f(z) - f(Zo)) (g(z) - Q(Zo))

Aus der Stetigkeit von f wissen wir, dass es ein §; > 0 gibt, so dass fiir alle z € U gilt:

o=l <6 — 1) — fGao) <min {2,

Aus der Stetigkeit von g wissen wir, dass es ein d; > 0 gibt, so dass fiir alle z € U gilt:

|z = 20l < 8 = |g(2) — g(z0)| < min {\F 3f(€zO)l} '
7

(10.14)
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Dann folgt aus (10.14)):

(- 9)(2) = (f - 9)(z0)l < [f(20)l|9(2) — g(z0)| + o)||f (20)]
+]f(z)— ‘ ’9 9(z0 ‘
< ‘f(ZO)|3|f(EZO)| + |Q(ZO)|W +V5 V5
= $+5+5=¢

Wir haben jetzt in allen Fillen gezeigt, dass f - g an der Stelle zy stetig ist.

Zu « - f: Dies folgt einfach aus 2., indem man fiir g die konstante Funktion bei g(z) = «
nimmt. O

Definition 10.15. Sei U « C und f: U — C eine Funktion. Wir schreiben Null(f) fiir
die Nullstellenmenge von f, d.h.

Null(f) = {z e C| f(z) = 0}.

Proposition 10.16. Sei zg € U < C und f: U — C stetig bei zy. Sei zg € U keine
Nullstelle von f, also f(z9) # 0. Dann existiert ein 6 > 0, so dass auch fir alle z €
Un Ug(ZO)

f@ 20 (genauero < 517Gl <17 )
qgilt.

Beweis. Wihle € = |f(20)/2|. Weil f stetig in zo ist, gibt es ein 6 > 0, so dass fiir alle
z €U n Us(2) gilt:

G = Gl < 1£() = £l < & = [£52).
Dann folgt aber: .
0 < S1f o)l < £
Insbesondere folgt f(z) # 0 fiir alle z € Us(z9) n U. O

Definition 10.17. Eine rationale Funktion ist eine Funktion der Form

: C—Nu — z :M
f: €= Nulllg) = ©, () = 75

wobei p und g Polynome mit Koeffizienten in C.

Satz 10.18. Sei 2o € U < € und f: U — C eine Funktion, so dass f(zo) # 0 und f
stetig in zg ist. Dann ist die Funktion

1
g= 7 U—Null(f) » C,g(z) = B

stetig bei zg.
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Beweis. Sei € > 0 gegeben. Wegen der Stetigkeit von f bei zg gibt es nach Propositi-
on [10.16ein 61 > 0 und ein C > 0, so dass fur alle z € U n Uy, (20)

If(z)>C

gilt. Auch wegen der Stetigkeit von f bei zy gibt es ein 65 > 0, so dass fiir alle z €
U n Us,(20)
|f(z) = f(z0)] <e-C-|f(20)]

gilt. Setze § = min{dy,d2}. Dann gilt fiir alle z € U n Us(zp):
B _ 1, | f(20) = f(2)
96:) = gl = 7)™ = fGaa) ™) = | Fo0) =

: Zo)

< - C|f(20)|
C[f(20)]

Also ist g bei zq stetig. O

Beispiel 10.19. Wir haben folgende Beispiele fiir stetige Funktionen.

1. Polynome sind nach Satz [10.13] auf ganz C stetig.

2. Rationale Funktionen sind auf ihrem Definitionsbereich (d.h. aufierhalb der Null-
stellen des Nenners) stetig. Dies folgt aus den Sétzen [10.13| und [10.18

3. Die Betragsfunktion | — |: € — C ist stetig. Dies folgt aus der Ungleichung
[l2] = |wl| < [z — wl|
fir alle z,w € C.

Lemma 10.20. Sei U < C, zg € U und sei f: U — C eine Funktion. Die Funktion f
st in zg stetig genau dann, wenn die Funktionen

Ref: U—-R,z— Re(f(2))

und
Imf: U—-R,z—Im(f(2))

i zg stetig sind.

Beweis. “=" Wenn f stetig bei z( ist, dann folgt die Aussage, dass Re f und Im f auch
bei zg stetig sind, direkt aus den Ungleichungen

IRe f(2) — Re f(20)| = [Re (f(2) — f(20))] < |£(2) — f(20)]
und
Tm f(2) —Im f(20)| = [Im (f(2) — f(20))] < [f(2) = f(20)I.
“<=" Seien Re f und Im f bei 2y stetig. Es gilt:
f=Ref+i-Imf.
Dann folgt die Aussage aus Satz O

Beispiel 10.21. Insbesondere sind die Funktionen Re,Im : € — R und komplexe Kon-
jugation stetig.
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Der folgende Satz besagt, dass die Verkniipfung von stetigen Funktionen wieder stetig ist.

Satz 10.22. Seien U,V < C und zy € U. Seien f: U - V, g: V — C Funktionen.
Auflerdem sei f stetig in zo und g stetig in f(zo). Dann ist go f: U — C stetig in 2.

Beweis. Sei € gegeben. Es ist zu zeigen, dass es ein § > 0 gibt, so dass fiir alle z € U gilt:
2= 20l <0 = [(go f)(2) = (g0 f)(20)] <e.
Weil g stetig an der Stelle f(zo) ist, gibt es ein §; > 0, so dass fiir alle w € V gilt:
jw—f(20)] <01 = [g(w) = g(f(20))] <e. (10.23)
Weil f stetig an der Stelle zq ist, gibt es ein d5 > 0, so dass fiir alle z € U gilt:
|z — 20| < b2 = |f(2) — f(20)| < 01. (10.24)

Wegen f(U) < V kénnen wir also aus beiden Bedingungen (10.23]) und (10.24]) schlieBen,
dass fiir alle z € U gilt:

|z = 20| <d2 = [(g0 f)(2) = (g0 f)(20) <e.
Dies beweist die Stetigkeit der Verkniipfung g o f bei zj. O

Proposition 10.25. Fir alle n € N ist die Funktion ¥/—: Rsq — Rxq stetig.

Beweis. Ubungsblatt 9.
O

Beispiel 10.26. Jede Funktion Rz — R, = — 2% fiir ¢ = 7' € Q ist stetig. Diese
Funktion ist die Hintereinanderausfithrung der Abbildung

2 2t = 3,
die nach Proposition stetig ist, und der Funktion
y—y",
die nach Satz stetig ist. Also ist sie nach Satz stetig.

Satz 10.27. Sei U < C und f: U — C eine Funktion, die in z € U stetig ist. Sei
(zn)nen ein Folge in U, die gegen z konvergiert. Dann konvergiert die Folge (f(zn))

nelN
gegen f(z).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass es zu jedem ¢ > 0 ein N € N gibt, so dass fiir alle n > N
gilt: [f(2) — f(zn)| <e.
Weil f stetig in z ist, gibt es ein 6 > 0, so dass fir alle w € U n Us(2) gilt:

1f(z) = fzn)| <&
Weil die Folge (2, )nen gegen z konvergiert, gibt es ein N € N; so dass fiir alle n > N
|z — zn| <6

gilt. Alle Folgeglieder z, liegen in U. Also kénnen wir beide Aussagen zusammensetzen.
Fiir allen = N gilt | f(2) — f(2n)] < €, und damit konvergiert (f(zn))ne]N gegen f(z). O
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10.2 Beriihrpunkte und H&ufungspunkte von Mengen, Grenz-
werte von Funktionen

Definition 10.28. Sei U < C. Ein b € C heif3it Berihrpunkt von U, wenn fiir jedes 6 > 0
UnUs() # 2.

Anders ausgedriickt bedeutet das, dass es in jeder offenen §-Scheibe um b mindestens
einen Punkt aus U gibt.

Wir haben in Definition den Begriff des Haufungspunktes fiir eine Folge definiert.
Hier definieren wir ihn fiir eine Menge.

Definition 10.29. Sei U c C. Ein b € C heifit Hdaufungspunkt von U, wenn fiir jedes
§ > 0 die Menge U n Us(b) unendlich viele Elemente enthélt.

Bemerkung 10.30. Man beachte:

1. Jedes u € U ist ein Beriihrpunkt von U, denn u € U ist in jeder offenen §-Scheibe
um u.

2. Der Punkt b ist genau dann ein Berithrpunkt von U, wenn es eine Folge in U gibt,
die gegen b konvergiert.

3. Jeder Hiufungspunkt von U ist auch Bertihrpunkt von U; bei einem Héufungspunkt
muss es unendlich viele Punkte aus U (und nicht nur einen) in jeder Umgebung
geben. In diesem Sinne ist ein Punkt b genau dann Haufungspunkt einer Menge U,
wenn es eine nicht-konstante Folge in U gibt, die gegen b konvergiert.

4. Der Punkt b ist genau dann Haufungspunkt von U, wenn er Beriihrpunkt der Menge
U — {b} ist.

Beispiel 10.31. Es lohnt sich, sich folgende Beispiele klar zu machen.

1. Sei ¢ > 0 und z € € Die Menge der Beriithrpunkte von Us(z) ist
{we C|lz —w| < 0},

also die “abgeschlossene §-Scheibe” um z. Hier stimmen Beriihr- und Hiufungspunkte
iiberein.

2. Sei U = {0}. Dann ist 0 ein Beriihrpunkt von U, aber kein Haufungspunkt.

3. Sei U = {1 |n e N}. Dann ist die Menge der Beriihrpunkt von U gerade U u {0},
aber 0 ist der einzige Haufungspunkt von U.

4. Die Menge der Beriihrpunkte von @ ist RR.

5. Die Menge der Beriihrpunkte von {e¥|q € Q} ist $*.

Die n#chste Definition fithrt eine sehr suggestive und oft hilfreiche Limes-Schreibweise
ein, die aber oft von Studenten falsch verstanden und benutzt wird. Das entscheidende
Wort ist fett gedruckt.
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Definition 10.32. Sei U < C. Sei b € C ein Beriihrpunkt von U. Sei f: U — C eine
Funktion. Wir schreiben

li =c,
Jim, g =

r — b
wenn fiir jede Folge (z,,)nen in U, die gegen b konvergiert, die Folge ( f (mn))neN gegen ¢
konvergiert. Oft wird U in der Notation unterdriickt, wenn es aus dem Kontext klar ist,

und man schreibt
lim f(x) =c¢

x—b

oder auch
fl@) > ¢ fir x—b.

Lemma 10.33. Sei U < C. Seien b € C ein Berthrpunkt von U und f: U — C eine
Funktion. Dann sind die folgenden Aussagen dquivlent:

1. lim,p f(2) = ¢
2. Fiir alle ¢ > 0 existiert ein § > 0, so dass fiir alle z € Us(b) n U gilt:
F(z) el <e.

Beweis. “(2) = (1)” Weil b ein Beriihrpunkt von U ist, gibt es mindestens eine Folge in
U, die gegen b konvergiert. Sei (2, )nen so eine Folge. Wir miissen zeigen, dass (f(2x))
gegen c¢ konvergiert.

nelN

Sei & > 0 beliebig. Nach (2) existiert dann ein § > 0, so dass fiir alle z € Us(b) n U gilt:
[f(2) =l <e.
Weil (z,,)nen gegen b konvergiert, gibt es ein N € N, so dass fiir alle n > N
|z — bl <& bzw. z,eUs(b)nU

gilt. Aus (2) folgt dann:
‘f(zn) - C| <e.
Also konvergiert (f (Zn))ne]N gegen c.

“(1) = (2)” Um dies zu zeigen, konnen wir auch zeigen, dass aus der Verneinung von (2)
die Verneinung von (1) folgt. Die Verneinung von (2) lautet:

Je>0VY0>03zeU:|z—bl <6 und |f(z) —¢c| =e.

Wir nehmen dieses ¢ > 0 und setzen § = % mit n € N. Also existiert nach der Verneinung
von (2) ein z, € U mit

1
|z =0 < — und |f(zn) — | = &.
n
Weil n € N beliebig ist, erhalten wir so eine Folge (2, )nen in U, die gegen b konvergiert,
deren Bildfolge ( f (Z”)>ne]N aber nicht gegen c¢ konvergiert. Das ist die Verneinung von
(1). O
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Satz 10.34. Sei U c C und z€ U. Sei f: U — C eine stetige Funktion. Dann gilt:

lim - f(z) = f(2)-

xr — z

Der vorige Satz ist nur eine Umformulierung des Satzes mit unserer neuen Schreib-
weise. Ein Beweis besteht einfach darin, den Ausdruck

lim - f(z)

xr — z
korrekt nach Definition zu interpretieren.

Bemerkung 10.35. Sei U < C und z € U. Sei f: U — C eine stetige Funktion. Sei b ein
Berithrpunkt von U. Man beachte, dass der Beriithrpunkt b nicht unbedingt eine Element
von U sein muss. Falls es ein ¢ € C gibt, so dass

li o)

z—b

gilt, kann man die Funktion f auf Uu{b} fortsetzen, indem man einfach f(b) = ¢ setzt. Der
Satz[10.27|bzw. eine neue Form[10.34]sagt dann, dass die neue Funktion auf U u {b} stetig
ist. Dies gibt einem also eine Methode eine stetige Funktion von ihrem Definitionsgebiet
auf die Menge der Beriihrpunkte des Definitionsgebietes stetig fortzusetzen.

Die folgenden Definitionen sind Variationen der Definition [10.32] Wir erlauben uns daher,
dieses Mal etwas kiirzer und laxer zu sein. Dieselbe Warnung wie fiir Definition [10.32] gilt
auch hier: die Bedingung muss fiir jede Folge gelten.

Definition 10.36. Sei I < R. Sei b € R ein Bertihrpunkt von 1. Sei f: I — R eine
Funktion.

1. Wir schreiben
lim f(z) = +o0,
xzel
x—b

wenn fiir jede Folge (zy,)nen in I, die gegen b konvergiert, die Folge (f(xy))
bestimmt gegen +00 divergiert. Man schreibt auch

nelN

f(z) > 400 fiir = —b.

Eine analoge Schreibweise definieren wir fiir —oo.

2. Wir schreiben
lim f(z)=c¢ (bzw. lim f(z)=rc¢)

xT—+00 T—>—00

wenn fiir jede Folge (z,,)nen, die gegen +o0 (—o0) bestimmt divergiert, die Folge
( f (“T”))neJN bestimmt gegen ¢ konvergiert. Man schreibt auch

flx) - ¢ fir z— +w (—w©).
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3. Man definiert analoge Schreibweisen

lim f(x)= foo

r—+00

wenn fiir jede Folge (2,)nen, die gegen 400 (—o0) bestimmt divergiert, die Fol-
ge (f(xn))nelN die Folge (f(acn))ne]N bestimmt gegen +oo (—o0) divergiert. Man
schreibt auch

f(z) > 40 (—0) fir x — 400 (—ow0).

4. Wir schreiben
lim f(z) =¢,+o0

T—b— o
wenn fiir jede Folge (z,,)nen, die erstens gegen b konvergiert und zweitens
VneNz,<b
erfiillt, die Folge (f(xn))neN bestimmt gegen ¢ (oder +00, —0) konvergiert.
5. Wir schreiben
xlg& f(z) = ¢ o0
wenn fiir jede Folge (2,,)nen, die erstens gegen b konvergiert und zweitens
VneNux, >b

erfiillt, die Folge (f(xn))ne]N bestimmt gegen ¢ (oder +00, —0) konvergiert.

Diese Schreibweise soll in den folgenden Beispielen illustriert werden:

Lemma 10.37. Sei p(z) = > _, apz® ein Polynom mit ag,...,a, € R und a, > 0.
Dann gilt
i p(e) = 4
und
. | 400, fir n gerade
xEYEIOOp(JI) - { —oo , fir n ungerade

Fiir a,, <0 dreht sich die Aussage entsprechend um.

Das Lemma 148t sich verkiirzt so ausdriicken: fiir x gegen +o0 oder —co wird das Verhalten
eines Polynoms vom Term mit der hochsten Potenz kontrolliert.

— 0 fiir £ — +o00. Dies folgt z.B. aus

Beweis. Wir wissen, dass fiir jedes n € N gilt:
Proposition 1). Betrachte dann

xn

xn xn

S garrt & a a

= — n—1 0

k=0 =Zakxk"=an+ + .+ —.
k=0 z

Dieser Ausdruck konvergiert gegen die Konstante a, > 0 fiir x — o0. Weil aber fiir
r — 400 der Nenner x" bestimmt gegen +oo divergiert, muss dann auch der Zihler
Z;;O apz® gegen +o0 divergieren. Die anderen Aussagen zeigt man genauso. [
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Beispiel 10.38. Die Beweise folgenden Beispiele sind dem Leser {iberlassen.
1. Sei a € R. Fiir dei Funktion R — {0} —» R,z — —L gilt:

. . 1
lim =—00, lim =+
T—a— T —a T—a+ T — a

2. Es gilt:
1
R-{0} >R, ;-sin(x)—ﬂ) fir = — 0.

Beweis auf dem Ubungsblatt 9. Also liBt sich diese Funktion stetig auf ganz R
fortsetzen, indem man als Funktionswert bei x = 0 einfach 0 definiert.

Solange man sich im Klaren ist, wie diese Aussage zu interpretieren ist (namlich via

Def. [10.36)), kann man das néchste Lemma auch folgendermaflen zusammenfassen: die
Exponentialfunktion wéchst schneller als jede Potenz.

Lemma 10.39. FEs gilt fir alle n € N:

1. e - 4+ fir x — 4w

2. e -0 fir £ — —w©

z™

e

o

=z"e " -0 fir £ > 4w

4. & >+ fir ©— 40

mn
5. z"e®* -0 fir r— —o0

© g
n=0 n!

Beweis. Zu 1. In der Exponentialreihe |
x — o0, also auch die ganze Summe.

strebt jeder einzelne Term gegen +oo fiir

Zu 2. Dies folgt jetzt aus der Funktionalgleichung
et =1

und der Aussage von Proposition 1).

Die Aussagen 3. und 4. sind dquivalent. Wie im Beweis von Lemma kann man den
folgenden Term links betrachten und abschétzen:

x L, gh-n T
T 2 >
k! = k! (n+1)!

e* 1 &
n o n
T =

Dabei 148t man alle Terme, die ja alle positiv sind, auler dem fiir &k = n + 1 weg. Aber
diese rechte Seite divergiert bestimmt gegen +oo fiir x — +o00.

Genauso wie Aussage 2 aus Aussage 1 folgt, beweist man 5 mit Hilfe von 3. Man benutzt
die Funktionalgleichung und Proposition [3.18(1). O
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10.3 Der Zwischenwertsatz

Nachdem wir die Stetigkeit von Funktionen eingefiihrt haben und dann dafiir gesorgt
haben, dass wir viele Beispiele von stetigen Funktionen haben, miissen wir jetzt erkliren,
warum dieses neue (und am Anfang schwierige) Konzept interessant ist. Wiese betrachtet
man stetige Funktionen?

Die erste Antwort liegt in ihrer Definition selbst: der Wert f(z) einer stetigen Funktion
f an einem Punkt x wird durch die Werte der Funktion in einer kleinen Umgebung
Umgebung von z kontrolliert. Anders formuliert: der Wert f(y) an einem Punkt y, der
“nahe bei x ist”, liegt selbst “nahe bei f(x)”. Proposition ist ein typische Aussage,
die den vorigen Slogan illustriert.

Eine weitere Antwort auf die Frage, warum man stetige Funktionen betrachtet, geben
die folgenden Sitze. Wir weisen darauf hin, dass diese Aussagen wesentlich auf der
Vollstandigkeit von IR beruht.

Proposition 10.40 (Zwischwertsatz, Version 1). Sei f: [a,b] — R eine stetig Funktion,
so dass entweder

1. f(a) <0 und f(b) > 0 oder
2. f(a) >0 und f(b) <0

gilt. Dann existiert ein c € [a,b], so dass f(c) = 0.

Beweis. Wir betrachten den ersten Fall f(a) < 0 und f(b) > 0. Der andere Fall folgt aus
dem ersten, indem man zu —f iibergeht. Wir werden induktiv eine Folge von Intervallen
(I, = [An, Byn])nen definieren mit folgenden Eigenschaften: fiir alle n > 0

1. In+1 C In
2. B, — A, = diam(I,,) < 2 "diam(ly) = oA
3. f(A,) <0und f(B,) = 0.

Wir setzen Ag = a und By = b. Seien jetzt lo, ..., I, schon definiert. Betrachte M =
B"%A". Es gibt jetzt zwei Félle:

1. f(M) = 0. Dann setze A,,11 = A, und B,41 = M.

2. f(M) < 0. Dann setze A,1 = M und B, 41 = By,.
Die so konstruierte Folge (I, = [An, Bn])nen erfiillt dann offensichtlich die drei oben
aufgefiihrten Eigenschaften. Die Folge (A4, )nen ist monoton steigend und nach oben be-
schriinkt, also besitzt die einen Grenzwert c. Die Folge (B,,)nen ist monoton fallend und

nach unten beschrinkt, also besitzt die einen Grenzwert ¢’. Aulerdem gilt fiir alle n € N:
A, < B,,. Aus Eigenschaft (3) oben folgt

0<d—c=lim B, — lim A4, = lim (B, — A4,) < (By — 4p) lim 27" =0,
n—00 n—0o0 n—0o0 n—o0
also ¢ = . Weil f stetig ist, folgt aus Satz[10.27
Es folgt f(c) = 0 und der Satz ist bewiesen. O
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Beispiel 10.41. Aus Lemma[10.37]folgt, dass ein Polynom von ungeradem Grad immmer
eine Stelle mit negativen Funktionswert und eine andere mit positiven Funktionswert
besitzt. Nach Proposition besitzt also jedes Polynom von ungeradem Grad in R
mindestens eine Nullstelle.

Man bezeichnet nicht nur den néchsten Satz, sondern auch Propositiion als Zwi-
schenwertsatz. Die beiden Aussagen sind dquivalent.

Proposition 10.42 (Zwischwertsatz, Version 2). Sei f: [a,b] — R eine stetig Funktion
und sei f(a) < < f(b). Dann existiert ein c € [a,b] mit f(c) = 7.

Beweis. Weil f stetig ist, ist auch die Funktion

g: [a,0] = R, g(x) = f(z) =~

stetig. Nun gilt aber

gla) = f(a) =y <0 und g(b) = f(b) =7 =0.

Nach Proposition [10.40| gibt es dann ein ¢ € [a, b] mit
0=yg(c) = flc) =,
also f(c) = 1. O

Der folgende Satz kann verkiirzt so ausgedriickt werden: auf einer abgeschlossenen Kreis-
scheibe nimmt eine stetige Funktion ihr Supremum und Infimum an.

Satz 10.43. Fine stetige Funktion auf einem beschrikten abgeschlossenen Intervall nimmdt
thr Mazimum und Minimum an. D.h. mit den Bezeichnungen des vorigen Satzes existiere
¢, d € [a,b] mit f(c) = a und f(d) = B.

Beweis. Wir zeigen die Existenz von c¢; die Existenz von d ist analog. Nach Voraussetzung
gilt:
a =sup{f(z)|a < x < b}

Also gibt es eine Folge (2, )nen in [a, b], so dass f(z,)nen gegen a konvergiert. Nach dem
Satz von Bolzano-Weierstraf besitzt (2, )nen eine konvergente Teilfolge (2, )ken mit
Grenzwert c. Weil f stetig ist, folgt dann aus Satz

£(0) = f(lim 2,,) = lim f(z,,) = a.

Weil die Folge (2, )ken in [a,b] liegt, folgt dann aus dem Sandwichsatz dass ¢ =
limg 00 T, € [a, b]. O

Definition 10.44. Fiir z € C und ¢ > 0 heifit die Menge

Bs(z) =Us(z) = {we C||z —w| < §}

die abgeschlossene Kreisscheibe um z mit Radius § oder einfach die abgeschlosse d-Scheibe
um z.
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Der folgende Satz ist eine komplexe Version des Satzes Der Beweis ist derselbe.

Satz 10.45. Sei z € C und § > 0. Sei f: Bs(z) — C stetig. Dann existieren wy,ws €
Bj(2), so dass

flwr) = sup |f(w)]

weBs(z)
und

flwz) = inf | f(w)].

weBs(2)
Beweis. Weil f stetig, ist nach Satz auch die Funktion
| = lof: Bs(2) = R,w — [f(w)]
stetig. Fiir ein v € R mit

inf |fw)l<y< s ()
weBs(z) weB;(z)

existiert eine Folge (wp,)nen in Bs(z) mit

lim f(w,) = 7.

n—o0

Nach der komplexen Version des Satzes von Bolzano-Weierstraf, Korollar [6.5] gibt es eine
Teilfolge (wn, )ken in Bs(z) mit einem Grenzwert c.

Beh: f(c) = v. Nach Satz folgt

fle) = f(lim wy,) = lim f(wp,) = 7.

Beh. c € Bs(z). Es gilt fiir alle n € N, dass w,, € Bs(z), also |z — wy||led. Dann folgt aber
fiir alle k e N

o=l = o = Jim w,| = lim |2 =, | <5
weil die Betragsfunktion stetig ist. O

Die Sétze[10.43)und[10.45] kénnen verallgemeinert werden. In deren Beweis war das Haupt-
argument der Satz von Bolzano-Weierstraf}; d.h. die Tatsache, dass jede Folge im Defi-
nitionsgebiet der Funktion eine Teilfolge besitzt, die im Definitionsgebiet konvergiert.
Abgeschlossene beschrinkte Intervalle in R und abgeschlossene beschrinkte Kreisschei-
ben in € haben diese Eigenschaft. Aber es gibt noch viele anderen Teilmengen von R
oder C, die diese Eigenschaft haben. Diese Mengen heiflen kompakt. Wir iiberlassen diesen
Begriff der Vorlesung “Analysis 2”.

Definition 10.46. Seien a,b € R. Wir schreiben oft

| —w,a]l={reR|z <a} | —o,al={zeR|z <a}
la,4o[={zxeR|a < z} [a,+0[={zeR]|a < z}.

Diese Mengen heiflen uneigentliche Intervalle. Die bisher iiblichen Intervalle von Definiti-
on [2.17 heiflen auch eigentliche Intervalle.
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Korollar 10.47. Sei I < R ein eigentlichen oder uneigentlichen Intervall und sei f: I —
R eine stetige Funktion. Dann ist das Bild f(I) wieder ein Intervall.

Beweis. Setze
A=inff(I)e R u{-o} und B =supf(I)eRu {+wn}.
Sei A < < B. Dann gibt es nach der Definition von A und B Zahlen a,b € I mit

fla) <v < f(b).

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es also ein ¢ € [a,b] mit f(c) = 7. (Man kann
nicht Satz anwenden, denn I ist nicht unbedingt ein beschrinktes Intervall.) Es
folgt v € f(I). Weil ~ beliebig war, folgt A, B[ < f(I). Es folgt, dass f(I) selbst
[A, B], A, B[, [A, B[ oder A, B] ist. O

10.4 Gleichmiflige Konvergenz und die Supremumsnorm

Wir méchten gerne zeigen, dass nicht nur Polynome, sondern auch Potenzreihen (inner-
halb ihres Konvergenzradius) stetig sind. Weil Potenzreihen Grenzwerte sind (fiir jedes z
ist der Wert P(z) der Grenzwert ), a,z™), miissen wir uns iiber Folgen von Funktionen
und der Grenzwerte, selber wieder Funktionen, Gedanken machen.

Definition 10.48. Sei U < C und sei (fn)nen ein Folge von Funktionen f,: U — C.
Wir nehmen ferner an, dass fiir jedes z € U die Folge (f,.(2))nen in C konvergiert. Wir
definieren dann die Grenzfunktion f der Folge (fn)nen durch

f() = lim fu(e).

Die so definierte Funktion ist eine Abbildung f: U — C. Wir sagen dann, dass die Folge
(frn)nen punktweise gegen f konvergiert. Dabei heifit f der punktweise Limes, punktweise
Grenzwert oder die punktweise Grenzfunktion der Fogle (fy,)nen-

Punktweise Konvergenz ist der erste und sehr wichtige Konvergenzbegriff fiir Funktio-
nenfolgen. Leider ist er auch sehr naiv und hat schlechte Eigenschaften. So interagiert
punktweise Konvergenz nicht mit Stetigkeit: sei (f,)nen eine Folge stetiger Funktionen,
die punktweise gegen f konvergiere, dann muss die punktweise Grenzfunktion f nicht un-
bedingt stetig sein. Wir brauchen einen stirkeren Konvergenzbegriff, der garantiert, dass
der Limes einer Folge stetiger Funktionen wieder stetig ist. Schliefflich wollen wir am
Schluss unter anderem die Stetigkeit von Potenzreihen allgemein beweisen.

Definition 10.49. Sei U < C und f: U — C eine Abbildung. Die Supremumsnorm von
f ist gegeben durch

1£15% = 1 £lec = sup{| f(2)| |z € U} € Rxo U {+00}.

Dabei unterdriickt man fast immer das U von der Notation. Fiir die Menge aller Funk-
tionen f: U — C mit |f|Y < +oo (d.h. |f|Y € R) schreiben wir L (U).

Lemma 10.50. Die Supremumsnorm erfillt auf L®(U) die Figenschaften einer Norm,
d.h. fir alle f,g € L*(U) und X € C gilt
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1. |fle =0

2. |flo=0 < f=0
G X floo = Al [ fleo

4- 1+ gl < [flleo + 9l

Beweis. Einzig Aussage (4) bedarf eines Beweises. Fiir jedes z € U gilt

1f(z) +9()| < [f(2)] + lg(2)].

nach der iiblichen Dreiecksungleichung in €. Wir bilden jetzt das Supremum dieser Terme
iiber z € U:

If + gl = sup{|f(2) + g(2)|| 2 € U} < sup{[f(2)] + [9(2)[ | 2 € U}
< sup{|f(2)[|z € U} +sup{lg(2)[ |z € U} = | Floo + | g]eo-
O

Definition 10.51. Sei (f,)nen eine Folge von Funktionen f,: U — C fir U < C. Sei
f+ U — C eine weitere Funktion. Wir sagen, dass die Folge (f,)nen gleichmdfig gegen f
konvergiert, wenn gilt:

lim | f — fuleo = 0.

n—0o0

Mit anderen Worten: wenn fiir alle ¢ > 0 ein N € IN existiert, so dass fiir alle n > N gilt:

If = falee <&

Lemma 10.52. Sei (f,)nen eine Folge von Funktionen f,: U — C fir U c C. Sei
f: U — C eine Funktion. Die Folge (fn)nen konvergiert genau dann gleichmdfig gegen
f, wenn es fir alle e > 0 und alle z € U ein N € N gibt, so dass

1f(2) = fu(2)] <e.

Insbesondere konvergiert (fn)nen auch punktweise gegen f.

Beweis. “=" Die Folge (f,)nen konvergiere gleichmiiflig gegen f, d.h.
Ve>0INeNVYRn=N:|f— folo <e.

Nach Definition der Supremumsnorm gilt fiir alle z € U:
e>|f = falw = sup 1£(2) = fu(2)| = [f(2) — fu(2)].
ZE

Erstens konvergiert damit (f,,)nen punktweise und zweitens kénnen wir schlielen:
Ve>03INeNVn=NVYzeU:|f(z)— fulz)] <e.

(Man beachte, dass man Y-Quantoren untereinander vertauschen kann. Dies gilt natiirlich
auch fiir 3-Quantoren. Man darf nur nicht ein 3 mit einem V vertauschen!) Dies ist
dquivalent zu:

Ve>03dNeNVzeUVnz=N:|f(z)— fulz)] <e.
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“<" Dieses Mal starten wir mit der Voraussetzung
Ve>03INeNVzeUVn=N:|f(z)— fulz)] <€

bzw. mit der dquivalenten Form
Ve>0INeNVn=2NVzeU:|f(z)— fulz)] <e.

Aber die Aussage V z € U : |f(2) — fn(2)| < € impliziert sofort
I = Falo = sup|f(2) = fu(2)] <.
z€

Damit sind wir wieder bei Aussage 1 angekommen. O

Bemerkung 10.53. Die punktweise Konvergenz einer Funktionenfolge (f,,: U — C)pen
gegen eine Funktion f kann folgendermaflen ausgedriickt werden:

Ve>0VzeUINeNVn=N:|f(z)— fulz)] <e.

GleichméBige Konvergenz der Funktionenfolge (fy)nen mit f,: U — C gegen eine Funk-
tion f ist dquivalent zu:

Ve>03INeNVzeUVnz=N:|f(z)— fulz)] <e.

Man beachte die Reihenfolge der Quantoren: bei punktweiser Konvergenz kann N von z
abhingen (“die Konvergenz ist punktweise”), wihrend bei gleichméifliger Konvergenz das
N nicht vom Punkt z abhéingen darf (in diesem Sinne ist die Konvergenz gleichméBig).
Man sieht auch auf diese Weise, dass gleichméflige Konvergenz eine stirkere Bedingung
an die Funktionenfolge ist als punktweise Konvergenz.

Bemerkung 10.54. Aus Lemma folgt insbesondere, dass der gleichméBige Limes
einer Funktionenfolge (f,)nen, wenn er existiert, immer gleich dem punktweisen Limes
ist.

Satz 10.55. Sei (fn)nen eine Folge stetiger Funktionen f,: U — C fir U < C, die
gleichmdfig gegen f: U — C konvergiert. Dann ist f stetig.

Beweis. Sei zg € U beliebig. Wir miissen zeigen, dass f in z( stetig ist. Sei € > 0 gegeben.
Weil (f,)nen gleichméBig gegen f konvergiert, gibt es ein N € N; so dass fiir alle n > N

und alle z € U gilt:
€

1)~ a2 < 5,

Weil fy stetig ist, gibt es ein ¢ > 0, so dass fiir alle z € U n Us(z) gilt:

|fn(2) = fn(20)] < %

Insgesamt gilt also fiir alle z € U n Us(zp):

|f(2) = f(z0)| < |f(2) = fn(2)] + | fn(2) — [N (20)] + | fn(20) — f(20)

N

Also ist f stetig bei zg. Weil 2y beliebig war, ist f stetig. O
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Proposition 10.56. Sei U < C und (f,: U — C)pen eine Folge von Funktionen. Die
folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. Die Folge (fn,: U — C)pen konvergiert gleichmdfig.

2. Fiir alle e > 0 gibt es ein N € N, so dass fiir alle m,n = N gilt:
[ fm — falo <e.
3. Fiir alle e > 0 gibt es ein N € N, so dass fiir alle m,n > N und alle z € U gilt:

|fm(2) = fu(2)] <e.

Diese Proposition sagt, dass es reicht, eine Cauchy-Folge beziiglich der Supremumsnorm
| = |oo zu sein, um gleichméBige Konvergenz zu garantieren. Die entsprechende Aussage
fiir Folgen ist das Vollstdndigkeitsaxiom [£.6] die entsprechende Aussage fiir Reihen ist das
Cauchy-Kriterium [5.3]

Beweis. “(1) = (2)” Sei f die Grenzfunktion der gleichméiBig konvergenten Folge ( f,,)nen-
Sei € > 0. Dann gibt es ein N € N, so dass fiir alle n > N gilt:

If = faleo <&/2.
Dann folgt fiir alle m,n > N nach Lemma [10.50(4):

[fmn = fallo < 1fm = floo + 1f = fullw </2+¢/2=e
“(2) = (3)” Es gilt fiir alle z € U:
[fm(2) = fa(2)] < 8| fin(2) = fa(2)] = |fm = fulo <

Das zeigt Aussage (3).

“(3) = (1)” Die Bedingung (3) sagt insbesondere, dass fiir jedes z € U die Folge
(fn(2))nen eine Cauchy-Folge ist. Nach Satz ist € vollstéandig. Deshalb hat die Fol-
ge (fn(2))nen fiir jedes z € U einen Grenzwert. Sei f: U — C die dadurch definierte
punktweise Grenzfunktion.

Es bleibt zu zeigen, dass die Konvergenz gleichméifig ist. Sei ¢ > 0 und benutze (3), um
ein N zu wihlen, so dass fiir alle z € U und m,n > N gilt:

[fm(2) = fu(2)] < &/2.

Wir halten jetzt n fest und bilden den Grenzwert fiir m — co. Dann gilt fiir alle z € U
und n = N:

1f(2) = fu(2)] < e/2 <e.
]

Proposition 10.57. Sei (g,: U — C)nen eine Folge. Es gebe fiir jedes n € Ny ein
M, € R, so dass fir alle z € U
|9 (2)] < M,

gelte. Wenn Z:):o M,, konvergiert, dann konvergiert Zf:o gn gleichmdfig auf U.
92



Analysis 1, SS2018, Wuppertal Biedermann

Beweis. Setze f, = >, gi: U— C. Wenn Zf=0 M, konvergiert, dann gibt es nach dem
Cauchykriterium fiir Reihen [5.3] zu jedem € > 0 ein N € N, so dass fiir alle n > m > N

gilt:
Z 9i(2)

Die gleichméfige Konvergenz die Folge (f,,)nen folgt jetzt aus Proposition [10.56} Indem
wir 3.1 gi = fn zuriicksubstituieren, folgt die Proposition. O

n
<2Mn<6.

i=m

|fﬁ(z)_'ﬁnfltﬁ|::

Korollar 10.58. Sei P(z) = >/ ciz" eine Potenzreihe in C[[z]] mit Konvergenzradius
r(P) > 0 ( 7(P) = + eingeschlossen). Fir alle ne N sei f,: C — C das Polynom
gegeben durch

n

pn(z) = Z crzt.

k=0

Schliefllich sei 0 < e < r(P) beliebig. Dann gilt:
1. Die Folge (pn)nen konvergiert fir |z| < r(P) — € gleichmdfig gegen P.
2. Die Potenzreihe P ist auf U,.(p)(0) eine stetige Funktion.

3. Der Konvergenzradius der Potenzreihe

Q(z) = Z kep_12871
k=1

ist r(P). Diese Funktion ist auch stetig auf Uy,(py(0).

Wir werden spéter in Korollar zeigen, dass die Reihe ) innerhalb des Konvergenzra-
dius 7(Q) = r(P) die Ableitung von P ist, d.h. Potenzreihe diirfen gliedweise abgeleitet
werden.

Beweis. Teil 1: Zunéchst ist klar, dass die Folge (p,)nen innerhalb des Konvergenzra-
dius von P punktweise gegen P konvergiert. Wir miissen zeigen, dass die Konvergenz
gleichmiiBig ist. Nach Voraussetzung ist 0 < 7(P) — e < r(P). Dann ist P an der Stelle
z =r(P) — e € R absolut konvergent und es gilt fiir alle |z| < r(P) —e:

len2"| < |cn|(r(P) — s)n =M,,.

Nach Definition von r(P) konvergiert die Reihe

P(T‘(P) —5) = Z cn(r(P) —5)” = 2 M,
n=0 n=0

absolut. Propositon [10.57| liefert dann die gleichméBige Konvergenz der Folge (py)nen-

Fiir alle n € N sind die Funktionen p,, stetig, denn es sind ja Polynome. Weil die Folge
(Pn)nen auf Uy (py_.(0) gleichmiBig konvergiert, folgt aus Satz dass dann auch die
Grenzfunktion P auf U,(p)_.(0) stetig ist. Aber ¢ > 0 ist beliebig. Also ist P auf ganz
U,(py(0) stetig. Das ist Teil 2.
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Fiir Teil 3 zeigen wir zuerst, dass r(P) = r(Q). Wir wissen schon:

lim /n = 1.

n—0o0
Nach dem Wurzelkriterium folgt dann:
r(Q)~! = limsup {/nc,_1 = (lim {/ﬁ) <limsup m) =r(P)7 1,
n— n—o n—o
also 7(P) = r(Q). Jetzt konnen wir die Teile 1 und 2 statt auf P auf ) anwenden und es
folgt die Stetigkeit von @ auf U,(p)(0). O

Beispiel 10.59. Aus Korollar [10.61] folgt, dass die Exponentialfunktion, Sinus und Co-
sinus auf ganz C stetig sind, denn sie haben Konvegenzradius +c0.
Nachtrag: Potenzreihen bei a € C,a # 0

Bisher haben wir Potenzreihen der Form
[00)
P(z) = Z cn 2"
n=0

mit ¢, € C betrachtet. Dies ist eine Potenzreihe im Entwicklungspunkt a = 0. Allgemeiner
betrachet man folgende Funktionen.

Definition 10.60. Sei a € C. Die Reihe

0

P(z) = Z en(z—a)”
n=0
mit cg, ¢1, ... € € heilt Potenzreihe in z mit Entwicklungspunkt a oder einfach Potenzreihe

um a.

Wieder betrachten wir eine solche Potenzreihe als Funktion in z. Fiir Potenzreihe um a = 0
haben wir in [9.2] und gezeigt, dass sie einen Konvergenzradius r zwischen 0 und +o0
besitzen und im Inneren des Kreises um 0 mit Radius 7 absolut konvergieren. Auflerdem
haben wir gerade gezeigt dass innerhalb der Konvergenzscheibe die Partialsummen
> h_ock(z—a)* gleichmiBig konvergieren und dass deshalb die Potenzreihe (als Funktion
in z) dort stetig ist. Wenn man in sémtlichen Beweisen den Term |z|, der den Abstand
zum Entwicklunspunkt @ = 0 mift, durch den Term |z —a|, also wieder den Abstand zum
Entwicklungspunkt, ersetzt, so bleiben alle Argumente und Aussagen giiltig.

Korollar 10.61. Sei a € C und P(z) = >/ ci(2 — a)* eine Potenzreihe um a mit
Konvergenzradius r(P) > 0 ( r(P) = +0 eingeschlossen).

1. Die Potenzreihe P ist auf U,(py(a) eine stetige Funktion.

2. Der Konvergenzradius der Potenzreihe
[ee]

Qz) = Z kep_1(z —a)k1
k=1

ist r(P). Diese Funktion ist auch stetig auf U,(p(a).

Der Konvergenzradius berechnet sich wie vorher durch Satz [0.7] Man beachte, dass die
Konvergenzscheiben jetzt den Mittelpunkt a haben.
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10.5 Monotone Funktionen und Stetigkeit von Umkehrfunktio-
nen

Definition 10.62. Sei ] R und f: I — R eine Funktion. Wir nennen f

1. steigend oder monoton steigend, wenn aus x,y € I,z < y die Ungleichung f(z) <
f(y) folgt.

2. streng steigend oder streng momnoton steigend, wenn aus x,y € I,z < y die Unglei-
chung f(z) < f(y) folgt.

3. fallend oder monoton fallend, wenn aus x,y € I,z < y die Ungleichung f(z) > f(y)
folgt.

4. streng fallend oder streng monoton fallend, wenn aus x,y € I,z < y die Ungleichung

f(z) > f(y) folgt.

Beispiel 10.63. Die Funktionen x — z™ fiir alle n € N ist auf Ry streng monoton
steigend. Die Exponentialfunktion ist auf ganz R streng monoton steigend.

Bemerkung 10.64. Streng montone Funktionen sind injektiv.

SeiU « Cund f: U — C injektiv. Sei V = f(U) c C das Bild von f. Wir begehen jetzt
einen kleinen Fehler und bezeichnen die (neue) Abbildung U — V,z — f(z) wieder mit
f. Auf diese Weise haben wir f surjektiv gemacht; f ist jetzt also bijektiv und besitzt
eine Umkehrfunktion g: V' — U, siehe Definition [1.18
Warnung: die Umkehrfunktion von f wird oft mit f~! bezeichnet. Verwechseln
Sie dies nicht mit der Funktion

1

1 _
7 U—Null(f) » C,z— f(2)! = ®)

Satz 10.65. Sei I c R ein (un-)eigentliches Intervall und f: I — R eine streng mono-
tone und stetige Funktion. Sei D = f(I) das Bild von f und sei g: D — I die Umkehr-
funktion von f. Dann ist g selbst streng monoton und stetig.

Beweis. Weil f streng monoton ist, ist f injektiv. Also bildet f das Intervall I bijektiv
auf D ab. Insbesondere existiert die Umkehrfunktion g: D — I und g ist bijektiv.

Behauptung: g ist streng monoton. Genauer ist g streng monoton wachsend, wenn f
streng monoton wachsend ist, und g ist streng monoton fallend, wenn f streng monoton
fallend ist.

Wir nehmen an f ist streng monoton wachsend. Seien y1,y2 € D, y; < yo. Weil f bijektiv
ist, gibt es x1, x5 € I mit

f(x1) =y und  f(z2) = yo.

Das bedeutet
g(y1) =21 und g(y2) = 22.
Nach Voraussetzung ist
f(x1) =1 <y2 = f(x2).
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Weil f strong monoton wachsend ist, muss x; < o gelten. Also folgt

9(y1) = v1 < 22 = g(x2),

und g ist streng monoton wachsend.

Der Beweis, dass g streng monoton fallend ist, wenn f streng monoton fallend, folgt aus
dem gerade Bewiesenen durch Ubergang zu —f.

Behauptung: g ist stetig.

Wir nehmen wieder zuerst an, dass f und g streng monoton wachsend sind. Der andere
Fall folgt durch Ubergang von f zu —f. Sei & > 0 und sei b € D. Sei g(b) = a € I bzw.
f(a) = b. Wir werden die Stetigkeit von ¢ in b zeigen.

1. Fall: a ist kein Randpunkt des Intervalls I. Es reicht die Definition der Stetigkeit fiir
geniigend kleine € > 0 nachzuweisen. Also kénnen wir voraussetzen, dass € so klein ist,
dass das ganze Intervall [a — e,a + €] in I liegt, denn a ist kein Randpunkt. Setze

fla—e)=b; und f(a+¢e)=bs.

Korollar sagt, dass D wieder ein Intervall ist. Dann gilt also : b < b < by und f
bildet das Intervall [a —e, a +¢] bijektiv auf [b1, b3] = D ab. Wihle 6 = min{b—by, by —b}.
Dann gilt:

g(Jb—36,b+6[) cJa—e,a+el
Also ist g in b stetig.

2. Fall: a ist unterer Randpunkt des Intervall I. (Wenn I kein Minimum besitzt, so tritt
dieser Fall nicht ein.) Dann kann man wie oben & > 0 so klein machen, dass

la,a+e] 1.

Setzte dann by = b und f(a + €) = bp und fahre fort wie oben.

2. Fall: b ist oberer Randpunkt des Intervall I. (Wenn I kein Maximum besitzt, so tritt
dieser Fall nicht ein.) Dann kann man wie oben € > 0 so klein machen, dass

[b—e,b]c 1.

Setzte dann by = b und f(a — €) = by und fahre fort wie oben. O

11 Differenzierbare Funktionen und ihre Ableitung

11.1 Differenzierbare Funktionen

Zu jeweils zwei verschiedenen Punkte (z1,%1), (z2,y2) € R? gibt es genau eine Gerade
G, die durch diese Punkte geht. Wir nehmen an, dass G nicht parallel zur y-Achse ist,
d.h. z1 # x5. Sei 1 < xo. Dann ist die Steigung dieser Geraden m = % (“Anstieg
durch Fortschritt”). Dieder Term heifit auch oft Differenzenquotient. Wir kénnen dann

fiir Punkte (z,y) € G die Gleichung

y2*y1(
To — X1
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schreiben.

Sei f: ]a,b[ — R eine Funktion. Wir wollen an einem Punkt zo €]a,b[ versuchen, die
Funktion durch ihre Tangente im Punkt xy zu approximieren. Dazu miissen wir uns
iiberlegen, wie man dise Tangente zu definieren hat und unter welchen Bedingungen diese
Definition Sinn ergibt.

Unsere Idee ist, die Tangente (“die Beriihrende”) durch Sekanten (“die Schneidende”) zu
approxiemieren. Eine Sekante, die den Graphen von f an den Stellen xy und x schneidet,
hat die Gleichung

— (2 —x0) + f(x0).
X i)

Wenn wir die Stelle z immer néher bei xg wéhlen, so wird sich die Sekante der Tangente,
sofern sie existiert, anndhern. Daher:

Definition 11.1. Sei a < z¢p < b und f: ]a,b[ > R eine Funktion. Die Funktion f ist
differenzierbar in xg, wenn der Grenzwert

r— To T — Xo dl‘

(o)

existiert. Dieser Grenzwert heiffit dann der Differentialquotient oder Ableitung von f an
der Stelle xg. Wenn f fiir alle zq € Ja, b[ in ¢ differenzierbar ist, so heiflt f differenzierbar
und die so definierte Funktion

;A -
f=ilab— R

heifit die Ableitung von f. Die Tangente von f an der Stelle xg ist dann gegeben durch
T(x) = f'(wo)(z — o) + f(0).

Fiir die Menge der differenzierbaren Funktionen schreiben wir D(]a, b[, R).

Es gibt viele dquivalente Umformulierungen der Differenzierbarkeit. Man kann den Ab-
stand x — xg durch h ersetzen, also x = xy + h. Der Differntialquotient schreibt sich dann

als
.f('rO + h}z — f(IO) _ f/(xO)-

Weitere dquivalente Formulierung findet man, wenn man den Standpunkt, dass die Tan-
gente die Funktion approximieren soll, Ernst nimmt.

lim
h—0

Lemma 11.2. Seia < xg <b und f: ]a,b[ — R eine Funktion. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

1. Die Funktion f ist in xy differenzierbar.

2. Es gibt genau eine Zahl f'(xo) € R, so dass fiir alle e > 0 ein § > 0 existiert mit

f(x) = fxo)

r — X

Va€ela,bl: |z —z9| <d =

— f'(zo0)| <e.

3. Es gibt genau eine Zahl f'(xo) € R, so dass fiir alle e > 0 ein § > 0 existiert mit
Vaela,b : |z —zo| <6 = |f(z) = f'(zo)(x — x0) — f(zo)| < & |2 — z0|.
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Beweis. “(1) « (2)” Man wendet Lemma [10.33[ auf xg = b, f'(xo) = ¢ und die Funktion

flx)— f(x
9: Ja b ~(xo} > B, g(x) = T2 TE0)
r — X
an. Dann folgt die Aquivalenz von (1) und (2).
“(2) « (3)” Man multipliziert oder dividiert mit x — z¢ # 0. O

Bemerkung 11.3. Wir setzen voraus, dass f an der Stelle xq differenzierbar ist. Teil 3
des vorigen Lemmas bedeutet dann, dass die Tangente von f unter allen Geraden in IR?,
die durch den Punkt (z, f(xo) gehen, diejenige ist, die f im Intervall |zg — §, 29 + 6] am
besten approximiert.

Definition 11.4. Sei f: [a,b] — R eine Funktion.

1. Die Funktion f ist rechtsseitig in a differenzierbar, wenn der Grenzwert

r—a+ r—a
existiert. Dieser Grenzwert heifit die rechsseitige Ableitung von f an der Stelle a.

2. Die Funktion f ist linksseitig in b differenzierbar, wenn der Grenzwert

lim L& =) (52 - IJ; O

existiert. Dieser Grenzwert heifit die rechsseitige Ableitung von f an der Stelle b.

Definition 11.5. Sei zg € U < R und f: U — C eine Funktion. Die Funktion f ist
komplex differenzierbar, wenn der Grenzwert

OEIC)

zZ— 20 Z—ZO

x—b—

= f/(Zo) eC
existiert. Dieser Grenzwert heifft dann die komplexe Ableitung von f an der Stelle z.
Wenn f fiir alle zg € U in 2z komplex differenzierbar ist, so heifit f komplex differenzierbar.

Bemerkung 11.6. Wenn eine Funktion an einer Stelle komplex differenzierbar ist, dann
ist sie insbesondere dort auch reell differenzierbar.

Definition 11.7. Sei zp € U < R und f: U — C eine Funktion. Die Funktion f ist
holomorph in zy, wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dass Us(z9) < U und fiir alle w € Us(zp) die
Funktion in w komplex differenzierbar ist. Eine Funktion heif3t holomorph, wenn sie auf
ihrem ganzen Definitionsgebiet holomorph ist.

Die Theorie holomorpher Funktion nennt man im Deutschen Funktionentheorie. Sie ist
ein wichtiges Gebiet sowohl der klassischen, als auch modernen Analysis.

Beispiel 11.8. Betrachte f(z) = ™ und a € C. Es gilt fiir alle z € C — {a}:

" l’—(l Z ak n—k _ " 1+axn—2+a2xn—3_,'_.”_’_an—Qx_’_an—l.

Also ist  — 2™ komplex differenzierbar (holomorph) mit Ableitung

r—a T — Q m%a

f(a) = lim =~ Z (lim 2"%) = na"" .
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Beispiel 11.9. Sei ¢ € C. Wir berechnen die Ableitung von x — exp(cz) = e an der
Stelle x € C. Dafiir betrachte man:

c(x+h) _ ,cx ch _ 1 © h k
€ € :ecwe :eca:h—l (_1+ Z (C ) >

|
h h = k!
O kpk—1 2
c"h
=e| -1 Z >=e“<c+h+ >
( = k! 2
Es folgt:
) ecl@+h) _ pex ' c2
%e“ =’111_r)% . e }lbli%(c—i- §h+...) = ce”

Deshalb ist die Exponentialfunktion exp iiberall komplex differenzierbar (holomorph) und
es gilt

exp’(cx) = cexp(x).
Definition 11.10. Sei f: U — C in z differenzierbar und f': U — C die Ableitung.

1. Wenn f’ in x stetig ist, dann heifit f in x stetig differenzierbar.

2. Wenn [’ in x differenzierbar ist, dann heifit f in x zweimal differenzierbar. Fiir die
zweite Ableitung schreiben wir f”(x).

3. Induktiv definiert man die Begriffe n-mal (stetig) differenzierbar und unendlich oft
differenzierbar.

11.2 Grundlegende Sitze
Satz 11.11. Sei f in xo (reell oder komplex) differenzierbar. Dann ist f in xq stetig.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert der Grenzwert nach dem ersten Gleichheitszeichen:

lim f(z) = lim (f<zo> y =T, xo>) — Flwo) + f(x0) ( lim xo>
T—To T—T( — X T—T0
= f(zo).
Aus Lemma [10.33] folgt dann die Stetigkeit von f. O

Satz 11.12. Seien f,g: U — C in a € U differenzierbar. Sei A € C. Dann sind f+g, f-g
und A - f in a differenzierbar und es gilt:

(f+9)(a) = f'(a)+d(a),

(A-f)(a) =A-f(a)

(f-9)(a) = fa)g(a)+ fla)g (a),
Wenn g(xo) # 0, dann ist 5 in a differenzierbar und es gilt:

(f)’ (a) = f'(@)g(a) —~ fa)g'(a)
g
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Beweis. Diese Rechenreglen folgen direkt aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte.

. fla+h)—f(a) .. gla+h)—g(a)
= fimy h + i h
= f'(a) + ¢'(a)

Die Aussage tiber die Ableitung von Af folgt aus der néchsten Rechnung, indem man fiir
g die konstante Funktion bei A einsetzt. Jetzt also zur Produktregel:

(f-9)(a) = Jim 1 [f - g)(a+ 1)~ (F - )(@)]

h—0
= lim l[f(a +h)gla+h) = f(a)gla+h) + f(a)g(a+ h) — f(a)g(a)]

oh
= }1111% wg((ﬁ_m — f(a) }LE%Q(“LZL_Q(G)

= f'(a)g(a) + f(a)g'(a)
Dabei benutzen wir, dass g nach Satz[11.11}in a stetig und deswegen limy, g g(a+h) = g(a)
gilt.

SchlieBlich zur Quotientenregel: Weil ¢ stetig ist und g(a) # 0, wissen wir nach Propo-
sition dass g auch in einer kleinen Umgebung von a nicht verschwindet; also ist
g(a + h) # 0 fiir kleines h.

(5) @i (i - 56
L (flet ot syt + 1)

I
e gla+ h)g(a) h

! 1(ﬂa+maw—fwmw+h»+ﬂwaa+m—fwmm+h0

" im =
g(a)? oo h

1 . fla+h) = f(a) . gla+h)—gla)
= e (st i 5T — g0 o 252000
_ f"(a)g(a) — f(a)g'(a)
g(a)?

O

Bemerkung 11.13. Die Gleichungen (f +g)’ = f'+ ¢ und (A\f) = \- f’ bedeuten, dass
der Operator

— = (=)": D(U,C) - C(U,T)
eine lineare Abbildung ist.
Beispiel 11.14. Es gilt nach Definition fiir alle z € R:

e = cos(x) + isin(z).

Nach Beispiel gilt:

VI
(e””) = je'”.
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Beides zusammen ergibt:

d . )
cos'(z) + isin’(z) = 7 (cos(z) +isin(z)) = (e”)/ = ie" = i(cos(z) + isin(x))
x
= i cos(x) — sin(z)
Durch Vergleich der Real- und Imaginérteile folgt:

cos'(x) = —sin(z) und sin’(z) = cos(x).

Beispiel 11.15. Es gilt:

Aus der Produktregel folgt dann

Ao (4N o (1)) s
dxx—dxa? r T+ dx.’l}—l‘

Per vollstédndiger Induktion folgt:

n n—1 n—1 n—1 n—2 n—1 n—1

Beispiel 11.16. Die Betragsfunktion |—|: R — R ist in 0 nicht differenzierbar. Betrachte
dazu aus der einen Seite

hli%lf h -1

und auf der anderen Seite |
lim — = 1.

hi%l-k— h

Also existiert der Grenzwert von ‘—Zl fiir h — 0 nicht.

11.3 Die Kettenregel

Satz 11.17 (Kettenregel). Seien U,V < C und seien f: U -V und g: V — C Funk-
tionen. Sei x € U, f in x differenzierbar und g in f(x) differenzierbar. Dann ist

gof: U—C, z—g(f(r))

in x differenzierbar und es gilt:
(g0 f)(z) = f'(x)- g (f()).

Beweis. Setze z = f(x) € V. Fiir diesen Beweis definieren wir eine Hilfsfunktion

g(w)—g(z) o
5V Gy = g o e
J'(2) , fir w=z
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Weil g in z = f(z) differenzierbar ist, ist § stetig in z und es gilt erstens
lim g(w) = ¢'(z) = ¢'(f(=)) (11.18)

und zweitens fiir alle w e V

Damit folgt:

_ (yng;a(f(y))) (;LH; W)

Die Funktion f ist differenzierbar in x und deshalb dort insbesondere stetig nach Satz[11.11
Also folgt

lim f(y) = f(z) = 2.

y—x

Mit Gleichung folgt dann:
o @ = (magr) (m 10=1)

=g (f(z))- f'(2).
O

Die folgende Aussage gilt auch fiir Funktionen im Komplexen. Da wir den Satz[10.65| iber
die Stetigkeit der Umkehrfunktion benutzen und diesen nur fiir Funktionen im Reellen
bewiesen haben, wird der folgende Satz auch nur fiir solche Funktionen formuliert.

Satz 11.19 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei I ein (un-) eigentliches Intervall in R
und sei f: I — R streng monoton mit Bild J = f(I). Sei g: J — I die Umkehrfunktion
von f. Wenn f an der Stelle x € I differenzierbar ist und f'(z) # 0, dann ist g an der
Stelle f(x) =y € J differenzierbar und es gilt:

1 1

/
9(y) = = :
W= F@ T )
Beweis. Wir werden zeigen, dass der folgende Limes existiert und dass gilt
/ . 9(2) —9(v) 1
g (y) = lim = .
)
Sei (2, )nen eine beliebige Folge in J — {y} mit Grenzwert y. Setze x,, = g(z,); dann folgt
f(xy) = z,. Weil f in z differenzierbar ist, erhéilt man jetzt:
lim 9(zn) — 9(y) — lim In — T _ 1

n—d =y n=o f(on) — f(x)  f'(2)
1

f'(g(y))
Dabei haben wir benutzt, dass nach Satz|[11.11] f stetig in « ist und deshalb gilt:

Lim f(y) = ().

Weil die Folge (z,,)nen beliebig war, folgt damit die Aussage des Satzes. O
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12 Der Logarithmus und allgemeine Potenzen

Die Exponentialfunktion exp: R — IR ist differenzierbar und streng monoton steigend
mit Bild R~g. Also besitzt exp eine Umkehrfunktion.

Definition 12.1. Die Umkehrfunktion der reellen Exponentialfunktion heiflt natirlicher

Logarithmus und wir schreiben
In: R>0 — R.

Proposition 12.2. Es gilt:
I.VreReg: e =2 undVzeR:In(e”) =2z
2. Der Funktion In ist streng monoton steigend.

3. Der natirliche Logarithmus ist differenzierbar und es gilt:
d 1
In'(z) = — In(x) = ~.

4. FEs gilt die Funktionalgleichung des Logarithmus: fiir alle a,b € R=q:
In(ab) = In(a) + In(b)
Beweis. Teile 1 und 2 sind offensichtlich. Die Differenzierbarkeit in Teil 3 folgt aus
Satz [I1.19] genauso wie die Formel fiir die Ableitung:

/ — 1 = 1 = 1
M S ) T epln()

fiir alle x > 0.

Um die Funktionalgeichung zu beweisen, seien a,b > 0 und In(a) = z und In(b) = y. Aus
der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion folgt:

eTTY = % . Y.

Darauf wenden wir den Logarithmus an:

In(ab) = In(e”e?) = In(e**Y) = 2 + y = In(a) + In(b).

Definition 12.3. Sei a € C und z € R~(. Wir definieren
2% = exp(aln(z)) = @),
Satz 12.4. Seien a, € C und x,y € R=q. Dann gilt:
1. 2%gf = xotP
2. (z%)P = 28
3. xy® = (ay)®
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—1

b e
5. Lgo = qgol
6. %xo‘ = In(z)z®

Beweis. Die ersten vier Aussagen folgen auf einfache Weise aus der Definition Zu
Teil 5:

d a d aln(z) _ «a aln(z) _ X o a—1
%fﬂ = E@ = ;e = E"E = QX
mit Hilfe der Kettenregel |11.17] Zu Teil 6:
d a d aln(z) _ aln(xz) _ o
o= e = In(x)e = In(x)x
wieder mit der Kettenregel. O

Teil 1 des folgenden Lemmas sagt umgangssprachlich, dass der Logarithmus langsamer
als jede Potenz wichst.

Lemma 12.5. Es gilt:

In(z) 0

T T

1. lim,_, o

2. lim, 0 z%In(x) =0

Beweis. Folgt aus Lemma [10.39 O

13 Lokale und globale Extrema, Mittelwertsatz und
Konsequenzen

13.1 Lokale Extrema

Definition 13.1. Sei U < C und f: U — C. Wir sagen, dass f in ze€ U

1. ein lokales Mazimum (lokales Minimum) besitzt, wenn ein § > 0 existiert, so dass
fiir alle w € Us(z) n U gilt:

Ein lokales Extremum ist ein lokales Maximum oder lokales Minimum.

2. ein globales oder absolutes Mazimum (globales/absolutes Minimum) besitzt, wenn
fiir alle w € U gilt:

fw) < f(2) (f(w) = f(2))-

Ein globales/absolutes Extremum ist ein globales Maximum oder globales Minimum.

Satz 13.2. Sei f: a,b[— R ein Funktion, die in x €]a,b| ein lokales Extremum besitzt
und dort differenzierbar ist. Dann gilt f'(x) = 0.
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Beweis. Betrachte den Fall, in dem f ein x ein lokles Maximum hat. Der Fall fiir ein
lokales Minimum folgt aus diesem ersten Fall durch Ubergang zu —f.

Es exisiert ein § > 0, so dass f(w) < f(z) fir alle w € Us(z) n U gilt. Weil f in «
differenzierbar ist, existieren die folgenden Grenzwert und sind gleich:

Yy—r— y — X Yy—>r+ y — X
Es bleibt nichts anderes iibrig als f'(z) = 0. O

Bemerkung 13.3. Es gilt folgendes zu beachten:

1. Die Bedingung f’(z) = 0 ist eine notwendige Bedingung dafiir, dass z ein lokales
Extremum ist. Sie ist nicht hinreichend. Als Beispiel vetrachte man f(z) = 3. Hier
gilt f'(0) = 0, aber 0 ist kein lokales Extremum.

2. Nach Satz nimmt eine stetige Funktion f: [a,b] — R ihr globales Minimum
und globales Maximum an. Hier ist die Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall
definiert. Diese globalen Extrema konnen aber am Rand liegen und es muss dort
nicht unbedingt f’(z) = 0 gelten. Als Beispiel betrachte man die Identitét

id: [0,1] = [0,1],2 — .
Das globale Maximum liegt bei 1 und die (linksseitige) Ableitung dort ist auch 1.

Satz 13.4 (Satz von Rolle). Sei f: [a,b] = R eine stetige Funktion, die auf |a,b[ diffe-
renzierbar ist. Wenn f(a) = f(b), dann ezistiert ein x € |a, b] mit f'(z) = 0.

Michel Rolle https://de.wikipedia.org/wiki/Michel_Rolle

Beweis. Falls f konstant ist, miissen wir nichts zeigen. Jedes x € ]a, b[ erfiillt die Aussage.

Sei f nicht konstant. Dann gibt es ein y € Ja, b[ mit f(y) > f(a) oder f(y) < f(a). Das
bedeutet, dass entweder das globale Maximum oder das globale Minimum im Inneren
]a, b[ angenommen wird. Dort ist f differenzierbar. Also folgt nach Satz dass es ein
x € |a,b[ gibt mit f'(z) = 0. O

Der folgende Satz ist ein einfaches Korollar aus dem Satz von Rolle.

Satz 13.5 (Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Sei f: [a,b] — R eine stetige
Funktion, die auf ]a,b| differenzierbar ist. Dann existiert ein x € Ja, b[ mit

1) = f(a)

7wy = H0 =

Beweis. Wir definieren die Hilfsfunktion F': [a,b] — R durch
f(b) = f(a)

F) = 1) - TO D g,
Sie hat dieselben Eigenschaften wir f: sie ist auf [a, b] stetig und auf ]a, b[ differenzierbar.

Auflerdem gilt:
Fla) = f(a) = F(b).
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Nach dem Satz von Rolle existiert ein x € Ja, b[ mit

0= F/(.CC) _ f/($> _ f(bl)) : C-]:(a')
O

Korollar 13.6 (Schrankensatz, Version 1). Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion, die
auf Ja, b differenzierbar ist. Es gebe m, M € R, so dass fiir alle x € ]a,b[ gilt:

m < f(x) < M.
Dann gilt fiir alle 21,9 € [a,b] mit x1 < z3:
m(xe —x1) < f(z2) — f(x1) < M (22 — 27).

Beweis. Seien x1, x5 € [a,b] mit 1 < x5 beliebig. Aus dem Mittelwertsatz folgt, dass
es ein x € [x1, x2] gibt mit

f@2) = f(z1) = f'(2) (22 — 21).
Wenn aber fiir f/(z) Schranken m und M existieren, folgt daraus die Aussage
m(wy — 1) < fx2) = f(21) < M(z2 — 21).
O

Korollar 13.7. Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion, die auf Ja,b[ differenzierbar ist.
Wenn f'(x) = 0 fir alle x € Ja.b[ gilt, dann ist | konstant.

Beweis. Dies ist ein Spezialfall des Korollars [I3.6] fiir m = M = 0. O

Korollar 13.8. Seien f,g: [a,b] > R stetige Funktion, auf |a, b differenzierbar, so dass
fiir alle x € Ja.b]

f'(@)=g'(z)
gilt. Dann gibt es ein c € R, so dass g = f + ¢ gilt.
Beweis. Wende das Korollar [[3.7) auf die Funktion F' = f — g an. O

Korollar 13.9 (Schrankensatz, Version 2). Sei I ¢ R und f: I — C differenzierbar. Es
gebe ein Le R, L > 0, so dass
[0 < L.

Dann folgt fiir alle x1,x5 € I:

|f(z2) — f(z1)| < Llz2 — 24].
Beweis. Dies folgt aus Korollar mit m = —L und M = L. O

Satz 13.10 (Monotoniekriterium). Sei f: Ja,b[ — R differenzierbar. Dann gilt:
I.Va<x<b: fl(x) 20 < f ist auf ]a,b[ monoton wachsend
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2. Va<z<b: f'l(x) >0 = f ist auf]a,b] streng monoton wachsend
3. Va<z<b:f'(r) <0 < f ist auf]a,b] monoton fallend
)

4. NYa<z<b:f(x)<0 = f ist auf]a,b| streng monoton fallend

Wenn f sogar auf [a,b] definiert und dort stetig, so gelten die Aussagen 1 bis 4, wenn
man auf der rechten Seite |a,b[ durch [a,b] ersetzt.

Beweis. Esseia < x1 < x9 < b. Aus dem Mittelwertsatz folgt, dass es ein x € [x1, z2]

gibt mit
f(x2) — flz1)
X9 — I

= f'(z).
Aquivalent dazu ist
f(x2) = f(z1) = f'(2)(22 — 21),

wobel xo — 21 > 0. Also gilt f'(x) > 0 genau dann, wenn f(x2) > f(z2). In diesem Fall
ist f monoton wachsend.

Wenn f/(z) > 0, dann folgt f(xz2) > f(x1) und f ist streng monoton wachsend.

Die anderen Félle sind analog. O
Bemerkung 13.11. Man beachte, dass aus der Tatsache, dass f streng monoton wach-
send ist, nicht ohne weiteres folgt, dass die Ableitung f’ immer positiv ist. Ein Gegenbei-

spiel ist die Funktion  — 2% an der Stelle 0. Also sind im vorigen Satz die Implikationen
(2) und (4) nicht umkehrbar.

Bemerkung 13.12. Das Monotoniekriterium [13.10] liefert ein Moglichkeit, Funktionen
auf lokale Extrema hin zu testen. Als Beispiel betrachten wir

f: R-R, f(z) =2z

Es ist offensichtlich, dass f in x = 0 ein lokales Minimum hat. Wir kénnen versuchen
mittels der Ableitung auf ein lokales Minimum zu testen. Es gilt

£(0) = 43|, = 0.

Das ist aber nicht(!) hinreichend als Bedingung fiir ein lokales Minimum. Man sieht aber,
dass f’ in 0 einen Vorzeichenwechsel hat: f'(x) < 0 fiir alle x < 0 und f’(x) > 0 fiir alle
x > 0. Das beudeutet, dass f auf R streng monoton fallend und auf R~ ¢ streng monoton
wachsend ist. Weil f insbesondere stetig ist, folgt, dass f in 0 ein lokales Minimum hat.

Natiirlich ist 0 ein globales Miminum und die einfachste Weise, das zu sehen, ist zu
bemerken, dass
>0 = 2z #0.

Ein besseres Beispiel fiir den Test mittels Vorzeichenwechsel ist die Funktion
g R->R, g)=2z01+2%) =2"+a2"
Diese Funktion hat ein lokales, aber kein globales Minimum in z = 0. Die Ableituug ist
d(z) = bat + 42® = 23 (52 + 4).

Man sieht, dass ¢’(0) = 0 und dass ¢’ einen Vorzeichenwechsel durchliuft, von Minus nach
Plus. Es folgt, dass 0 ein lokales Minimum von g ist.
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Definition 13.13. Sei ] < R und f: I — R. Wir sagen, dass x € |
e cin strenges lokales Mazimum ist, wenn ein § > 0 existiert, so dass fiir alle y €
o = 6,2+ [,y # x gilt: f(y) < f().

e cin strenges lokales Minimum ist, wenn ein § > 0 existiert, so dass fiir alle y €
o = 6,2+ [,y # x gilt: f(y) > f(x).

Satz 13.14. Sei f: ]a,b[ — R eine differenzierbare Funktion. Sei a < x < b ein Punkt,
in dem f zweimal differenzierbar ist, und es gelte

() =0 und f"(z)>0 (bzw. f"(z)<0).
Dann besitzt f in x ein strenges lokales Minimum (Mazimum).

Beweis. Sei f”(z) > 0. Der Fall f”(x) < 0 geht durch Ubergang zu —f aus diesem ersten
Fall hervor. Nach Voraussetzung gilt also

Es gibt demnach ein € > 0, so dass fiir allea < £ <bmit 0 < |{ —z| <e¢
f'(€) = f'(x)
-7

gilt. Hier wurde benutzt, dass f’ in x stetig ist; das ist in Ordnung, weil f’ in  sogar
differenzierbar ist.. Da f'(z) = 0 folgt daraus:

>0

eVae—e<i<uax:fl() <0
eVa<é<z+e:fl(§)>0

Nach dem Monotoniekriterium [13.10|ist f deshalb auf [z — €, 2] streng monoton fallend
und auf [z, z +¢] streng monoton wachsend. Das bedeutet, dass f in z ein strenges lokales
Minimum besitzt. O

Bemerkung 13.15. Satz gibt ein hinreichende Bedingung fiir die Existenz eines lo-
kalen strengen Extremums im Inneren eines Intervalls, aber keine notwendige Bedingung.
Die Funktion z +— % hat in 0 ein strenges lokales Minimum. Es gilt jedoch f”(0) = 0.

13.2 Konvexe und konkave Funktionen

Definition 13.16. Sei I < R ein (un-)eigentliches Intervall. Eine Funktion f: I — R
heiflt konvex, wenn fiir alle z1,22 € I und alle A€ R,0 < A < 1 gilt:

fAzr+ (1= Na2) < Af(x1) + (1= N)f(x2).
Eine Funktion f: I — R heifit konkav, wenn —f konvex ist.

Bemerkung 13.17. Beachte:
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1. Sei 1 < 2. Die Konvexitéitsbedingung sagt dann, dass die Gerade (Sekante) durch
die Punkte (z1, f(x1) und (z2, f(z2) im Intervall |a;, z3[ oberhalb des Graphen von
f verlauft.

2. Die Funktion f ist genau dann konkav, wenn fiir alle alle 1,25 € I und alle \ €
R,0 < A <1 gilt:

FOzy + (1= Nz2) = Mf(21) + (1 — X) f(x2).

Diese Bedingung besagt, dass die Sekante durch (x1, f(z1) und (z2, f(x2) untrhalb
des Graphen von f verlduft.

Beispiel 13.18. Die Exponentialfunktion ist konvex. Der (natiirliche) Logarithmus ist
konkav. Die Funktion x — z? ist konvex. Die Funktion x — 23 ist auf R konvex und
auf R« konkav.

Satz 13.19. Sei I < R ein offenes (un-)eigentliches Intervall und sei f: I — R eine
zweimal differenzierbare Funktion. Die Funktion f ist genau dann konvex, wenn fir alle
xel gilt: f"(z) = 0.

Beweis. “<=” Sei f"(z) = 0 fiir alle € I. Dann ist f’ auf I nach Satz [13.10| monoton
steigend. Seien x1,z9 € I, 21 < 22,0 < A < 1 und setze z = Az1 + (1 — A\)zo. Dann gilt:
x1 < & < z. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein & € |z1,2[ und ein & € |a, x5[ mit

Es gilt:
21371’1:(17)\)(1’271’1) und 13271':)\(1’27:)91).

Daraus folgt:

flx) — f(z1) < f(@2) — f(z)
1-x = A '
Nach Auflésen der Briiche folgt:
flx) < Mf(x1) + (1 = A) f(22).

Also ist f konvex.

“=" Sei f konvex. Wir nehmen an, es gébe ein xg € I mit f”(z¢) < 0. Setze ¢ = f'(xo)
und

p: I >R, p(z) = f(x) —clx — x0).
Dann ist ¢ zweimal differenzierbar mit

¢(x0) = f(20), ¢'(z0) =0 und ¢" () = f"(x0) <O0.

Nach Satz [13.14] ist xg ein strenges lokales Maximum von ¢. Es gibt also ein h > 0, so
dass [zo — h,zo + h] = I und

@(ro —h) <p(zo) und @(xo + h) < @(z0).
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Daraus folgt:

F(o) = plao) > 5 ((mo — ) + plaro + 1)
= %(f(% — h) = c((xo — h) — x0) + f(xo + h) — (w0 + h) — 0))
= %(f(xo —h) + f(zo + 1))

Das steht aber im Widerspruch dazu, dass f konvex ist. (Setze ©1 = 29 — h, x9 = xg + h
und A = 1. Dann ist 2o = Azq + (1 — A)aa). O

13.3 Die Regeln von de I’Hépital

Guillaume Frangois Antoine, marquis de L'Hopital https://de.wikipedia.org/wiki/
Guillaume_Franj,C3%,A70is_Antoine, Marquis_de_L%E2780%99Hospital

Lemma 13.20. Sei f: ]0,a[— R eine differenzierbare Funktion mit

lim f(z)=0 wund lim f'(z)=c.

z—0+ z—0+

Dann gilt: lim,_,o4 f(z)/z = c.

Beweis. Wir betrachten den Spezialfall ¢ = 0. Die Voraussetzung lim, o4 f'(z) = 0
bedeutet, dass ein § > 0 existiert, so dass fiir alle 0 < z < § gilt:

o @) = fw)

yor |z =y

(@) <.
Daraus folgt, dass fiir alle z,y €10, 0[ gilt:
[f(@) = f(y)| <elz—yl.

Wir bilden jetzt auf beiden Seiten den Grenzwert fiir y — 0. Wegen der Voraussetzung
f(y) = 0 geht die Ungleichung iiber in folgende Ungleichung:

(@) =1f(2) - lim f)] <elor— lim y|=elz].

Daraus folgt fiir alle 0 <z <6
|/ ()]

x

<e.

Das ist die Behauptung im Fall ¢ = 0.

Der allgemeine Fall folgt aus dem Spezialfall, indem man die Funktion g(z) = f(z) — cz
betrachtet. O

Lemma 13.21. Sei f: ]a,+o0[ — R eine differenzierbare Funktion mit

lim f'(z) =c.

r——+00
Dann gilt lim,—, o, f(z)/z = c.
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Beweis. Wir betrachten zuerst den Spezialfall ¢ = 0. Wegen lim,_,o, f/(z) = 0 gibt es zu
jedem € > 0 ein xg > a, so dass fiir alle x > z( gilt:

/ g
< -
7@l <
Aus dem Schrankensatz folgt fiir alle x > x¢:
€
|f(z) = f(wo)] < 5(3& —xp).

Bisher galt nur x¢ > 0, aber wir konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen,
dass zg > max{a, 0}. Fiir alle > max{zo, M} folgt dann:

@) @) = flzo)l | [f o)l _ /(@) = flzo)| | |/ (o)l
T 61: T T — To T
+§ = €.

<

NCRNO)

Das ist die Behauptung im Spezialfall ¢ = 0.
Der allgemeine Fall folgt aus dem Spezialfall, indem man die Funktion g(z) = f(z) — cx
betrachtet. O

Satz 13.22 (de L'Hopital). Seie f,g: ]a,b[— R differenzierbare Funktionen, wobei —o0 <
a < b< +w. Es gelte g'(x) # 0 fiir alle x € I. Ferner existiere der Limes
f'(x)
v—b— g'(z)

Dann folgt:

1. Wenn lim g(x) = liril f(z) =0, dann ist g(x) # 0 fir alle v € I und

x—b—

lim M =c
z—b— @ {L')

2. Wenn lim g(x) = o0, so existiert ein a < xg < b mit g(x) # 0 fir alle x > xg

T—b—
und es gilt
f(x)

lim —= =c¢
z—b— g(x)

Analoge Aussagen gelten fir limg, ., .

Beweis. Wir beweisen Teil 2, indem wir die Aussage auf Lemma [13.21] zuriickfhren. Teil
1 wird analog mit Hilfe von Lemma [13.20| bewiesen.

Behauptung: g ist streng monoton und g’ wechselt auf ]a, b[ nicht das Vorzeichen.

Wenn es 1, 22 € Ja, b[ giibe, so dass ¢'(z1) und ¢'(x2) entgegen gesetze Vorzeichen hitten,
so wire g nach dem Monotoniekriterium[I3.10]in einen gewissen Bereich monoton steigend
und in einem anderen Bereich monoton fallens. Dann beséfle g ein lokales Extremum und
nach Satz[13.2] giibe es ein « € [z, z2] < ]a, b[ mit ¢’(z) = 0. Diese Méglichkeit ist explizit
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ausgeschlossen worden. Es folgt, dass ¢’ nicht das Vorzeichen wechselt. Wieder nach dem
Monotonitekriterium folgt, dass g streng monoton (fallend oder steigend) ist.

Fall 1: g fallt streng monoton. Dieser Fall geht aus dem Fall 2 hervor, indem man zu —g
iibergeht.

Fall 2: g wichst streng monoton. Es gilt liril g(x) = +oo. Sei g(Ja,b]) =]A, +0[, wo-
bei A = lim, 4 g(z). Sei h: A, +00[— Ja, b die Umkehrfunktion von g. Betrachte die

Hilfsfunktion
F=foh: ]A +xo[—R.

Nach der Kettenregel [11.17|und dem Satz[11.19]{iber die Ableitung der Umkehrfunktion
folgt fiir alle y > A:

F'(y) = f'(h(y))W' (y) = m'
Die Voraussetzung sagt: (=)
. / i f/ -
i, ) = Jim Gy e

Wir koénnen jetzt das Lemma auf F anwenden. Es besagt dann:
F
lim 7@) =
y—o Y

Sei (zn)nen eine Folge in I =]a,b[ mit Grenzwert b. Setze y, = g¢(z,). Dann folgt
lim,, o g(x,) = 00 und es gilt:

f(zn) F(yn)) _ . Flyn)

lim ——= = lim EEACALYANS
n—=w g(Tn)  now Yy n—w0 Yy,
Weil die Folge (,,)nen beliebig war, folgt die Aussage von Teil 2. O

Beispiel 13.23. Es gilt nach de L’Hopital:

lim sin(z) ~ lim cos(x) _1
z—0 T z—0 1
x #0

14 Die Zahl 7w, weitere trigonometrische Funktionen
und Polarkoordinaten

14.1 Definition von 7

Zur Erinnerung aus Lemma

e}
(_1)k ok $2 .T4 1‘6
cos(x)=2 et =l -
(2R 2 46
© 3 5 7
. _ (=" okt _ rz T
sin(w) = ;0 2k + 1)! BT T T
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Satz 14.1 (Abschéitzung der Restglieder). FEs gilt

n 1 k
cos(z) = kz::o ((2k§! 22k 4 Ton+2(T)
sin(z) = Zn: ix%ﬂ + rop+3(x),
= (2k + 1)!
mat
-
[ronta(z)| < 2n 7o) fiir |x| < 2n+ 3,
T 2n+3 }
[rony3(z)] < (|2n|+3)' fir |z <2n+ 4.

Beweis. Es ist

$2n+2 l'2
ren2(7)) = L5 (1 T @na3)@ntd) ) '

Fiir k > 1 setze

22k
T on+3)n+d) .. 2n+2k+2)
Damit gilt erstens
22n+2
Tonto(x)) = im(l—al +as—asgt...) (14.2)

und zweitens fiir alle |z| < 2n + 3

2

(2n+2k+1)(2n+ 2k +2)°

ap = Q-1

Solange |z| < 2n + 3, ist die Folge (aj)ren €ine streng monoton fallende Nullfolge mit
1>a1>ay>a3>...>0.
Wie im Beweis des Leibnizkriteriums fiir alternierende Reihen folgt daraus
0<l—a;4+ay—az+...<1.

Aus (14.2) folgt dann die Behauptung

|x|2n+2

< —.
Iren+2(@) < 5 255

Der Beweis der Abschétzung des Restglieds des Sinus geht analog. O

Lemma 14.3. Es gilt:
1. cos(0) =1
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2. cos(2) < —%
Beweis. Weil e® = 1 folgt: ‘
cos(0) = Re (e"?) = 1.
Um die Abschitzung zu beweisen, nutzen wir den Satz
2
cos(z) =1— -5t ra(x),
wobei fiir |z| <5
e < 28
SIS
Fiir z = 2 ergibt sich
16 2
2 =1-2 2 d 2| <= ==,
cos(2) +74(2) und |re(2)] 51 =3
Es folgt:
2 2
)< -1+ -=—-.
cos(2) + 3 3
O
Lemma 14.4. Fir alle x € ]0,2] ist sin(x) > 0.
Beweis. Fiir x # 0 konnen wir die folgende Umformung machen:
sin(z) =x +r3(z) =« <1 + rg(:c)> .
x
Nach der Abschiitzung des Restglied gilt
3
T
rafa)] < -
fiir alle |z| < 4. Fiir alle 0 < z < 2 gilt also
)| e 1P _4_2
x 31 || 3! 6 3
und damit () )
. rs(T x
= 1 = 1—--]==->0
sin(z) =« < . > < 3>
fiir alle 0 < & < 2. O

Proposition 14.5. Der Cosinus hat im Intervall ]0,2] genau eine Nullstelle.

Beweis. Der Cosinus ist stetig. Es gilt cos(0) = 1 und cos(2) < 0 nach Lemma Daher
hat der Cosinus nach dem Zwischenwertsatz [L0.40|in ]0, 2] mindestens eine Nullstelle.

Die Ableitung des Cosinus ist —sin und diese ist auf ]0,2] kleiner als Null nach Lem-
ma Aus dem Monotoniekriterium [13.10| folgt dann, dass der Cosinus in [0, 2] streng

monoton fallend ist. Also hat er hochstens eine Nullstelle in [0, 2].

O

Definition 14.6. Nach Proposition hat der Cosinus in ]0, 2] genau eine Nullstelle

zo. Wir definieren:
T = 2xg.
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14.2 Grundlegende Aussagen iiber Sinus und Cosinus
Proposition 14.7 (Additionstheoreme von Sinus und Cosinus). Fir alle z,y € R gilt:

cos(x + y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)
sin(z + y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)

Beweis. Mit Hilfe der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion folgt:

cos(z + y) + isin(z + y) = !@HY) = 7. oW — (COS(H?) + isin($)> (COS(@/) + Z'Silﬂ(y)>

= cos(z) cos(y) + i cos(x) sin(y) + isin(z) cos(y) — sin(x) sin(y)
= cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y) + i (sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y))

Jetzt vergleichen wir Real- und Imaginérteile und die behaupteten Gleichungen folgen. [

Lemma 14.8. Es gilt:

Beweis. Nach Definition gilt: cos(%) = 0. Es folgt:
sin(g)2 =1- cos(g)2 =1
Nach Lemma ist sin() > 0. Es folgt also:
0
in(~) = 1.
sin( 2)

Insbesondere folgt dann auch:

€'t = cos(g) + isin(g) =1
Die anderen Gleichung folgen aus e’z = i". O
Lemma 14.9. Es gilt:
cos(x + 2m) = cos(x) sin(x + 27) = sin(z)
cos(xz + m) = — cos(x) sin(z + m) = —sin(x)

Beweis. Diese Aussagen folgen direkt aus dem Additionstheorem und den speziellen
Werten aus Lemma [[4.8 O

Lemma 14.10. Es gilt:

1. Ist x € R eine Nullstelle des Sinus, dann existiert ein n € 7 mit x = nr.

2. Ist x € R eine Nullstelle des Cosinus, dann existiert ein n € Z mit x = nmw + 7.
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Beweis. Wir beweisen nur Teil 2. Der andere Teil geht &hnlich. Wir wissen schon nach
Proposition[I4.5|bzw. Defintion[14.6] dass die Zahlen der Form nr+ 7 fiir n € Z Nullstellen

des Cosinus sind, denn es gilt cos(3) = 0 = cos(2f) nach Lemma und der Cosinus

ist auf Grund desselben Lemmas 27-periodisch.

Es bleibt zu zeigen, dass es keine anderen Nullstellen gibt. Wir nehmen an, dass = eine
Nullstelle ist, die nicht von der Form nw + 7 ist. Wegen den Gleichung in ist dann
x + km fiir alle k € Z auch eine Nullstelle des Cosinus. Dann kénnen wir mittels dieser
Periodizitét ein Z €]0, 7| finden mit cos(Z) = 0. Man addiert einfach 7k fiir ein k € 7Z, bis
T =+ mk in 0, 7| liegt.

Wir wissen aus Proposition dass 5 die einzige Nullstelle in ]0, 2] ist. Wieder mittels
der Gleichungenkann es dann aber keine weitere Nullstelle in ]0,2] U[Z, 22[ =10, 3% [
geben. Das Intervall deckt also den Bereich |0, 7| ab, in dem Z liegen miisste; Z und daher
auch x konnen nicht existieren. O

Satz 14.11. Wir fassen zusammen:

1. Die Funktionen sin, cos: R — R sind periodisch mit Periode 2w, d.h. fiir alle x € R
gilt:
sin(z) = sin(z + 2m) wnd cos(z) = cos(z + 2m).

2. Die Exponentialfunktion ist periodisch mit Periode 2mi, d.h. fir alle z € C gilt:

exp(z) = exp(z + 2mi).

Beweis. Wir haben Teil 1 schon in Lemma bewiesen. Teil 2 folgt jetzt mittels der
Formel _

€'Y = cos(yp) + isin(p)
fur alle ¢ € R. O

a

14.3 Weitere trigonometrische Funktionen

Wir wissen jetzt also, dass der Kosinus im Intervall | — 7, 7 [ positiv ist. Wegen sin’ = cos
folgt aus dem Monotoniekriterium, dass der Sinus auf [—7, 7] streng monoton steigend ist.
Deshalb existiert dort seine Umkehrfunktion. Ahnlich argumentiert man fiir den Cosinus;

er ist auf [0, 7] streng monoton fallend.

Definition 14.12. Wir definieren:

o3 IR

1. Die Umkehrfunktion des Sinus sin: [-F, 5] — [—1,1] ist

—_

[——

—
|

arcsin: [—1, , =
2°2
der Arcus sinus.
2. Die Umkehrfunktion des Cosinus cos: [0,7] — [—1,1] ist
arccos: [—1,1] — [0, 7]

der Arcus cosinus.
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Proposition 14.13. Die Funktionen arcsin und arccos sind stetig und im Intervall |—1,1]
unendlich oft differenzierbar und es gilt:

arcsin’(z) = —— und arccos'(z) =

V1 —22

Beweis. Der (Co-)Sinus ist auf ganz R unendlich oft differenzierbar. Also sind nach
Satz [10.65| der Arcus Sinus und der Arcus Cosinus auf ihrem Definitionsgebiet [—1,1]
stetig.

2 -1

Fiir die Differenzierbarkeit miissen wir die Nullstellen der Ableitungen von sin und cos
vermeiden. Diese liegen gerade dort, wo sin und cos die Werte £1 annehmen. Nach dem
Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion sind die Funktion arcsin und arccos auf
] — 1, 1[ unendlich oft differenzierbar. Es gilt weiter:

sin’(x) = cos(z)
Die Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion ist dann:

1

arcsin’(z) = (sin’(au‘csin(x))71 = cos(arcsm(@)

Um weiter zu rechnen, benutzen wir
sin +cos®> =1 < cos(x) = /1 —sin(z)2.

1 ~ 1 o
cos(arcsin(zx)) 4/1 — sin(arcsin(x))2 CV1I—a22

Genauso rechnet man nach:

Also:

arcsin’(z) =

1 1 1
arccos’ () = — = = :
(@) == sin(arccos(z))  —4/1 — cos(arccos(z))? Va2 —1

O
Definition 14.14. Eine weitere fundamentale Funktion ist der Tangens definiert durch

_ sin(z)

[ - R, tan(z) =

tan: | — g,

SR

cos(z)’
Natiirlich kann man diese Funktion auf R — Null(cos) = R — {7 + k7 | k € Z} definieren.
Lemma 14.15. Die Funktion tan: | — 3, Z[— R st differenzierbar und es gilt:

1
cos(x)2’

tan’(z) =

Beweis. Nach der Quotientenregel [11.12]ist der Tangens differenzierbar und es gilt:
d (sin(x)) ~ cos(x)? + sin(z)? 1

tan'(2) = da \ cos(z) -

cos(z)? - cos(z)?’
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Lemma 14.16. Der Tangens ist im Intervall | — 3, 5[ streng monoton wachsend und
bildet das Intervall bijektiv auf R ab.

2 ™ s

>Ofﬁrallef§<x<§.

Aus dem Monotoniekriterium [13.10|folgt, dass tan auf | — 7, 7[ streng monoton wachsend

Beweis. Wir haben gerade gesehen, dass tan’(z) = cos(z)~
st
ist. Insbesondere bildet tan das Intervall | — 7, [ bijektiv auf sein Bild ab.

Wir zeigen jetzt:
. ™
tan(z) —» 40 fiir = — 3

Wegen tan(—x) = — tan(z) folgt dann automatisch

tan(z) - —oo  fiir = — —g.

Damit ist das Bild des Tangens

und das Lemma ist bewiesen.

Sei jetzt (zn)nen ein Folge in | — 5, [ mit

. T
lim z,, = —.
n— 2

Wir kénnen auch noch voraussetzen, dass x, > 0 fiir alle n € N. Dann ist fiir alle n € N

Yn = M > 07
sin(zy,)
und es gilt:
lim 4, — l.imnﬁgo sin(x,,) _ C.OS(’/T/Q) _o.
n—0o0 lim,, o cos(x,)  sin(w/2)

Aus Proposition folgt dann

1
+00 = lim — = lim tan(x,).
n—ao0 yn n—0o0

O

Definition 14.17. Die Umkehrfunktion des Tangens tan: | — 7, Z[— R ist der Arcus

tangens
T

33l
Lemma 14.18. Der Arcus tangens ist differenzierbar und es gilt fir alle v € R

1
1422

arctan: R — | —

arctan’(z) =

m T

Beweis. Weil der Tanges auf | -7, 7 differenzierbar ist und ohne Nullstelle der Ableitung,
ist der Arcus tangens differenzierbar, und es gilt:

arctan’(z) = (tan'(arctan(x))71 = cos(arctan(z))?
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Setze y = arctan z. Es folgt:

z? = tan(y)? = sin(y)” = L — cos(y)” = L 1
cos(y)? cos(y)? cos(y)?
Das ist dquivalent zu:
(2 — 1
cosly) = T

Wir machen jetzt unsere Substitution riickgéngig und es folgt:

9 1

arctan’(z) = cos(arctan(z))® = T
T

14.4 Polarkoordinaten

Wir kénnen eine Ebene parametrisieren, indem wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem
wéhlen. Das bedeutet, dass man eine Ursprung, die “Null”, auswéhlt und dazu noch zwei
Richtungen, die einen rechten Winkel zueinander haben. Im IR? ist uns Null, aka. der
Nullvektor, schon vorgegeben. Wir kénnen noch eine R-Basis {vy,ve} = R? withlen, so
dass erstens |vi| = |vg| = 1 und < v1,v9 >= 0 ist. Man nennt dies eine “Orthonormal-
Basis”. Im R? ist eine (kanonische) Wahl v; = (1,0) und vo = (0, 2). Natiirlich kann man
andere (orthonormale) Basen wihlen. Ein Punkt (Vektor) v € R 148t sich dann eindeutig
als Linearkombination der Basis schreiben:

V= AU + AovUg s )\1,)\2 € R.
Im Spezialfall v; = (1,0) und vy = (0, 1) liefit sich das als
v =A1(1,0) + A2(0,1) = (A1, \2) € R?. (14.19)

Wenn wir R? mit C identifizieren, so identifiziert man (1,0) mit 1 und (0,1) mit i. Also
bilden 1 und 7 eine Orthonormal-Basis von C iiber R. In der Gleichung ((14.19)) wird dann
A1 zum Realteil und Ao zum Imaginérteil von v.

Die Wahl eines Koordinatensystems ist oft sehr angenehm fiir Berechnungen, aber immer
vom Betrachter abhéngig und vollig willkiirlich. Es gibt viele andere Moglichkeiten, die
Ebene zu parametrisieren. Eine weitere wichtige Moglichkeit sind Polarkoordinaten. Man
kann einen Punkt in € — {0} auch dadurch beschreiben, dass man den Winkel angibt,
den die Gerade durch 0 und den Punkt mit der positive reellen Achse bildet, und den
Abstand der Punktes von 0.

Satz 14.20 (Polarkoordinaten von C). Jede komplexe Zahl z 1ifit sich schreiben als
z=r-e%,

wobei ¢ € R und r = |z| € Rxg. Fiir z # 0 ist ¢ bis auf Addition von 2nk, k € Z eindeutig
bestimmdt.
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Die Zahl ¢ ist der Winkel im Bogenmaf} zwischen dem Ortsvektor von z (bzw. der Gera-
den durch z und 0) und der positiven reellen Achse, wenn man bei der positiven z-Achse
anfingt und im mathematisch positive Sinn (also gegen den Uhrzeigersinn) bis zum Orts-
vektor von z geht. Man nennt ¢ auch das Argument und

z=r-e%,
die Polarkoordinatendarstellung von z.
Beweis. Gegeben eine komplexe Zahl z = e’ in Polarkoordinatendarstellung, dann ist
x =rcos(p) =Re(z) und y =rsin(p) =1Im(z),

also z = x + 1y in der bisher iiblichen Schreibweise.

Fiir z = 0 ist z = 0 - €'Y mit beliebigem ¢ eine Polarkoordinatendarstellung. Sei z # 0.
Setze

r=|z|, w=|Z—‘=E , a=Re(w) und b=Im (w),
zl o
so dass gilt:
w=a+ib, [w=1,a+b*=w®=1, und |a,|b] <1 (14.21)

Setze jetzt

arccos(a) , wenn b =0

=3 _
arccos(a) , wenn b <0

Dann gilt w = €% denn fiir € [0, 7]
e = cos(p) + isin(p) = a +ib = w,

wie man mit einer Fallunterscheidung nach b > 0 und b < 0 und den Gleichungen (|14.21))
leicht sehen kann. Es folgt:

z = |z|i = rw = re’.

2|
O
Wir haben insbesondere gezeigt:
Proposition 14.22. Sei z € Z eine Zahl mit |z| = 1. Dann ezistiert ein eindeutig
bestimmtes 0 < ¢ < 2w mat
z = e,

Bemerkung 14.23. Man beachte, dass sich die Multiplikation komplexer Zahlen in
Polarkoordinaten besonders einfach schreiben 1483t. Seien r,s > 0 und ¢, ¥ € R. Fiir

z=re® und w = se"

gilt:
Zw = (Tew) (w = Sem) = rset?,

Damit erhélt man wieder die geometrische Interpretation der komplexen Multiplikation
aus Bemerkung [2:28 bzw. Lemma [2.29]
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14.5 Sinus hyperbolicus, Cosinus hyperbolicus und die Area-Funk-
tionen

Definition 14.24. Wir definieren die Funktionen Sinus hyperbolicus
sinh: R — R sinh(z) = %(em —e )
und Cosinus hyperbolicus
cosh: R — R cosh(z) = %(eg” +e 7).
Lemma 14.25. FEs gilt fir alle x € R:

cosh(z)? — sinh(z)? = 1

Beweis. Aus den Definitionen folgt:

cosh(z)? — sinh(z)? = 1 ( e’ +e ") — (e — e ")?)
1
=1 (e% + 2% 4 72 — 2 4 9eTe T — 6_2””)
=e%e " =1.
O
Lemma 14.26. Die Funktionen sind tiberall unendlich oft differenzierbar und es gilt:
sinh’(z) = cosh(x) wund cosh’(r) = sinh(z).
Der Sinus hyperbolicus ist streng monoton steigend.
Beweis. Man rechnet einfach nach:
1d 1
: / R O ARk A W N —T\ _
sinh’(z) = 5 dx(e e 2(6 + e %) = cosh(z)
1d 1
/ _ xT —x — T —x — 3
cosh’(z) = 5 dx(e +e7 ") 2(6 e~ ") = sinh(x)
Die Tatsache, dass sinh streng monoton steigend ist, folgt aus dem Monotoniekriterium
und der Tatsache, dass e*,e™® > 0 fiir alle x € R. O]

15 Die komplexen Zahlen sind algebraisch abgeschlos-
sen

Satz 15.1 (Fundamentalsatz der Algebra). Der Kirper C ist algebraisch abgeschlossen.
Genauer: fiir n € N seien aq,...,a, € C,a, # 0 und

n
= Z akzk.
k=0
Dann existiert ein z € C mit p(z) = 0.
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Hier ist es wichtig, dass n = 0 explizit ausgeschlossen ist. Ein Polynom vom Grad n = 0
ist konstant. Wenn es nicht gerade konstant Null ist, hat es keine Nullstelle.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annhemen, dass a, = 1 ist.
Wenn nicht, so kénnen wir die Gleichung p(z) = 0 durch a,, # 0 teilen.

Setze p = inf,eq [p(2)|. Diese Infimum existiert nach dem Satz [6.19) denn die Menge
{Ip(2)|| z € C} ist offensichtlich nicht leer und nach unten beschréinkt.

Wenn |z| = R, folgt

n—1

=R"|1+ Z apz"m
k=0

p(2)] =

3

n—1
2"+ Z apz”
k=0

und daher
|p(z)] = +o0 fiir R — oo.

(Das ist auch Gegenstand von Lemma [10.37}) Also existiert ein Ry > 0, so dass fiir alle
z € C mit |z] > Ry gilt: |p(2)| > p. Es folgt:

= inf z)|,
1 ZGBRO(O)IP( )|

wobei
Bp,(0) = {we C||w| < Ro}

der abgeschlossene Ball mit Radius Ry um 0 ist. Weil p stetig ist, nimmt p nach Satz[10.45]
auf Bg,(0) sein Infimum an. Das heifit, es existiert ein zg € Bg,(0) mit |p(z0)| = p.

Behauptung: p = 0.

Wenn das nicht der Fall ist, setze

p(z + 20)
p(20)

Dann ist ¢ ein nicht-konstantes Polynom mit ¢(0) = 1 und |¢(z)| = 1 fiir alle z € C. (Die
letzte Aussage folgt, weil p bei 2 sein globales Minimum hat.)

q(z) =

Es gibt ein kleinstes k € N, 1 < k < n, so dass

q(2) =1+ bp2" + .. 4+ bp2"
mit by # 0. Nach Proposition gibt es ein ¢ € R mit

eFby = —|by.
Dann folgt fiir alle » > 0:
lg(re™)| < 14 |br(re™)F| + by 4 b

=1 —r¥bg| + bpyrr® 4 b

=1- rk(|bk| —bpy1r— ... — bnr”_k)
Aber fiir geniigend kleines r > 0 ist der Ausdruck in Klammern positiv, also

lg(re®®)| < 1.

Das ist ein Widerpsruch. O
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16 Gleichmiflige Konvergenz und Differentiation, Ab-
leitung von Potenzreihen

Das Ziel dieses Abschnitts ist zu zeigen, dass Potenzreihen innerhalb ihres Konvergenzra-
dius unendlich oft differenzierbare Funktionen sind. Dazu bendtigen wir zunéchst, wie sich
gleichméBige Konvergenz und Differentiation zueinander verhalten. Man beachte, dass
Differentiation und eine wie auch immer konvergierende Funktionenfolge zwei verschiede-
ne Grenzprozesse sind, und am Ende wollen wir diese Prozesse miteinander vertauschen:
die Ableitung der Grenzfunktion ist die Grenzfunktion der Ableitungen der Funktionen in
der Folge. Dazu eine Warnung: Zwei Grenzprozesse lassen sich nicht ohne weiteres
vertauschen!

Beispiel 16.1. Definiere fiir m,n € N die Terme

n
s = .
™ m4n
Dann gilt fiir alle n € N
. . n
lim $,,, = lim =0,
m—0o0 ’ m—o0 m +n

also

lim lim s,,, = lim 0= 0.
n—00 M—00 ’ n—00

Andererseits gilt fiir alle m € N:

n
lim s = lim = lim =1
n—0o0 L n—o m + n n—0o0 % —+ 1 ’

also
lim lim s, = lim 1=1.

m—00 n—00 m—00

Man muss grofie Sorgfalt walten lassen, wenn man zwei Grenzwerte vertauschen will. Die
néichsten beiden Sétze werden das fiir uns bewerkstelligt.

Satz 16.2. Sei (fn: [a,b] — IR)nE]N eine Folge differenzierbarer Funktionen, so dass

1. ein Punkt zq € [a,b] existiert, an dem die Folge (fn (xo))neN konvergiert und

2. die Folge (f])nen gleichmiflig konvergiert.

Dann konvergiert die Folge (fn)nen gleichmdfSig auf [a,b] gegen eine differenzierbare
Funktion f und es gilt fiir alle x € [a, b]

f'(x) = lim f)(x).
n—0o0
Korollar 16.3. Sei a € C und sei P(z) = >, cr(z — a)* eine Potenzreihe um a mit

Konvergenzradius r(P) > 0 ( r(P) = +00 eingeschlossen). Die Potenzreihe P ist auf
U,(py(a) eine unendlich oft differenzierbare Funktion und es gilt

0
P'(z) = Z kep_12"71
k=1
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Als Slogan ausgedriickt: Potenzreihen lassen sich im Inneren der Konvergenzscheibe glied-
weise ableiten.

Beweis. Die Potenzreihe P ist nach Korollar [10.61] auf U,.(p)(a) der gleichméBige Limes
der Polynome

pr(z) = Z cx(z —a)k.

=0

Das Korollar sagt auch aus, dass
k
pi(z) = Z kcp_1(z —a)*~t
j=1
auf U,(py(a) der gleichméBige gegen die Potenzreihe
0
Q(z) = Z kep_1(z —a)f!
j=1

konvergiert. Der Satz

besagt dann, dass
k
pi(z) = Z kcp_1(z —a)*1
j=1

gleichméfig gegen die P’ konvergiert. Also ist P auf U, (py(a) differenzierbar und es gilt
P’ = Q. Wir konnen dasselbe Argument wieder auf @ anstelle von P anwenden und
schlielen O
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