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Aufgabe 1
Man erhilt eine Bijektion ¢ : (K™)*" — Matg(n X n), indem man ein n-Tupel von Vektoren
(V1, .oy Vi) € (K™)*™ als Spaltenvektoren einer Matrix auffasst.

Dann sind fiir F': Matg(n x n) — K folgende zwei Bedingungen hinreichend, so dass F' = det gilt:
(i) F o ¢ ist eine alternierende Multilinearform.
(ii) F(E,) = 1.

Begriindung: Nach Satz 16.11 ist dim(Alt,(K™)) = 1 und somit ist jede alternierende Multilinear-
form dieses Typs bereits durch ihren Wert an F,, eindeutig bestimmt, d.h. Bedingungen (i) und (ii)
bestimmen eine eindeutige Abbildung. Nach Lemma 16.6 erfiillt det diese beiden Bedingungen.

Aufgabe 2
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Aber dim(ker(Ay — E2)) = 1, und somit spannen die Eigenrdume (in diesem Fall nur V;) nicht
den ganzen Raum auf. Nun folgt aus Satz 19.14, dass A; nicht diagonalisierbar sein kann.

(i) Sei A; = < , dann ist x4, = (t — 1)?, also ist 1 der einzige Eigenwert.

(ii) Sei Ay = E», dann ist ya, = (t — 1)%.
Da das Minimalpolynom das charakteristische Polynom teilt (Satz 20.16), und beide dieselben
Nullstellen haben (Ubungsaufgabe 27), folgt dass pa, € {t — 1, (t — 1)?}.
Da evg,(t —1) = As — E5 = 0 folgt pa, =t — 1 # xa,-

(iii) Sei Az = <1 1), dann ist x4, = (¢t — 1)%. Analog zu (ii) folgt, dass pa, € {t — 1, (¢t — 1)}.
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Da evg,(t —1) = Az — By = <8 é) # 0 folgt nun pu, = (t — 1)2 = XAy

Aufgabe 3
Fiir A € Matg(3 x 3) gilt:
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xa =12 —tr(A)* + ) det(Ay)t — det(A)
=1

Im vorliegenden Fall bedeutet dies:

A=+ —t—1=t2t+1)—(t+1)=E -D{t+1)=(t—1)(t+1)?

Analog zu Aufgabe 2 (ii) folgt: pa € {(t — 1)(t + 1), (t — 1)(t + 1)%}.
Da eva((t —1)(t+1)) = eva(t? —1) = A2 — B3 =0, folgt p4 = 1> — 1.
(Man iiberpriife, dass tatsichlich A%2 = E3 gilt)



Aufgabe 4
Fiir A € Matg(2 x 2) gilt:
xa =t —tr(A)t + det(A)

Im vorliegenden Fall bedeutet dies: x4 = t?> — 2t + 1 = (¢ — 1)2. Insbesondere ist 1 der einzige
Eigenwert von A.
Analog zu Aufgabe 2 (ii) folgt: pa € {t — 1, (t — 1)?}.

Daevg(t—1)=A— Ey = (_22 _22> 240, folgt pa = 1% — 2t + 1.
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Ferner ist Vi = ker(A — E3) = ker <_2 _2> = ker (O 0) = << > >

Aus dem Satz iiber die Hauptraumzerlegung (Satz 22.3) folgt Hau(A,1) = R?, da 1 der einzige
Eigenwert ist.
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Nun ergéinzen wir den Eigenvektor ( 1 ) mit < 0) zu einer Basis von R? = Hau(A, 1) fassen diese
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0 1 ) auf und zeigen nun, dass diese die geforderten

als Spaltenvektoren einer Matrix T = <
Bedingungen erfiillt:

Aus Satz 16.20 folgt: T = (1 !

0 1) und wir berechnen: T-1AT = ( 1o

9 1) = D + N mit der

Diagonalmatrix D = E5 und der nilpotenten Matrix N = _02 8>

SchlieBlich kommutieren D und N, da Es mit jeder Matrix kommutiert.

Aufgabe 5

1. Falsch:
Gegenbeispiel: Fiir A = ((1) 8) und n > 0 gilt: A" =A=#0

2. Richtig;:
Erfiillt A die genannten Bedingungen, so ist A trigonalisierbar, mit Nulleintrdgen auf der
Diagonale. Nach Prisenzaufgabe 24 ist Nilpotenz unabhéngig von der Wahl der Basis, und
nach Ubungsaufgabe 30 sind alle oberen Dreiecksmatrizen mit Nulleintragen auf der Diagonale
nilpotent.

3. Falsch:
Gegenbeispiel: A=B=FE,,a=—-§=1.

4. Richtig:
Da det(A) det(B) = det(AB) # 0, folgt det(A), det(B) # 0, also sind A und B invertierbar.

Aufgabe 6
Da A nilpotent ist, existiert m > 0 mit A”™ = 0. Nun berechnen wir:
m—1 m—1 m—1 ) .
(Bn—A)D_ A)Y=> (A= A*) =E,+ > (—A'+ A)— A" =E,
i=0 i=0 i=1

Also ist E, — A invertierbar mit Inversem: (377" A?).



