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Aufgabe 25: Automatische Differentiation (AD)

Als Differentiationsarithmetik (in der einfachsten Form) bezeichnet man eine Arithmetik fiir
geordnete Paare der Form

U= (u,v) mit u,u’ € R.
In der ersten Komponente von U steht der Funktionswert v = u(z), in der zweiten der Wert

der Ableitung v’ = u/(z). Verwendet man zur Berechnung der zweiten Komponente jeweils die
entsprechende Differentiationsregel, so ergeben sich die folgenden Verkniipfungsvorschriften:

U+V = (uu)+ (o) = (u+v, o +)

U-V = (uu)= (o) = (u—v, o —1)

v-v = (uu) -(v,v) = (u-v, u-v+ud-v)

uyv = (uwu)/(v,v) = (u/v, (W —u-v/v)/v), v#0,
f(U) = f((u7ul) = (f(u), f/(u) ) ul)

Fiir die Funktion f(x) = x (unabhingige Variable) bzw. die Funktion f(z) = ¢ (Konstante)
ergeben sich mit f'(z) = 1 bzw. f/(x) = 0 die Ausgangspaare

X = (z,1) bzw. C = (c,0).

Berechnen Sie von Hand mit Hilfe der obigen Regeln fiir

e de, _ TH3
f(@) T e

das Tupel (f(1), f'(1)).

Aufgabe 26: Berechnung héherer Ableitungen

Schreiben Sie ein C-XSC Programm, mit dem Sie den Wert der zweiten Ableitung der Funk-
tion

In (332 + arctan ( 2 +sin(x )))

fla) = 1+ sinh(z )?

an einer einzulesenden Stelle x( einschliefen kénnen. Verwenden Sie hierzu sowohl die sym-
bolische als auch die automatische Differentiation und vergleichen Sie den notwendigen Pro-
grammieraufwand. Die benotigte zweite Ableitung ist im folgenden als C-Quellcode angege-
ben (von Maple generiert mit Hilfe der Funktionen diff, simplify, readlib(C) und C).



sl = -1/pow(cosh(x),4.0)/4;

s5 = 40.0*sinh(x)*cosh(x)*cos(x)*sin(x)*atan(sqrt(2.0+sin(x)))-8.0*x*pow (
cos(x),3.0)*pow(cosh(x),2.0)+56.0*sinh(x)*cosh(x) *cos(x) *atan(sqrt (2.0+sin(x)))
+56.0*sinh(x) *cosh(x)*cos (x) *x*x+14.0*sin(x) *atan(sqrt (2.0+sin(x)))*pow(cosh(x)
,2.0)+56.0*x*cos (x) *pow(cosh(x),2.0)-3.0*x*x*pow(cos(x),2.0)*pow(cosh(x),2.0)
-208.0*sqrt(2.0+sin(x))*atan(sqrt(2.0+sin(x)))*pow(cosh(x),2.0)+624.0*log (x*x+
atan(sqrt(2.0+sin(x))))*sqrt(2.0+sin(x))*pow(x,4.0)+624.0*1log(x*x+atan(sqrt (2.0
+sin(x))))*sqrt(2.0+sin(x))*pow(atan(sqrt(2.0+sin(x))),2.0)+208.0*sqrt (2.0+sin(
x) ) *x*x*pow(cosh(x),2.0)+10.0*x*x*pow(cosh(x),2.0)+sqrt(2.0+sin(x))*pow(cos(x),
2.0) *pow(cosh(x),2.0)-3.0*atan(sqrt (2.0+sin(x)))*pow(cos(x),2.0)*pow(cosh(x),
2.0);

s6 = s5-32.0*cosh(x)*sqrt(2.0+sin(x))*x*atan(sqrt(2.0+sin(x)))*sinh(x)*
sin(x)*pow(cos(x),2.0)+528.0x1log(x*x+atan(sqrt (2.0+sin(x))))*sqrt(2.0+sin(x))*
sin(x)*pow(x,4.0)-64.0*sqrt (2.0+sin(x))*x*x*pow (cos(x),2.0)*pow(cosh(x),2.0)+
176.0%sqrt (2.0+sin(x) ) *x*x*sin(x)*pow(cosh(x),2.0)-176.0*sqrt (2.0+sin(x))*sin(x
)*atan(sqrt(2.0+sin(x)))*pow(cosh(x),2.0)+1056.0*log(x*x+atan(sqrt(2.0+sin(x)))
)*sqrt (2.0+sin(x))*x*x*atan(sqrt(2.0+sin(x)))*sin(x)-256.0*sinh(x)*cosh(x) *sqrt
(2.0+sin(x) ) *x*x*x*pow(cos(x),2.0);

s4 = s6+1248.0%*1log(x*x+atan(sqrt(2.0+sin(x))))*sqrt(2.0+sin(x))*x*x*atan (
sqrt (2.0+sin(x)))-256.0%sinh (x)*cosh(x)*sqrt (2.0+sin(x))*x*atan(sqrt(2.0+sin(x)
)) *pow(cos(x),2.0)-8.0*cosh(x)*pow(cos(x),3.0)*x*x*sinh (x)+x*x*sin(x)*pow(cos(x
),2.0)*pow(cosh(x),2.0)-384.0*log(x*x+atan(sqrt(2.0+sin(x)))) *sqrt(2.0+sin(x))*
x*x*atan(sqrt (2.0+sin(x)))*pow(cos(x),2.0)+atan(sqrt (2.0+sin(x)))*sin(x)*pow(
cos(x),2.0)*pow(cosh(x),2.0)+8.0*sqrt (2.0+sin(x)) *atan(sqrt (2.0+sin(x)))*sin(x)
*xpow (cos (x),2.0)*pow(cosh(x),2.0)+40.0*x*sin(x)*cos (x)*pow(cosh(x),2.0);

s6 = -8.0*sinh(x)*cosh(x)*pow(cos(x),3.0)*atan(sqrt(2.0+sin(x)))+10.0%
atan(sqrt(2.0+sin(x)))*pow(cosh(x),2.0)-192.0*log(x*x+atan(sqrt(2.0+sin(x))))*
sqrt (2.0+sin(x))*pow(x,4.0) *pow(cos(x),2.0)+64.0*sqrt(2.0+sin(x))*atan(sqrt (2.0
+sin(x)))*pow(cos(x),2.0)*pow(cosh(x),2.0)-24.0*log(x*x+atan(sqrt(2.0+sin(x))))
*sqrt (2.0+sin(x)) *pow(x,4.0) *sin(x)*pow(cos(x) ,2.0)-8.0*sqrt (2.0+sin(x) ) *x*x*
sin(x)*pow(cos(x),2.0)*pow(cosh(x),2.0)+528.0*log(x*x+atan(sqrt(2.0+sin(x))))*
sqrt (2.0+sin(x))*sin(x)*pow(atan(sqrt(2.0+sin(x))),2.0);

sb = s6-24.0*log(x*x+atan(sqrt(2.0+sin(x))))*sqrt(2.0+sin(x))*pow(atan(
sqrt(2.0+sin(x))),2.0)*sin(x)*pow(cos(x) ,2.0)-192.0*log(x*x+atan(sqrt (2.0+sin(x
))))*sqrt(2.0+sin(x))*pow(atan(sqrt(2.0+sin(x))),2.0)*pow(cos(x),2.0)-48.0%*1log(
x*x+atan(sqrt(2.0+sin(x))))*sqrt(2.0+sin(x) ) *x*x*atan(sqrt(2.0+sin(x)))*sin(x)*
pow(cos(x),2.0)-32.0*cosh(x)*sqrt(2.0+sin(x))*x*x*x*sinh (x)*sin(x)*pow(cos(x),
2.0)+40.0*sinh(x)*cosh(x) *cos(x) *sin(x) *x*x+s4+256.0*1log(x*x+atan(sqrt(2.0+sin(
x))))*sqrt(2.0+sin(x)) *x*x*atan(sqrt (2.0+sin(x)) ) *pow(cos(x),2.0) *pow(cosh(x),
2.0)+128.0*log(x*x+atan(sqrt(2.0+sin(x))))*pow(cosh(x),2.0)*sqrt(2.0+sin(x)) *
pow(x,4.0)*pow(cos(x),2.0);

s6 = s5+16.0*%log(x*x+atan(sqrt(2.0+sin(x))))*pow(cosh(x),2.0)*sqrt(2.0+
sin(x))*pow(x,4.0)*sin(x)*pow(cos(x),2.0)+14.0*sin(x)*x*x*pow(cosh(x),2.0)+
704.0*sinh(x)*cosh(x)*sqrt(2.0+sin(x))*x*x*x*sin(x)+32.0*log(x*x+atan(sqrt(2.0+
sin(x))))*sqrt(2.0+sin(x))*x*x*atan(sqrt(2.0+sin(x)))*sin(x)*pow(cos(x) ,2.0)*
pow(cosh(x),2.0)+704.0*sinh(x)*cosh(x)*sqrt(2.0+sin(x))*x*sin(x) *atan(sqrt (2.0+
sin(x)))+128.0*log(x*x+atan(sqrt(2.0+sin(x)))) *sqrt(2.0+sin(x))*pow(atan(sqrt(
2.0+sin(x))),2.0)*pow(cos(x),2.0)*pow(cosh(x),2.0)-352.0*log(x*x+atan(sqrt(2.0+
sin(x))))*pow(cosh(x),2.0)*sqrt(2.0+sin(x))*sin(x)*pow(x,4.0);

sS7 = s6-704.0*log(x*x+atan(sqrt(2.0+sin(x))))*pow(cosh(x),2.0)*sqrt(2.0+
sin(x))*sin(x) *x*x*atan(sqrt (2.0+sin(x)))-352.0*1log(x*x+atan(sqrt(2.0+sin(x))))
*xpow (cosh(x),2.0)*sqrt(2.0+sin(x))*pow(atan(sqrt(2.0+sin(x))),2.0)*sin(x)-416.0
xlog (x*x+atan(sqrt(2.0+sin(x))))*pow(cosh(x),2.0)*sqrt(2.0+sin(x))*pow(atan(
sqrt(2.0+sin(x))),2.0);



s3 = s7-832.0*log(x*x+atan(sqrt(2.0+sin(x))))*pow(cosh(x),2.0)*sqrt(2.0+
sin(x))*x*x*atan(sqrt(2.0+sin(x)))+832.0*sinh(x)*cosh(x) *sqrt (2.0+sin(x) ) *x*x*x
-416.0*1log(x*x+atan(sqrt(2.0+sin(x))))*pow(cosh(x) ,2.0)*sqrt(2.0+sin(x)) *pow (x,
4.0)+16.0*log(x*x+atan(sqrt(2.0+sin(x))))*sqrt(2.0+sin(x))*pow(atan(sqrt(2.0+
sin(x))),2.0)*sin(x) *pow(cos(x),2.0)*pow(cosh(x),2.0)+832.0*sinh(x)*cosh(x)*
sqrt (2.0+sin(x))*x*atan(sqrt(2.0+sin(x)));

s4 = 1/(sqrt(pow(2.0+sin(x),3.0)))/(12.0*sin(x)*atan(sqrt(2.0+sin(x)))*
x*x+10.0*pow(x,4.0)+6.0*sin(x) *pow(x,4.0)+10.0*pow(atan(sqrt(2.0+sin(x))),2.0)+
20.0*atan(sqrt(2.0+sin(x)) ) *x*x-2.0*x*x*atan(sqrt(2.0+sin(x)) ) *pow(cos(x),2.0) -
pow(x,4.0)*pow(cos(x),2.0)-pow(atan(sqrt(2.0+sin(x))),2.0)*pow(cos(x),2.0)+6.0%
sin(x)*pow(atan(sqrt(2.0+sin(x))),2.0));

s2 = s3%*s4;

t0 sl*s2;

Was miissen Sie tun, wenn Sie die gegebene Funktion modifizieren méchten? Untersuchen Sie
z.B. die Funktion

In (wz + arctan ( 2 4 sin(x )))
(2 +1)2 +sinh(z )2

g(z) =

Aufgabe 27: Taylorkoeffizienten

Zeigen Sie mindestens eine der folgenden Rekursionsformeln zur Berechnung von Taylorkoef-
fizienten (k > 1):

k—1
a) (u) = i . Z(a(k: —7) =) (u)k—j(u); , a € IR konstant
=0

j=

1 k—1
b) (sinu)y = - ( (J + 1)(cos u)kjl(ﬂ)j+1)
0

k—1
1 1
c) (arctanu), = 2 ((u)k % jzjlj(arctan u);(1+ u2)kj) .
Aufgabe 28: Implementierung und Anwendung einer Taylorarithmetik

Mittels einer Intervall-Taylorarithmetik kénnen EinschlieSungen fiir Taylorkoeffizienten

(k)
(f)k == ! kgtO)

an der Stelle ¢y berechnet werden. Eine Implementierung in C-XSC finden Sie in den auf der
Webseite zur Vorlesung bereitgestellten Dateien itaylor.hpp und itaylor.cpp. Ein kleines
Beispiel ist in der Datei itaylor_ex1.cpp enthalten.

a) Untersuchen Sie die vorhandene Implementierung. Welche Methoden und Attribute
gehoren zur Klasse itaylor? Warum wird bei der Implementierung der Operatoren
* und / das in C-XSC vorhandene exakte Skalarprodukt (Datentyp idotprecision,
Funktion accumulate()) eingesetzt?
Was ist bei dieser Implementierung gut gelost? Gibt es Verbesserungsmoglichkeiten?



b)

c)

)

Compilieren Sie diese Taylorarithmetik und testen Sie das Beispielprogramm
itaylor_ex1.cpp mit verschiedenen Eingaben.

Berechnen Sie EinschlieSungen fiir die Taylorkoeffizienten des Polynoms
fz) = 32% 4+ 22° — 2 + 423 — 22% 4 52 +1
nacheinander an den Stellen tg = 0, tg = 1 und ¢ty = 5.

Schreiben Sie ein Programm, mit dem Sie eine EinschlieBung des Wertes der 10. Ablei-
tung der Funktion

In (x2 + arctan ( 2 + sin(x )))

flz) = 1+ sinh(z)?

an einer einzugebenen Stelle xg berechnen kénnen.

Aufgabe 29: FEinschlieffung bestimmter Integrale

2)

Schreiben Sie ein C—XSC Programm, mit dem Einschliefungen fiir bestimmte Integrale
unter Verwendung der Simpsonregel berechnet werden kénnen. Verwenden Sie dazu

b h
/ flx)dx € 3 Z si - f(x;)
a i=0

h5

90

mit: n gerade, h := (b —a)/n, x; == a+i-h, i =01)n, so = s, = 1, s; = 4, falls

1 ungerade und s; = 2 sonst. Die auftretenden Ableitungen lassen sich mit Hilfe der
Intervall-Taylorarithmetik berechnen.

(SO ([wo, 22]) + fO (w2, 24]) + ...+ fO (202, 20]))

Verdoppeln Sie n so lange, bis eine gewiinschte Einschluf3genauigkeit erreicht wird. Falls
dies fiir n > 4096 noch nicht erreicht sein sollte, so soll eine Fehlermeldung ausgegeben
werden.

Implementieren Sie zum Vergleich die sogenannte ,, Weddle-Regel® (siehe J. Stoer, Nu-
merische Mathematik 1)

/ab f(x)dz = Eho(éllf(xo) +216f (x1) + 27f(x2) + 272f (x3)

+27f(x4) + 216 f (x5) + 41f($6))

mit £ € [a,b], h = b?T“ und z; :== a+i-h, i = 0(1)n. Leiten Sie hierbei zunéchst

eine Summenformel fiir eine dquidistante Unterteilung des Gesamtintegrationsbereichs
(siche Simpsonregel) her.

Berechnen Sie mit Hilfe von beiden Regeln EinschlieBungen der Werte der Integrale

2 2
/ e 3 sin2xdr und / sin 2z cos 3z dx.
0 1

Bestimmen Sie zum Vergleich EinschlieSungen dieser Integralwerte mit Hilfe der Stamm-
funktionen.



