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4 Armin Bantle und Walter Kr�amerZusammenfassungImplementierung eines verl�asslihen Vorw�artsfehlerkalk�uls:In dem vorliegenden Preprint wird eine einfah handhabbare Umsetzung des in den Arbeiten [1℄,[6℄, [13℄, [14℄ und [2℄ hergeleiteten und n�aher beshriebenen Fehlerkalk�uls in die SoftwarebibliothekBound vorgestellt. Diese erm�ogliht eine rigorose automatishe Fehleranalyse numerisher Algorith-men, die das im IEEE-Standard 754-1985 [3℄, [9℄ festgelegte Datenformat doppelt genauer Gleitkom-mazahlen (64 Bit) verwenden. Auh f�ur bereits existierende Programme k�onnen mit nur minimalenQuellodeanpassungen { im wesentlihen durh Ab�andern von Datentypen { verl�asslihe worst-aseVorw�artsfehleranalysen durhgef�uhrt werden.Die Routinen der Softwarebibliothek Bound sind in der Programmiersprahe C++ unter Verwen-dung der Klassenbibliothek C-XSC [10℄ und der Toolbox [5℄ realisiert. An einigen Beispielen wird dieeinfahe Handhabung der Software demonstriert. Die Software ist frei verf�ugbar. Sie kann unter ...abgerufen werden. AbstratImplementation, Handling and Appliation of a Tool for Automati Forward Error Ana-lyses: We desribe the implementation of a tool that allows the omputation of a priori error boundsfor oating point algorithms (using the IEEE double data format) automatially. We show the hand-ling of the tool and we disuss some appliations. We also give numerial results. The software an befound at ....1 EinleitungEine wihtige Eigenshaft numerisher Algorithmen ist ihr Verhalten bzgl. der Verst�ar-kung auftretender Rundungsfehler und m�ogliher St�orungen in den Eingangsdaten.Man ist an einer a priori Obershranke f�ur die maximale Abweihung von berehne-tem Ergebnis zu exaktem Ergebnis interessiert, wobei die Daten aus gewissen (fest)vorgegebenen Bereihen stammen d�urfen. Automatishe Fehlerkalk�ule (siehe z. B. [1℄,[6℄, [13℄, [14℄ [2℄, [4℄ ) unterst�utzen den i. a. sehr aufwendigen Prozess der siherenFehlerkontrolle ganz wesentlih.In der vorliegenden Arbeit wird die Umsetzung eines derartigen Fehlerkalk�uls ineine Softwarebibliothek mit Namen Bound vorgestellt. Diese erm�ogliht eine rigoro-se automatishe Fehleranalyse numerisher Algorithmen, die das im IEEE-Standard754-1985 [3℄, [9℄ festgelegte Datenformat doppelt genauer Gleitkommazahlen (64 Bit)verwenden. Auh f�ur bereits existierende Programme k�onnen mit nur minimalen Quell-odeanpassungen { im wesentlihen durh Ab�andern von Datentypen { verl�assliheVorw�artsfehleranalysen durhgef�uhrt werden.Die Bibliothek Bound zeihnet sih besonders aus durh ihre einfahe Handhabbar-keit, ihre Kompaktheit (a. 2300 Zeilen Quellode), die automatishe Erfassung allerKonvertierungs- und Rundungsfehler, die Ber�uksihtigung des Unterlaufbereihs, si-here worst ase Absh�atzungen f�ur ganze Daten- bzw. Parameterbereihe und die au-tomatishe Erkennung einiger Klassen von Operationen, die rundungsfehlerfrei durh-gef�uhrt werden k�onnen. Au�erdem erm�ogliht sie wahlweise die Berehnung absoluterbzw. relativer Fehlershranken. Falls im relativen Modus die Berehnung einer relativen



Implementierung eines verl�asslihen Vorw�artsfehlerkalk�uls 5Shranke niht m�oglih ist, liefert die Bibliothek stattdessen eine absolute Shranke,kehrt aber so bald wie m�oglih in den relativen Modus zur�uk. Es hat sih bei konkretenTests gezeigt, dass die Bibliothek besonders bei der Berehnung relativer Fehlershran-ken �uber einem gr�o�eren Datenbereih gute Resultate liefert.Die Bibliothek Bound l�asst sih in vershiedenen Bereihen einsetzen wie z. B. derVorw�artsfehleranalyse, der Stabilit�ats- bzw. Sensitivit�atsanalyse und der a priori Feh-lerbestimmung von Programmst�uken. Im letztgenannten Bereih ist die Bibliothekbei der Realisierung shneller Intervallstandardfunktionen bereits erfolgreih eingesetztworden [8℄.Neben der Beshreibung der einzelnen Bibliothekskomponenten werden auh einigeAnwendungsbeispiele gegeben, die dem Anwender den Einstieg vereinfahen und ihmden Umgang mit der Bibliothek erl�autern sollen. Weitere Beispiele �nden sih u. a. in[1℄, [6℄, [7℄, [8℄ und [13℄.Die Routinen der Softwarebibliothek bauen auf Intervalloperationen auf und sindin der Programmiersprahe C++ unter Verwendung der Klassenbibliothek C-XSC [10℄und der Toolbox [5℄ realisiert.2 Beshreibung der Bibliothek Bound2.1 TypenDie Bibliothek enth�alt zwei neue Datentypen:1. Die Klasse BoundType: Sie wird in Abshnitt 2.4 beshrieben.2. Der Aufz�ahlungstyp errorflag: Er umfasst die Elemente ABS und REL und dientzur Untersheidung von absoluten und relativen Fehlershranken.2.2 Globale Gr�o�en und HilfsfunktionenKonstanten� onst real Eps52Mashinenepsilon " = 2�52 = 2:220446 : : : � 10�16 bei Verwendung einer 64 BitIEEE-Arithmetik mit Rundung nah oben/unten.� onst real Eps53Mashinenepsilon " = 2�53 = 1:110223 : : : � 10�16 bei Verwendung einer 64 BitIEEE-Arithmetik mit Rundung zur n�ahstgelegenen Mashinenzahl.� onst real MinRealKleinste positive normalisierte Gleitpunktzahl (2:225073 : : : � 10�308).� onst real dMinRealKleinste positive denormalisierte Gleitpunktzahl (4:940656 : : : � 10�324).



6 Armin Bantle und Walter Kr�amer� onst real MaxRealGr�o�te positive Gleitpunktzahl (1:797693 : : : � 10+308).� onst interval UnflowRangeUnterlaufbereih ([-MinReal,MinReal℄).Hilfsfunktionen� real MaxAbs(interval& X)X: Intervall, dessen absolutes Maximum berehnetwerden soll.Das absolute Maximum jXj := maxa2X jaj des Intervalls X wird berehnet undzur�ukgegeben.� real MinAbs(interval& X)X: Intervall, dessen absolutes Minimum berehnetwerden soll.Das absolute Minimum hXi := mina2X jaj des Intervalls X wird berehnet undzur�ukgegeben.� real Max(real& x, real& y)x: 1. zu vergleihender Werty: 2. zu vergleihender WertDas Maximum der beiden Werte x und y wird ermittelt.� real Min(real& x, real& y)x: 1. zu vergleihender Werty: 2. zu vergleihender WertDas Minimum der beiden Werte x und y wird ermittelt.� real rel2abs(interval& X, real& eps)X: Bezugsintervalleps: relativer Fehler der Werte in XAus dem relativen Fehler eps wird der maximale absolute Fehler eps � jXj �uberdem Intervall X berehnet.� real abs2rel(interval& X, real& eps)X: Bezugsintervalleps: absoluter Fehler der Werte in XAus dem absoluten Fehler eps wird der maximale relative Fehler eps=hXi �uberdem Intervall X berehnet.� bool test point(interval& X)



Implementierung eines verl�asslihen Vorw�artsfehlerkalk�uls 7X: zu testendes IntervallEs wird gepr�uft, ob das Intervall X ein Punktintervall ist, d. h. ob inf(X) = sup(X)gilt.� bool test power of 2(real& x)x: zu testender WertEs wird gepr�uft, ob x eine Potenz von 2 ist. x darf dabei auh im Unterlaufbereihsein.� int leading zeroes(real& x)x: zu untersuhender WertDiese Funktion gibt die Anzahl der f�uhrenden Nullen in der Mantisse von xzur�uk. F�ur x = 0 und normalisierte Zahlen wird 0 zur�ukgegeben.� int trailing zeroes(real& x)x: zu untersuhender WertHier wird die Anzahl der abshlie�enden Nullen in der Mantisse von x ermittelt.F�ur x = 0 ist das Ergebnis 53.� int test underflow(interval& X)X: zu testendes IntervallDie Lage des Intervalls X zum Unterlaufbereih UnflowRange wird bestimmt undentsprehend einer der folgenden Werte zur�ukgegeben:� 0, falls X \ UnflowRange = �� 1, falls X � UnflowRange� 2, falls X \ UnflowRange 6= � und X \ (UnflowRange) 6= �.2.3 FehlershrankenarithmetikDie Fehlershrankenarithmetik ist Teil der Klasse BoundType (siehe Abshnitt 2.4). Dasie den funktionellen Kern der Klasse bildet, sind ihre Funktionen hier in einem eigenenAbshnitt zusammengefasst.SteuerungsfunktionenDas Verhalten der Fehlershrankenarithmetik h�angt von vershiedenen Parametern undFlags ab. Mit den folgenden Funktionen k�onnen diese manipuliert und abgefragt wer-den. Au�erdem f�uhrt die Arithmetik vershiedene Z�ahler mit sih, die zur�ukgesetztund abgefragt werden k�onnen.� void do not optimize(bool quiet= false)void do optimize (bool quiet= false)



8 Armin Bantle und Walter Kr�amerquiet: Flag f�ur die Ausgabe einer Warnung (optionalerParameter)Diese beiden Funktionen shalten die Fehlershrankenoptimierung aus bzw. ein.Das Flag quiet gibt an, ob eine Warnung ausgegeben werden soll (false oderWARNING) oder niht (true oder QUIET). Das Ausshalten der Optimierung be-shleunigt Analysen, kann aber zu shlehteren Fehlershranken f�uhren, was beiIntervallunterteilungen den Geshwindigkeitsvorteil zunihte mahen kann.� void SetEpsQuer(real& EpsAkt)EpsAkt: neue Obershranke f�ur das MashinenepsilonMit dieser Funktion wird die Obershranke f�ur das Mashinenepsilon neu ge-setzt. Alle weiteren Berehnungen werden mit dem neuen "-Wert abgesh�atzt.Der voreingestellte Wert " = Eps52 = 2�52 entspriht einer IEEE-Arithmetik, die"faithful\ ist. Falls die verwendete Arithmetik jedoh Zwishenergebnisse immerzur n�ahstgelegen Mashinenzahl rundet, kann der Wert Eps53 = 2�53 eingestelltwerden, wodurh sih bessere Fehlershranken ergeben.� real& GetEpsQuer()Der aktuelle Wert der Obershranke f�ur das Mashinenepsilon wird zur�ukgege-ben.� void SetSwithTest()Ab dem Zeitpunkt des Aufrufs wird bei jeder Operation gepr�uft, ob ein erzwun-gener Wehsel (Null im Zwishenergebnis) vom relativen in den absoluten Feh-lermodus stattgefunden hat; wenn ja, wird eine Warnung ausgegeben.� void ResetSwithTest()Shaltet die Warnungen wieder aus.� void SetUnderflowTest()Ab dem Zeitpunkt des Aufrufs wird bei jeder Operation mit Ergebnis im Unter-laufbereih eine Warnung ausgegeben.� void ResetUnderflowTest()Shaltet die Unterlaufwarnungen wieder aus.� void SetErrMode(errorflag fl)fl: neuer Fehlershranken-ModusDer Fehlershranken-Modus wird gem�a� fl gesetzt:{ f�ur fl=ABS werden f�ur weitere Berehnungen absolute Fehlershranken er-mittelt,{ f�ur fl=REL werden f�ur weitere Berehnungen relative Fehlershranken er-mittelt, wenn m�oglih.



Implementierung eines verl�asslihen Vorw�artsfehlerkalk�uls 9� errorflag GetErrMode()Der aktuelle Fehlershranken-Modus wird zur�ukgegeben.� void SetExatConst()Nah dem Aufruf dieser Funktion werden alle weiteren Literalkonstanten als ex-akt angesehen. Dies gilt allerdings niht f�ur bereits initialisierte symbolishe Kon-stanten.� void ResetExatConst()Die Wirkung von SetExatConst() wird aufgehoben; alle folgenden Literalkon-stanten werden wieder normal behandelt.� void ResetCounters()W�ahrend einem Programmdurhlauf werden die Operationen, f�ur die eine Fehler-absh�atzung vorgenommen wurde, automatish mitgez�ahlt. Absolute und relativeShranken werden dabei getrennt gez�ahlt. Au�erdem werden Operationen mit Er-gebnis im Unterlauf sowie rundungsfehlerfreie Operationen gez�ahlt. Mit diesemBefehl werden alle Z�ahler auf Null gesetzt.� long int GetCounter(errorflag fl)fl: gibt an, welher Z�ahler gemeint ist:fl==ABS ! Z�ahler f�ur Operationen mitabsoluter Fehlershranke,fl==REL ! Z�ahler f�ur Operationen mitrelativer Fehlershranke.Liefert den Stand des entsprehenden Z�ahlers.� long int GetAbsCounter()Liefert den Stand des Z�ahlers f�ur Operationen mit absoluter Fehlershranke.� long int GetRelCounter()Liefert den Stand des Z�ahlers f�ur Operationen mit relativer Fehlershranke.� long int GetUflCounter()Liefert den Stand des Z�ahlers f�ur Operationen mit Ergebnis im Unterlauf.� long int GetExatCounter()Liefert den Stand des Z�ahlers f�ur Operationen ohne Rundungsfehler.Funktionen zur Absh�atzung der Grundoperationen� BoundType ErrAdd(BoundType& x, BoundType& y)BoundType ErrSub(BoundType& x, BoundType& y)BoundType ErrMul(BoundType& x, BoundType& y)



10 Armin Bantle und Walter Kr�amerBoundType ErrDiv(BoundType& x, BoundType& y)x: 1. Operandy: 2. OperandDiese Funktionen berehnen in Abh�angigkeit vom aktuellen Fehlershranken-Modus1 eine Shranke f�ur den Fehler, der bei einer gerundeten Operation mitgest�orten Operanden entsteht.Ist der absolute Fehler-Modus eingestellt, so hat man mit dieser Shranke | siesei ErrMax genannt | die Absh�atzungj(a Æ b)� (~a2Æ ~b)j � ErrMaxf�ur alle a 2 x:value und b 2 y:value und f�ur alle ~a;~b mitja� ~aj � ( x:err f�ur x.selet=ABSx:err � jaj f�ur x.selet=RELund jb� ~bj � ( y:err f�ur y.selet=ABSy:err � jbj f�ur y.selet=REL.Im relativen Fehler-Modus gilt Entsprehendes.Als Ergebnis wird ein BoundType Objekt, das eine Einshlie�ung der exaktenWertemenge der jeweiligen Operation, die berehnete Fehlershranke und ein Flagzur Kennzeihnung der Art der Shranke enth�alt, zur�ukgegeben.� real DeltaDatAdd(BoundType& x, BoundType& y)real DeltaDatSub(BoundType& x, BoundType& y)real DeltaDatMul(BoundType& x, BoundType& y)real DeltaDatDiv(BoundType& x, BoundType& y)x: 1. Operandy: 2. OperandDiese Funktionen werden von ErrAdd, ErrSub, ErrMul bzw. ErrDiv verwen-det, um die Fortpanzung des absoluten Datenfehlers bei exakter Rehnung ab-zush�atzen. Mit AbsDatErr = DeltaDatOp(x; y);gilt dann f�ur Æ = +;�; � bzw. =j(a Æ b)� (~a Æ ~b)j � AbsDatErrf�ur alle a 2 x:value und b 2 y:value und f�ur alle ~a;~b mitja� ~aj � ( x:err f�ur x.selet=ABSx:err � jaj f�ur x.selet=REL1Falls REL eingestellt ist, werden generell relative Fehlershranken berehnet. Sollte dies aufgrundder Tatsahe, dass die Einshlie�ung des Ergebnisses die Null enth�alt, einmal niht m�oglih sein, wirdauf den absoluten Fehler ausgewihen. In diesem Fall wird eine Warnung ausgegeben, wenn dies vomBenutzer verlangt wird (siehe SetSwithTest()).



Implementierung eines verl�asslihen Vorw�artsfehlerkalk�uls 11und jb� ~bj � ( y:err f�ur y.selet=ABSy:err � jbj f�ur y.selet=REL.� real EpsDatAdd(BoundType& x, BoundType& y)real EpsDatSub(BoundType& x, BoundType& y)real EpsDatMul(BoundType& x, BoundType& y)real EpsDatDiv(BoundType& x, BoundType& y)x: 1. Operandy: 2. OperandEntsprehend DeltaDatAdd, DeltaDatSub, DeltaDatMul und DeltaDatDiv f�urdie Fortpanzung des relativen Datenfehlers.� bool RndFreeAdd U(BoundType& x, BoundType& y, interval& ResultSet)bool RndFreeSub U(BoundType& x, BoundType& y, interval& ResultSet)bool RndFreeMul U(BoundType& x, BoundType& y, interval& ResultSet)bool RndFreeDiv U(BoundType& x, BoundType& y, interval& ResultSet)x: 1. Operandy: 2. OperandResultSet: Einshlie�ung f�ur gx:value3Æ gy:valueDiese Funktionen werden von ErrAdd, ErrSub, ErrMul bzw. ErrDiv verwendet,um zu pr�ufen, ob eine Operation mit Ergebnis im Unterlaufbereih rundungsfeh-lerfrei durhf�uhrbar ist.� bool RndFreeAdd N(BoundType& x, BoundType& y, interval& ResultSet)bool RndFreeSub N(BoundType& x, BoundType& y, interval& ResultSet)bool RndFreeMul N(BoundType& x, BoundType& y, interval& ResultSet)bool RndFreeDiv N(BoundType& x, BoundType& y, interval& ResultSet)x: 1. Operandy: 2. OperandResultSet: Einshlie�ung f�ur gx:value3Æ gy:valueEntsprehend RndFreeAdd U, RndFreeSub U, RndFreeMul U und RndFree- Div Uf�ur Operationen mit Ergebnis im normalisierten Bereih.Funktionen zur Absh�atzung der mathematishen Standardfunktionen� BoundType ErrSqrt(BoundType& x)BoundType ErrExp (BoundType& x)BoundType ErrLn (BoundType& x)... x: Argument der StandardfunktionMit Hilfe der Funktion DeltaFkt bzw. EpsFkt wird in Abh�angigkeit vom ak-tuellen Fehlershranken-Modus eine Shranke ErrMax f�ur den Fehler berehnet,



12 Armin Bantle und Walter Kr�amerder bei Anwendung der Mashinenapproximation einer mathematishen Stan-dardfunktion auf ein gest�ortes Argument entsteht.Im absoluten Fehler-Modus z. B. w�urde mit dieser Shranke die Ungleihungjf(a)� ~f(~a)j � ErrMaxf�ur alle a 2 x:value und f�ur alle ~a mitja� ~aj � ( x:err f�ur x.selet=ABSx:err � jaj f�ur x.selet=RELgelten.Als Ergebnis wird ein BoundType Objekt, das eine Einshlie�ung der exaktenWertemenge, die Fehlershranke und ein Flag zur Kennzeihnung der Art derShranke enth�alt, zur�ukgegeben.� real DeltaSqrt(BoundType& x)real DeltaExp (BoundType& x)real DeltaLn (BoundType& x)... x: Argument der StandardfunktionDiese Funktionen berehnen die eigentlihe absolute Fehlerabsh�atzung f�urErrSqrt, ErrExp, ErrLn usw.� real EpsSqrt(BoundType& x)real EpsExp (BoundType& x)real EpsLn (BoundType& x)... x: Argument der StandardfunktionEntsprehend DeltaSqrt, DeltaExp, DeltaLn,. . . f�ur die relativen Fehlerabsh�at-zungen.2.4 Die Klasse BoundTypeDatenelemente� interval valueIntervall zur Einshlie�ung der exakten Werte.� real errZugeh�origer maximaler absoluter oder relativer Fehler.� errorflag seletFlag zur Kennzeihnung von err als absolut bzw. relativ.



Implementierung eines verl�asslihen Vorw�artsfehlerkalk�uls 13Standardkonstruktor und -destruktor� BoundType()� ~BoundType()Konstruktoren mit C++ und C-XSC DatentypenFalls ExatConst mit SetExatConst() gesetzt worden ist, wird bei all diesen Kon-struktoren err auf 0 und selet gem�a� dem aktuellen Fehler-Modus gesetzt | imabsoluten Modus (nah SetErrMode(ABS)) also auf ABS und im relativen Modus (nahSetErrMode(REL)) auf REL.� BoundType(int n)BoundType(long int n)n: Wert, mit dem das Objekt initialisiert werdensollvalue wird mit dem Punktintervall [n; n℄ initialisiert. err wird auf 0 gesetzt, daganzzahlige Werte niht mit Konvertierungsfehlern behaftet sind. selet wirdnah dem aktuellen Fehler-Modus-Flag gesetzt.� BoundType(har* s)s: zeigt auf eine Zeihenkette, die eine Zahl imdouble-Format darstelltDas Objekt wird mittels s >> *this initialisiert; siehe har* operator>>(har* s, BoundType& x).� BoundType(double x)BoundType(real& x)x: Wert, mit dem das Objekt initialisiert werdensollGleitpunkt-Zahlen sind in der Regel mit Konvertierungsfehlern behaftet. Deshalbwird x hier durh den Vorg�anger und den Nahfolger2 im Gleitpunktraster ein-geshlossen (vgl. Abbildung 1). F�ur den Fehler werden folgende F�alle der Reihenah betrahtet:1. value \ UnflowRange 6= �(a) Arithmetik mit "gradual underow\; err := dMinReal, selet := ABS(b) Arithmetik ohne "gradual underow\; err := MinReal, selet := ABS2. absoluter Fehler-Modus ; err := " � jvaluej, selet := ABS2Eine Einshlie�ung durh Vorg�anger und Nahfolger ist notwendig, da i. allg. niht bekannt ist,in welhe Rihtung der exakte Wert in das Gleitpunktraster gerundet worden ist.



14 Armin Bantle und Walter Kr�amer
Æ ��	exakter Wertpred(x) x su(x)Abbildung 1: Einshlie�ung einer gerun-deten Zahl durh Vorg�anger und Nah-folger3. relativer Fehler-Modus ; err := ", selet := REL� BoundType(interval& X)X: Intervall, mit dem das Objekt initialisiert wer-den sollX wird selbst als Einshlie�ung verwendet. Der Benutzer muss selbst daf�ur sorgen,dass der gew�unshte Wert bzw. Bereih tats�ahlih von X eingeshlossen wird. F�urden Fehler werden folgende F�alle der Reihe nah betrahtet:1. value � UnflowRange(a) Arithmetik mit "gradual underow\; err := dMinReal, selet := ABS(b) Arithmetik ohne "gradual underow\; err := MinReal, selet := ABS2. value \ UnflowRange 6= �(a) Arithmetik mit "gradual underow\; err := max(dMinReal; " � jvaluej), selet := ABS(b) Arithmetik ohne "gradual underow\; err := max(MinReal; " � jvaluej), selet := ABS3. absoluter Fehler-Modus ; err := " � jvaluej, selet := ABS4. relativer Fehler-Modus ; err := ", selet := RELKonstruktoren zum expliziten Setzen der Datenelemente� BoundType(har* s, har* e, errorflag fl)s: zeigt auf eine Zeihenkette, die eine Zahl imdouble-Format darstellte: zeigt auf eine Zeihenkette, die den Fehler r imdouble-Format darstelltfl: Flag zur Kennzeihnung des Fehlers



Implementierung eines verl�asslihen Vorw�artsfehlerkalk�uls 15Die durh s dargestellte Zahl wird maximal genau in ein Gleitpunktintervalleingeshlossen; err wird mit der evtl. nah oben gerundeten Zahl r und seletmit fl initialisiert.� BoundType(real& x, real& e, errorflag fl)x: Wert, der zugewiesen werden solle: zugeh�origer Fehlerfl: Flag zur Kennzeihnung des Fehlersvalue wird mit dem Punktintervall [x; x℄, err mit e und selet mit fl initia-lisiert. Der Benutzer muss daf�ur Sorge tragen, dass keine Konvertierungsfehlerentstehen, d. h. x sollte eine Mashinenzahl sein, und e sollte auh bei einer Run-dung nah unten gro� genug sein, um den exakten Fehler von x zu beshr�anken.� BoundType(interval& X, har* e, errorflag fl)X: Intervall, das zugewiesen werden solle: zeigt auf eine Zeihenkette, die den zugeh�origenFehler r im double-Format darstelltfl: Flag zur Kennzeihnung des FehlersDas Intervall X wird als Einshlie�ung verwendet, err mit der evtl. nah obengerundeten Zahl r und selet mit fl initialisiert.� BoundType(interval& X, real& e, errorflag fl)X: Intervall, das zugewiesen werden solle: zugeh�origer Fehlerfl: Flag zur Kennzeihnung des Fehlersvalue wird mit dem Intervall X, errmit e und selet mit fl initialisiert. Der Be-nutzer muss darauf ahten, dass X den gew�unshten Wert bzw. Bereih tats�ahliheinshlie�t und e auh bei einer Rundung nah unten noh gro� genug ist, umden Fehler von X zu beshr�anken.ZuweisungsoperatorenNeben dem Standardzuweisungsoperator� BoundType& operator= (BoundType& x),der die Datenelemente von x in das aufrufende Objekt kopiert, werden wegen derimpliziten Typumwandlung durh die vershiedenen Konstruktoren keine weiteren Zu-weisungsoperatoren ben�otigt.Ein- und Ausgabeoperatoren� har* operator>> (har* s, BoundType& x)s: zeigt auf eine Zeihenkette, die eine Zahl r imdouble-Format darstelltx: Variable, der die Zahl r zugewiesen werden soll



16 Armin Bantle und Walter Kr�amerFalls ExatConst mit SetExatConst() gesetzt worden ist, wird x.value mit derr am n�ahsten gelegenen Mashinenzahl initialisiert. err wird auf 0 und seletnah dem aktuellen Fehler-Modus-Flag gesetzt.Sonst wird r maximal genau in ein Intervall eingeshlossen, welhes x.valuezugewiesen wird. F�ur den Fehler werden dann folgende F�alle der Reihe nahbetrahtet, wobei a :=inf(x:value) und b :=sup(x:value):1. Arithmetik mit "gradual underow\:(a) a = b ; x:err := 0:0, x.selet entsprehend aktuellem Fehler-Modus-Flag(b) [a; b℄ \ UnflowRange 6= � ; x:err := dMinReal, x:selet := ABS() absoluter Fehler-Modus ; x:err := " � j[a; b℄j, x:selet := ABS(d) relativer Fehler-Modus ; x:err := ", x:selet := REL2. Arithmetik ohne "gradual underow\:(a) a = b; 0 6= a 2 UnflowRange ; x:err := MinReal, x:selet := ABS(b) a = b ; x:err := 0:0, x.selet entsprehend aktuellem Fehler-Modus-Flag() [a; b℄ \ UnflowRange 6= � ; x:err := MinReal, x:selet := ABS(d) absoluter Fehler-Modus ; x:err := " � j[a; b℄j, x:selet := ABS(e) relativer Fehler-Modus ; x:err := ", x:selet := REL� istream& operator>> (istream& s, BoundType& x)s: Eingabestreamx: Variable, der die aus s ausgelesene Zahl zuge-wiesen werden sollSiehe har* operator>> (har* s, BoundType& x).� ostream& operator<< (ostream& s, BoundType& x)s: Ausgabestreamx: Variable, die auf s ausgegeben werden sollx wird im Format value AbsErr= err f�ur selet=ABS bzw. value RelErr= errf�ur selet=REL auf s ausgegeben.Arithmetishe Grundoperationen� BoundType operator- (BoundType& x)x: OperandNegation: Es wird BoundType(-x.value, x.err, x.selet) zur�ukgegeben.Der Fehler bleibt von der Negation unber�uhrt.� BoundType operator+ (BoundType& x, BoundType& y)BoundType operator- (BoundType& x, BoundType& y)



Implementierung eines verl�asslihen Vorw�artsfehlerkalk�uls 17BoundType operator* (BoundType& x, BoundType& y)BoundType operator/ (BoundType& x, BoundType& y)x: 1. Operandy: 2. OperandDer R�ukgabewert wird von ErrAdd(x,y), ErrSub(x,y), ErrMul(x,y) bzw.ErrDiv(x,y) geliefert (siehe Unterabshnitt 2.3).� BoundType& operator+= (BoundType& x, BoundType& y)BoundType& operator-= (BoundType& x, BoundType& y)BoundType& operator*= (BoundType& x, BoundType& y)BoundType& operator/= (BoundType& x, BoundType& y)x: 1. Operandy: 2. OperandKurzshreibweise: x Æ= y statt x = x Æ y.VergleihsoperatorenDie Vergleihsoperatoren verhalten sih wie im Punktfall: Ein Vergleih x � y, � 2 f=; 6=; <;�; >;�g, ist- wahr, wenn a � b 8a 2 gx:value 8b 2 gy:value,- falsh, wenn :(a � b) 8a 2 gx:value 8b 2 gy:value,- unentsheidbar sonst (in diesem Fall wird mit einer Fehlermeldung abgebrohen).Die logishe Negation !x wird wie x==0 behandelt.� int operator! (BoundType& x)x: OperandNegation� int operator== (BoundType& x, BoundType& y)int operator!= (BoundType& x, BoundType& y)int operator< (BoundType& x, BoundType& y)int operator<= (BoundType& x, BoundType& y)int operator> (BoundType& x, BoundType& y)int operator>= (BoundType& x, BoundType& y)x: 1. Operandy: 2. OperandVergleihe



18 Armin Bantle und Walter Kr�amerMathematishe Standardfunktionen� BoundType sqrt(BoundType& x)x: ArgumentWurzelfunktion: R�ukgabewert ist ErrSqrt(x).� BoundType sqr(BoundType& x)x: ArgumentQuadratfunktion: Die Einshlie�ung wird mit sqr(x.value) und der Fehler �uberErrMul(x,x) berehnet.� BoundType exp(BoundType& x)x: ArgumentExponentialfunktion: R�ukgabewert ist ErrExp(x).� BoundType log(BoundType& x)x: ArgumentNat�urliher Logarithmus: R�ukgabewert ist ErrLn(x).usw.Funktionen zum Lesen der Datenelemente� interval GetValue (BoundType& x)x: bezogenes ObjektGibt x.value zur�uk.� interval GetRange (BoundType& x)x: bezogenes ObjektErmittelt den Wertebereihgx:value = ( x:value + [�x:err; x:err℄; falls x.selet=ABS,x:value � [1� x:err; 1 + x:err℄; falls x.selet=REL.� real GetErr (BoundType& x)x: bezogenes ObjektLiefert den Fehler x.err.� real GetErr (BoundType& x, errorflag fl)x: bezogenes Objektfl: gibt an, ob der absolute oder der relative Fehlerzur�ukgegeben werden sollBestimmt in Abh�angigkeit von fl den absoluten bzw. relativen Fehler von x.



Implementierung eines verl�asslihen Vorw�artsfehlerkalk�uls 19� real GetAbsErr (BoundType& x)x: bezogenes ObjektBerehnet den absoluten Fehler von x.� real GetRelErr (BoundType& x)x: bezogenes ObjektBerehnet den relativen Fehler von x. Falls x mit dem absoluten Fehler x:err 6= 0behaftet ist und 0 2 x:value gilt, wird mit einer Fehlermeldung abgebrohen.� errorflag GetErrFlag (BoundType& x)x: bezogenes ObjektLiefert das Fehlerag x.selet.Funktionen zum expliziten Setzen der Datenelemente� void SetValue (BoundType& x, har* s)x: bezogenes Objekts: zeigt auf eine Zeihenkette, die eine Zahl imdouble-Format darstelltDie durh s gegebene Gleitpunktzahl wird maximal genau in ein Intervall einge-shlossen; mit diesem Intervall wird x.value belegt.� void SetValue (BoundType& x, real& y)x: bezogenes Objekty: neuer Wertx.value wird mit dem Punktintervall [y; y℄ belegt.� void SetValue (BoundType& x, interval& Y)x: bezogenes ObjektY: neue Einshlie�ungY wird x.value zugewiesen.� void SetAbsErr (BoundType& x, har* e)x: bezogenes Objekte: zeigt auf eine Zeihenkette, die den Fehler imdouble-Format darstelltDie durh e gegebene Gleitpunktzahl wird evtl. nah oben gerundet und x.errzugewiesen; x.selet wird auf ABS gesetzt.� void SetRelErr (BoundType& x, har* e)x: bezogenes Objekte: zeigt auf eine Zeihenkette, die den Fehler imdouble-Format darstellt



20 Armin Bantle und Walter Kr�amerDie durh e gegebene Gleitpunktzahl wird evtl. nah oben gerundet und x.errzugewiesen; x.selet wird auf REL gesetzt.� void SetAbsErr (BoundType& x, real& e)x: bezogenes Objekte: neuer absoluter Fehler von xe wird x.err zugewiesen und x.selet auf ABS gesetzt.� void SetRelErr (BoundType& x, real& e)x: bezogenes Objekte: neuer relativer Fehler von xe wird x.err zugewiesen und x.selet auf REL gesetzt.� void SetErr (BoundType& x, har* e, errorflag fl)x: bezogenes Objekte: zeigt auf eine Zeihenkette, die den Fehler imdouble-Format darstelltfl: Flag zur Kennzeihnung des FehlersDie durh e gegebene Gleitpunktzahl wird evtl. nah oben gerundet und x.errzugewiesen; x.selet wird gem�a� fl gesetzt.� void SetErr (BoundType& x, real& e, errorflag fl)x: bezogenes Objekte: neuer Fehler von xfl: Flag zur Kennzeihnung des Fehlerse wird x.err zugewiesen und x.selet gem�a� fl gesetzt.Vershiedene Funktionen� BoundType sign (BoundType& x)x: ArgumentDiese Funktion ermittelt das Vorzeihen von x nah folgender Vorshrift:{ sgn = 0, falls gx:value = 0,{ sgn = 1, falls inf( gx:value) � 0,{ sgn = �1, falls sup( gx:value) � 0,{ sonst wird mit einer Fehlermeldung abgebrohen.Es wird der Wert BoundType(sgn, 0.0, flag) zur�ukgegeben, wobei flag demaktuellen Fehlershranken-Modus entspriht.� BoundType fabs(BoundType& x)BoundType abs (BoundType& x)



Implementierung eines verl�asslihen Vorw�artsfehlerkalk�uls 21x: ArgumentDiese Funktionen berehnen den Absolutbetrag von x; der Fehler bleibt un-ber�uhrt. Es wird BoundType (abs(x.value), x.err, x.selet) zur�ukgege-ben.� BoundType min (BoundType& x, BoundType& y)x: 1. Argumenty: 2. ArgumentHier wird das Minimum von x und y ermittelt:{ min(x; y) :=x, falls sup( gx:value) � inf( gy:value),{ min(x; y) :=y, falls sup( gy:value) � inf( gx:value),{ sonst wird mit einer Fehlermeldung abgebrohen.� BoundType max (BoundType& x, BoundType& y)x: 1. Argumenty: 2. ArgumentHier wird das Maximum von x und y ermittelt:{ max(x; y) :=x, falls inf( gx:value) � sup( gy:value),{ max(x; y) :=y, falls inf( gy:value) � sup( gx:value),{ sonst wird mit einer Fehlermeldung abgebrohen.� BoundType rnd to n (real& x)BoundType rnd to n (interval& X)x, X: Wert, der zugewiesen werden soll, bzw. eine In-tervalleinshlie�ung daf�urErzeugt ein BoundType Objekt wie der entsprehende Konstruktor, allerdingswird Eps53 = 2�53 statt " als Mashinenepsilon verwendet.� BoundType exat (real& x)BoundType exat (interval& X)x, X: Wert, der zugewiesen werden soll, bzw. eine In-tervalleinshlie�ung daf�urErzeugt ein BoundType Objekt mit err = 0 und selet ensprehend dem aktu-ellen Fehlershranken-Modus.3 Anwendungsbeispiele3.1 Eine einfahe AnwendungGegeben sei die Funktion f(x) := 4:875 � (x+1)2� 5:6 �px+ 1 bzw. in Programmform



22 Armin Bantle und Walter Kr�amerdouble f(double x){ return 4.875*sqr(x+1)-5.6*sqrt(x+1);}Gesuht ist eine Absh�atzung des absoluten und relativen Fehlers f�ur Argumente imIntervall [1; 2℄. Dazu muss zun�ahst die Funktion double f(double) an die BibliothekBound angepasst werden:BoundType f(BoundType x){ return "4.875"*sqr(x+exat(1))-"5.6"*sqrt(x+exat(1));}Der Datentyp double wird durh BoundType ersetzt. Dies w�urde f�ur eine Analyse shonausreihen. Durh weitere �Anderungen kann die Absh�atzung evtl. noh verbessertwerden:� Die Konstanten 4:875 und 5:6 k�onnen in Stringkonstanten umgewandelt werden,damit sie maximal genau in Intervalle eingeshlossen werden.� Die Konstante 1 ist im Datentyp double exakt darstellbar, weshalb sie mitexat(1) gekennzeihnet wird.Das komplette Programm k�onnte etwa so aussehen:// Einbinden der Headerdateien:#inlude "BoundType.hpp"// Definition der Funktion f:BoundType f(BoundType x){ return "4.875"*sqr(x+exat(1))-"5.6"*sqrt(x+exat(1));}// Hauptprogramm:int main(){ BoundType x, res;SetErrMode(REL); // relative Fehlershranken// Berehnungx= _interval(1.0,2.0);



Implementierung eines verl�asslihen Vorw�artsfehlerkalk�uls 23res= f(x);// Ausgabe der Ergebnisse:out << "Einshliessung des..." << endl;out << "...exakten Wertebereihs: "<< GetValue(res) << endl;out << "...Wertebereihs bei Gleitkommaauswertung: "<< GetRange(res) << endl;out << "maximaler abs. Fehler: "<< RndUp << GetAbsErr(res) << endl;if (!(GetValue(res)>=0.0))// Wertebereih enthaelt niht die Nullout << "maximaler rel. Fehler: "<< RndUp << GetRelErr(res) << endl;return 0;}Falls nur Mashinenzahlen betrahtet werden sollen, kann x= interval(1.0,2.0)durh x= exat( interval(1.0,2.0)) ersetzt werden. Au�erdem k�onnen Einshlies-sung und Fehlershranken durh vershiedene Intervallunterteilungs-Strategien evtl.verbessert werden.Programmausgabe:Einshliessung des......exakten Wertebereihs: [ 9.800515, 35.955405℄...Wertebereihs bei Gleitkommaauswertung: [ 9.800515, 35.955405℄maximaler abs. Fehler: 1.229930E-013maximaler rel. Fehler: 3.420709E-015Das Resultat einer gleitkommam�a�igen Funktionsauswertung f�ur beliebige Argumenteaus dem Intervall [1; 2℄ stimmt also mit dem exakten Ergebnis mindestens in den ersten49 Bin�arstellen bzw. 14 Dezimalstellen �uberein.3.2 Sensitivit�atsanalyse und Stabilisierung eines ProgrammsMan betrahte folgendes Programm, das zu p 2 [�10100;�10℄ die kleinere der beidenNullstellen des Polynoms f(x) = x2 + px + 1 berehnet. Es wird dazu die bekannteFormel x̂ = �p2 �s�p2�2 � 1 (1)verwendet.#inlude <math.h>#inlude <iostream.h>



24 Armin Bantle und Walter Kr�amerint main(){ double p, x;do {out << "Wert fuer p (-1e100 <= p <= -10)? "; in >> p;} while (p<-1.0e100 || p>-10.0);x= -p/2.0-sqrt(p*p/4.0-1.0);out << "x^2 + (" << p << ")*x + 1 = 0 ";out << "fuer x = " << x << endl;out << 1.0/(-p/2.0-fabs(p)/p*sqrt(p*p/4.0-1.0)) << endl;return 0;}Ausgabebeispiele:Wert fuer p (-1e100 <= p <= -10)? -10x^2 + (-10)*x + 1 = 0 fuer x = 0.101021Wert fuer p (-1e100 <= p <= -10)? -87.5x^2 + (-87.5)*x + 1 = 0 fuer x = 0.0114301Wert fuer p (-1e100 <= p <= -10)? -1000x^2 + (-1000)*x + 1 = 0 fuer x = 0.001Wert fuer p (-1e100 <= p <= -10)? -1e8x^2 + (-1e+08)*x + 1 = 0 fuer x = 1.00008e-08Wert fuer p (-1e100 <= p <= -10)? -1e13x^2 + (-1e+13)*x + 1 = 0 fuer x = -0.000119209Wert fuer p (-1e100 <= p <= -10)? -1e100x^2 + (-1e+100)*x + 1 = 0 fuer x = 1.55091e+83Die letzten beiden L�osungen m�ussen falsh sein, da x̂ 2 [0; 1℄ f�ur jedes p 2 [�10100;�10℄gilt! Um dieses Fehlverhalten genauer zu untersuhen soll nun mit Hilfe des folgendenProgramms eine Sensitivit�atsanalyse durhgef�uhrt werden.#inlude <math.h>#inlude <iostream.h>#inlude "BoundType.hpp" // Bibliothek einbindenint main(){ BoundType p, x; // neuer Datentyp BoundType



Implementierung eines verl�asslihen Vorw�artsfehlerkalk�uls 25//InitialisierungenSetSwithTest(); // Warnung bei Moduswehsel einSetUnderflowTest(); // Warnung bei Unterlauf einSetErrMode(REL); // relative FehlershrankenResetCounters(); // alle internen Zaehler zurueksetzenp= _interval(-1.0e100,-10.0);// BerehnungSetExatConst(); // alle Konstanten sind exaktx= -p/2.0-sqrt(p*p/4.0-1.0);ResetExatConst();// Ausgabeout << "x= " << x << endl;out << GetAbsCounter()<< " Operationen im absoluten Modus" << endl;out << GetRelCounter()<< " Operationen im relativen Modus" << endl;out << GetUflCounter()<< " Operationen mit Ergebnis im Unterlauf" << endl;out << GetExatCounter()<< " Operationen ohne Rundungsfehler" << endl;return 0;}Das Analyseprogramm liefert folgende Ausgabe.*** ErrSub: Null im Ergebnisintervall - es wird die*** absolute Fehlershranke berehnet! Weiter mit <Return>*** ErrSub: Ergebnis im Unterlauf! Weiter mit <Return>x= [-5.000001E+099,5.000001E+099℄ AbsErr= 5.620505E+0841 Operationen im absoluten Modus5 Operationen im relativen Modus1 Operationen mit Ergebnis im Unterlauf2 Operationen ohne RundungsfehlerBis auf eine Operation konnten alle Operationen im relativen Modus abgesh�atzt wer-den. Shuld daran ist, wie man auh an der Warnung erkennen kann, dass das Ergebnis-intervall dieser einen Operation die Null enth�alt und daher keine relative Fehlershrankeberehnet werden kann. Aus demselben Grund wird auh die Unterlaufwarnung aus-gegeben. Zwei der Operationen wurden als rundungsfehlerfrei erkannt; das sind dieDivisionen durh 2 bzw. 4.Wie man an der Einshlie�ung f�ur die Nullstelle und an dem extrem gro�en absolu-ten Fehler erkennen kann, hat der verwendete Algorithmus eine sehr shlehte Konditi-on: Es kann vorkommen, dass das berehnete Ergebnis mit der tats�ahlihen Nullstelle



26 Armin Bantle und Walter Kr�amer�uberhaupt nihts mehr zu tun hat; selbst das Vorzeihen muss niht stimmen. DieBeispiele weiter oben best�atigen dies.Der Algorithmus kann verbessert werden, wenn statt (1) die dazu �aquivalente For-mel x̂ = 1�p2 +r�p2�2 � 1 (2)benutzt wird. Zur Veri�kation wird in dem Analyseprogramm die Zeilex= -p/2.0-sqrt(p*p/4.0-1.0);durh die Zeilex= 1.0/(-p/2.0+sqrt(p*p/4.0-1.0));ersetzt und das Programm erneut gestartet. Die Ausgabe ist jetzt:x= [9.999999E-101, 0.101021℄ RelErr= 1.124101E-0150 Operationen im absoluten Modus7 Operationen im relativen Modus0 Operationen mit Ergebnis im Unterlauf2 Operationen ohne RundungsfehlerMan sieht, dass der Algorithmus jetzt sehr gut konditioniert ist. Bei gleitkommam�a�igerAuswertung stimmen im Ergebnis mindestens die ersten 47 Bin�ar- bzw. 14 Dezimalzif-fern mit dem exakten Wert der Nullstelle �uberein. Diese Aussage gilt nun nahgewie-senerma�en f�ur jedes beliebige p 2 [�10100;�10℄!Bemerkung: Die Fehlershranke wurde hier mit nur einer einzigen Auswertung gefun-den. �Uber den absoluten Modus, d. h. wenn der absolute Fehler abgesh�atzt wird unddie absolute Fehlershranke anshlie�end durh das Betragsminimum der Einshlie-�ung des Wertebereihs geteilt wird, bekommt man hier nur dann eine brauhbareFehlershranke, wenn das zu untersuhende Intervall [�10100;�10℄ relativ fein unter-teilt wird. Ganz ohne Unterteilung briht das Programm sogar ab, da die Wurzel auseinem Intervall gezogen werden m�usste, welhes negative Zahlen enth�alt.3.3 Anwendung bei der Realisierung shneller Intervallfunk-tionenAls Beispiel dient hier eine Realisierung der Standardfunktion artan(x) als Tabellen-verfahren (s. [8℄). Tabellenverfahren werden in der Numerik zur Realisierung mathema-tisher Funktionen auf Computern verwendet. Sie zeihnen sih durh ihre Shnelligkeitaus, da gewisse Werte vorab berehnet und dem Computer in Form einer Tabelle zurVerf�ugung gestellt werden.Im folgenden soll gezeigt werden, wie a priori Fehlershranken f�ur den relativen Feh-ler, der bei gleitpunktm�a�iger Auswertung f�ur exakt darstellbare Argumente entsteht,berehnet werden k�onnen. Dabei werden niht nur die Rundungs- und Konstantenfehlersondern auh die Approximationsfehler ber�uksihtigt.



Implementierung eines verl�asslihen Vorw�artsfehlerkalk�uls 27Die so gewonnenen Fehlershranken k�onnen dann bei der Programmierung einershnellen Intervallfunktion artan(X) mit dem reellen Intervallargument X verwendetwerden. Die Grundidee besteht darin, dass die Funktionsauswertung rein gleitkom-mam�a�ig und ohne zeitraubendes Setzen des Rundungsmodus vorgenommen wird. Ei-ne sihere Einshlie�ung erh�alt man dann, indem das berehnete Intervall um den Wertder vorab bestimmten (f�ur alle zul�assigen Argumente g�ultigen) relativen Fehlershrankeaufgebl�aht wird.Die zugrundeliegende Theorie wird in [8℄ folgenderma�en beshrieben:"Das in [11℄ beshriebene Verfahren wird hier modi�ziert und auf das IEEE-Datenformat angewandt.Positive Eingabeargumente x 2 I1 := [0; 1 ℄ werden mit Hilfe der bekanntenSummenformelartan x = artan x� i1 + xi + artan i; xi > �1und geeignet gew�ahlter Reduktionskonstanten i in ein festgelegtes Ap-proximationsintervall I := [�; ℄ reduziert. Die ben�otigten Konstantenai := artan i zur Ergebnisanpassung k�onnen im voraus berehnet undtabelliert werden.F�ur Argumente r 2 I wird zur Approximation des artan im Untershiedzu [11℄ niht die abgebrohene Potenzreiheartan(r) � r � NXk=0 (�1)k2k + 1r2kmit Polynomgrad N verwendet, sondern die polynomiale Approximationartan(r) � r � (1 + r2 � pN(r2)) (3)mit einer Bestapproximation pN (r2) = PNk=0 dk � r2k.F�ur sehr kleine Argumente jrj <q atnt kann die Approximationartan(r) � rverwendet werden. Die Berehnung f�ur Eingabeargumente x 2 I2 :=[ 1 ; maxreal℄ kann mit artan(x) = artan(�1x) + �2ebenfalls auf die Approximation (3) zur�ukgef�uhrt werden, es gilt r := �1x 2I. F�ur negative Argumente kann die Formelartan(�x) = � artan(x)angewandt werden.\



28 Armin Bantle und Walter Kr�amerIn der vorliegenden Implementierung wurde f�ur die Approximation N := 5 und f�urdie Argumentreduktion der Wert  := 18 verwendet. Als Reduktionsbereihe sind dieIntervalle Bi :=[bi�1; bi) (i = 1; : : : ; 7) und B8 :=[b7; MaxReal℄ mitb0 := q atnt = 1:807032 : : :E � 008b1 := 4503599627370496 = 36028797018963968 = 0:12500 : : :b2 := 7050717449407908 = 18014398509481984 = 0:39139 : : :b3 := 6454487157372003 = 9007199254740992 = 0:71659 : : :b4 := 5343484307627230 = 4503599627370496 = 1:18649 : : :b5 := 4642583338069965 = 2251799813685248 = 2:06172 : : :b6 := 5472919125137495 = 1125899906842624 = 4:86093 : : :b7 := 4503599627370496 = 562949953421312 = 8:00000 : : :angegeben. �Uber den Fehler im Bereih [�b0; b0℄ wird in [8℄ folgende Aussage getro�en:"F�ur jxj � 1:807032 : : : E � 008 wird die Approximation artan(x) � xverwendet. Mit einfaher Handrehnung erh�alt man den f�ur Ergebnisse imBereih der normalisierten Zahlen g�ultigen relativen Approximationsfehler(siehe [11℄, Seite 50):����artan x� xartanx ���� � x23 � 11� x2 � 11� (1=3)x2 � 1:0885e� 16 := "(appN)Im Bereih der denormalisierten Zahlen gilt der absolute Fehler:jartan x� xj � x23 � 11� x2 � 1:66e� 616 � dMinReal := �(appD)\Es folgt der Originalquellode der Implementierung:/*********************************************************************//* fi_lib --- A fast interval library (Version 1.0) *//* (For opyright and info`s look at file "fi_lib.h") *//*********************************************************************/#inlude "fi_lib.h"#ifdef LINT_ARGSloal double q_atan(double x)#elseloal double q_atan(x)double x;#endif{ double res;double absx,ym,y,ysq;int ind,sgn;



Implementierung eines verl�asslihen Vorw�artsfehlerkalk�uls 29if NANTEST(x)res=q_abortnan(INV_ARG,&x,16);else {if (x<0) absx=-x; else absx=x;if (absx<=q_atnt) res=x;else { if (absx<8) {sgn=1; ym=0;}else {sgn=-1; ym=q_piha; absx=1/absx;}ind=0;while (absx>=q_atnb[ind+1℄) ind+=1;y=(absx-q_atn[ind℄)/(1+absx*q_atn[ind℄);ysq=y*y;res = (y+y*(ysq*(((((q_atnd[5℄*ysq+q_atnd[4℄)*ysq+q_atnd[3℄)*ysq+q_atnd[2℄)*ysq+q_atnd[1℄)*ysq+q_atnd[0℄)))+q_atna[ind℄;if (x<0) res=-(res*sgn+ym);else res= (res*sgn+ym);}}return(res);} Um eine Gesamtfehlerabsh�atzung mit dem Fehlerkalk�ul durhf�uhren zu k�onnen,muss der Originalquellode an die Klasse BoundType angepasst und an entsprehenderStelle der Approximationsfehler, der in [8℄ f�ur die Bestapproximation p5 zu 4:7169�10�16angegeben ist, ber�uksihtigt werden:/* q_piha = pi/2 */BoundType q_piha = rnd_to_n(7074237752028440.0 / 4503599627370496.0);// q_piha ist maximal genau!BoundType q_atnt=exat(1.807032e-8);BoundType q_atna[7℄={exat(0),rnd_to_n(8960721713639278.0 / 36028797018963968.0), /* = 0.24871... */rnd_to_n(8960721713639278.0 / 18014398509481984.0), /* = 0.49742... */rnd_to_n(6720541285229458.0 / 9007199254740992.0), /* = 0.74613... */rnd_to_n(8960721713639278.0 / 9007199254740992.0), /* = 0.99484... */rnd_to_n(5600451071024549.0 / 4503599627370496.0), /* = 1.24355... */rnd_to_n(6720541285229458.0 / 4503599627370496.0)}; /* = 1.49226... */// Die Konstanten fuer die Ergebnisanpassung sind maximal genau!BoundType q_atnb[8℄={exat(0),exat(4503599627370496.0 / 36028797018963968.0), /* = 0.12500... */exat(7050717449407908.0 / 18014398509481984.0), /* = 0.39139... */exat(6454487157372003.0 / 9007199254740992.0), /* = 0.71659... */exat(5343484307627230.0 / 4503599627370496.0), /* = 1.18649... */exat(4642583338069965.0 / 2251799813685248.0), /* = 2.06172... */exat(5472919125137495.0 / 1125899906842624.0), /* = 4.86093... */exat(4503599627370496.0 / 562949953421312.0)}; /* = 8.00000... */BoundType q_atn[7℄={exat(0),



30 Armin Bantle und Walter Kr�amerexat(4575085335741456.0 / 18014398509481984.0), /* = 0.25397... */exat(4890523484394786.0 / 9007199254740992.0), /* = 0.54296... */exat(8326197945442628.0 / 9007199254740992.0), /* = 0.92439... */exat(6934969934934130.0 / 4503599627370496.0), /* = 1.53987... */exat(6633650527568543.0 / 2251799813685248.0), /* = 2.94593... */exat(7153270512133541.0 / 562949953421312.0)}; /* = 12.70676... */BoundType q_atnd[6℄={exat(-6004799503160653.0 / 18014398509481984.0), /* = -0.33333... */exat( 7205759403717662.0 / 36028797018963968.0), /* = 0.20000... */exat(-5146970946471129.0 / 36028797018963968.0), /* = -0.14286... */exat( 8006368526669049.0 / 72057594037927936.0), /* = 0.11111... */exat(-6546869189017288.0 / 72057594037927936.0), /* = -0.09086... */exat( 5323534481176937.0 / 72057594037927936.0)}; /* = 0.07388... */// Konstantenfehler der Argumentreduktion und der Polynomkoeffizienten// sind bereits im Approximationsfehler enthalten!BoundType q_atan(BoundType x){ BoundType res;BoundType absx,ym,y,ysq;int ind,sgn;if (x<0) absx=-x; else absx=x;if (absx<=q_atnt) res=x;else { if (absx<8) {sgn=1; ym=0;} // Integerkonstanten werden automatishelse {sgn=-1; ym=q_piha; absx=1/absx;} // als exakt erkanntind=0;while (absx>=q_atnb[ind+1℄) ind+=1;y=(absx-q_atn[ind℄)/(1+absx*q_atn[ind℄);ysq=y*y;res = ((((q_atnd[5℄*ysq+q_atnd[4℄)*ysq+q_atnd[3℄)*ysq+q_atnd[2℄)*ysq+q_atnd[1℄)*ysq+q_atnd[0℄;// absoluten Approximationsfehler aufaddieren:if (GetErrFlag(res)==ABS)SetAbsErr(res, addu(GetAbsErr(res), 4.7169E-016));elseSetRelErr(res,addu(GetRelErr(res), abs2rel(GetValue(res), 4.7169E-016)));res = (y+y*(ysq*res))+q_atna[ind℄;if (x<0) res=-(res*sgn+ym);else res= (res*sgn+ym);}return(res);} Die folgende Prozedur berehnet mit Hilfe des Bisektionsverfahrens eine obere undeine untere Shranke f�ur den relativen Fehler einer gegebenen Funktion �uber einem



Implementierung eines verl�asslihen Vorw�artsfehlerkalk�uls 31gegebenen Intervall. Sie ben�otigt einen Datentyp istak, der Staks f�ur Intervallerepr�asentiert. Die Implementierung von istak wird hier niht aufgef�uhrt.void maxerr(BoundType (*pf)(BoundType),interval bereih,real a,real& MinErr,real& MaxErr,int& opount)//--------------------------------------------------------------// Berehnung einer Shranke fuer den maximalen Fehler einer// Funktion ueber einem Intervall//--------------------------------------------------------------// INPUT:// (*pf)(BoundType): zu untersuhende Funktion// bereih: zu untersuhendes Intervall// a: relative Genauigkeit der zu berehnenden Shranke// OUTPUT:// MinErr: Untershranke fuer den maximalen Fehler// MaxErr: Obershranke fuer den maximalen Fehler// opount: Zaehler fuer die Anzahl der untersuhten// Teilintervalle//--------------------------------------------------------------{ real rd, lblow, ublow, blow, Untershranke, Obershranke, old_MaxErr;interval x;BoundType erg;int i;bool fail;istak stak, ok;//--------------------------------------------------------------// Initialisierungen//--------------------------------------------------------------reate(stak); reate(ok);opount= 0;MaxErr= MaxReal;ublow= 10.0; lblow= 0.0;// Berehnung einer unteren Shranke fuer den maximalen Fehler durh// Auswertung an 100 aequidistanten Stellen im Intervall "bereih"Untershranke= Max (GetRelErr((*pf)(exat(su(Inf(bereih))))),GetRelErr((*pf)(exat(pred(Sup(bereih))))));for ( i=1 ; i<100 ; i++ ) {rd= i/100.0*diam(bereih)+Inf(bereih);Untershranke= Max(Untershranke, GetRelErr((*pf)(exat(rd))));}MinErr= Untershranke;if (Untershranke<Eps52) Untershranke= Eps52;push(stak, bereih);//--------------------------------------------------------------



32 Armin Bantle und Walter Kr�amer// Iteration zur Berehnung einer Obershranke, die der// Genauigkeit 'a' genuegt//--------------------------------------------------------------while (ublow-lblow > a) {blow= (lblow+ublow)/2;lear(ok); // Stak loeshenfail= false;Obershranke= muld(Untershranke,addd(1.0,blow));old_MaxErr= MaxErr;MaxErr= 0.0;// Bisektionsverfahren ---------------------------------------while (!empty(stak)) {x= pop(stak);erg= (*pf)(exat(x));opount++;if ((MinAbs(GetValue(erg))!=0.0 && GetRelErr(erg)<=Obershranke)|| GetErr(erg)==0.0) {// Fehler ueber Teilintervall ist kleiner als vorgegebene Shrankepush(ok,x);MaxErr= Max(MaxErr, GetRelErr(erg));}else if ((diam(x)/MaxAbs(x)<Eps52)||(diam(x)<=dMinReal)) {// Intervall niht weiter teilbar -> Abbruhpush(stak,x);fail= true;break;}else {// Fehler ueber Teilintervall ist groesser als vorgegebene Shranke// -> Intervallunterteilungpush(stak,_interval(Inf(x),mid(x)));push(stak,_interval(mid(x),Sup(x)));}} // endwhile - Bisektionsverfahrenif (fail) { // vorgegebene Shranke niht eingehaltenMaxErr= old_MaxErr;lblow= blow;}else { // vorgegebene Shranke eingehaltenstak= ok;ublow= Min(blow, subu(divu(MaxErr, Untershranke), 1.0));}} // endwhile - Iteration} Das komplette Analyseprogramm k�onnte in etwa so aussehen:#inlude <time.h>#inlude "BoundType.hpp"// Bereihe B1 bis B8interval bereih[8℄= {



Implementierung eines verl�asslihen Vorw�artsfehlerkalk�uls 33_interval(1.807032e-8,4503599627370496.0/36028797018963968.0),_interval(4503599627370496.0/36028797018963968.0,7050717449407908.0/18014398509481984.0),_interval(7050717449407908.0/18014398509481984.0,6454487157372003.0/ 9007199254740992.0),_interval(6454487157372003.0/ 9007199254740992.0,5343484307627230.0/ 4503599627370496.0),_interval(5343484307627230.0/ 4503599627370496.0,4642583338069965.0/ 2251799813685248.0),_interval(4642583338069965.0/ 2251799813685248.0,5472919125137495.0/ 1125899906842624.0),_interval(5472919125137495.0/ 1125899906842624.0,4503599627370496.0/ 562949953421312.0),_interval(4503599627370496.0/ 562949953421312.0,MaxReal)};// weitere globale Konstanten...BoundType q_atan(BoundType x){...}void maxerr(BoundType (*pf)(BoundType),interval bereih,real a,real& MinErr,real& MaxErr,int& opount){...}int main (){ int i, opount, totount;double time, tottime;real MinErr, MaxErr, minulp, maxulp;SetExatCompare();SetErrMode(REL);totount= 0;tottime= lok();for (i=1 ; i<=8 ; i++){ out << SetPreision(18,15) << Sientifi;time= lok();maxerr(q_atan, bereih[i-1℄, 1.0e-5, MinErr, MaxErr, opount);time= (lok()-time)/CLOCKS_PER_SEC;minulp= divu(MinErr,Eps52);



34 Armin Bantle und Walter Kr�amermaxulp= divu(MaxErr,Eps52);totount+= opount;out << "Bereih [" << RndDown << Inf(bereih[i-1℄) << ","<< RndUp << Sup(bereih[i-1℄) << "℄:\n";out << "MaxRelErr.Inf= " << RndUp << MinErr << " = " << minulp << " ulp\n";out << "MaxRelErr.Sup= " << RndUp << MaxErr << " = " << maxulp << " ulp\n";if (opount==1) out << "1 Funktionsauswertung\n";else out << opount << " Funktionsauswertungen\n";out << SetPreision(5,1) << Fixed << "Zeit: " << time << "se.\n\n";}if (totount==1) out << "Total: 1 Funktionsauswertung\n";else out << "Total: " << totount << " Funktionsauswertungen\n";out << SetPreision(5,1) << Fixed << " "<< (lok()-tottime)/CLOCKS_PER_SEC << "se.\n";return 0;} Wird das Programm �ubersetzt und gestartet, erh�alt man die folgende Ausgabe:Bereih [1.807031999999999E-008,1.250000000000000E-001℄:MaxRelErr.Inf= 2.340924987030341E-016 = 1.054258889929213E+000 ulpMaxRelErr.Sup= 2.340940051571515E-016 = 1.054265674395415E+000 ulp230 FunktionsauswertungenZeit: 1.21se.Bereih [1.250000000000000E-001,3.913934426229509E-001℄:MaxRelErr.Inf= 1.104507255702020E-015 = 4.974258465207624E+000 ulpMaxRelErr.Sup= 1.130005764518850E-015 = 5.089093540013602E+000 ulp339 FunktionsauswertungenZeit: 1.76se.Bereih [3.913934426229508E-001,7.165920254261774E-001℄:MaxRelErr.Inf= 6.124632367739199E-016 = 2.758289204913154E+000 ulpMaxRelErr.Sup= 6.124680777230450E-016 = 2.758311006609830E+000 ulp111 FunktionsauswertungenZeit: 0.82se.Bereih [7.165920254261773E-001,1.186491862010193E+000℄:MaxRelErr.Inf= 5.108234135382082E-016 = 2.300544134862800E+000 ulpMaxRelErr.Sup= 5.108267656702379E-016 = 2.300559231523359E+000 ulp111 FunktionsauswertungenZeit: 0.84se.Bereih [1.186491862010192E+000,2.061721166266557E+000℄:MaxRelErr.Inf= 4.680603675917073E-016 = 2.107956497072911E+000 ulpMaxRelErr.Sup= 4.680631813320814E-016 = 2.107969169033011E+000 ulp106 FunktionsauswertungenZeit: 0.81se.Bereih [2.061721166266556E+000,4.860928659711213E+000℄:MaxRelErr.Inf= 4.182243172256942E-016 = 1.883514879214917E+000 ulpMaxRelErr.Sup= 4.182255810876710E-016 = 1.883520571143245E+000 ulp96 FunktionsauswertungenZeit: 0.76se.



Implementierung eines verl�asslihen Vorw�artsfehlerkalk�uls 35Bereih [4.860928659711212E+000,8.000000000000000E+000℄:MaxRelErr.Inf= 4.217238013923566E-016 = 1.899275154803886E+000 ulpMaxRelErr.Sup= 4.226567046019213E-016 = 1.903476577350855E+000 ulp472 FunktionsauswertungenZeit: 2.33se.Bereih [8.000000000000000E+000,1.797693134862316E+308℄:MaxRelErr.Inf= 3.822252756279683E-016 = 1.721389608889704E+000 ulpMaxRelErr.Sup= 3.822263978588683E-016 = 1.721394662968366E+000 ulp5156 FunktionsauswertungenZeit: 19.89se.Total: 6621 Funktionsauswertungen28.42se.Der maximale relative Fehler der Funktion q atan f�ur beliebige zul�assige Argumentebetr�agt also "q atan := 1:131 � 10�15 = 5:090 � 2�52. Man kann jetzt also bei jedergleitkommam�a�igen Auswertung von q atan(x) siher sein, dass das exakte Ergebnisartan(x) im Intervall [q atan(x) � (1� "q atan); q atan(x) � (1 + "q atan)℄ liegt.34 ShlussbemerkungenVergleiht man die C++ Implementierung zum Vorw�artsfehlerkalk�ul mit einer Pasal-XSC Implementierung, so stellt man fest, dass letztere doh aus wesentlih eleganterem(leihter lesbaren, weniger fehleranf�alligen) Quellode besteht. Trotzdem ist die hierbesprohene C-XSC Implementierung wihtig, da sie unmittelbar zur Fehlerkontrollevon C bzw C++ Quellen verwendet werden kann. Ein Umshreiben der C Quellen nahPasal ist niht mehr n�otig. Vielmehr k�onnen durh einfahe Eingri�e in die C Quellendiese so modi�ziert werden, dass automatish eine a priori worst-ase Fehlershrankef�ur den vorgegebenen Gleitkommaalgorithmus berehnet wird.Die Beispiele zeigen, dass der Kalk�ul eine enorme Erleihterung beim bestimmenvon verl�asslihen Fehlershranken darstellt. Gerade bei Algorithmen, die heuristish sogetrimmt sind, dass sie nur wenig sensitiv auf Rundungs- und Datenfehler reagieren,kann dies Verhalten mit den besprohenen Werkzeugen mathematish bewiesen werden.Die Qualit�at der dabei gewonnenen Fehlershranken ist in diesen F�allen gut.Bei zu shlehter Kondition k�onnen die Fehlershranken unrealistish gro� werden.Trotzdem ist das Verfahren auh in solhen F�allen wertvoll, da es in einem Algorith-mus gerade die Stellen o�enlegt, an denen es zu gro�er Fehlerverst�arkung kommt. DerAlgorithmus kann dann gezielt verbessert werden.Literatur[1℄ Armin Bantle. Ein Kalk�ul f�ur verl�a�lihe rehnergest�utzte Fehlerabsh�atzungenund dessen Anwendung. Diplomarbeit am IWRMM, Universit�at Karlsruhe, 1998.3Im Bereih der denormalisierten Zahlen gilt artan(x) 2 [q atan(x) � dMinReal; q atan(x) +dMinReal℄.
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