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Zur Berechnung von verlasslichen Aul3en- und Innenein-
schlieldungen bei parameterabhAngigen linearen Gleichungs-
systemen
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Es wird ein selbstverifizierendes Verfahren zur Berechnung von Innen- und Aul3eneinschlieBungen der
Losungsmenge eines parametemtgigen linearen Gleichungssystems bei affin-linearer Parameter-
abhangigkeit besprochen. Entsprechende open-source-Software wird online aiguregfgestellt.
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1 Einleitung und Bezeichnungsweisen

Betrachtet wird eine Familie von linearen Gleichungssyster@r - x = b(p) wobei A(p) € R™*"
undb(p) € IR™ affin linear von einem Parametervekioe IR* abkéngen. Variiert nup im Bereich des
Intervallvektorsp] € IIR* so wird die Menge der dsungen aller Punktsysterap) - « = b(p), p € [p]
als parametrischedsungsmenge bezeichnet und wie folgt notiert:

P =3 (Ap),b(p), [p) = {zecR"[3pepmitAlp)- z=0b(p)}

Ein einfaches Beispieli'ein parameteralamgiges lineares Gleichungssystem ist

2+ 3p1 —p2 3p1 T 3
A(p) = Il = ([1,2],[-1,0.5],[2,3)T € IIR
W= (2 ) b= (21,05 2.3)
Einem solchen parameterabigigen Gleichungssystem ordnet man das sogenannte nichtparametrische
Intervall-Gleichungssystem([p]) - = = b([p]) mit A([p]) := C{A(p) € R™*™ | p € [p|} € [IR™*™ und

b([p]) := O{b(p) € R™ | p € [p]} € IIR™ zu (das Diamantsymbol bezeichnet den Interdlérioperator).
Beispielsweise lautet die dem obigen numerischen Beispiel zugeordnete nichtparametrische Intervallmatrix

2+ 3[1,2] — [-1,0.5] 3[1,2] [4.5,9] [3,6]
AGP”Z( L4105 [1,2]+202,3 ) :( 0,1.5] [5,8] )

Die Losungsmenge des Systeridp]) - = = b([p]) wird mit
7 =2 (A(pD),b([p)) = {z e R"[3A € A([p]),b € b([p]) mit A -z = b}

abgekirzt und als nichtparametrischestingsmenge bezeichnet.

Aus den Definitionen folgt unmittelbar, da&8 = X (A(p), b(p), [p]) € X9 = X (A([p]), b([p])). Jedes
Verfahren, das es erlautd? = > (A([p]), b([p])) zu berechnen, liefert demnach auch eine EinschlieRung
der (eigentlich gesuchten) parametrischeslrigsmenge. Bekannte EinschlielBungsverfahren, die z. B. auf
der Verwendung des Krawczyk-Operators beruhenpleh prinzipiell nur dann zum Erfolgifiten, wenn
die Intervallmatrix des nichtparametrischen Systems stark aeggil” Rihrt also die durch debbergang
zum nichtparametrischen Intervallsystem eintretende Problenokergrfig zu einer nicht stark reguén
Intervallmatrix A([p]) (siehe [1]), sind solche Verfahren zum Scheitern verurteilt. Im Allgemeinen liefern
sie aber auch bei Durahifirbarkeit eine deutlicnbersclatzende EinschlieRung der Intervallle'des pa-
rameterabérigigen Originalsystems.
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2 Etwas Theorie

Das im Folgenden beschriebene iterative Verfahren geht im Wesentlichen auf die Arbeit von Rump
[3] zurlick. Verbesserungen wurden insbesondere im Hinblick auf die dort verwendete Iterationsmatrix
I — R- A([p]) angebracht.

Das hier vorgestellte Verfahren wurde unter Verwendung von C-XSC implementiert und getestet. Die
Programmquellen sind als Open-Source-Software im Netauigbgf. Unserer Kenntnis nach handelt es
sich weltweit um die erste frei verfjbare Software zur automatischen und verifizierten EinschlieBung
parametrischer dSungsmengen (bei affin-linearer Parametesalgigkeit). Die Software erlaubt sowohl
die Berechnung einer AufR3en- als auch einer Inneneinschliel3ung.

Die parameteralarigige MatrixA(p) kann in der Formd(p) = A 4 3" p, A geschrieben werden.

Die rechte Seite wird in der Forfifp) = b(®) 4 3" p,b(*) dargestellt.

Theorem 2.1 Mit R € R™*", [U] =[Y] € IR", & € R" und[Z] € IIR", [C(p)] € IIR™*" sei

k
Z] = R.(b(o)_A<o>j)+z[py](R.b(y>_R.A(V).f),
i =1
[C(p)] = I-R-A®->"[pJ(R-A¥).

Weiter seiV] € IIR™ mittels des Einzelschrittverfahrens
1<i<n : Vi={o(Z]+[Cp)]-UD}i, [U]:=Vi,..., Vi1, Y., Vi) T

berechnet. Gilt danr{V] & [Y], so sindR und jede MatrixA(p),p € [p] regular und tr jedesp € [p] gilt
fur die eindeutige bisungz = A~ (p)b(p) die Inklusionz € & + [V]. Mit [D] := O{[C(p)] - [V]} € IR
ergibt sich, falls alle Komponenten ungleich der leeren Menge sind, als InneneinschlieRung

[Z + inf([Z]) + sup([D)]), & + sup([Z]) + inf([D])] C E? C [inf(X?), sup(XP)].

Bemerkungen: Den Beweis des Satzes findet man in [3] und [2]. Sollte im ersten Schritt keine Inklusion
zu Stande kommen, so kann das Vorgehen[fit:= [Y] := [V] iteriert werden. Der Satz kann unmit-
telbar auf Berechnungen mit Gleitkommazahlen und auf Gleitkommaoperationen mit geeignet eingestell-
ten Rundungsmodibertragen werden. Im Unterschied zum Vorgehen in Rump wird hier an Stelle der
Intervall-Iterationsmatri{ — R- A([p]) die Intervallmatri{C(p)] verwendet. Diese wichtige Modifikation
ermaglicht die Berechnung von Einschlieungen alléfi, in denen die zugeordnete MatrlX[p]) nicht
stark regudr ist (Ndheres zum Begriff der starken Regularfindet man in [1]).

3 Numerisches Beispiel

Die dem folgenden sehr einfachen parameteaabfgen linearen Gleichungssystem

3 pp 1
Ap)=| » 3 p |.0(p)=1{ 0 |,[p=(0,2)7 € IR
p p 3 0

zugeordnete Intervallmatrixd([p]) ist zwar regudif, nicht aber stark regai”(der Spektralradius von
|(midA([p]))~!| - radA([p]) ist ¢, also goBer als 1; mid() bezeichnet die Mittelpunktsmatrix und rad()

die Matrix mit den Radien der Intervallkomponenten als Elemente). Trotzdem erlaubt das hier vorgestellte
Verfahren z. B. die Berechnung der AuRReneinschlieRing@24, 1.024], [—.697, .4966], [—.696,.4960]) .
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