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2 1 ZUSAMMENFASSUNG

1 Zusammenfassung

Die Arbeit befafit sich mit der rigorosen Fehleranalyse numerischer Algorithmen,
die das im TEEE-Standard 754-1985 [5], [14] festgelegte Datenformat doppelt ge-
nauer Gleitpunktzahlen (64 Bit) verwenden. Es werden Fehlerschranken sowohl
fiir absolute als auch fiir relative Fehler hergeleitet. Dabei werden auch Opera-
tionen, die zu (Zwischen-)Ergebnissen im Unterlaufbereich fiithren, durch geeigne-
te worst case Abschiatzungen sicher erfait. Die Methodik kann in Verbindung mit
einer Maschinenintervallrechnung und unter Verwendung eines Operatorkonzeptes
verwendet werden, um auf elegante Weise Gesamtfehlerabschatzungen fiir Gleit-
kommaalgorithmen automatisch vom Rechner durchfithren zu lassen. Auch fiir be-
reits existierende Programme konnen mit nur minimalen Quellcodeanpassungen (im
wesentlichen durch Abdndern von Datentypen) verldfiliche Vorwértsfehleranalysen
durchgefithrt werden. Fine so gefundene Gesamtfehlerschranke beriicksichtigt alle
Eingangs-, Konstanten- und Rundungsfehler. Sie ist eine abgesicherte worst case
Schranke, die gleichméBig iiber dem gesamten untersuchten Datenbereich (hzw. Pa-
rameterbereich) gilt.

Eine Umsetzung der hier beschriebenen Abschatzungen in eine Softwarebibliothek
findet sich in [2]. Die notwendigen Routinen sind in der Programmiersprache C++
unter Verwendung der Klassenbibliothek C-XSC [16] realisiert. Das Uberladen von
Operatoren erlaubt die elegante Anwendung des Fehlerkalkiils. Beispiele finden sich
u.a.in [2], [11], [12], [13], [19]. Sie belegen die hohe numerische Giite der gefundenen

Fehlerschranken.

Key Words: Rounding Errors, Reliable Error Estimates, Floating-point
Calculations, Absolute Error Bounds, Relative Error Bounds, Automatic
Error Analysis

MSC: 65G05, 65G10, 68M15



2 Voraussetzungen an die Arithmetik

Der in den Paragraphen 3 und 4 vorgestellte Fehlerkalkiil erméglicht sichere a priori
Fehlerabschétzungen fiir mathematische Grundoperationen und Funktionen. Dabei
sind die mit dem Kalkiil berechneten Fehlerschranken gleichmaflige Schranken. Sie
gelten jeweils fiir beliebige Argumente, sofern diese den in den Abschatzungen zu-
grundegelegten Datenbereich (Parameterbereich) nicht verlassen.

Es werden hier die bereits in den Arbeiten [12], [11], [17], [13], [19] verwendeten

Bezeichnungen und Notationen verwendet (vgl. Anhang).

I'm folgenden mdogen als Generalvoraussetzungen gelten:

oc{+,—,-,/}, aceAellR, be BellR sowie

i=a+ A, =a(l+e,) mit |A,] < Ala),|e,] < e(a) = Ala)/]a] und
b=b+ Ay =b(1+5) mit |Ay] <AD), |as] < e(b) = A()/]b], also  (GV)
i€ Ai=A+[-Aa),A(a)] = A-[I —&(a), 1 +e(a)],

be B:=B+[-A®Db),A(b)]=B-[1 —c(b),1+e(b)].

Dabei seien die Intervalle A = [a, @] und B = [b,b] (a,@,b,b € IR), die absoluten Feh-
lerschranken A(a) und A(b) und die relativen Fehlerschranken £(a) und e(b) gegeben
(falls die jeweilige Groie in der betrachteten Formel oder Ungleichung auftritt).

Bei der Herleitung der Fehlerschranken wird vorausgesetzt, dafi die Operationen
des verwendeten Rechners dem TEEFE-Standard geniigen'. Inshesondere hat man
also fir die Grundoperation o € {+,—, -, /} und deren Maschinenanalogon [@ €
{@, 8,0, A} die Abschitzung

(aob)—

ao

i@ b)

——~

<z (1)

e

fiir alle @,b € S mit |@ob| € [MinReal, MaxReal]. = bedeutet fiir gerichtet gerundete
Operationen das Zweifache der Maschinengenauigkeit, bei Rundung zur nachsten
Zahl die Maschinengenauigkeit ¢* selbst. Es wird auflerdem vorausgesetzt, dafl kein
Uberlauf auftritt?, d. h. a0 b, d © be [~MaxReal, MaxReal] sei stets erfiillt.

Wenn @ o b im Unterlaufbereich {/ := (—MinReal, MinReal) liegt, gilt obige Ab-
schatzung fiir den relativen Fehler einer Maschinenoperation i. allg. nicht mehr. Das

"Das hier vorgestellte methodische Vorgehen kann ohne Schwierigkeiten auf andere Gleitkom-
maraster iibertragen werden.

’Durch die Routinen der Fehlerabschatzungsbibliothek wird der Fall eines Uberlaufs automa-
tisch erkannt. Es wird dann mit einer Fehlermeldung abgebrochen.
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folgende Lemma liefert fiir diesen Fall zumindest eine Schranke fiir den absoluten

Fehler.

Lemma 2.1 Im Unterlaufbereich U:=(—MinReal,MinReal) gilt die Abschitzung

(@0 b) — (4 @ b)] < MinReal (2)

fiir alle o € {4+, —, -, /} und a,b e S mit |a o i)| < MinReal.

Beweis: o b und @ @ b haben das gleiche Vorzeichen, d. h. es gilt

(@ ob) — (& @ b)| € [0,MinReal]
— (@ ob) — (a @ b)| <|[0,MinReal]| = MinReal g
Bemerkung 2.1 Falls eine Arithmetik mit ,gradual underflow* verwendet wird
und die Arithmetik auch im Unterlaufbereich maximal genaue Grundoperationen

zur Verfiigung stellt, gilt offensichtlich |(a o b) — (a @ b)] < dMinReal fiir alle
o€ {+,—,-,/} und a,b € S mit |a o b| < MinReal.

Uber die (14¢)—FEigenschaft (1) hinausgehend, wird in dieser Arbeit voransgesetzt,

daf} die zugrundeliegende Rechnerarithmetik im Falle eines exakt darstellbaren Re-

sultates diesen Wert als Maschinenergebnis liefert, d. h., daf}
iobeS=a@b=aolb. (3)

Rechnerarithmetiken, die dem TEEE-Standard geniigen, besitzen diese Figenschaft.

3 Fehlerschranken fiir Grundoperationen

3.1 Absolute Fehlerschranken

Fiir das Frgebnis der Maschinenverkniipfung @ @ b soll nun eine absolute Fehler-
schranke A(o) € IRT berechnet werden, so daf

(aob)— (a@h)| < Alo)

fir alle a € A mit |a — a|l < A(a) baw. |a — a| < e(a)|a] und fiir alle b € B mit
|b— b] < A(b) bzaw. |b— b < £(b)|b] gilt.
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3.1.1 Abschatzung des fortgepflanzten Datenfehlers

Satz 3.1 Fiir die Fortpflanzung des absoluten Datenfehlers |(a ob) — (ao 2))| gilt bei
exakter Rechnung

(a+b)—(@a+b)| < Ala)+A(D) = Agury (4)
(a—b)—(a—b)] < Ala)+A(b) = Agy (5)
(a-b) = (a-b)] < A(a)A(b)+]alA(D) + | A(a) =t Agay, (6)
(afb) — afb) < Nﬁ*fﬁ@-ﬂAMme AB <Pl (7)
Beweis:
Add. . J(a+b)—(a+b)] = Ja+b— (a4 A, +b+A})
= |A, + Ay
< Ala)+ Ab) = Ay
Sub.: J(a—b)—(a—b)| = la—b—(a+A,—b—N)]
= A, — Ay
< Ala)+ Ab) = Aoy
Mul. : [(a-b)— (a-b)| = Jab— (a+ A)(b+ Ay)

= |(],Ab —I— Z)A,, —I— AH,A”
< A(a)A(b) + |a]A(D) + [b|A(a) = Agas..

2(h+ Ay) (0t A)
b4+ Ay

Ala) + [51A(b)
I AN ()

%Ab — Aa
b+ Ay

Div. : |((1/b) - (5/2’” =

= Ay, falls A(D) < b m

Mit Hilfe von Satz 3.1 lassen sich nun gleichméfige Schranken Ag.:(4), Agur(—),
Agar(-) und Ayy(/) fir die Fortpflanzung des absoluten Datenfehlers fiir alle a € A
und b € B herleiten:

Fall T Fiir | —a| und |b— b| sind die absoluten Schranken A(a) und A(b) gegeben.

Apra = Ala) + A(B) =t Agar(+)
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A e Ala)+ Ab) =1 Agaur(—)
A A(a)A(b) + |alA(b) + [b]A(a)
< A(a)A(b) + [AIA(b) + |B|A(a) = Agu(+)
a) & |2 a |A|A b
Ngar) = A<|b>|+|A”|(bA)(b) < (<B)> A(b;) = Aga(/) fiir A(b) < (B)

Fall IT Fiir |a—a| ist die absolute Schranke A(a) und fiir |b—b| die relative Schranke
e(b) gegeben.

Aig = Ala)+[ble(b) < Afa)+ [Ble(b) = Api(+)

Agor,— = Ala)+ |ble(b) < A(a) + |Ble(b) = Agur(—)
Aot = Aa)-[ble(b) + la] - [ble(b) + [b|A(a)
< |BI(A(a)z(b) + |Ale(b) + Ala)) =t Agur(-)
L OA(a) B ble(h)  Afa)+[Ale(b) )
Bl T T RGeS (B ) e <

Fall IIT Fiir |o — a| ist die relative Schranke ¢(a) und fiir [b — b| die absolute
Schranke A(b) gegeben.

Ngory = lale(a) + A(D) < |Ale(a) + A(D) =: Agu(+)
N = lale(a)+ AB) < JA() + AB) =5 Aul-)
N = lale(a)- A®)+ lalAD) + 8] lal(a)
< JAI(E@A®D) + AG) + [Bla@) = Al
() 1 A0
Ay = |k&f+|gf(><|AQ%%iK%5—:AmAN fiir AW < (B)

Fall IV Fiir [a —a| und |b— b| sind die relativen Schranken e(a) und e(b) gegeben.

Adar + lale(a) + |ble(b) < |Ale(a) + |Ble(b) =: Agai(+)
Aarw = lale(a) + [bl=(b) < [Ale(a)+[Ble(b) =t A —)
Auar, = lale(a) - ble(b) + la] - [bl=(b) + [B] - |ale(a)
< JAJ-|B] - (2(a)e(b) + e(b) +e(a)) = Agu()
Jale(a) + |2] - [ble(b)  [Al(s(a) + (b)) .
At = TR (B ey ) fr ()<

In Tabelle 1 sind die Ergebnisse noch einmal zusammengefafit.
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gegeben Agar(+) ANgar(+) Agar(/)

Ala),Ab) || Ala)+A(b) | Ala)A(b) + [AJA(MD) +[BIA(a) | =gy a—

Afa))
)

Aa),e(d) | Ala)+|Ble(b) | [BI(A(a)=(b) + | Ale(b)

S AB) | 1AIE(@) + AB) | 1AI(@)AD) + AB) + Ble(a) | 141505
e(a),=(b) || |Ale(a) + [Ble(b) | [A]-[B]- (s(a)e(b) + £(b) + e(a)) | Lplllteon

Tabelle 1: Schranken fiir die Fortpflanzung des absoluten Datenfehlers bei den
Grundoperationen

3.1.2 Abschiatzung des Rundungsfehlers

Satz 3.2 Fiir den Rundungsfehler |((~1,oi)) —(a@ 2))| einer Operation o € {+,—, -, /}
mit den Maschinenzahlen a,b € S qilt

a) im Unterlaufbereich, d. h. a @ bel und damit aobe U:
|(@ob)— (ad i))| < MinReal =: A,,41/(0). (8)

Bei Verwendung einer Arithmetik mit mazimal genauen Operationen im ,gra-
dual underflow” kann die Abschdlzung noch verschdrft werden zu:

. . 0 fiir o +,—
[(@ob) —(a@b)| < SRR =: Avpar(0)  (9)

dMinReal firoe {-,/}

b) im normalisierten Bereich, d. h. a @ b ¢ U und damit aob ¢ U:

(aob)—(a@b)| < T-(Aga(o)+ Ao B|) = Aan(o) (10)

fiir jedes o € {+,—, -, /}.

Beweis:

a) Ungleichung (8) folgt sofort aus Lemma 2.1.
Fiir o € {-,/} ist Ungleichung (9) offensichtlich (siehe Bemerkung 2.1).
Seien also o = + und a, b e S mit & m] b € U. Man kann ohne Beschrin-
kung der Allgemeinheit a, b > 0 annehmen. (Fir a, b < 0 betrachte a @ b =
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—((—a) @ (—b)). Die beiden anderen Fille kommen einer Subtraktion gleich,
die weiter unten behandelt wird.) Es folgt

0< a,f)g i+b< MinReal,
d. h. a, b und & + b haben denselben Exponenten: e(a) = e(b) = e(a+b) =

Emin — 1. Die Summe a H b ist daher eXfl,kt. )
Seien nun o = —und a,b € S mit a @b € U. Wieder sei 0. B.d. AL a,b>0

und zusatzlich @ > b. Es sind drei Falle zu unterscheiden:

Fall 1 e(a) = e(b): klar!
Fall T1(a) e(d) = e(b)+ 1 und b e U: )
Es folgt @ = 1.ay .. a5y - 2°7» und b= 0.by ...b5y - 27 d. h.

1.ay...a5y - 20min
— Ob] .. .652 - 28777,1',77,

= (Cp.C1...Cx9 * Cmin

Da aber a — b e U, ist ¢ = 0, und das exakte Ergebnis ist ohne
Rundung im Gleitpunktsystem darstellbar.

Fall TTI(b) e(d) = e(b)+ 1 und b ¢ U: )
Es folgt a = ap.ay ...asz - 2¢00) und b = 0.boby ... bsy - 293 mit

e(a)=-ed)+1>epm—+1,d h.

ag.dq...ds9o . 28(&)
— 0.bg. . .bsibsy - 27

= (Cp.C1...C52C53 * 28(0')

Wegen a — bell ist e(a— i)) = €pmin — 1 < e(a)— 2. Fs muB also
co = ¢1 = 0 gelten; das exakte Frgebnis ist ohne Rundung im
Gleitpunktsystem darstellbar.

Fall IIT  e(a) > e(b) + 2:
Dann gilt a ¢ U = a = l.ay...a5, - 26(d) > 9e(a) > 2¢(M0+2 ynd
b= bg.by ... bsy-200) < 20T Daher ist i—b > 200+ > 9omin ¢

U/, d. h. dieser Fall kann nicht eintreten, wenn die Differenz a — b
im Unterlauf liegen soll.

Es folgt in jedem Falle die Behauptung.
b) Nach Ungleichung (1) gilt

(Gob) —(a@b)| < z-l|aodl
< 2-(|(aob)—(aob)|+laob])
< - (Agui(o)+ |Ao B|) = Avnan(o),



3.2 Relative Fehlerschranken 9

womit die Behauptung gezeigt wére -

Beispiel 3.1 (zu Satz 3.2a) Gegeben sei das Gleitpunktsystem S:=5(2,4, —6,7)
sowie die Maschinenzahlen a:=1.011-27% € S und b:=1.111-275 € S. Die Differenz
i—b=10110-2°—-1111-26=0111.2%¢ U:=(—27%,275)ist ohne Rundung
darstellbar und daher exakt.

3.1.3 Gesamtfehlerabschiatzung

Mit der Dreiecksungleichung 148t sich der absolute Gesamtfehler folgendermafien
abschétzen:

(aob) —(a@b)| < [(aob) —(aob)|+|(@ob) —(am@b),

d. h. man hat

e im Unterlaufbereich

[(a0b) — (@@ b)| < Ayus(0) + Apparr(o) =1 Afo),

e im normalisierten Bereich

(@0b) — (@B < Agur(0) + Arnin(0) = Afo)

e und im gesamten Bereich

[(aob) — (am@ b) Agar(0) + max{A,n41(0), Arpa,n(0)}

ANgt(0) + Avpa(0) + Avpan(o) =: Ao).

3.2 Relative Fehlerschranken

Fiir das Frgebnis der Maschinenverkniipfung @ B b soll nun eine relative Fehler-
schranke (o) € IRt berechnet werden, so daf}

(aob)—(&@i))

aob

‘ < (o)

fir alle a € A mit |a — a|l < A(a) baw. |a — a| < e(a)|a] und fiir alle b € B mit
|b— b] < A(b) bzaw. |b— b < £(b)|b] gilt.
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3.2.1 Abschatzung des fortgepflanzten Datenfehlers

Satz 3.3 Fiir die Fortpflanzung des relativen Datenfehlers

(aob)(aoé)‘

aob
qilt bei exakter Rechnung
(a+b) — (@ +b) Ala)+A(b)
a—]—b S W =: 5r]at,+ (]])
(a—b)— (a@—b) Ala)+A(b)
(],—b S W =: Edat, (]2)
(a-b)—(a-b) Aa) A(b) , AG) | Ala) _
b | Tl e "
W < |5||i|(”')z(§)<b> —: epny fiir A(B) < b (14)
Beweils:
Add . | @B O Aa) £ AB)
a—+b la + 0] '
@) @b © Ala)+AB)
Sub. : p— < Wﬁgdm&ﬁ
Vol .| b)a.b(&-?;) (2 A(a)A(b)+||(f]1//|.Ab|(b)+|?7|A(a)
_ Ale) Al A() | Ale) _
Tl Rl TRl T T
- (a/b) = (a/b)| ) Ala) +[F]A() [b]
- o I T
|2]A(a) + A(D)

_ — ey falls A(D) < [b
|b|*A(b) gdrﬂ/ alls () | | ||

Mit Hilfe von Satz 3.3 lassen sich nun gleichméfiige Schranken fiir die Fortpflanzung
des relativen Datenfehlers fiir alle a € A und b € B herleiten. Fiir die Addition und
Subtraktion werden dabei die beiden folgenden Lemmata verwendet.
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Lemma 3.1 Seienx € X = [2,7] € IIR, y € Y = [y,7] € IR beliebig und ¢y, ¢y > 0
konstant. Dann qilt

cr|z| + e cr|z| + e crlz] + e
max ————— = max ————— = max ———. (15)
r€X,yeYy |T + y| r€{z,7}ye{y. 7} |T + y| re{r,T} <T + Y>
Dabei wird vorausgesetzt, daf$ die auftretenden Nenner stets ungleich Null sind, d. h.

0¢ X +V.

Beweis: Der Beweis wird fiir den Fall ,+“ mit, inf(X—l—Y) > () gezeigt. Die restlichen
drei Félle (,+ mit sup(X +Y) < 0, ,—“ mit inf(X —Y) > 0 und ,,—“ mit
sup(X — V) < 0) werden ganz entsprechend behandelt; es dndern sich lediglich
einige Vorzeichen.

Sei D:=XxVY, f:D — R/ (x,y) = flz,y):= “ﬂﬁtf = “L’:l_tc? und ¢; > 0

(C1 =0= mMaXzeX,yey TFTQV = MaXyc{z 7} (7“:——25/))
7u yo € Y, beliebig aber fest gewihlt, wird g,,(2):= f(x, yo) definiert.
Fiir 2 < 0 ist

—cr(r +yo) — (—erx + ) _ “CY% —
(4 yo)? (2 + yo)?

g, (x) = <0,

da yg > —x > 0.
Fir z > 0 ist

c1(r1:—|—y0)—(c1.7:—|—02)_c1y0—02 <0 fir yo<efer,
(2 + o)  (#+ )

gy, () =
>0 fiir yo>cafer.

Somit ist g,, (2) fiir 2 < 0 eine monoton fallende und fiir = > 0, in Abhéngigkeit von
der fest vorgegebenen Lage von yq, eine monoton fallende bzw. monoton wachsende
Funktion. Es folgt daher wegen der Stetigkeit von ¢,, auf X

max (7, 4o) = max gy, (7) = max. gy, (r) (16)
und weiter
cr|z| + e cr|z| + e cr|z| + e
max ————— = maxmaXx ——— = max max —————
reXyeY x4y veX yevy 1+ vy v€X ye{yyt T+ Y
(16) crlz] + e crlz| + e
=" max max ———— = max —————

relzrivelvy) r+y  seler (V) ™

Lemma 3.2 Seien ©+ € X = [2,7] € TIR, y € Y = [y,5] € TR beliebig und
dy,dy > 0 konstant. Dann gilt
dilx| + doly| di || + daly|
reXyey |r £ y| re{zrluelyyt  |o Eyl

(17)

Dabei wird vorausgesetzt, daf$ die auftretenden Nenner stets ungleich Null sind, d. h.
0¢ X+Y.
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Beweis: Wieder wird nur der Beweis fiir den Fall |+ mit inf(X + Y) > () gezeigt.
Die anderen Fille werden ganz entsprechend gezeigt; es &ndern sich lediglich einige
Vorzeichen.

Seien 0. B. d. A. dy,dy > 0 (dy = 0 oder dy = 0 fiihrt auf Gleichung (15) mit ¢ =0

und evtl. Rollentausch von 2 und y). Dann folgt die Behauptung aus Lemma 3.1:

diJo] + dalyl dlal+ dalyl di ] + dsy|
— — MaXMmaX —— — MmaxX mMmaX —m—————

r€X yeY r+y T€X y€eY x4y r€X yely ) Ry
di|z| + daly| _, di|z] + daly|
- ma)ﬁ max —— — ma)ﬁ ma’)i - @@ -
yelyy} v€X Tty ye{yy} re{z 7} x4y

Unter Verwendung von Lemma 3.1 und Lemma 3.2 kénnen jetzt optimale Schran-
ken 4at(+), €aat(—)s Edar(+) und £4,4(/) fiir die oben genannte Fehlerfortpflanzung
angegeben werden.

Fall T Fiir | —a| und |b— b sind die absoluten Schranken A(a) und A(b) gegeben.

_ A(a) + A(b) A(a) + A(b) B
Edat+ @+ 0] < (A +B) =: egut(+)
D@ EAG) A
o a—b  — (A-B) ™
A AG) |, AG) |, Ala)
e = TG TR T Tl
Aa) AB) | AD) | Aw)
STy T Ty et
o M@ +an) SR
B RN () N G
A(”') ‘I’ ﬂ
< <?> s =t gl /) fiir A(b) < (B)
By

Fall IT Fiir |a—a| ist die absolute Schranke A(a) und fiir |b—b| die relative Schranke
e(b) gegeben.

A((]) + |b|€(b) T.emma 3.1 A((]) + |b|€(b)
Edat = - < X ————————— = &g+ +
itk @b S enn (A+0) )
A ) s AW )
o ja —b| T e (A-D) ’

Memma 3.1 mit ¢; = dy, c5 = dy|z]
Memma 3.1 mit ¢ = dy, c5 = doly]
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Ala) Ala) < Ala) Ala)

€dat, — |(]| ’ E(b) + E(b) + |(]| > <A> ’ E(b) + E(b) + <A> = Eda,t( )
o M@ Pl 5 ()
o 6] — [bl(b) 1 —e(b)
2y o)
(A) . .
S W == Edmg(/) fllT’ E(b) < ]

Fall TIT Fiir |a — a| ist die relative Schranke e(a) und fiir |b — b| die absolute
Schranke A(b) gegeben.

_ lale(a) + A(b) Temmasi lale(a) + A(b)
Edat = P < max G =t £gu(+)
~ale(a) + A(b) Lemma s lale(a) + A(b) B
Edat,~ = @0 < max T Edat(—)
anr. = c(a) RRIRT (a) < e(a) RGN (a) =t 2aar(-)
. R Hd)+A@)7 e(a) + b
! bl A®) = 4%
e(a) + 28
< % = egnl(/) fiir  A(b) < (B)
(B)

Fall IV Fiir [a —a| und |b— b| sind die relativen Schranken e(a) und e(b) gegeben.

lale(a) + [b](b) Temmas2 lale(a) + |bl=(b)
Edat = < ) =: Egal+
ot o+ b] T P S PR ot +)
b T.emma 3.2 b
= Ll () e max @)
la — bl a€{a}be{b} la — bl
caur. = e(a)z(b)+e(b) +(a) =t egul-)
12| - ale(a) + [ble(b)  e(a)+ =(b) .
a — == =: at f b 1
it/ b — Jbl=(6) (o) o) fir e <

In Tabelle 2 sind die Ergebnisse noch einmal zusammengefafit.

3.2.2 Abschiatzung des Rundungsfehlers

Uber den Rundungsfehler, der bei einer gleitpunktmiaBigen Verkniipfung zweier
Gleitpunktzahlen entsteht, macht der folgende Satz Aussagen.
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gegeben Edat(E) Edar(+) ednt(/)
A(a)+A() Aa)  AG) | AG) |, Al) | THHTH
A(a), Ab) (A+5) o m T | e
A b Aa)+]bl=(b) AW . (p B L Al) i +e(b)
(a),(b) Jg‘{g}w A ~e(b) +2(b) + ) T—=(b)
Jale(a)+A () A() A () + 75y
e(a), A(D) max s e(a) - Ty + 7y Tela) | ——zm
a€{a,} L)
e(a),e(b) max % e(a)e(b) +£(b) + (a) 6(1011_(2()}))
a€{a,@}be{bb} '

Tabelle 2: Schranken fiir die Fortpflanzung des relativen Datenfehlers bei
den Grundoperationen

Satz 3.4 Fiir den relativen Rundungsfehler

(aom(a@éw

aob

einer Operation o € {+,—, -, [} mit den Maschinenzahlen a,b € S gilt

a) im Unterlaufbereich, d. h. a @ bel und damit aobe U:

=: Emna(0). (18)

(ao i)) — (a @ i)) MinReal
aob

~— (Ao B)

Bei Verwendung einer Arithmetik mit mazimal genauen Operationen im ,gra-
dual underflow” kann die Abschdlzung noch verschdrft werden zu:

(&06—%&@5)<i 0 fiir o € {+,—}
B firoe{-,/}

aob dMinReal
(Ao B)

=: Emd,U(O)

b) im normalisierten Bereich, d. h. a @ b ¢ U und damit aob ¢ U:

(Gob)— (a@b)

aob

< E-(gque(0) +1) =t grnan(0) (20)

fiir jedes o € {+,—, -, /}.
Beweis:

a) Folgt sofort aus Satz 3.2a).
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(@ob) —(a@b)| » _ laob
b <z
) aob = ° aob
< = laob)—(aob)+]aob
- la o bl
< F-(Edur(0) + 1) =crman(o) m

3.2.3 Gesamtfehlerabschitzung

Mit der Dreiecksungleichung 1at sich der relative Gesamtfehler folgendermafien
abschétzen:

(Gob)— (a@b)

aob

b

(aob)(&@i))‘<

aob

(aob)(&oi))‘

aob

d. h. man hat

e im Unterlaufbereich

(aob)—(&@i))

< €4at(0) + €rpa(0) =: (o),
aob

e im normalisierten Bereich

(aob)—(&@i))

S gr]at(o) + Ernr],N(o) =: E(O)
aob

e und im gesamten Bereich

IA

gr]at(o) + ma'x{grnr],U(o)v Ernr],N(o)}
aob

(aob)(&@i))‘

< €4ar(0) + €rnau(0) + Erpan(0) =: (o).

3.3 Sonderfille: Operanden, die keine Rundungsfehler
verursachen

In diesem Abschnitt kommt Forderung (3) aus Abschitt 2 zum Finsatz.

Falls eine Operation auf dem Rechner ohne Rundungsfehler durchfithrbar ist, so soll-
te fiir die mit dem Fehlerkalkiil bestimmten Schranken A,,4(0) = &,,4(0) = 0 gel-
ten. Die in den vorangegangenen Abschnitten hergeleiteten Rundungsfehlerschran-
ken sind in diesen Féllen in der Regel jedoch grofler als Null:
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Beispiel 3.2 Seien a = Q —a=10"undb=>b=1>50=10" (A und B sind dem-
nach lektinterva,ﬂe) Beide Zahlen sind im IEEE-double-Format exakt darstellbar,
woraus folgt, daBl A(a) = ((1) = 0 und somit Ag(+) = €gat(+) = 0. Man erhilt
schlieBlich nach (10) und (20)

Avpan(+) = E-[10"7 10" = 1110 -2 > 0

und

ErnaN(+)=F >0,
obwohl das Frgebnis der Addition der beiden Zahlen, 1.1-10" € IN N S, auf dem
Rechner exakt darstellbar ist.

Im folgenden werden hinreichende Bedingungen fiir rundungsfehlerfrei durchfiihr-
bare (Maschinen-)Operationen genannt. Wenn nicht anders angegeben, wird dabei
vorausgesetzt, dafl das Frgebnis der Verkniipfung der Maschinenzahlen a und b im
normalisierten Bereich liegt, d. h. |@ o b| € [MinReal, MaxReal] fiir i, b € S.

Fir 2 = (—])S(m) -m(x) - 2¢(7) € § Tiefern die Funktionen 2j.,4 und 244 die Anzahl
der fithrenden bzw. abschlieBenden Nullen in der Mantisse m(2) von @ (zje0a(2) =0
fir # ¢ U = (—MinReal,MinReal)). e(x) bezeichne den Exponenten der TEEE-

Darstellung von x.

Satz 3.5 (Subtraktion) Das Frgebnis einer Subtraktion von zwei Maschinenzah-
len ist exakt darstellbar, d. h.

(i) 5 < % < 2 (21)
(ii) ela—b) < mlﬂ{ (@) 4 2ait(@), e(b) + zpai(b) } (22)
(11i) a=0 oder b=0 (23)

Beweis: 7u (i): siche [26]. Zu (ii): siehe [8]. Zu (iii): trivial -

Satz 3.6 (Addition) Das Frgebnis einer Addition von zwei Maschinenzahlen ist
exakt darstellbar, d. h.

N (i+b) — (a B D)
4 b - 4 b — =
@b @mp = B
wenn eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:
a 1
] -2 < = < —= 24
M o2< i< o1
(i1) e(a+b) < min{ e(a@) 4+ zpai(a@), e(b) + zuau(d) } (25)

(iii)  a=0 oder b=0 (26)
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Beweis: Die Behauptung folgt wegen @ + b = & — (—b) aus Satz 3.5 -

Satz 3.7 (Multiplikation) Das Frgebnis einer Multiplikation von zwei Maschi-
nenzahlen ist exakt darstellbar, d. h.

- - a-b)—(a@b
b - @amb) = |18 ﬂ—m
a-b
wenn eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:
(i) a=2"kex. (27)
Ista-be U, muff k> e — e(i)) — Ztr,”j](i)) sein.
(ii) b=2 kel (28)
Ista-be U, muf$ k> epin — e(@) — zpau(a) sein.
(777) Zlea,r](a) + Ztrmfl(a) + Zlea,r](i)) + Ztrmfl(i)) 2 t (29)

Beweis:

(i) Seiena =2F ¢ S,k € Z und b € S mit der Darstellung b = (—])”’(b)-m(i))ﬂe(b).
Dann ist a-b = 2F- (—1 )S(b) . m(i)) 22e(h) — (—1 )S(b) . m(i)) . 2k+e(®) € § und daher
a@b=a-b.

Fiira-bec U und k> e, — e(i)) — Ztr,”j](i)) ist e(a O i)) = €min, d. h. die

Mantisse von b muf bei der Multiplikation mit 2% um e,,;, — (k +e(b)) Stellen

nach rechts geschoben werden. Wegen ¢, — (k+e(b) < emin— (€min —e(b) —

Zirait(b) + €(b)) = %tmﬂ(b)fa,ﬂen nur Nullen aus der Mantisse heraus, es gilt
also auch hiera @ b=a-b.

(i1) Analog zu (i).

(i) @ moge t — (21eaa(@) + ztrau(@)) und b moge 1 — (Zlegd(i)) + Ztmﬂ(i))) signifikan-
te Stellen in der Mantisse besitzen. Dann hat a - b hochstens ¢ — (zye0a(d@) +

Ztrmfl(a))_l't*(Zlea,r](b)_l'ztrail(b)) - Qti(Zlea,r](a)_I:Ztra,il(a)_l'zlead(b)+Zt7’mfl(b)) S
21 — 1 =1 signifikante Stellen und damitist a-be S g

Satz 3.8 (Division) Das Frgebnis einer Division von zwei Maschinenzahlen ist
exakt darstellbar, d. h.

. . i/b) — (ath b
(/i) ) =B g,
alb
wenn die folgende Bedingung erfillt ist:
b=2 ke (30)

Ist o -b € U, muf zusitzlich k < e(a) + zuai(@) — €min gefordert werden.
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Beweis: Die Behauptung folgt wegen a/2% = @ - 27" aus Satz 3.7 -

Fiir die spatere Tmplementierung werden Bedingungen fiir die einschlieBenden Tn-
tervalle A und B bendétigt, die gewahrleisten, dafi sémtliche Operationen @ o b mit

i€ ANS und b e BN S rundungsfehlerfrei durchgefiihrt werden konnen, d. h. | da$
dob=amb Yae AnS Ybe BnS

gleichméfig gilt. Solche Bedingungen werden in den folgenden Satzen angegeben.
Dabei sei die Funktion ejg : 15 +— IN geméf

e({X)), falls X echtes Intervall

e(x) + zypau(x), falls X = [z, 2] Punktintervall

definiert.

Satz 3.9 (Subtraktion) /st eine der Bedingungen

(i) inf(A/B) > ]5 und  sup(A/B) < 2 (31)
) elA Bl) < minfers(A)ens(B) (32)
(iii)  A=10,0] oder B=10,0] (33)

erfillt, dann gilt ) ) ) o
a—b=aB8b Yae ANS Vbe BN S.

Beweis:

A sup(A/B) < 2
<2 VaecAnS Vhe Bns ™20 gy,

(i) e(@a—b) < e(|A— B)|) grnin{em(/{),em(é)}~ i o
<min{ e(a) + zpaa(a), e(b) + zuaa(b) } Ya€e ANS YVbe BNS

Sat7~:2-=; (ii) Reh .

(iii) Folgt aus Satz 3.5 (iii) -

Satz 3.10 (Addition) /st eine der Bedingungen

(1) inf( ~/l?) > —2 und sup(%‘/é) < ]5 (34)
) elA Bl < minfers(A),ens(3)) (3)
(iii) A =10,0] oder B=10,0] (36)

erfillt, dann gilt ) ) ) o
a+b=aBb Yae ANS Vbe BNS.
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Beweis:

(i) inf(A/B) > =2 A sup(A/B) <
Vie AnS VYbe BN S

Qat7?6()

Beh.

1
2

(i) e(@+b) <e(|A+ B|) < minf{ers(A ) em(é)}N i o
<min{ e(a) 4+ zpai(a), e(b) + zuaa(b) } Yae ANS Vbe BNS

Qat7?6( i)

(iii) Folgt aus Satz 3.6 (iii) -

Satz 3.11 (Multiplikation) /st eine der Bedingungen
() A=laala=2 ke (31)
ist (A é) NU #£0, muf k> enin — em(é) sein

b, b=2" keZ; (38)

[b,
(A BYNU #(, mwﬂk>€mm—em(%\) sein

(777) A - [(77 (~]] B [ba b] Z]F(JF]( ) + Zfrm/( ) + Z]Fﬂf](b) + Ztra,il(i)) 2 t (39)
erfillt, dann gilt

(i)

a-b=amb Yac AnS Vbe BNS.
Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 3.7 (i) bis (iii) -

Satz 3.12 (Division) Fs gilt
ilb=atlb Yae AnNS Vbe BN S,
falls die folgende Bedingung erfillt ist:

B=1[bb,b=2" keZ. (40)
Ist (A . é) NU # 0, muf$ zusitzlich k < ers(A ) — €min gefordert werden.

Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 3.8 -

Bemerkung 3.1 Die Aussagen iiber den Rundungsfehler im Unterlaufbereich sind
natiirlich nur zuldssig, wenn die zugrundeliegende Arithmetik den ,gradual under-
flow* auch unterstiitzt!

Bemerkung 3.2 Ob fir A = [a,a], B = [b,b] die Operation @ o b rundungs-
fehlerfrei durchfithrbar ist, 148t sich im Falle einer maximal genauen Maschinen-
Intervallarithmetik auch mit der entsprechenden Maschinen-Intervalloperation prii-
fen. Bezeichnet © eine Maschinen-Intervalloperation, so gilt

d(AGB)=0 — Gob=a@ b (41)
Wegen (41) = (39), kann in diesem Fall (39) iibergangen werden.
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4 Fehlerschranken fiir Funktionen

4.1 Allgemeine Fehlerabschitzung
Satz 4.1 Sei f: D — IR differenzierbar auf dem Intervall
DDA=A+[-Ala),Ala)]C R.

Fiir die auf der Maschine implementierte Niherungsfunktion f: DNS = S an f sei
e(f) > 0 eine (bekannte) obere Schranke fiir den relativen Fehler im normalisierten
Bereich und A(f) > 0 eine (bekannte) obere Schranke fiir den absoluten Fehler im
Unterlaufbereich, d. h. es gelte

[F(#) = F(#)] < e(F)f()] (42)
fiir alle & € S mit |f(i#)] € [MinReal, MaxReal] und
F(#) = J(#)] < A(f) (43)

fiir alle ¥ € S mit | f(¥)] € [0,MinReal). Mit diesen Voraussetzungen erhdilt man die
Fehlerabschdtzung

[F(a) = F(@)] < Aaars +2(F) (Duors + [f(a)]) + A(f) Ya€ A, (44)

wobei

Agarg = Ala)-

Fa+ [~ Ala), Aa)])]

45
. f'(a,.[1 — e(a), 1 +g(a)])‘_ (45)

Beweis: Seien a € A und @ € AN S beliebigund A, = d@ —a € [~A(a), Ala)].

1. Fortgepflanzter Datenfehler:
Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt

fla)y= fla+A,) = f(a)+ f'(a+0A,)A, mit 6€(0,1),
d. h. fiir die Fortpflanzung des Datenfehlers A, gilt bei exakter Rechnung
[fa) = f(@)] = [Aaf'(a+0A,)|
< Afa)-|f'(a+[-Ala). Aa)])]
Fla- 11— e(a), 1+ 2(a)])| = A s -

— ale(a)-
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2. Rundungsfehler:
Nach (42) und (43) ist

L A(f), falls |f(a)| € [0,MinReal),
|fla) — fla)| <
e()|f(a)], falls |f(a)| € [MinReal, MaxReal].

Man hat also

f(a) — f(a)] (Hﬂﬂ+A()
e(N)(1£(@) — fla)l +f(a)]) + A(f)

wawf+w<m A(f).

IA A

3. Gesamtfehler: )
Daa e Aund a € AN S beliebig waren, folgt die Behauptung jetzt aus der
Dreiecksungleichung, angewandt auf den Gesamtfehler:

[f(a) = F(@)] + |f (@) — f(a)]
Agarg + () (Daors +1f()]) + A(f) Yae A g

|fla) = fla)] <
<

Korollar 4.1 Fiir den relativen Gesamifehler gilt nach Satz .1

(o) fia) N
‘ f(a) < Eaars +2(f) (Er]at,f + ]) + m Vac A, (46)
wober
"a Ala), Ala
cans = Ala)- S o+ f((f,)) ( )])‘
o 1 +10) w
= Jale(a) o

Korollar 4.2 Gleichmdifige Fehlerabschitzungen idiber dem Intervall A erhdlt man,
indem man (44) und (46) intervallmdfsig fir A auswertet, also

[Fla) = (@) < Aaws(f) + () (Dane ) + [F(A)]) + A(f) Yae A (48)
fla) = f(a) A(f)
‘ o) < () o) (Faml) +1) + TO0) Va € A, (49)
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wobei

Agur(f) = Ala)-

(50)

und

caat(f) = Ala)-

(51)

Bemerkung 4.1 Manchmal wird von der Approximation f verlangt, daf} sie die-
selben Nullstellen wie f hat, also (i) =0 —= ]E(i‘) = (). Die oben aufgefithrten
Fehlerschranken behalten jedoch ihre Giiltigkeit auch dann, wenn diese Figenschaft
nicht erfiillt ist.

Bemerkung 4.2 Die Ableitung von f in (50) bzw. (51) kann mit Hilfe von auto-
matischer Differentiation auf einfache Weise berechnet werden. Treten in der inter-
vallmiBigen Auswertung von (48) bzw. (49) zu groBe Uberschitzungen auf, kénnen
die Fehlerschranken durch direkte Anwendung von Satz 4.1 und Korollar 4.1 even-
tuell verschirft werden?®.

Als Beispiel fiir die Anwendung von Satz 4.1 und der Korollare 4.1 und 4.2 sollen im
folgenden Unterabschnitt Fehlerabschdtzungen fiir einige mathematische Standard-
funktionen hergeleitet werden.

4.2 Konkrete Fehlerschranken fiir einige mathematische
Standardfunktionen

4.2.1 Die Funktion sqrt(z) = /=

Lemma 4.1 Iir ¢i,cy > 0 nimmt die Funktion [ : X — IR, X = [z,7] € TR,
x> ¢y, die durch

o= st e

SGrelegentlich kann gezeigt werden, daB die Fehlerschranken ihr Maximum am Intervallrand

4

annehmen.
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definiert sei, ihr Mazimum am Rand von X an, d. h.

max f(z) = max f(z).

Die Funktion f(z) = sqrt(z) = /z ist differenzierbar auf dem Intervall A =

A+ [-Afa),Ala)] = A-[1 —e(a),1 + &(a)], wenn inf(A) > 0 ist. Fiir das Ma-
schinenanalogon f zu f verlangt der IEEE-754-Standard

(@) = J(@)] <Elf(7)]
fiir alle # € S mit |f(#)| € [MinReal, MaxReal] und
73— F#) =0

fiir alle # € S mit | f(2)| € [0,MinReal)®. Damit sind die Voraussetzungen von Satz
4.1 erfilllt, und es gilt mit e(sqrt): =2

|\/(7 - \/g| S Ar]at,sqr‘t + E(Sqrt) (Ar]at,sqrt + |\/(7|) )

wobei

_ ) ela)va
2/a — Ala) 21 —c(a)

Ar]at,sqr‘t -

Ala) ‘ Ala)
2y/a + [~A(a), Aa)]

Die dabei auftretenden Radikanden sind wegen inf(A) > 0 alle groBer als Null. Fiir
den absoluten Fehler erhdlt man demnach die folgenden Schranken:

Wa- Vil < Hmm(—ﬁﬁ—+ﬁ) (52)

2v/a — A(a)

Lemma 4.1 A(a) Ala)

mw%+$m%ewﬁ_ﬂ@

Va—Val
2,/1 —e(a)

IA

S ) B (75(0,) +1)) .
2,/1 —e(a) 2,/1 —e(a)

Aus (52) ergeben sich die Schranken fiir den relativen Fehler entsprechend zu

N
Va

A
5
—

< =t 4 e(sqrt) | ———+1
2 1M+€(qqr)(2 1M+)

a

Dieser Fall tritt nur fir # = 0 ein; nach TEEE-754 gilt \/6 = \/6 = 0.
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Ala) Ala)
(4 + &(sqrt) (4 +1
2,/1 — Al 2,/1 — Al
< (4) (4)
76((1) + &(sqrt) 76((1) +1
2,/1 — &(a) 2,/1 —e(a)
Die Frgebnisse sind in Tabelle 3 noch einmal zusammengefafit.
abzuschitzen | gegeben Gesamtfehlerabschitzung

>

(a) A(a)
Aw) | (G eart) (528 + va))

Va—al

Ala) A(a)
. Ala) — 4 4 e(sqrt) (¢ + ])
‘ﬁ —Va /13 13
Va
<(a) <(a)
5((1) 2 175(0,) + E(Sqrt) (2 175(0,) + ])

Tabelle 3: Fehlerschranken fiir die Funktion sqrt(x)

4.2.2 Die Funktion exp(z) = ¢”

Lemma 4.2 Iir ¢, ¢y, c3 > 0 nimmt die Funktion f: X — IR, X = [z,7] € IR,
die durch

C3
o

f(x) =]zl 4 o (61 |z|er ! 1) +
-

definiert sei, ihr Mazimum am Rand von X an, d. h.

max f(z) = max f(z).

Beweis: Fs ist
f(z)=(—e1 + c?m)eiﬁm(] + ) — :—: <0 fuir z<0

und

() = (2(:12 + c‘?m)e“m(] + )+ ;—i >0 fir >0,

d. h. f fallt monoton fiir x < 0 und ist konvex fiir x > 0. Mit der Stetigkeit von f,
inshesondere in = = 0, folgt die Behauptung g
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Die Funktion f(z) = exp(x) = ¢” ist auf ganz IR differenzierbar, also auch auf
dem Intervall A = A4 [~A(a),A(a)] = A-[1 — e(a),1 + &(a)]. Falls zwei Zahlen
e(exp), Alexp) > 0 mit

|f(7) — ]E(i’)| <e(exp)|f(2)] V& e S mit|f(#)] € MinReal, MaxReal]

und

|f(7) — ]E("Y’)| < Aexp) Vi€ S mit |[f(#)] € [0,MinReal)

existieren und bekannt sind, sind die Voraussetzungen von Satz 4.1 erfiillt, und man

hat die Abschéitzung
|€!1 - gg| S Ar]at,exp + E(exp) (Ar]at,exp + |€a|) + A((:Xp) ,

wobei

Adatexp = A(a) - [e"TEADADN — A ()2 . 0 = |al|z(a)ell5@) . e

(&

Weiter gilt fiir den absoluten Fehler
le” — ;§| < A(a)eA(”’) " 4 e(exp) (A(a)eA(”’) e’ + e”’) + A(exp)
e (A(a)eA(”’) + £(exp) (A(a)eA(”’) + ])) + A(exp)

<
7 (|A|€(G)B|A|E(a,) + =(exp) (|A|5((1,)€|A|5(”’) + ])) + A(exp)

und damit fiir den relativen Fehler

i Ale
e’ — e < A(a)eA(a) + =(exp) (A(G)EA(H,) n ]) n (exp)
e’ oz
— Afe
e € < |a,|€((1,)e|a|s(a) + E(exp) (|a|€(a)e|a|s(a,) 4 ]) n (exp)
ea e(],

T.emma 4.2

s max (Ia|e<a>e'”"f<“>+e<e><p> (Jale(a)elt=) 41) +M) .

= aefad) et

Die Ergebnisse sind in Tabelle 4 noch einmal zusammengestellt.

4.2.3 Die Funktion In(x)

Fiir die Herleitung von Fehlerschranken fiir die Logarithmusfunktion wird das fol-

gende LLemma verwendet.
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abzuschatzen | gegeben Gesamtfehlerabschitzung

Ala) e (A(a)eA(”’) + £(exp) (A(a)eA(”’) + ])) + A(exp)

e(a) | € (JAle(a)e) + e(exp) (|Ale(a)el ) 4 1)) + Alexp)

A(a) A(a)e®®) 4 (exp) (A(a,)eA(ﬂ) + ]) + A(:;p)

e(a) max (|a|5(a)e|”’|5(”’) + £(exp) (|a|5(a)e|”’|5(”’) + ]) + M)

a€{aa}

Tabelle 4: Fehlerschranken fiir die Funktion exp(z)

Lemma 4.3 [Iir ¢i,cy > 0 nimmt die Funktion [ : X — IR, X = [2,7] € TR,
x> ¢y, die durch

fla) = —"—+ ey (

r —

+ ()]

definiert sei, ihr Mazimum am Rand von X an, d. h.

T —

na I = g S0

Beweis: Fs ist

(g + 1 :
ciler + >—2§0 fir oo <z<l1,

f(T):i(Tiﬁ)? .
und fiir x > 1 gilt

01(62+])+c_2_0

(r—1)? T

3ereg + ¢+ \/501203 + 6cicy + cf

2(52

re)= -

b

<= .771/2:

wobei x5 ¢ X wegen

3cico + 01 — \/501203 + 6ctey + 3 . 3eica+ e —4/(Rerca+e)? g

To = :—<C1.

2(52 2(52

Da f"(a1) > 0 und f stetig ist, ist f/'(2) < 0 fir 2 < max{1,2¢} und f'(2) > 0 fir
x> max{l,z}, woraus die Rehauphmg folgt -

Die Funktion f(x ) = 1In(x) ist differenzierbar a,uf dem Tntervall A = A +
[~A(a),Ala)] = A-[1 —¢e(a),1 + e(a)], wenn inf(A) > 0 ist. Falls zwei Zahlen
e(In), A(In) >0 ml‘r

If(2) — f(@&)] <e(m)|f(¥)| Ve S mit|f(¥)| € [MinReal, MaxReal]
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und

1F(#) — f(3)] < A(In) Vi € S mit |f(#)| € [0,MinReal)

gegeben sind, sind die Voraussetzungen von Satz 4.1 erfiillt, und es ergibt sich die
Abschatzung

[n(a) — n(@)] < Agargn + (1) (Agarin + [In(a)]) + A(In)

wobei

Ar]at,]n - A((]) )

1 ‘ _ Ala) _ e(a)
a+[—A(a),A(a)]| a—A(a) 1—¢a)

Wegen imc(%i) > 0 sind die auftretenden Nenner grofler als Null. Man hat also die
folgenden Schranken fiir den absoluten Fehler:

(e @] < 2 (20 o) + Ai)
Lemma 4.3 A(a) Ala)
< agif} (m + &(In) ( ~Aa) + |]n((1)|)) + A(In)

e(a)
1 —e(a)

Daraus lassen sich jetzt auch die Schranken fiir den relativen Fehler ableiten:

Ina) — In(a)
In(a)

[In(a) — Ina)] <

)+mm( +umm0+Amy

A((J,) A((J) A(]n)
<mAwwwm+“m(< N@WMH+O+HMM
)

A n)
m<»+0

A(n)
()
<1ew1wmﬁ“WWm£wmm»“)+mm»

fon

~—]

(In(A))
A(In)

Die Frgebnisse sind in Tabelle 5 noch einmal zusammengefafit.

Weitere haufig in Programmiersprachen vorgegebene mathematische Funktionen
(sin, cos, arcsin, ---) konnen analog abgeschatzt werden.

5 Zusammenfassung

Fiir jede der in dieser Arbeit hergeleiteten Fehlerschranken kann unter Verwen-
dung von Intervalloperationen und gerichtet gerundeten Operationen eine Gleit-
kommazahl automatisch bestimmt werden, die mit Sicherheit den theoretischen
Wert der Schranke nicht unterschreitet. Durch Abschiatzung jeder einzelnen Grund-
operation (4, —, -, /,sin, cos, ...) des zu einem Gleitkommaalgorithmus dquivalenten
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abzuschatzen | gegeben Gesamtfehlerabschitzung
| M) | max (225 + () (225 + n(a)])) + Adin)

[In(a) —n(a)]
e(a) ks e(n) (795 + [n(A)]) + AIn)

In(a) — In(a)
In(a)

A(a,) A(a,)
Ala) | Ta@ymeay T () (@—A(a))(lnm» +1) + ()

s(a,) s(a,) A(]n)
e(a) == anmeay T o(n) (—ufs(a) iy T 1)+ {n(A)

Tabelle 5: Fehlerschranken fiir die Funktion In(x)

Ausdrucksbaumes (Code-Liste) kann damit eine Gesamtfehlerschranke automatisch
mit dem Rechner bestimmt werden [19]. Das Ergebnis der a priori durchgefithrten
Vorwartsfehleranalyse kann dann zur Laufzeit eines Programms durch Beriicksich-
tigung der bekannten Gesamtfehlerschranke zur sicheren Finschlieung des exakten
Ergebnisses verwendet werden.

Die mit dem hergeleiteten Kalkiil berechneten Fehlerschranken liefern verlaflliche
quantitative Werte. Sie sind damit z. B. den nur qualitativen Aussagen von
Fehlerschatzungen erster Ordnung und Fehleraussagen in der Landau-Symbolik vor-
zuziehen.

Konkrete Anwendungsbeispiele des Kalkiils fiir absolute Fehlerschranken (siehe 7.
B. [2], [12], [13], [19]) haben gezeigt, daB die gefundenen worst case Schranken rea-
listisch sind. Frste Anwendungen des relativen Kalkiils finden sich in [2]. Sie zeigen,
daf} gerade dann, wenn eine relative Gesamtfehlerschranke iiber einem grofleren Da-
tenbereich gesucht ist, im Vergleich zum absoluten Kalkiil der Feinheitsgrad von
Bereichsunterteilungen zum Teil wesentlich grober ausfallen darf, ohne daf§ dadurch
die Giite der Gesamtfehlerschranke leiden wiirde (Laufzeitgewinn).

Es muf} hervorgehoben werden, dafl die in der vorliegenden Arbeit durchgefiithrten
Uberlegungen ihre eigentliche Schlagkraft im Zusammenspiel mit einer Einbettung in
eine geeignete Programmierumgebung erhalten. Bereits fiir kurze Programmstiicke
ist eine verldBliche Fehlerabschatzung per Handrechnung viel zu aufwendig und zu
fehleranféllig. Frst die Moglichkeit der Funktionsiiberladung, das Vorhandensein
eines Operatorkonzeptes sowie die Durchfithrbarkeit von gerichtet gerundeten Ope-
rationen und Intervalloperationen erlaubt es, die Moglichkeiten des vorgestellten
Fehlerkalkiils voll auszuschopfen.

Andere Arten der sicheren Fehlerabschiatzung sind z. B. in [15], [9] (mittels Auto-
matischer Differentiation), [23], [25] (mittels sogenannter Wiederberechnungsverfah-
ren) vorgeschlagen. Erste numerische Vergleiche zu Abschatzungen, welche mittels
der Riickwartsmethode der Automatischen Differentiation gefunden wurden, sind in
[2] durchgefithrt. Die wenigen durchgerechneten Beispiele erlauben noch keine ab-
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schlieBende Beurteilung. Die gewonnene Erfahrung zeigt jedoch bereits, dafi der hier
vorgestellte Kalkiil wesentlich einfacher handhabbar ist.

6 Anhang: Notation und Bezeichnungen

Aq == Sf(bj t7 Eminsy em,am)

o€{+,— ./}

@,0€{+,— -/}
.o+, — -/}
A,oef{+—, -/}
&, 0oe{+,—, -/}

MinReal

dMinReal

MaxReal

U

]

Gleitpunktsystem mit Basis b, Mantissenldnge ¢ und
Exponent € € [€min, €max] N Z; in dieser Arbeit wird
hauptsichlich das TEEE-double-Format

S = 5(2,53,-1022,4+1023) verwendet

exakte reelle Operation
rundungsfehlerbehaftete Maschinenoperation
Maschinenoperation mit Rundung nach unten
Maschinenoperation mit Rundung nach oben
Maschinen-Intervalloperation

kleinste positive normalisierte Gleitpunktzahl; fiir das
IEEE-double-Format gilt:
MinReal:=271022 =222 .10 708

kleinste positive denormalisierte Gleitpunktzahl; fiir
das TEEE-double-Format gilt:
dMinReal:=2 "0 =494 . .10 3%

grofite normalisierte Gleitpunktzahl; fiir das TEEE-
double Format gilt MaxReal:=1.79...- 107

Unterlaufbereich, U := (—MinReal, MinReal)

relative Maschinengenauigkeit; fiir das IEEFE-double-
Format gilt ¢~ ::15 R

maximaler relativer Rundungsfehler; fiir das TEEE-
double Format gilt & := 2'75 = 2752 fiir gerichtet
gerundete Operationen, bei Rundung zur néchstgele-
genen Gleitpunktzahl gilt :=¢*

auf der Maschine berechnete, i. allg. fehlerbehaftete
Groflen



Arnr] y Ernd

Arnr],Na Ernd,N

Amd,U7 Eprnd, U

Ar]at , Edat

A(o), &(o)

Zleadys Ztrail

IR
R-l—

IR

6 ANHANG: NOTATION UND BEZEICANUNGEN

EinschlieBungen gestorter Grofien

exakte absolute Fehler; a = a + A,

exakte relative Fehler; a = a - (1 4+¢,)

gleichméfige Schranken fiir A,, Ay, .. 5 |AL] < A(a)
gleichméfige Schranken fiir e,, ey, ...; |e.] < e(a)

absoluter bzw. relativer Rundungsfehler einer Gleit-
kommaoperation

absoluter bzw. relativer Rundungsfehler einer Gleit-
kommaoperation mit Frgebnis im Bereich der norma-
lisierten Zahlen

absoluter bzw. relativer Rundungsfehler einer Gleit-
kommaoperation mit Ergebnis im Unterlaufbereich

absoluter bzw. relativer Datenfehler einer Gleitkom-
maoperation

gleichméfige Schranke des absoluten bzw. relativen
Gesamtfehlers einer Gleitkommaoperation

mathematische Standardfunktion

auf der Maschine implementierte Ndherungsfunktion

an f

Schranke fiir den absoluten Fehler der Funktion f &
f im Unterlaufbereich

Schranke fiir den relativen Fehler der Funktion f = f
im Bereich der normalisierten Zahlen

Vorzeichen, Mantisse und Exponent von x € S

Anzahl fihrender bzw. abschlieBender Nullen in der

Mantisse einer Gleitkommazahl
Menge der reellen Zahlen
Menge der positiven reellen Zahlen

Menge der abgeschlossenen Intervalle iiber den reellen

Zahlen
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IS IS =A{la,a] | a,a € S, a <a}, Menge der Maschi-
nenintervalle

|Al, A€ TR | A :=max,e 4 |a], Betragsmaximum eines Intervalls

(A), AellR (A):=min,ea |a], Betragsminimum eines Intervalls

d(A), AelR d(A):=sup(A) —inf(A), Durchmesser eines Intervalls
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