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Ein rechnergestiitzter Fehlerkalkiil
mit Anwendung auf ein

genaues Tabellenverfahren'

Werner Hofschuster und Walter Kramer

1 Einleitung

Einschliefungsalgorithmen ermoglichen es, mathematisch gesicherte Aussagen mit
dem Rechner zu gewinnen. Aufbauend auf einer mathematisch sauber definierten
Rechnerarithmetik wurden in den letzten 20 Jahren zahlreiche Verfahren entwickelt,
welche die Losung der zugrundeliegenden Probleme in enge Schranken einschlieflen.
Das Hilfsmittel fiir den Verifikationsprozef} ist das Vorhandensein einer (Maschinen-)
Intervallarithmetik. Letztendlich kommt es darauf an, dafl man mit dem Computer
Wertebereichseinschliefungen gewisser Funktionen iiber (i. a. mehrdimensionalen)
Intervallen berechnen kann.

Geht man von linearen Problemen weg, so benétigt man nicht nur Intervall-
Grundoperationen, sondern auch Intervallfunktionen wie Sinus, Kosinus, Logarith-
mus usw. Wertet man eine solche Maschinen-Intervallfunktion fiir ein gegebenes
Intervallargument aus, so wird eine sichere, durch Maschinenzahlen begrenzte Ein-
schliefung des Wertebereiches iiber dem gegebenen Argumentintervall als Ergebnis
zuriickgegeben. Dabei ist man bei der Realisierung einer Intervallfunktion daran in-
teressiert, den tatsichlichen Wertebereich nur unwesentlich zu {iberschitzen (hoch-
genaue Realisierung; bestmoglich, aber in der Regel nicht erreichbar, wére der nach
aufen gernndete exakte Wertebereich). Zn grobe Uberschitzungen kénnen 7. B.
dazu fithren, daff der Nachweis einer Abbildung eines Intervallvektors in sich (in
Verbindung mit einem geeigneten Fixpunktsatz ist dies haufig der Kern des Verifi-
kationsprozesses) nicht funktioniert.

In modernen Entwicklungsumgebungen fiir wissenschaftliches Rechnen, wie 7. B.
den sogenannten XSC-Entwicklungsumgebungen, sind bereits heute die in Program-
miersprachen iiblicherweise vorhandenen mathematischen Funktionen als Intervall-
funktionen vorhanden. Allerdings verwenden diese Intervallfunktionen ein hoherge-
naues internes Gleitkommadatenformat, welches mit Hilfe von Ganzzahloperationen
emuliert wird. Dies fithrt notgedrungen zu erheblichen Laufzeiteinbuflen.

In einem gemeinsamen Projekt des Instituts fiir Wissenschaftliches Rechnen und

Mathematische Modellbildung (IWRMM) und des Instituts fiir Angewandte Ma-
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thematik wird daran gearbeitet, diesen Laufzeitnachteil zu eliminieren. So kann 7.B.
durch den Einsatz genauer Tabellenverfahren ein zweistelliger Beschleunigungsfak-
tor gegeniiber den bisherigen Funktionsrealisierungen erzielt werden. Die Funktionen
werden dabei aus Portabilitdtsgriinden in ANSI-C [1, 9] implementiert.

Um hochgenaue, verldfiliche Fehlerschranken berechnen zu kénnen, mufite hier-
7zu ein Fehlerkalkiil entwickelt werden, welcher es erlaubt, die sehr umfangreichen
Fehlerabschitzungen zumindest halbautomatisch durchzufithren. Dieser Kalkiil soll
in den folgenden Abschnitten vorgestellt und auf ein Tabellenverfahren angewendet
werden.

Dieser Kalkiil®> wird in Abschnitt 2 zunichst theoretisch vorgestellt. Eine kon-
krete Realisierung in PASCATL-XSC [10]  das entsprechende Programmlisting
eps_ari.p findet sich auszugsweise im Anhang A wird besprochen und an einem
ersten Beispiel vorgefiithrt.

Bevor das Tabellenverfahren fiir ¢ — 1 ausfiithrlich erldutert wird, werden in Ab-
schnitt 3 zwei spater benotigte Approximationen angegeben und deren Fehlerschran-
ken berechnet. Auf die verwendete Methode wird hier nur sehr knapp eingegangen,
sie kann in [15] nachgelesen werden.

Abschnitt 4 beschreibt das verwendete Tabellenverfahren, Abschnitt 5 dessen
konkrete Implementierung fiir Punktargumente. Der entsprechende ANSIT-C Quell-
text befindet sich im Anhang B.

Als Beispielfunktion wurde ¢” — 1 gewéhlt, da diese Funktion im Zusammenhang
mit der Realisierung der hyperbolischen Funktionen auftritt. So kann 7.B. die Funk-
tion sinh(2) numerisch giinstig durch Anwendung der folgenden Gleichung berechnet
werden:

(F - 1)

sinh(x) = sign(z) - 0.5 - ((e'm| 1)+ m .

Eine Berechnung mit Hilfe der Funktion ¢” wiirde aufgrund von Ausléschungseffek-
ten zu unbrauchbaren Ergebnissen fithren.

SchlieBlich wird in Abschnitt 6 die eigentliche Fehlerabschatzung durchgefiihrt.
Hier wird der frither entwickelte Kalkiil bzw. dessen Umsetzung mittels Inter-
vallroutinen angewendet. Ein Auszug des entgiiltigen Programms zur worst-case-
Fehlerabschétzung kann in Anhang C nachvollzogen werden. Man erhéalt als gesi-
cherte Oberschranke e(expm1) fiir den relativen Maximalfehler

c(expml) = 2.593 - 10~ '° (1)

(die Maschinengenauigkeit betriagt 1.1102...-10'%). Mit dieser Fehlerschranke wird
schliefilich in Abschnitt 7 die Realisierung der Intervallfunktion durchgefiihrt.

In der Arbeit verwendete Notation:

S =25(b,l1,¢,0) Gleitkommaraster mit Basis b, Mantissen-
linge I und Exponent e mit e < e <€

2In dieser Arbeit betrachten wir nur die Grundoperationen. Der Kalkiil kann aber auf weitere
Operationen, z.B. einstellige Funktionsherechnungen, erweitert werden.
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2 Fehlerkalkiil

IEEE-Datenformat double

exakte reelle Operation

Gleitkommaoperator, Maschinenoperation mit,
Rundung 7ur nichstgelegenen Gleitkommazahl
Maschinenoperation mit Rundung nach unten
Maschinenoperation mit Rundung nach oben
Implizite Klammerung beachten!

kleinste positive normalisierte Gleitkommazahl,
fiir IEEE-Datenformat gilt:
MinReal:=2.22...- 10 3%

grofite normalisierte Gleitkommazahl,

fiir IEEE-Datenformat gilt:
MaxReal:=1.78...- 103"

auf der Maschine berechnete, i.a. fehler-
behaftete Grofie

eine Einheit in der letzten Mantissenstelle
(unit last place)

relative Maschinengenauigkeit,

o 152171 _ o1

eps52:= 27 =2.922044 ... - 10 '°

epsb3:= %21*53 =1.11022...- 107" = &~
Gleitkommanachfolger von =

Menge der positiven reellen Zahlen

Menge der abgeschlossenen Intervalle

iitber den reellen Zahlen

Menge der Maschinenintervalle

IS ={la,d]|la,a € S,a < a}

|A| == max |a|, Betragsmaximum
ac
<A>:= miAn |a|, Betragsminimum
ac

Durchmesser eines Intervalls,
diam(A) := sup(A4) — inf(A4)

Die fithrenden n Mantissenbits von

In diesem Abschnitt werden Techniken hergeleitet, welche es erlauben, Rundungs-

fehler in Gleitkommaalgorithmen sicher abzuschétzen. Auch die Fehlerfortpflanzung
wird durch den hier vorgestellten Kalkiil mit erfafit.

Fiir den Fehlerkalkiil wird vorausgesetzt, dafi die Operationen auf der Maschi-

ne dem TEEE-Standard [2, 3] entsprechen. Das bedeutet insbesondere, daf} fiir die
Grundoperation o € {4, —, e, /} und deren Maschinenaquivalent @, o € {4+, —,, /}



die folgende Beziehung gilt:

A A

o€ {+,—,e/} a,b € S mit
|a 0 b|] € [MinReal, MaxReal]

aob—aldb

aob

<er. (2)

Lemma 1 (Unterlaufbereich) Im Unterlaufbereich U := (—MinReal ,MinReal)
gilt die folgende Abschédtzung:

A A la @ b— aob| <diam(]0,MinReal]) = MinReal (3)

o€ {+, e/} a,be S
|a 0 b| < MinReal

Beweis:
Hier wird nur verwendet, dafl die Vorzeichen von «a [@ b und « o b {ibereinstimmen g
Die obigen Beziehungen sind richtig, falls als Rundungsmode ,,Rundung zur
nachsten Maschinenzahl® verwendet wird. Bei Verwendung von gerichtet gerundeten
Operationen mufy £* = %b“l in Formel (2) durch 2e* = b' ! ersetzt werden. Dies
trifft anch dann zu, wenn man von der Maschinenarithmetik nur voraussetzt, daf}
sie ,faithful® ist (vgl. [5, 16]).
Im folgenden soll die Fehlerfortpflanzung fiir die Grundoperationen bei Anwen-
dung auf bereits fehlerbehaftete Argumente untersucht werden.

Seien dazu o € {+,—,e, /} unda € A€ IR, b e B € IR,
a=a+ AN, mit |A,| < Ala),
b=a+ /A, mit |A,| < A(D).

Die Grofien A, B, A(a) und A(b) seien dabei gegeben. Gesucht ist dann eine Schran-
ke A(o) € IR™, so daf

/\ /\ ‘aob—&@i)‘gA(o)
acA beB la —a| < A(a)
aob,iob € [~MaxReal MaxReal] |ph— b| < A(b)

gilt.

Die folgenden Satze beantworten diese Frage fiir die arithmetischen Grundope-
rationen. Generell sei dabei vorausgesetzt, dafl a o b,a o b€ [~MaxReal, MaxReal],
d.h. daB kein Uberlanf anftritt. Die spiter angegebenen Intervallroutinen brechen
bei Uberlanf mit einer entsprechenden Fehlermeldung ab.

Satz 1 (Addition) Fiir die Addition o := + gilt die Fehlerfortpflanzungsabschat-

7ung

/\ /\ ‘a—l—b—&EEI?M)‘ < A(add) mit
Ge4 ol < Aa)
PEB bl < A

A(add) :=e*(|A+ B])+ (1 +&")(A(a) + A(b)) + MinReal



Beweis:
Es seien @ € A)b € Bya = a+ A, € A+ [— A (a),Ala)],| Au| < Afa) und
b=b+ A, B+ AD),AD)],| Ay | < A(D) beliebig aber fest gewahlt.

I) Fehlerschranke fiir |a + b—aH ?M)| :

In dieser Abschéitzung werden nur gestorte Argumente beriicksichtigt.

a) a+ b € U, dh. die exakte Summe der gestorten Argumente liegt im
Unterlaufbereich.
G+belU—a@belU:=UU {—MinReal, MinReal}
temmal o 1 &M@ b| < MinReal

b) a+ b ¢ U, d.h. der Betrag der exakten Summe der gestorten Argumente
liegt in | + b| € [MinReal,MaxReal] :
a+b¢gU=—=a@bglU
— |a+b—aBbl <ela+b <e(|A+ B+ Aa) + Ah).
Dabei wird z.B. verwendet, dafl @ € A+ [— A (a),A(a)] und damit
la] < |A|+ A(a) gilt.

IT) Fehlerschranke fiir |[a +b — (a + ?))|7 d.h. Fehlerschranke bei Verwendung der
exakten Operfl,tion +: )
ot b (a4 D) <o al + b5 < Ala) + A®D)

Gesamtfehlerabschétzung:
la+b—aBb <|a+b—(a+b)|+|a+b—amb|

MinReal, Fall T) a)

1),11)
= = (|A+ Bl+ Ala)+ A(b)), Fall T) )

A(a)+ A(D) +{

- { A(a)+ A(b) + MinReal, Fall T) a)
- e*(|[A+ B|)+ (1 + %) (Ala) + A(b)), Falll)b)
< e(JA+ B|)+ (1 4+e")(A(a)+ A(b)) + MinReal

= A(add).

Die Grofen a,b,a,b waren beliebig gewiahlt, so dafl die Behauptung von Satz 1
unmittelbar folgt o

Satz 2 (Subtraktion) Fiir die Subtraktion gilt die folgende Fehlerschranke
A(sub):
A(sub):=e*(|A — B|)+ (1 + £°)(A(a) + /A(b)) + MinReal.

Beweis:
Der Beweis wird analog zum Beweis von Satz 1 gefiihrt.

Satz 3 (Multiplikation) Fiir die Multiplikation o := e gilt

/\ /\ ‘a-b—szl 13‘ < A(mul)  mit
acA |a—al <A(a)
PEE g < AW



A(mul) == |A[|Ble* + (JA| A (b) + | B A (a) + Aa) A (b)) - (1 + %) + MinReal

Beweis:
Es seien @ € A)b € Bya = a+ A, € A+ [— A (a),Ala)],| Au| < Afa) und
b=b+ A, B+ AD),AD)],| Ay | < A(D) beliebig aber fest gewahlt.

T) Abschitzung fiir |a-b—a [ D] :

- Temma 1

a) a- belU=—=ambel
b) - bgU=—=|amb gl
— |a-b—am bl <e*abl < e*(JA] + A(a))(| Bl + A(D))
= ([A[|B]+ |A] A (b) + [B| A (a) + Aa) A (D).

| -b— & @ b| < MinReal

;u

IT) Abschétzung fiir |a - b — a - b :
la-b—a-bl=|a-b—(a+A)b+Ap)| =laNy+bA,+ N, Ny
< [A[A(b) +|B] A (a) + Ala) A (D).

Gesamtfehlerabschétzung:
la-b—a@b <l|a-b—a-bl+|a-b—amd
D10 { |A| A (b) + |B| A (a) + Ala) A (b) + MinReal, Fall T) a)

S V(AL A () + 1Bl A (a) + Ala) A (B))(1+27) + Al Ble", Fall T) b)
< |AIBI + (JAl A (5) + |B] A (a) + Ala) A (B))(1 4 ) + MinReal

= A(mul) g

Lemma 2 (Inverse)

A

In] <n*<0.5

<1+ e(inv)

‘Hn

mit e(inv) := (14+2n%) -

Beweis:
Mit || < p* < 0.5 gilt:

1
1o < — <14 (1420)-
WS TS +(14297")-n

Daraus folgt e(inv) = (1 4+ 2n*) - n* o

Satz 4 (Division) Fiir die Division o := / gilt

A A la/b—a b < A(div)  mit
g é la — (1| < A(a)
b b < A(b)
1

A(div) = (A () + (JA] + A(a)) - (7 + £(inv))) + MinReal

<B>— A (b)



und

A(b)
< B>

A(b)

1 =(1+2
e(inv) (1+ 5=

)

Dabei wird vorausgesetzt, dafl
Ab)< 05 -<B>
gilt.

Beweis:
Esseien a € A,be B,a=a+ A, € A+ [ A(a), A(a)], N\s < A(a) und
b=b+ Ay € B+ A(b),AD)], Ay < A(b) beliebig aber fest gewdhlt.

1) Abschatzung fir [a/b —a [ D] -

— Lemma 1

a) a/be U= athbeU “==""1a/b— af b| < MinReal

b) a/bg U= |amb ¢gU
= la/b—afib| <ela/bl < e (JA[+ Ala)) - o=

<B>—A(b)

Dabei wird 7.B. verwendet, daB b € B 4+ [~ A (b), A(b)] und damit
1

T<
)~ <B>—A()

gilt.

1) Abschitzung fiir |a/b— a/b| :

o B a (a4 Aa) . 1
jafb—afb| = |g ; 1+%|
B a (a4 2A,) ‘
= |3*T'(1+51nv)|
_ fﬂmﬁ(wm-em
mit (4) 1 ‘
< o (A @+ (Al+ Ala) - (inv)

: . INOINC
mit |g;,,] < e(inv) := (142 - %) : % nach Lemma 2.

Gesamtfehlerabschétzung:

la/b—athb| < |a/b—afbl +|a/b—aghb

1),I1)
S o (A @)+ AL+ M) -o(im) +
MinReal, Fall T) a)
{ (Al + A(0) - Ztap Fall ) b)
< 353 i AT (A (a)+ (|l + A(a)) - (" + 2(inv))) + MinReal
= A(div) p



Die hergeleiteten Fehlerabschiatzungen kénnen nun mit Hilfe von Intervallrech-
nung in Intervallroutinen umgesetzt werden.

Das Modul eps_ari

In diesem Modul werden die Satze 1 bis 4 in ein PASCAL-XSC Programm umgesetzt.
Die Quelltexte sind im Anhang A auszugsweise angegeben. Mit den in diesem Modul
realisierten Funktionen DeltaAdd, DeltaSub, DeltaMul, DeltaDiv kann dann die
Fehlerfortpflanzung automatisch erfaflit werden. Z.B. liefert ein Aufruf wie

DeltaRes := DeltalAdd( A, B, DeltaA, DeltaB );

eine Maschinenzahl DeltaRes als Ergebnis, fiir welche gilt

/\ /\ ‘(1, +b—a@ 2)‘ < A(add) < DeltaRes
ZEA la —a| < A(a)
€5 ot < A

(vergleiche Satz 1). Dabei sind A, B € IS, DeltaA, DeltaB € S. Entsprechendes gilt
fiir die anderen Funktionen.

Ein Programm zur Fehlererfassung bei der Auswertung eines Polynoms
p(z) = ¥F_, p;z’ mittels des Hornerschemas kann 7.B. fiir z € X € IS, = » + A,
mit | A, | < A(z) < DeltaX € S wie folgt programmiert werden:

H:= p[n]; DeltaH:= diam( H );
for i:= n-1 downto 0 do begin
DeltaH:= DeltaMul( H, X, DeltaH, DeltaX );
H:=H * X;
DeltaH:= DeltaAdd( H, p[i], DeltaH, diam( p[i]l ) );
H:=H + p[il;
end;
PolX:= H;
AbsErr:= DeltaH;

Nach Ausfithrung dieses Programmstiicks gilt dann
|p(2) — p(#)| < AbsErr

fiir jedes x € X und jedes & = 24+ A, mit | A, | < A(x). Weiter gilt p(z) € PolX fiir
jedes z € Xund jedes p(2) = (... ((p, DI Bp, 1 )OTAP, ) DA ... Bp ) DEHpo
mit p; € pli],7 = 0(1)n.

Numerisches Beispiel ' '
Betrachtet wird das Polynom p(x) = 3,2, p;a’ := 3,2, £a'. Als Polynomkoeffizien-
ten p; werden die engstmoglichen MaschinenintervalleinschlieBungen verwendet:

pL 01 := [ 1.000000000000000E+000, 1.000000000000000E+000 J;
plL 11 := [ 1.000000000000000E+000, 1.000000000000000E+000 J;
plL 21 := [ 5.000000000000000E-001, §5.000000000000000E-001 J;
pl13] := [ 1.605904383682161E-010, 1.605904383682162E-010 ];
pl14] := [ 1.147074559772972E-011, 1.147074559772973E-011 1;
pl18] := [ 7.647163731819816E-013, 7.647163731819818E-013 ];



Mit dem oben vorgestellten Programmfragment erhélt man folgenden Werte:

x = 1:
PolX = [ 2.718281828458994E+000, 2.718281828458995E+000 ]
AbsErr = 6.402573517656651E-016
AbsErr/MinAbs (PolX) = 2.355375167734649E-016

x = —4:
PolX = [ 1.814980943022E-002, 1.814980943024E-002 ]
AbsErr = 1.313450654637236E-014
AbsErr/MinAbs (PolX) = 7.236718708736003E-013

Im Fall 2 = 1 liegt die relative Fehlerschranke nahe der Maschinengenauigkeit (es
werden nur positive Grofen aufsummiert). ITm Fall 22 = —4 ergibt sich aufgrund
alternierender Vorzeichen und eines wesentlich kleineren Polynomwertes eine um
drei Zehnerpotenzen gréflere Fehlerschranke.

3 Genauigkeit der Approximation

In diesem Abschnitt wird eine in [15] ausfithrlich beschriebene Methode verwendet,
die es erlaubt, bei gegebenen Approximationskoeffizienten (i.a. ist dies ein Satz von
Maschinenzahlen, welcher aus einem Satz von Langzahlwerten gewonnen wird) eine
sichere Oberschranke fiir den absoluten /relativen maximalen Approximationsfehler
7u bestimmen.

Zunachst wird mit Hilfe von Langzahlintervallrechnung (siche [14]) ein Inter-
vallpolynom berechnet, dessen Graphenmenge die tatsichliche Fehlerkurve mit Si-
cherheit einschliefit. In einem zweiten Schritt werden fiir dieses Intervallpolynom,
dessen Intervallkoeffizienten i.a. Maschinenintervalle von wenigen ulp Durchmesser
sind, mittels gewohnlicher Intervallrechnung (7.B. mittels eines Branch-and-Bound-
Verfahrens [17]) die betragsgrofiten Funktionswerte sicher eingeschlossen. Das Maxi-
mum der Oberschranken dieser Einschlieflungen ist dann eine sichere obere Schranke
des Approximationsfehlers. Diese Schranke gilt fiir alle Argumente im vorgegebenen
Approximationsintervall.

In [15] ist ebenfalls beschrieben, wie man den Graph des Approximationsfehlers
mittels Treppenfunktionen einschlieflen kann. Die folgenden Abbildungen sind mit
diesem Verfahren erzeugt. In jeder Spalte, die einer Bildpunktbreite entspricht, sind
zwel Begrenzungspixel gezeichnet. Der wahre Verlauf der Fehlerkurve befindet sich
fiir alle Argumente, die einer solchen Spalte zugeordnet sind, mit Sicherheit zwischen
diesen beiden Begrenzungspunkten. Die Treppenstufen sind sehr klein gewahlt, was
den Eindruck einer stetigen Funktion vermittelt. Das trifft jedoch nicht zu. Viel-
mehr steht jeder gezeichnete Bildpunkt fiir eine der Spaltenbreite entsprechenden
stiickweise konstanten Funktion. Die folgende Vergrofilerung soll dies noch einmal
verdeutlichen:



Oberschranke

exakter Funktionsverlauf

Unterschranke

Im vorliegenden Fall der Implementierung der Funktion ¢” — 1 sind die beiden

Funktionen
v —1—a = 2k In(2) In(2)
r)i=— = — T E |- =: Bereich I 5
1 — = = x! 3 )
2 .
x) = = ———, x € |In(=),In(=)] =: Bereich IT (6
o) > g o€ ) =B T (9
polynomial zu approximieren.
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Die Abbildungen 1 und 2 zeigen jeweils links den Fehlerverlauf der Approxi-
mation, wie sie in [20] angegeben ist. Rechts ist der Fehlerverlauf einer mit Hilfe
des Computeralgebrapakets Maple [7] berechneten Approximation abgebildet. Der
maximale Fehler ist hier deutlich kleiner, so dafl diese Approximation in der hier
besprochenen Implementierung von ¢” — 1 Verwendung findet. Man beachte, dafl
die Funktionswerte mit PlotScale = 10'® skaliert sind (Programmlisting per FTP
erhéltlich). Als Schranken fiir die maximalen Approximationsfehler findet man

Maxi: 1.850454976079262E-015
im Fall (5) und
Maxi: 4.101904694867334E-017
im Fall (6). Dabei wird f(z) approximiert durch Y;_, arz* mit

hexadezimal dezimal
a0 3FE0000000000000 5.000000000000000E-001
al 3FC555555554DD45 1.666666666658136E-001
a2 3FA555555554B94D 4.166666666638950E-002
a3 3F811114F8A7T7TAAA 8.333362425159880E-003
a4 3F56C1718EQF9DDC 1.388893979532449E-003

und g(2) durch Z?:o bz’ mit

hexadezimal dezimal
b0 3FC5555555555554 .666666666666666E-001
b1 3FA5555555555503 .166666666666610E-002
b2 3F81111111113FE1 .333333333354122E-003
b3 3FE6C16C16CATFF7 .388888889017890E-003
b4 3F24A01A0159D7CFF .984126964158297E-004
b5 3EFAQ019F817DAFAE .480157863209126E-005
b6 3EC71E05122BF5CB .755792722352050E-006
b7 3E928240725839F5 .758025508816736E-007
b8 3E5A496317DE7DCF .448136759253856E-008

N NNNRFR P~ 00 -~

Im spéteren Programm werden die hier hexadezimal angegebenen Koeffizienten
verwendet.

Die mittleren Kurven in Abbildung 2 ergeben sich, wenn man zusétzlich zu den
Begrenzungshildpunkten noch einen Funktionswert der Fehlerkurve an einer zuféllig
gewihlten Stelle in jedem einer Spalte entsprechenden Abszissenintervall einzeich-
net. Die hier berechneten Oberschranken fiir die absoluten Approximationsfehler
werden in Abschnitt 6 bendtigt (vel. anch Programmlisting im Anhang C).

4 Tabellenverfahren fiir e" — 1

Es wird im folgenden ein sehr schnelles und gleichzeitig hochgenaues Tabellenver-
fahren zur Berechnung der Funktion e* — 1 fiir 22 € S§(2,53, —1022,1023) vorgestellt
(siehe auch [20]).
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4.1 Idee
Die gesamte Funktionsberechnung erfolgt im Zieldatenformat (IEEE double, 64 Bit),

d.h. fiir Zwischenrechnungen wird kein héhergenaues Datenformat benutzt. Die Be-
rechnung erfolgt wie {iblich in drei Schritten:

I) Argumentreduktion
IT) Polynomapproximation im reduzierten Bereich

ITT) Ergebnisanpassung, dabei Verwendung von tabellierten Konstanten

Im Intervall [In(1 — {),In(1 + )] erfolgt die Berechnung mit Hilfe einer zweiten
Polynomapproximation. In diesem Fall ist eine abschlieBende Ergebnisanpassung
nicht notwendig. Dies sichert auch im Bereich um die Null (hier ist ¢ — 1 & 0) die
gewiinschte hohe relative Ergebnisgenauigkeit.

4.2 Verfahren

Ausnahmefille und Bereichsaufspaltung

Zunéchst werden anhand des Eingabearguments = mehrere Sonderfélle abgepriift.
Fiir # = NAN (not a number) wird eine Fehlerbehandlungsroutine aufgerufen. In
dieser Routine kann festgelegt werden, ob das Programm grundsétzlich abgebrochen
und eine Fehlermeldung ausgegeben werden soll, oder ob eine Unterscheidung nach
ysignaling NAN® bzw. quiet NAN®“ mit unterschiedlicher Fehlerbehandlung erfolgen
soll. Fiir # > qExpT2c = 709.0895657128240 erfolgt ein Programmabbruch, eine
Fehlermeldung® wird ausgegeben. Der Fall # = +o0o wird hier miterfaBt und muf}
nicht getrennt abgepriift werden. Fiir x < —37.42994775023704 braucht nicht mehr
gerechnet 7u werden, als Ergebnis wird der Wert —1 zuriickgegeben. Der Fall = =
—oo wird hier ebenfalls miterfafit. Fiir # = 0 sowie fiir kleine Eingabeargumente
0 # |7| < 277 wird z selbst zuriickgegeben.

Liegt kein Sonderfall vor, so werden ausgehend vom Argument z die folgenden
beiden Fille unterschieden:

Bereich I 2 <In(1 — ]I) oder In(1+ ]I) <
Bereich IT:  In(1 — ]I) <x<lIn(l+ ]I)

Nur im Bereich I wird ein Tabellenverfahren verwendet.

Bereich T (2 <In(1 — ]I) oder In(1 + ]I) <)

Ausgehend vom Argument = wird ein reduziertes Argument r mit r €
[ 1n(2)/64,1n(2)/64] berechnet. Dazu wird m € Z und j € {0,1,...,31} so
gewdhlt, daf} in der Darstellung

r=(32m+ 5)In(2)/32 +r (7)

3Fiir 2 > 709.78271289338399 liegt das Frgebnis e” — 1 im Uberlaufbereich. Fiir
709.0895657128240 < = < 709.78271289338399 ist fiir eine Zwischenrechnung eine zusitzliche

Fallunterscheidung nétig, aus Griinden der Laufzeit wird darauf verzichtet.
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der Rest |r| <1In(2)/64 ist.

Um r 7u berechnen wird also vom Argument = ein geeignetes ganzzahliges Viel-
faches des Wertes In(2)/32 subtrahiert. Da es hierbei zu Ausléschung kommen kann,
wird die Naherung des Wertes In(2)/32 im IEEE-Datenformat als Summe (die Addi-
tion wird nicht explizit ausgefithrt) von 2 Maschinenzahlen ljo,q, liranl € S(2,53) mit
Bead + lirail & In(2)/32 hohergenan dargestellt. l.,q wird so gewdhlt, daf} die letzten
20 bindren Mantissenziffern den Wert ( haben. Dadurch kann [j.,4 mit einer ganzen
Zahl n,|n| < 2*° rundungsfehlerfrei multipliziert werden. Das reduzierte Argument
r selbst wird mit einigen zusitzlichen Mantissenziffern berechnet, die Darstellung
erfolgt ebenfalls als Summe zweier Maschinenzahlen rjead, Ttrail € S(2,53).

Mit Hilfe einer Polynomapproximation der Form

p(r):r+a0r2—|—a1r3—|—...+a4r6:r+r2(a0+...—|—a4r4)

wird eine Naherung fiir (¢” — 1) berechnet.

Die Koeffizienten a;,7 = 0,1,...,4 wurden mit Hilfe eines Remez-Algorithmus
gefunden (siehe Abschnitt 3). Die Berechnung des Polynoms r?(ag+ar + ...+ asr?)
erfolgt in der Genauigkeit des IEEE-Datenformats, zur abschlielenden Addition von
r bei der Berechnung von p(r) wird jedoch die hohergenane Darstellung rjeaq + 7irail
benutzt:

7= Tlead B Tirail
g = rOrO@BrO(aB...)...)
Tlead B (Ptrail B ) (Klammerung beachten!)

Die Ergebnisanpassung erfolgt durch Anwendung der Gleichung
€" — 1 =2 (213 L /32 (em 1)) — 1, (8)

wobei m und j die geméf (7) bestimmten und bekannten Grofien sind. Die benotigte
Potenz 2//%2, j € {0,1,2,...,31} wird im voraus berechnet. Naherungen fiir 2//%2,
7 = 0(1)31 werden vorab in jeweils 2 Konstanten lead(y), trail(j) auf ungefdhr 100
Mantissenbits in einer Tabelle abgespeichert. Die Summe lead(j)4trail(y) dieser hei-
den Konstanten ergibt also eine Niaherung fiir 27732 mit zusitzlichen Ziffern. Um den
Fehler bei der Berechnung der rechten Seite von (8) auf dem Rechner méoglichst klein
7u halten, werden in Abhéngigkeit von m die folgenden drei Ausdriicke verwendet:

m >53:  2"[lead(j) A (s O p A (trail(j) 8 2 ™))]
m< -8: 2"[lead(j) A (s O pHE trail(y))| B3 1
Sonst:  2™[(lead(y) B2 ™) B (lead(y) @ p B trail(y) O (1 A p))]

jeweils mit s := lead(j) B trail(j) ~ 27/
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Bereich IT  (In(1 — 1) <z <In(1 + 7))

Ausgehend von der Reithenentwicklung

772 2

|
em—l:m+;+2i::m+i+m‘m2'-q(m)
2 o 2

wird eine polynomiale Bestapproximation p(x) fiir g(2) verwendet. Mit dieser in
Abschnitt 3 angegebenen Bestapproximation wird zunachst ¢ := = @ 2* @ p(x)
berechnet. Dies kann in normaler IEEE-Genauigkeit geschehen. Zur Addition des
Terms x + ””2—2 muf} eine hohere Genauigkeit simuliert werden. Dazu wird die Mantisse
von = in zwei Teile u, v aufgespalten, u enthilt die fithrenden 24 Bits der Mantisse,

v ergibt sich durch » := 2 — u. Sowohl u als auch v sind auf dem Rechner exakt
darstellbar.
Damit wird y := w - u - 15 und z = v @ ("r m] u) . 15 berechnet. Da von u nur

die ersten 24 Bit ungleich Null sind, ist v - » mit maximal 48 Bit ebenfalls exakt
darstellbar, woraus sich schlieilich y durch eine einfache und ebenfalls rundungsfeh-
lerfreie Exponentenanpassung ergibt. Die Summe y + z ist dann eine héhergenaue
Naherung fiir g Dies wird durch die folgende Handrechnung (vgl. [13]) gezeigt:

Es sei 0.B.d.A: 2z > 0. Mit & = 0.2q29 ... 253 - B°%, u = xlyy = 0029, .. 29y - peX

und

eX —24
T*T|24:0000T2:‘T26T:‘2Z) v <2 r

erhalt man: o
y+z = %7l2+%7)|ﬂ($|§57l)
= )+ (o 7, B (2 B 2,)
= )+ (2L B al, )1 +9))
= {0l (2l 4 )1+ )
= () (5 (2], 4 29))

R = (C P e )
_ %(.ﬁ +2:(2-v- x|, +v?))

%(r{:z + 2627 %)
§+ e(27x)

2
— |5~ (y+2)l<e-2%
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Wegen € [-0.29,0.244] und somit || € [0,0.29] ergibt sich die folgende
Abschétzung:

2
x
(e <o 2 P <o 2

Die Summe y+z ist damit eine Naherung fiir g mit 22 zusatzlichen Mantissenstellen.

Im Fehlerkalkiil wird diese Handrechnung antomatisch mit erfafit (siehe vollstandiges
Programmlisting ffexpm.p).

Zum Schlufl miissen die Werte =, y, z und ¢ in Abhéngigkeit ihrer Grofie geschickt
aufaddiert werden. Dazu werden die folgenden beiden Fille unterschieden:

. (vBy)B (@B Az), y>27,
" — 1~ 7
@ (y B (¢H 2)), y <277,

4.3 Algorithmus

Der Gesamtalgorithmus expm1 zur Berechnung von e” — 1 stellt sich wie folgt dar:

I. Abpriifen von Spezialfille und deren Behandlung

o 1 ist NaN (not a number) = Fehlermeldung: Invalid Argument

e © >qExpT2a—= 709.7827... = Fehlermeldung: Overflow
Der Fall # = 400 wird mit abgedeckt!

o v = (0 == res := x = +0, d.h. der exakte Funktionswert ¢* — 1 = 0 wird

zuriickgegeben®.
o |7| <qExpT1=2"" =5.5511...-107"7 = res(z) :=
o 1 <qExpT3= —37.4299... = res(x) := —1

x = —oo mufl damit nicht gesondert behandelt werden.

IT. Fallunterscheidung

1.) Bereich It 2 <In(1 — ]I) oder In(1 + ]I) <z
(a) Reduktion (red. Argument r wird berechnet als rj.aq + Tirail)

) 32
n = round(x [ qExpInvlL), mit qExpInvL & 5
n
ne = n mod 32
4 = n —No9
] In(2)
Mead = (T Hnll llead) mit llead + ltra,ﬂ R 3—2
Tirail = —n ltra,ﬂ {:> Tead T+ Ttrail = & — 1 - (llead + ltra,ﬂ)}
m = ny/32
J = e

fm TEEE-Standard wird +0 unterschieden.
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(b) Approximation p(r) = r + agr® + a1r® 4+ ... + a4r®,

r € [-0.01083...,0.01083.. ]

7= Tlead B Tirail
g = rOrdeBrO(aBra(eBra(caBridawa))))
P = Tlead H (rtra,ﬂ a2 Q)
(¢) Ergebnisanpassung
Falls m > 53:
res := 2" [lead(j) A (s O p A (trail(j) @ 2°™))]
Falls m < —8:

res := 2" [lead(j) A (s @ p A trail(y))] 3 1
Falls —7 <m < 52:

tes <= 27 [(lead() B2 8 (lead(j) B p & tral () O (1 8 p)
mit s := lead(j) B trail(j) ~ 27/ { anf 100 Bit }

2.) Bereich IT: In(1 — ]I) <x<lIn(l+ ]I)

(a) Genaue Berechnung von z?%/2

u = CUT24(x), { die ersten 24 Bits von = }
voi= r—u
y = u-u-0.5

= v (xBu)-0.5

2
T
{=y+z~ 5 mit zusdtzlichen Bits }

(b) Approximation (Horner-Schema)
q:=2°p(x) = 2*(bo+bix' +.. .+ bga®), v € [-0.28768...,0.22314 .. ]

g = xHOae0x00BBz2O0:BaE (... BaxObg)...))

(c) Genaue Addition von @ + y + z + ¢ durch Fallunterscheidung;:
Falls y > 277

res := (v B y) B (¢ B (v H 2))
Falls y < 27 7:

res: =z H (yHE (¢H 2))

Nun gilt expml := res &2 (e — 1).
Die Fehlerabschéatzung fiir den eben beschriebene Algorithmus wird in Abschnitt 6
durchgefiihrt.

5 Implementierung von e”—1 fiir Punktargumente

Die Implementierung des in Abschnitt 4 vorgestellten Tabellenverfahrens erfolgte in
ANSI-C [1, 9]. Dadurch wird die Ubertragharkeit auf die verschiedensten Rechner
und Plattformen sichergestellt.
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Es wurde Wert darauf gelegt, ein beziiglich der Laufzeit moglichst schnelles Ver-
fahren 7u erhalten. Dies hatte Auswirkungen auf den Programmierstil. So wurden
7.B. Polynomauswertungen mit Hilfe des Hornerschemas immer explizit ausprogram-
miert, anstatt der Verwendung einer Wiederholungsanweisung. Multiplikationen mit
einer Potenz von 2 werden grundsatzlich iiber eine Anderung des Exponenten im
Bitmuster der im Speicher abgelegten Zahl realisiert. Dadurch zu beriicksichtigende
Maschinenabhéngigkeiten werden durch Preprozessoranweisungen beriicksichtigt.

Um eine Ubernahme in bestehende Compiler bzw. Programmpakete (#.B.
PASCAL-XSC [10, 11], C-XSC [12]) zu ermdglichen, wurde ein modularer Aufbau

gewdhlt. Es wurden die folgenden Dateien erstellt:

Dateiname Bedeutung, Verwendung
q_defs.h Headerfile, enthilt globale Variablen- und Funktionsvereinbarungen,
Konstanten zur Stenerung der bedingten Ubersetzung,
versch. Makros, 7z.B. zur Multiplikation mit einer Zweierpotenz
q_glbl.c enthalt alle globalen Variablen und Konstanten,
sowie die Tabellenwerte
q_errm.c Fehlerbehandlungsroutinen
q_expm.c Funktion ¢” — 1 als Tabellenverfahren
q_test.c Kleines Testprogramm fiir € — 1 in ANSI-C

Tabelle 1: ANSI-C Quellprogramme

Die in diesen Dateien enthaltenen Funktionen und Programme sind im Anhang
auszugsweise abgedruckt. Die verwendeten Funktions- und Variablennamen sind mit
ihrer jeweiligen Bedeutung in Tabelle 4 (sieche Anhang B) zusammengestellt.

Die Tabellenwerte wurden mit dem Langzahlmodul mp_ari vom PASCAL-XSC
berechnet. Jeder Tabellenwert wird als Summe zweier IEEE-Zahlen gespeichert.
Wichtig ist dabei, daffi mindestens die 6 letzten Mantissenbits der ersten IEEE-
Zahl den Wert Null haben. Die Darstellung der Werte erfolgt als Bruch in der Form
Zahler /Nenner, wobei der Nenner grundsétzlich eine Zweierpotenz ist. Dieser Bruch
kann auf einem Rechner mit IEEE-Datenformat rundungsfehlerfrei herechnet wer-
den. Dies wird bereits vom Compiler beim Ubersetzen des Programmcodes erledigt.
Der Vorteil dieser Darstellung liegt sowohl in der Maschinenunabhéngigkeit als auch
in der Verwendbarkeit derart dargestellter Konstanten in verschiedenen Program-
miersprachen.

6 Fehlerabschatzung

Im folgenden wird eine relative Fehlerschranke fiir die Berechnung von ¢ — 1 nach
dem im Abschnitt 4 vorgestellten Verfahren hergeleitet. Diese Fehlerschranke soll fiir
alle zulassigen Eingabeargumente aus dem Bereich der normalisierten TEEE-Zahlen
gelten.

Die Fehlerabschitzung wird grofitenteils auf dem Rechner mit PASCAL-XSC
unter Verwendung des Moduls eps_ari (siehe Abschnitt 2) durchgefithrt. Das 7u-
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gehorige Programm ffexpml.pist im Anhang C abgedruckt. Die Fehlerabschéatzung
wird unter der Annahme durchgefiihrt, dafl das exakte reelle Ergebnis einer Grund-
operation (4, —,e, /) auf dem Rechner zu einer henachbarten Gleitkommazahl ge-
rundet wird. Der maximale relative Fehler einer Gleitkommaoperation ist demnach
eps52= 2772 Der IEEE-Standard schreibt sogar einen Rundungsmodus zur néichst-
gelegenen Gleitkommazahl vor. Um nicht durch Umschalten des Rundungsmodus
Laufzeiteinbuflen zu verursachen, werden keine speziellen Annahmen iiber den ein-
gestellten Rundungsmodus bei Programmaufruf vorausgesetzt. Dies bedeutet, daf}
die fiir alle Rundungsmodi giiltige Fehlerschranke eps52 verwendet werden muf.

Erzwingt man bei Programmausfithrung die Rundung 7ur niachstgelegenen Gleit-
kommazahl, so darf man die in dieser Arbeit angegebene Gesamtfehlerschranke (1)
auf nahezu die Halfte (1.302-10'%) reduzieren. Diese Aussage kann sehr einfach be-
wiesen werden, indem man in den Fehlerabschatzungsprogrammen iiberall die Grofie
eps52 durch eps53= 27"% ersetzt!

Die im Algorithmus verwendeten Konstanten- und Tabellenwerte sind jeweils die
zur nachstgelegenen Gleitkommarzahl gerundeten exakten Werte, d.h. ihr maximaler
relativer Fehler betriagt eps53.

Bei der automatische Fehlerabschitzung wird analog zum Algorithmus zwischen
Bereich T und Bereich IT unterschieden. Fiir beide Bereiche wird jeweils ein eigenes
Unterprogramm erstellt:

Unterprogrammname | Abschitzung fiir Argument 2 € I mit
fehlerl I =[-37.44077...,—0.27076] U [0.223143...,709.79...]
fehler2 I =[-0.287682...,—5.55...e — 17] U [5.55...e — 17,0.223144.. ]

Tabelle 2: Teilbereiche mit unterschiedlichen Fehlerabschatzung

Die Funktion fehlerl berechnet eine Oberschranke des maximalen relativen Ge-
samtfehlers bei der Auswertung von ¢” — 1 fiir ein Argument x aus einem vorgegebe-
nen Intervall I* = [a, b] mit I* C I. In diesem Gesamtfehler sind alle Rundungsfehler,
der Approximationsfehler und die Konstantenfehler beriicksichtigt. Das Intervall I
wird durch die Parameter kk_1b, kk_ub, k_1b und k_ub festgelegt. Diese Parameter
werden beim Aufruf der Funktion fehler1 iibergeben. Es gilt:

I+ = [(( kk_1b-32 — 0.5)+ k_1b ) 57 L2,

32
(( kk_ub -32 — 0.5)4 k_ub +1) A Aé';”)]

Da bei der Ergebnisanpassung 32 verschiedene Konstanten verwendet werden,
miissen bei der Fehlerabschitzung 32 Teilfélle betrachtet werden. Dies bedeutet, dafl
im folgenden die Teilintervalle

n2
Low = [((kk-32 — 0.5) + k) 7 M2, R
((kk-32—0.5)+ &k +1) A 202

mit & =k_1b(1)k_ub, kk =kk_1b(1)kk_ub untersucht werden. Diese Intervalle Ity x
sind so gewahlt, daf fiir alle © € Iz im Algorithmus die gleiche Fallunterscheidung
ausgewihlt wird. Bei der Realisierung im Programm muf} beachtet werden, das die
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folgende Bedingung gilt:

I CUU Lo g
kk &
fiir & =k_1b(1)k_ub und kk =kk_1b(1)kk_ub. Aufgrund der Uberschéi,tzung durch
die Intervallarithmetik miissen die Teilintervalle I ;. eventuell noch weiter unter-
teilt werden, um zu brauchbaren, scharfen Fehleraussagen zu kommen. Die Funktion
fehlerl wird vom Hauptprogramm aus mit 5 verschiedenen Parametersitzen auf-

gerufen:
Anzahl Unterteilung
kk_1b kk_ub k_1b k_ub Intervall I* = [a*, b*] von Ing
-54 -2 0 31 [-37.44077...,—0.703977...] 1
-1 -1 0 19 [-0.703977..., —0.27076...] 200
0 0 10 31 [0.223143...,0.6823...] © 500
1 1023 0 31 [0.6823...,709.77...] 1
1024 1024 0 0 [709.77...,709.79...] 1

In der Funktion fehlerl werden fiir jedes Teilintervall alle Berechnungen des
Algorithmus mit Hilfe der Intervallarithmetik von PASCAL-XSC nachvollzogen. Der
bei normaler Gleitkommarechnung entstehende Rundungsfehler wird als absoluter
Fehler mit Hilfe der Funktionen des Moduls eps_ari erfafit. Die Konstantenfehler
werden ebenfalls als absolute Fehler erfafit, der absolute Approximationsfehler wird
an geeigneter Stelle aufaddiert. Zum Schlufl wird, sofern moglich, der maximale
relative Gesamtfehler von allen betrachteten Teilintervallen bestimmt und an das
Hauptprogramm iibergeben.

Mit Hilfe der Funktion fehler2 wird der Fehler fiir Argumente » mit x €
[In(1— %), —27"U[In(1+1),27*] bestimmt. Um sowohl die Vorzeichen als auch die
Fallunterscheidung bei der Summation des Ergebnisses von e” —1 richtig zu erfassen,
miissen hier 4 Teilbereiche getrennt untersucht werden. Diese Teilbereiche kénnen
Tabelle 3 entnommen werden.

Unterprogrammname | Teilbereich | Abschitzung fiir Argument 2 € I mit
fehler2 a I =[-0.287682...,—0.125]
b I =[-0.125,-5.55...e — 17]
c I =1[5.55...e — 17,0.125]
d I =10.125,0.223144...]

Tabelle 3: Teilbereiche des Bereichs 11

Zur Bestimmung von scharfen Fehlerschranken ist es auch hier wieder nétig, die
zu untersuchenden Teilbereiche in kleine Teilintervalle zu unterteilen. Eine Unter-
teilung in 50 bzw. 20 Teilintervalle hat sich als ausreichend erwiesen.

Analog zur Funktion fehlerl wird auch hier wieder der Algorithmus nachvollzo-
gen, samtliche Fehler werden mit Hilfe der Funktionen des Moduls eps_ari erfafit.

Die Ausfithrung des Hauptprogrammes liefert das folgende Ergebnis:

5b* wird explizit gesetat.
Sa* wird explizit gesetzt.
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.340427167524938E-016
.443828079287490E-016
.489959685937339E-016
.476426814206591E-016
.458824919974750E-016
.359601267404139E-016
.592561649228397E-016
.468390169928818E-016
.321294617584316E-016

Bereich Ta: Max. rel. Fehler =
Bereich Ib: Max. rel. Fehler =
Bereich ITa: Max. rel. Fehler =
Bereich IIb: Max. rel. Fehler =
Bereich IIc: Max. rel. Fehler =
Bereich IId: Max. rel. Fehler =
Bereich Ic: Max. rel. Fehler =
Bereich Id: Max. rel. Fehler =
Bereich Te: Max. rel. Fehler =

N NNNNDNNDNDN

Als Gesamtfehlerschranke aller bisher untersuchten Teilbereiche ergibt sich somit

Max. rel. Fehlerschranke der expml-Funktion: 2.592561649228397E-016

Jetzt mufl noch gezeigt werden, dafy der relative Fehler in den bisher noch nicht

untersuchten Teilintervallen (siche Tabelle 2) kleiner als diese mit dem Programm

berechnete Fehlerschranke ist. Die Schranke gilt dann fiir alle Eingabeargumente

aus dem Bereich der normalisierten Gleitkommazahlen.

Einfache Handrechnung ergibt™:

o v < —37.4298...
Es ist e 374298 — 55519...-107'" und aufgrund der Monotonie der Expo-
nentialfunktion gilt e” < 5.5519...- 1077 fiir alle # < —37.4298. ..
— (" —1) e [-1,—1 +¢&"] fiir v < —37.4298 ..., % := 2"
Als Ergebnis fiir die Punktfunktion wird der Wert —1 zuriickgeliefert, fiir den
relativen Fehler gilt damit:

1) (1 o
|(P ) ( )| | mp 1| S5.6.10717

e’ — 1 -

o v c[—270)
Es gilt x < 0:

(em—l)—m|§ é(ﬁ)

e’ — 1 —x

<5 <2 7 =555 10
e =10
Es gilt (¢” — 1) = 0, das Ergebnis wird direkt gesetzt und ist damit exakt.

e 7€ (0,277
Es gilt x > 0:

(emfl)—m < %(1%)

et — 1 et — 1

1
<2l =2 <27 =55511...-10°"7
T

"Um zu verdeutlichen, daB hier die Funktion e” — 1 untersucht wird, wird dieser Ausdruck

geklammert,
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Damit ist gezeigt, dafl

fiir alle zuldssigen normalisierten Eingabeargumente zutrifft.

(e" — 1) — expml(x)

e’ — 1

| <2.592561649228397 - 10'® =: (expm1)

Die gefundene relative Fehlerschranke gilt nicht fiir Argumente aus dem Bereich
der denormalisierten Zahlen. Es kann aber zumindest eine Aussage iiber den abso-
luten Fehler gemacht werden. Ausgehend von der Reihenentwicklung

i) x? 23
S T

sind die folgenden beiden Aussagen fiir 22 € [—q_minr,q_minr] (mit
g_minr:= 2.225073... - 10~ ?"® kleinste positive normalisierte Zahl) sofort einsichtig:

(" =1) >= (9)

2

2?1
("~ 1) — 2| < %(1—) < 2.475..-107%'° (10)

Der Abstand d zweier benachbarter denormalisierter Zahlen ist immer gleich und
betragt d := 271922752 = 4.9406... - 103!, Zusammen mit (9), (10) folgt, daf fiir die

EinschlieBung des Funktionswertes » € [~q_minr,q_minr] gilt®:
(e — 1) € [x,succ(x)] .

Der absolute Fehler ist kleiner als der Abstand zweier henachbarter denormalisierter

Zahlen.

7 Intervallfunktion e* — 1

Ausgehend von der im Abschnitt 5 angegebenen Implementierung der Punktfunktion
e’ —1 wird unter Verwendung der in Abschnitt 6 hergeleiteten Gesamtfehlerschranke
die Intervallfunktion e* — 1 konstruiert.

Da die Funktion f(2) := ¢” — 1 im gesamten Definitionshereich monoton wach-

send ist, kann die Intervallfunktion f(X) := e* — 1 fiir X = [a,b] € [ R, durch

Funktionsauswertungen an den Intervallgrenzen a und b berechnet werden. Es gilt:
FX)=e" —1=el" 1 =fe" —1|la < <b}=[e"—1,e"—1].

Bei der Rechnung auf der Maschine mufy der relative Gesamtfehler beriicksichtigt
werden. Der folgende Satz gibt dariitber Auskunft:

Satz 5 (Einschlieflung des exakten Funktionswertes) Sei f der exakte Wert,
f der fehlerbehaftete Wert mit dem relativen Fehler e;, |e4| < e(f), &* sei die
Maschinengenauigkeit. Dann gilt fiir

f>0: fo(wvefHwvive)<.
f<0: fRAANAQAS<

8Mit suce(z) wird der Gleitkommanachfolger der Gleitkommazahl 2 bezeichnet.
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Beweis:

Fall f > 0:
fD(lve(.f))V({V@*) <fo(—e(f)-(1-&)
< F-cf) < F el
< fEA+e(f)-Q+e)<fEI AN AL A

Der Fall f < 0 wird analog gezeigt o

Die Konstanten q_exmm:= (1 7 ¢(f)) ¥ (1 ¥ ¢) und q_exmp:=
(1 A ce(f)) A (1 A &%) miissen mit gerichtet gerundeten Operationen berechnet
werden. Dies kann 7.B. im voraus mit PASCATL-XSC geschehen. Bei der Multiplika-
tion f [ q_exmm bzw. f [ q_exmp wird nur vorausgesetzt, daff die Rundung zu einer
benachbarten Gleitkommazahl erfolgt. Die Ausfithrung dieser Multiplikation kann
deshalb auch in ANSI-C ohne zeitaufwendige Umschaltung des Rundungsmodus
implementiert werden.

Da der relative Gesamtfehler fiir die Funktion ¢” — 1 nur im Bereich der norma-
lisierten Zahlen gilt, wird im Bereich der denormalisierten Zahlen die Einschlieung
(e — 1) € [x,succ(x)] (siehe Abschnitt 6) verwendet. Die benotigten Fallunterschei-
dungen kénnen der Implementierung j_expm.c entnommen werden.

8 Zusammenfassung

Sichere und gleichzeitig genaue Fehlerabschétzungen im Zusammenhang mit der
Entwicklung von Software fiir mathematische Funktionen sind in der Regel fiir eine
Handrechnung zu aufwendig. Insbesondere bendtigt man (nahezu) scharfe Schran-
ken, so daff Vergroberungen bei den Abschétzungen vermieden werden miissen.

Der vorgestellte (noch erweiterbare) Fehlerkalkiil kann im Zusammenwirken
mit Intervallrechnung verwendet werden, verldfiliche worst-case-Fehlerabschéatzun-
gen weitgehend automatisch durchzufithren. Es mufl ein Programm entwickelt wer-
den, welches den 7u realisierenden Algorithmus genau nachbildet (mit Fallunter-
scheidungen, mit denselben Konstanten, ...). Dabei wird fiir alle Operationen der
Maximalfehler durch die korrespondierenden Intervallroutinen des Fehlerkalkiils er-
faft. Um genaue Fehlerschranken zu erhalten miissen die einzelnen Teilbereiche so
lange weiter unterteilt werden, bis die durch Intervallrechnung auftretenden Werte-
bereichsiiberschatzungen hinreichend klein bleiben.

Die hier besprochene Anwendung des Kalkiils auf ein Tabellenverfahren fiir
e” — 1 ergibt eine sehr gute Fehlerschranke, die nahe an der Maschinengenauigkeit
liegt und dies, obwohl aus Laufzeitiiberlegungen keine interne héhergenaue Arith-
metik benutzt wird. Fiir weitere Anwendungen, z.B. auf die Verfahren [6, 18, 19],
trifft dies ebenfalls 7u.

Insgesamt erlaubt der Kalkiil auch Realisierungen von Funktionen zu behandeln,
bei denen sehr viele Fallunterscheidungen auftreten. Bei Handrechnung miifite hier
jeder Fall gesondert abgeschatzt werden.

Die Entwicklung eines geeigneten Algorithmus zur Funktionsberechnung bleibt
nach wie vor eine eigenstandige Aufgabe. Jedoch kann die hier vorgestellt Methode
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angewendet werden, nm heuristische Uberlegungen abzusichern oder aber zm ver-
werfen.

Auch kann man kritische Stellen von Algorithmen offenlegen, bei denen die Simu-
lation einer hohergenauen Arithmetik eine deutliche Verbesserung der Genauigkeit
des Endergebnisses liefert.

A  Modul eps_ari

Im folgenden ist das in Abschnitt 2 ndher beschriebene PASCAL-XSC-Modul

eps_ari auszugsweise abgedruckt.

MODULE eps_ari;

f-— 3
{ Fehlerschrankenarithmetik 7
f-— 3

USE i_ari; { Intervallarithmetik einbinden }

e — }
1 Einige globale Groessen F
e — }

GLOBAL CONST Epsb53 = 1.110224E-16;
{ Maschinenepsilon: IEEE RoundToNearest, 2%*(-53)= 1.110223...E-16 }

GLOBAL CONST Epsb2 = 2.220447E-16;
{ Maschinenepsilon: IEEE RoundToDown/Up, 2%*(-52)= 2.220446...E-16 }

GLOBAL CONST MinReal = 2.2250738585072013E-308;
{ Kleinste positive normalisierte Gleitkommazahl }

VAR UnflowRange: interval;
{ Bereich des gradual Underflows und Underflows }

GLOBAL VAR EpsAriTest: boolean; { Unterlaufwarnungen ein/ausschalten }

{ Im vollstaendigen Listing kommen hier Hilfsfunktionen! }

S S — }
1 Fehlerschrankenarithmeti ik F
{ fuer +, —, *, /. 7
{ Absolute Fehlerschranken der beiden Operanden sind bekannt. 3
{ Die exakten Werte der Operanden liegen in den Intervallen F
{ alpha und beta. 3
R }

GLOBAL FUNCTION DeltaAdd(
alpha, beta: interval; DeltaA, DeltaB: real ): real

L }
{ Berechnet wird die absolute Fehlerschranke bei einer 7
{ Addition von fehlerbehafteten Groessen. 7
T }
{ Die exakten Werte des 1. Summanden liegen im Intervall alpha.}
{ Der absolute Fehler der fehlerbehafteten Werte ist durch 7
{ Deltad beschraenkt. 7

{ Die exakten Werte des 2. Summanden liegen im Intervall beta. }
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{ Der absolute Fehler der fehlerbehafteten Werte ist durch 7
{ DeltaB beschraenkt. 7

VAR u, v: real;
ResultSet: interval;
BEGIN
IF (DeltaA=0) AND (DeltaB=0) AND ((alpha=0) OR (beta=0)) THEN
DeltaAdd:= O
ELSE BEGIN
IF EpsAriTest THEN BEGIN <{ Unterlaufwarnung }
ResultSet:= alpha + intval(-DeltaA, Deltad)
+ beta + intval(-DeltaB, DeltaB);
IF NOT (ResultSet >< UnflowRange) THEN BEGIN
write(® Deltahdd: Ergebnis im Unterlauf! Weiter mit <Return> ’);
readln;
END ;
END; { Unterlaufwarnung }
u:= Epsb2 *> MaxAbs(alpha+beta);
v:= (DeltahA +> DeltaR) *> (1 +> Epsb2);
DeltalAdd:= u +> v +> MinReal;
END ;
END ;
GLOBAL FUNCTION DeltaMul(
alpha, beta: interval; DeltaA, DeltaB: real ): real

A }
{ Berechnet wird die absolute Fehlerschranke bei einer 7
{ Multiplikation von fehlerbehafteten Groessen. 3
{— F
{ Die exakten Werte des 1. Faktors liegen im Intervall alpha. }
{ Der absolute Fehler der fehlerbehafteten Werte ist durch 7
{ Deltad beschraenkt. 7
{ Die exakten Werte des 2. Faktors liegen im Intervall beta. F
{ Der absolute Fehler der fehlerbehafteten Werte ist durch 7
{ DeltaB beschraenkt. 7
e }

VAR u, v: real;
VAR ResultSet: interval;
BEGIN
IF (alpha=1) AND (DeltaA=0) THEN
DeltaMul:= DeltaB
ELSE IF (beta=1) AND (DeltaR=0) THEN
DeltaMul:= Deltal
ELSE BEGIN
u:= MaxAbs(alpha) *> DeltaB + MaxAbs(beta) *> Deltah;
v:= (1 +> Epsb2) *> (u +> Deltah *> DeltaB);
DeltaMul:= FEpsb2 *> MaxAbs(alpha*beta) +> v +> MinReal;
IF EpsAriTest THEN BEGIN <{ Unterlaufwarnung }
ResultSet:= ( alpha + intval(-Deltah,Deltad) )
* ( beta + intval(-DeltaB,DeltaB) );
IF NOT (ResultSet >< UnflowRange) THEN BEGIN
write(’ DeltaMul: Ergebnis im Unterlauf! Weiter mit <Return> ’);
readln;
END ;
END; <{ Unterlaufwarnung }
END;

END;

3

{ Im vollstaendigen Listing kommen hier weitere Funktionen }
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{— }
BEGIN { Tnitialisierungen }
UnflowRange:= intval(-MinReal, MinReal);
EpsAriTest := false;
END.
{— }

B Implementierung der Funktion expml als

Tabellenverfahren

ANSI-C [ PASCAL-XSC |

Bedeutung

g_plex
gq_p2ex
g_expm
j_expm
g_minr
q-p2h
q_p2mh
g_extl qExpT1
g_ext2c | qExpT2c
g_ext3 qExpT3
g_ext4 qExpT4
g_exth qExpTbH
g_exil gExpInvL
g_exl1 qExpL1
q_exl2 qExplL2
g_exa qExpA
gq_exb qExpB
g_exld gExpLead
g_extl gExpTrail

g_exme
g_exmm qExpEm1
g_exmp qExpEp1

Funktion fiir Argumentbereich 1 der Funktion e” — 1
Funktion fiir Argumentbereich 2 der Funktion e” — 1
Funktion ¥ — 1 fiir Punktargumente

Funktion e¥ — 1 fiir Intervallargumente
2.225073...e — 308, kleinste normalisierte Zahl

2100 7ur Ergebnisberechnung in Sonderfillen

27100 741 Ergebnisberechnung in Sonderfillen
5.5511...e — 017, zur Fallunterscheidung
7.0908...¢ 4+ 002, zur Fallunterscheidung
—3.7429...e + 001, zur Fallunterscheidung
—2.8768...e — 001, zur Fallunterscheidung
2.2314...e — 001, zur Fallunterscheidung
4.6166...e + 001 = 32/1n 2

2.1660...e — 002 = L1

2.3251...e — 012 = L2, mit L1+ L2 =1n2/32
5 Polynomkoeffizienten fiir Approximation

9 Polynomkoeffizienten fiir Approximation
32 Tabellenwerte lead(j)

32 Tabellenwerte trail(j)

mit lead(j)+trail(j) =~ 21/32

relative Fehlerkonstante fiir Funktion g_expm
Fehlerkonstante fiir Intervallfunktion
Fehlerkonstante fiir Intervallfunktion

Tabelle 4: Tabelle der Konstanten- und Funktionsnamen

In Tabelle 4 findet man zu wichtigen Funktions- und Konstantennamen einen
Hinweis auf deren Bedeutung. Bei Konstanten sind die C-Namen und deren
PASCAL-XSC Aquivalente zeilenweise aufgelistet. Aus Portabilititsgriinden wur-
den die C-Namen auf maximal 6 Zeichen beschrankt. Um mogliche Konflikte mit
bereits bestehen Namen 7zu vermeiden, wird hier nicht der Name expm1, sondern

q_expm verwendet,.

Generell wird in [8] die folgende Namenskonvention verwendet: q_ steht fiir

Punktroutinen, j_ fiir Intervallversionen.
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Ausziige aus den wichtigsten ANST-C Quellprogrammen (siche Tabelle 1 in Ab-
schnitt 5) sind hier aufgelistet. In ihrer Gesamtheit geben sie das realisierte genaue
Tabellenverfahren wieder.

/****************************************************************/

/* */
/* Filename : q_glbl.c */
/* */
/* Description : Constants for fast real functions */
/* for double IEEE Floating-Point */
/* Arithmetic */
/* */

/****************************************************************/

/* ———— Globale Variablen fuer schnelle Standardfunktionen --—-—————————- */
double g_minr = 2.2250738585072013e-308; /* k1. normalisierte Zahl */

/* ———- Globale Variablen fuer Tabellenwerte von gq_expml und q_exp ——-—-— */

/* gMinExp:= 1n ( 2.22507...e-308 ) x/

double g_mine = -708.3964185322641062617539;
/% qExpTi:= 5.551115123125783E-017 */

double q_extl= 4503599627370496.0 / 81129638414606681695789005144064.0;
/* qExpT2:= 1.809114141261457E+003 */

double q_ext2= 7956568137163861.0 / 4398046511104.0;
/* qExpT2a:= 7.097827128933840E+002 */

double q_ex2a= 6243314768165359.0 / 8796093022208.0;
/* qExpT2c:= 7.090895657128240E+002 */

double q_ex2c= 6237217781087072.0 / 8796093022208.0;
/% QExpT3:=—3.742994775023704E+001 */

double q_ext3=-5267796835639521.0 / 140737488355328.0;
/% QqExpT4:=—2.876820724517810E-001 */

double q_ext4=-5182419497180051.0 / 18014398509481984.0;
/% qExpT5:= 2.231435513142098E-001 */

double q_extb= 8039593716390434.0 / 36028797018963968.0;

/* qExpInvL:= 4.616624130844683E+001 */
double q_exil= 6497320848556798.0 / 140737488355328.0;
/* qExpL1:= 2.166084939017310E-002 */
double q_ex11= 6243314767495168.0 / 288230376151711744.0;
/* qExpL2:= 2.325192846878874E-012 */
double q_ex12= 5756898648422637.0 / 2475880078570760549798248448.0;

double g_exal5]={ /* Polynomkoeffizienten Bereich I */
4503599627370496.0 / 9007199254740992.0,
6004799503129925.0 / 36028797018963968.0,
6004799503120717.0 / 144115188075855872.0,
4803856372824746.0 / 576460752303423488.0,
6405142946487772.0 / 4611686018427387904.0 };

double g_exb[9]1={ /* Polynomkoeffizienten Bereich II */
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/*

/*

/*

/*

/*

/*

/*

/*

/*

/*

/% qExpTraill[30]:= 5.666960267488855E-015 */
7183725584551774.0 / 1267650600228229401496703205376
/% qExpTraill31]:= 8.960767791036668E-017 */
7269838508040587.0 / 81129638414606681695789005144064 .
3
/* double q_exme=2.592561649228397E-016; */
/* gExpEm1:=(1-<qExpEps)*<(1-<epsb2) */
/% qExpEm1:= 9.999999999999993E-001 */
double gq_exmm = 9007199254740986.0 / 9007199254740992.0;
/* qExpEpl:=(1+>qExpEps)*>(1+>epsb2) */
/% qExpEpi:= 1.000000000000001E+000 */

6004799503160660.0 / 36028797018963968.0,
6004799503160579.0 / 144115188075855872.0,
4803839602540513.0 / 576460752303423488.0,
6405119470632951.0 / 4611686018427387904.0,
7320136463514879.0 / 36893488147419103232.0,
7320133978402734.0 / 295147905179352825856.0,
6506931592885707.0 / 2361183241434822606848.0,
5209762888694261.0 / 18889465931478580854784.0,
7399039345524175.0 / 302231454903657293676544 .0} ;
double q_ex1d[32]={ /* Tabellenwerte 2°(j/32), j=0,1,...,31 %/
qExpLead [ 07:= 1.000000000000000E+000 */
4503599627370496.0 / 4503599627370496.
qExpLead [ 1]:= 1.021897148654105E+000 */
4602215617889600.0 / 4503599627370496.
qExpLead [ 2]:= 1.044273782427410E+000 */
4702991017412864.0 / 4503599627370496.
qExpLead [ 3]:= 1.067140400676820E+000 */
4805973110840128.0 / 4503599627370496.
qExpLead [30]:= 1.915206561397142E+000 */
8625323556245696.0 / 4503599627370496.
qExpLead [31]:= 1.957144124175400E+000 */
8814193548346688.0 / 4503599627370496
double q_extl1[32]={ /* Tabellenwerte 2°(j/32), j=0,1,...,31 %/

gExpTraill 0]:
gExpTraill 1]:
gExpTraill 2]:

gExpTraill 3]:

double g_exmp =

0.000000000000000E+000 */
0.0,
1.159741170639136E-014 */

7350732955350452.0 / 633825300114114700748351602688.

3.416187970930849E-015 */

8661065463685896.0 / 2535301200456458802993406410752.

3.695759744057116E-015 */

4684932057853331.0 / 1267650600228229401496703205376.

4503599627370501.0 / 4503599627370496.0;
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/****************************************************************/

/*
/*
/*
/*
/*
/*
/*

Filename

Description

g_expm.c

Fast real (exponential function - 1)

for double IEEE Floating-Point
Arithmetic

*/
*/
*/
*/
*/
*/
*/

/****************************************************************/

#i
do
do
/*
/*

/*
do

nclude "q_defs.h"
uble g_plex(double x);
uble q_p2ex(double x);

Prozedur fuer

uble g_plex(double x)

{ int j;
long int n,ni,m;
double r,r1,r2,p,q,s;
double res;

/* Schritt 1 */

Bereich I

if (x>0) n=CUTINT((x*q_exil)+0.5);

else

j=n % 32;
if (j<0) j+=32;
ni=n-j;
ri=x-n*q_exl1;
r2=-(n*q_ex12);
m=n1/32;

/* Schritt 2 */
r=ri+r2;

n=CUTINT((x*q_exil)-0.5);

/* round (x)
/* n2=n mod 32

*/
*/

/* Es muss gelten n2>=0 */

g=(((g_exal4] *r+q_exal[3] ) *r+q_exal[2])*r+q_exal[1]) *r+q_exa[0];

Q=T*T*q;
p=ri+(r2+q);

/* Schritt 3 */
s=q_ex1ld[jl+q_ext1[j];
if (m>=53) {
res=1.0;
POWER2(res,—m);

res=(q_ex1ld[jl+(s*p+(q_extl[jl-res)));

POWER2(res,m);
} else {
if (m<=-8) {

res=(q_ex1ld[jl+(s*p+q_ext1[j1));
POWER2(res,m);

res—=1;
} else {
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res=1.0;

POWER2(res,—m);
res=((q_ex1ld[jl-res)+(q_ex1ld[jl*p+q_extl[jI1*(1+p)));
POWER2(res,m);

¥
return(res);

}

[k —————— Prozedur fuer Bereich II --—--——-----"""—"—"—"""—————————————— */
double q_p2ex(double x)
{ double u,v,y,z,q;
int i;

/* Schritt 1 */
u=(double) (CUT24(x));
v=x-1u;

y=u*u*x0.5;
z=v*(x+u)*0.5;

/* Schritt 2 */
g=(((((((g_exb[8]*x+q_exb[7]) *x+q_exb[6]) *x+q_exb[5])

*x+q_exb[4] ) *x+q_exb[3]) *x+q_exb[2])*x+q_exb[1])*x+q_exb[0] ;
q:x*x*x*q;

/* Schritt 3 */

if (y>=7.8125e-3) /* = 2°-T7 %/
return ((u+y)+(g+(v+z)) );
else
return (x+(y+(g+z)) );
}
/¥ ————— Hauptprogramm mit Fallunterscheidungen  ——--——--———-——————- */

double q_expm(double x)
{ double res;

if NANTEST(x) /* Test: x=NalN */
res=q_abortnan(INV_ARG, &x);

else {
if ((-g_exti<x) && (x<q_extl)) res=x;
else {

if (q_ex2c<x)
g_abortri(OVER_FLOW,&x); /* Ueberlauf */
else {
if (x<q_ext3) res=-1.0;
else {
if ((q_extd<x) && (x<q_exth)) res=q_p2ex(x);
else res=q_plex(x); }

¥
¥
return(res);

}
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C Programm zur Gesamtfehlerabschiatzung

Die Fehlerabschatzung des in Anhang B angegebenen Tabellenverfahrens wurde mit
dem folgenden PASCAL-XSC-Programm durchgefithrt. Die Ergebnisse sind in Ab-

schnitt 6 aufgelistet. Die Namenszuordnung kann Tabelle 4 entnommen werden.

L T T }
{- Fehlerabschaetzung fuer expml-Funktion, Tabellenverfahren -7
{- Version: getrennte Rechnung fuer alle 32 Tabellenwerte, -7
{- Rechnung mit absoluten Fehlern !!! -7
L }

PROGRAM ffexpmi(input,output);
USE eps_ari,
i_ari;

{ Fehlerschrankenarithmetik }
{ Intervallarithmetik 7

{-globale Variablen—}

VAR gExpInvL,qExpL1l,qExpl2:real;
qExpA:ARRAY [0..4] OF real;
qExpB:ARRAY [0..8] OF real;
gExpLead,
qExpTrail:ARRAY[O..31] OF real;

{ Tabellenwerte der exp-Funktion }

{-Variablen Hauptprogramm —}
VAR relfehler ,maxrelfehler:real;

{— }
{- Initialisierungsteil -}
{— }
PROCEDURE init;
BEGIN
{——- Tabellenwerte der exp—-Funktion ————————————————————————————————— 3
gExpInvL:= 6497320848556798.0 / 140737488355328.0;
gExpLl:= 6243314767495168.0 / 288230376151711744.0;
gExpL2:= 5756898648422637 .0 / 2475880078570760549798248448 .0;
qFxpA[0]:= 4503599627370496.0 / 9007199254740992.0;
gFxpA[1]:= 6004799503129925.0 / 36028797018963968.0;
gFxpA[2]:= 6004799503120717.0 / 144115188075855872.0;
gFxpA[3]:= 4803856372824746.0 / 576460752303423488.0;
qFxpA[4]:= 6405142946487772.0 / 4611686018427387904.0;
qExpB[0] := 6004799503160660.0 / 36028797018963968.0;
gExpB[1]:= 6004799503160579.0 144115188075855872.0;
qExpB[2] := 4803839602540513.0 / 576460752303423488.0;
qExpB[3]:= 6405119470632951.0 / 4611686018427387904.0;
qExpB[4] := 7320136463514879.0 / 36893488147419103232.0;
qExpB[B] := 7320133978402734.0 / 295147905179352825856.0;
qExpB[6] := 6506931592885707.0 / 2361183241434822606848.0;
qExpB[7] := 5209762888694261.0 / 18889465931478580854784.0;
qExpB[8]:= 7399039345524175.0 / 302231454903657293676544 .0;
gFxplead [ 0]:= 4503599627370496.0 / 4503599627370496.0;
gFxplead [ 1]:= 4602215617889600.0 / 4503599627370496.0;
gExplead [ 2]:= 4702991017412864.0 / 4503599627370496.0;
gFxplead [ 3]:= 4805973110840128.0 / 4503599627370496.0;
gFxplead [30]:= 8625323556245696.0 / 4503599627370496.0;
gFxplead [31]:= 8814193548346688.0 / 4503599627370496.0;
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gExpTraill 0]:= 0.0;

gExpTraill 1]:= 7350732955350452.0 / 633825300114114700748351602688.0;
gqExpTraill 2]:= 8661065463685896.0 / 2535301200456458802993406410752.0;
qExpTraill 3]:= 4684932057853331.0 / 1267650600228229401496703205376.0;

qExpTrail[30]:= 7183725584551774.0 / 1267650600228229401496703205376.0;
qExpTrail[31]:= 7269838508040587.0 / 81129638414606681695789005144064.0;

END;

T }
{- Fehlerabschaetzung fuer Argument aus dem Bereich I -7
T — 3

FUONCTION fehler1(kk_1b,kk_ub,k 1b,k_ub,jmax:integer):real;

VAR d1,d2,d3,d4,d5,d6,d6a:real;{ abs. Fehler der Zwischenergebnisse 7
dmax:real; { max. abs. Fehler der expm!-Funktion 3
el, { rel. Fehler einer Funktionsauswertung }
emax:real; { max. rel. Fehler der expm!-Funktion 3
n,n2,nl,m,j:integer; { Var. zur Arg.red. der expmil-Funktion }

rl,r2:interval;

arg:interval; { Var. fuer die 32 Fallunterscheidungen }
kkonst:interval;
harg:real;

maxjj,

maxk,maxkk,maxn,maxm:integer;{ Fall mit max. rel. Fehler speichern }
maxd,maxe:real;

maxarg:interval;

i, { Laufvariable Hornerschema 7
k, { Laufvariable 32 Fallunterscheidungen }
kk:integer; { Laufvariable gesamter Wertebereich }
jj:integer; { fuer Teilintervalle 3
jmin, jdiff:real;
h, { Hilfsgroesse fuer Zwischenrechnungen }
X)
r, { Var. der exp-Fkt. fuer red. Argument }
g,ql:interval; { Var. der exp-Fkt. fuer Hornerschema }
BEGIN
{-—- Initialisierung der Schleifenvariablen ———}
dmax:=0; emax:=0;

kkonst:=1n(intval(2.0))/32.0;
maxk:=0; maxkk:=0; maxn:=0; maxm:=0; maxjj:=0;

{-—- Durchlaufen des gesamten Wertebereichs der Funktion ———}
FOR kk:=kk 1b TO kk ub DO BEGIN
{ kk:=-54..-2, -1..-1, 0..0, 1..1023, 1024..1024 }
harg:=kk*x32-0.5; { Hilfsargument fuer die 32 Fallunterscheidungen }

{-——- Durchlaufen der 32 Fallunterscheidungen ———}
FOR k:=k_1b TO k_ub DO {k:=0..31%
FOR jj:=0 TO jmax-1 DO BEGIN

{ intval( (harg+k) *<kkonst.inf , (harg+k+1)*>kkonst.sup ) }
{ wird unterteilt in jmax Intervalle 3
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jmin :=(harg+k) *<kkonst.inf;
jdiff:=( (harg+k+1)*>kkonst.sup - (harg+k)*<kkonst.inf ) /jmax;

arg:=intval( jmin + jj*jdiff , jmin + (jj+1)*jdiff );

IF (jj=jmax-1) THEN arg.sup:= (harg+k+1)*>kkonst.sup;
IF ((kk=0) AND (k=10)) THEN BEGIN
IF (arg.inf<0.223143) THEN arg.inf:=0.223143;
IF arg.sup<arg.inf THEN arg.sup:=arg.inf;
END;
IF ((kk=-1) AND (k>=19)) THEN BEGIN
IF (arg.sup>-0.287682072451781) THEN arg.sup:=-0.287682072451781;
IF arg.inf>arg.sup THEN arg.inf:=arg.sup;

END ;

{ Integer-Groessen n,nl,n2,m,j werden bestimmen 7
n:=round((mid(arg)*qExpInvLl)); { round () 3
n2:=n MOD 32; { n2=n mod 32 7
IF (n2<0) THEN n2:=n2+32; { Es muss gelten n2>=0 }
nl:=n—-n2;

m:=n1 DIV 32; { Ganzzahlige Div. F
j:=n2;

{——- Argumentreduktion: r2:=—nxL2 -——}

h:=qExpl2*intval (1-<Eps53, 1+>Fpsb3) ;
d1:=DeltaMul(intval(n),h,0.0,rel2abs(h,Eps53));
r2:=—nxh;

{-—- alle anderen Berechnungen der Argumentreduktion sind exakt ———}
rl:=arg—n*qExpL1;

{-—- Red. Argument als eine IEEE-Zahl: r:=ri+r2 ——}
d2:=DeltaAdd(r1,r2,0.0,d1);

r:=ri+r2;

{-—- Hornerschema: Polynomauswertung ———}
q:=qFExpA[4]*intval (1-<Epsb3, 1+>Fps53);
d3:=rel2abs(q,Fps53); { abs. Fehler von q %

FOR i:=3 DOWNTO O DO BEGIN
d3:=DeltaMul(r,q,d2,d3);
q:=T*q;
h:=qExpA[il*intval(1-<Epsb3,1+>Fpsb3); { h Hilfsvariable }
d3:=DeltaAdd(h,q,rel2abs(h,Fps53),d3);
q:=h+q;
END ;

{-—— absoluten Approximationsfehler aufaddieren ———}%
d3:=d3+1.86e-15;

{—— Multiplikation mit r*r ———}
d4:=DeltaMul(r,r,d2,d2);
d4:=DeltaMul (r*r,q,d4,d3);
q:=T*T*Q;

{——— Red. Argument hoehergenau aufaddieren: p=ri+(r2+q) —}
d5:=DeltaAdd(r2,q,d1,d4);

q:=r2+q;

d5:=DeltaAdd(r1,q,0.0,d5);

g:=ri+q;

{-—- Ergebnisanpassung mit Fallunterscheidungen ———}
IF m>=53 THEN BEGIN
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h:=qExpTrail[jl*intval(1-<Epsb3,1+>Eps53);
d6:=Deltatdd(intval (qExplead[j]),h,0.0,rel2abs(h,Eps53));
h:=qFxplead[j]+h;

d6:=DeltaMul(h,q,d6,d5);

q:=h*q;

h:=qExpTrail[jl*intval(1-<Eps53, 1+>FEpsb3);
d6a:=DeltaAdd(h,intval(-power(2.0,m)),rel2abs(h,FEps53),0);
h:=h-power(2.0,-m);

d6:=DeltaAdd(q,h,d6,d6a);

q:=q+h;

h:=qExplLead[j];
d6:=DeltaAdd(h,q,0.0,d6);
q:=q+gExplLead[j];

{ Multiplikation mit 2tm, kein zusaetlicher Fehler }
END ELSE IF m<=-8 THEN BEGIN

h:=qExpTrail[jl*intval(1-<Eps53, 1+>FEpsb3);
d6:=DeltalAdd(intval (qExplead[j]),h,0.0,rel2abs(h,Eps53));
h:=qExplead[j]l+h;

d6:=DeltaMul(h,q,d6,d5);

q:=h*q;

h:=qExpTrail[jl*intval(1-<Eps53, 1+>FEpsb3);
d6:=DeltaAdd(h,q,rel2abs(h,Eps53),d6);
q:=h+q;

h:=qExplLead[j];
d6:=DeltaAdd(h,q,0.0,d6);
q:=q+gExplLead[j];

{ Multiplikation mit 2tm, kein zusaetlicher Fehler }
q:=q*power(2,m);
d6:=d6*power(2,m); { abs. Fehler wird mit 2tm multipliziert }

d6:=DeltaAdd(qg,intval(-1.0),d6,0.0);
q:=q-1.0;

END ELSE BEGIN

d6:=DeltaAdd(intval(1.0),q,0.0,d5);
gql:=1+q;

h:=qExpTrail[jl*intval(1-<Eps53, 1+>FEpsb3);
d6:=DeltaMul(h,ql,rel2abs(h,Eps53),d6);
gl:=hx*ql;

h:=qExplLead[j];
d6a:=DeltaMul(h,q,0.0,d5);

q:=h*q;

d6:=DeltaAdd(qg,ql,d6a,d6);

q:=gq+ql;

d6a:=0; { h+21t-m ist exakt }

gl:=h-power(2,-m);

d6:=DeltalAdd(qgl,q,d6a,d6);
9:=q1+q;
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{ Multiplikation mit 2tm, kein zusaetzlicher Fehler }

END;
{-—- Berechnung des relativen Fehlers ———}
IF ((g.inf<=0) AND (q.sup>=0)) THEN

writeln (’Relativer Fehler kann nicht berechnet werden !!!°’)
ELSE BEGIN

IF abs(q.inf)<abs(qg.sup) THEN
el:=d6/>abs(q.inf)
ELSE
el:=d6/>abs(q.sup);
IF emax<el THEN BEGIN { Fall mit max. rel. Fehler speichern }

emax:=el;
maxk:=k;
maxkk:=kk;
maxjj:=jj;
maxn:=n;
maxm:=m;
maxe:=el;
maxd:=d6;
maxarg:=arg;
END;

END;

IF dmax<d6 THEN dmax:=d6;

END;
END;

3

fehlerl:=maxe;

END;

T }
{- Fehlerabschaetzung fuer Argument aus dem Bereich IT -7
T ——— 3

FUONCTION fehler2(jmax,ubereich:integer):real;

{- Im vollstaendigen Listing folgt hier das Hauptprogramms mit —}
{- entsprechenden Funktionsaufrufen -}

Die Ausfithrung dieses Programms liefert die im Abschnitt 6 angegebene Gesamt-

fehlerschranke.
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