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Kapitel 1.  Einleitung

1.1. Problemstellung:
1.1.1 Der physikalische Hintergrund (im Schnelldurchgang)
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Im Rn  seien eine gewisse Anzahl von elektrischen Punktladungen Q1,...,Qm  (mit Qi(R/{0} (i) vorgegeben. Weiterhin gegeben sei die Menge {x1,..., xn}( Rn , wobei xi  die Position der i-ten Punktladung angibt. Die Punktladungen erzeugen ein elektrisches Feld E(x), welches sich für alle x(Rn /{x1,..., xn} durch
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berechnen lassen kann (im folgenden sei die vorkommende Norm stets die euklidische Norm). Wie man leicht nachrechnen kann, gilt für 

die Beziehung  E(x) =  - grad(((x))  ( x(Rn /{x1,..., xn}.

Man nennt ( das (eindeutig bestimmte) Potential von E.

1.1.2  Das Problem

Man kann sich nun für die singulären Punkte von ( (die aufgrund obiger Beziehungen auch Nullstellen von E(x) sind) und für ihren Typus (Minimum, Maximum, Sattelpunkt) interessieren. Man nennt diese Punkte Stau- oder Stagnationspunkte.

Die Frage nach solchen Punkten ist äußerst reizvoll, da sie eines von vielen der klassischen n-Körper-Probleme ist, die in der Physik auftreten. Dies soll heißen, im Falle von zwei Punktladungen ist man in der Lage, mittels expliziter Formeln die Lage eines möglichen Staupunktes zu berechnen. Dies geht bei einer Zahl von drei oder mehr Punktladungen nicht mehr. Es ist unmöglich, die Wechselwirkungen dieser Ladungen (auf mögliche Probeladungen) so zu bestimmen, dass sie in Formeln gepackt werden können und auf diese Weise Staupunkte berechenbar sind. Man hat somit nur die Möglichkeit, Näherungen von möglichen Staupunkten zu berechnen, was in diesem Programm geschehen soll.

1.2.Fähigkeiten des Programmes:

Das vorliegende Programm erlaubt die Erzeugung eines Modells eines elektrischen Feldes durch maximal 20 Punktladungen im Zwei- oder Dreidimensionalen. Nach Erzeugung des Modells und Festlegung eines Rechteckes bzw. Quaders, in welchem nach Staupunkten gesucht werden soll, beginnt die Berechnung oder Darstellung der Staupunkte.

Im zweidimensionalen Fall hat man die Möglichkeit, zwischen der Darstellung des elektrischen Feldes im festgelegten Rechteck, der Berechnung der Staupunkte innerhalb dieses Rechteckes oder beidem zu wählen; im Dreidimensionalen entfällt diese Option, hier erfolgt direkt die Berechnung der Staupunkte.

Die Suche nach Staupunkten erfolgt in folgender Weise: Das Rechteck oder der Quader wird in jeder Dimension in hundert äquidistante Gitterpunkte zerlegt, wobei in jedem der Punkte der Wert des elektrischen Feldes berechnet wird. Unterschreitet das Quadrat der euklidischen Norm eines dieser Funktionswerte die Grenze von 10-4 ,so setzt das Newtonsche Näherungsverfahren für Nullstellen mit dem aktuellen Gitterwert als Startwert ein.

Verläuft das Newton-Verfahren erfolgreich, d.h. erhält man nach spätestens 20 Schritten einen Vektor, dessen Normquadrat kleiner als 10-12  ist, wird der berechnete Vektor als Näherung für die Position eines Staupunktes ausgegeben. 

Im Falle einer gefundenen Näherung eines Staupunktes wird sein Typ mit Hilfe des Definitheits-Kriteriums bestimmt. Hierzu wird die Hessematrix von ( aufgestellt und ihre (zwei oder drei) Eigenwerte mittels expliziter Nullstellenberechnung des charakteristischen Polynoms bestimmt und mit ihrer Hilfe eine Analyse des Types des gefundenen Staupunktes vorgenommen und ausgegeben.

Die graphische Darstellung im Zweidimensionalen Fall erfolgt so: Das eingegebene Suchtrechteck wird äquidistant in ein Raster aus 640x480 Gitterpunkten zerlegt. Für jeden Gitterpunkt wird das Normquadrat des elektrischen Feldes berechnet und je nach Größe wird in einem extra erzeugten, 640x480 Pixel großen Fenster der zugehörige Pixel eingefärbt, so dass ein Niveaulinienbild entsteht, der bei geschickter Wahl des (0 die ungefähre Lage von Staupunkten anzusehen ist (hierzu später mehr).

1.3. Systemvoraussetzungen und Ausführung:

Dieses Programm gibt es für das Betriebssystem Unix.

Die Eingaben für das elektrische Feld sowie die gefundenen Staupunkte werden im Fall der Sun (Univ.-Rechner Solaris 2.6) wie bei einer Kommandozeilenapplikation, z.B. im cmd-tool-Fenster von OpenWindows erledigt. Für die graphische Darstellung wird ein separates Fenster geöffnet.

Die Diskette enthält das kompilierte Programm, genannt swintest, sowie den Quelltext swintest.cpp. Zur Installation des Programmes einfach die Datei von Diskette in einen beliebigen Ordner kopieren und als Kommandozeilenbefehl swintest eingeben.

Kapitel 2.  Ausführung und Benutzungshinweise

2.1. : Die Benutzung des Programmes:

Der Ablauf des Programmes ist bei jeder Berechnung von Staupunkten und ihrer Art prinzipiell der selbe. Das Programm ist sehr leicht zu handhaben und der Benutzer muss lediglich zwischen Verfahrensmöglichkeiten via multiple choice wählen bzw. zu Beginn jedes Durchgangs die Ladungswerte und ihre Position eingeben.

 Nachdem das Programm gestartet worden ist, erscheint im Fenster folgender Text, ebenso bei jeder Betrachtung eines neuen Ladungsfeldes:

Sind wir im R2 oder im R3?  (2/3)

Eingabe der Dimension, also 2 oder 3 eingeben und mir ENTER bestätigen.

Wieviele Punktladungen sollen das elektrische Feld erzeugen?

Eingabe der Ladungszahl, also eine natürliche Zahl von 1 bis 20, mit ENTER bestätigen

Sei m die Ladungszahl, so erfolgt nun für jedes i mit 1(i(m

Bitte Wert von Ladung i eingeben:

Eingabe einer beliebigen reellen Zahl

Bitte Position der Ladung des Wertes xxx eingeben:

Hier gibt man nun die Position in der zwei- oder dreidimensionalen Zahlenebene ein. Hierbei ist 

möglich, sowohl die Komponenten mit LEERTASTE als auch mit der ENTER-Taste zu trennen.

Nach Eingabe aller Ladungswerte und Positionen folgt:

In welchem Gitterbereich soll gesucht werden?

Hier sollen nun 4 (bzw. 6) reelle Zahlen eingegeben werden, die die Intervallgrenzen des zu untersuchenden Quaders sind und zwar in der Reihenfolge:

untere Grenze x-Achse   -   obere Grenze x-Achse   -   untere Grenze y-Achse  -  obere Grenze y-Achse
(und im dreidimensionalen Fall)  untere Grenze z-Achse   -   obere Grenze z-Achse

Schließlich noch der Epsilonwert:

Auch hier wird eine reelle Zahl erwartet, die mit ENTER zu bestätigen ist. Wie dieser Epsilonwert zu wählen ist, wird unten noch näher beschrieben.

Im dreidimensionalen Fall wird nun unmittelbar mit der Berechnung von Näherungs-Staupunkten begonnen. Im zweidimensionalen Fall erfolgt noch die Frage

Berechnung, graph.Darstellung oder beides (r/g/b)?

Welche Alternative man hier wählt, hängt vom jeweils gewünschten Ergebnis ab und wird unten noch näher erklärt.

Bei der Wahl von „r“ erfolgt sofort die Berechnung der Staupunkte.

Im Fall von „g“ wird ohne die Berechnung von Staupunkten direkt die graphische Darstellung aufgerufen.

Schließlich erfolgt bei „b“ erst die Berechnung, dann die Darstellung.

Nach jeder Darstellung oder Berechnung erfolgt die Frage:

Ein neuer Durchgang (j/n)?

Wird nicht „n“ eingeben, erfolgt die nächste Frage:

Soll dasselbe Ladungsfeld betrachtet werden? (j/n)

Ist die Antwort „n“, beginnt die Frage nach Dimension, Ladungen etc. wieder ganz von vorne. Wie die Frage allerdings bejaht, steigt man in die Reihe von Fragen erst wieder bei der Wahl des Gitterbereiches ein. Die Begründung hierfür steht im folgenden Abschnitt.

2.2. : Der Epsilon-Wert und die Wahl des Gitterbereiches.
Der Epsilon-Wert, der am Ende jedes Fragedurchganges gefordert wird, ist eine Konstante, die das elektrische Feld in jedem Punkt verstärken oder schwächen kann, ohne dabei die Lage der Staupunkte zu verändern. Theoretisch ist es ja z.B. möglich, dass die Werte der felderzeugenden Ladungen so klein sind, das der berechnete Wert in jedem einzelnen Gitterpunkt kleiner ist als die Grenze von 10-12, was für das Programm hieße, in jedem Gitterpunkt liegt ein Staupunkt vor. Die Wahl eines entsprechenden Epsilon-Wertes kann das gesamte Feld dann „anheben“ und dafür sorgen, dass nur die wirklichen Staupunkte diese Grenze unterschreiten.

Die Wahl des Epsilon-Wertes ist leider für jeden Einzelfall nötig. Sicherlich wäre es möglich, den Wert z.B. in Abhängigkeit der felderzeugenden Ladungen auszudrücken, doch dann wäre folgendes Problem gegeben:

Das Programm liefert (im Regelfall) nicht genau einen Näherungs-Staupunkt (was wirklich nur bei sehr guter Wahl des Epsilon-Wertes der Fall wäre), sondern mehrere Staupunkte, die sich vielleicht ab der dritten Nachkommastelle unterscheiden. Betrachte ich in einem neuen Durchgang dasselbe Ladungsfeld und schränke mich hierbei auf einen sehr kleinen Quader um diese Staupunkte, wird für mein Gitterraster nun ein viel kleinerer Bereich in 100x100 Gitterpunkte unterteilt, d.h. die Schwankung des elektrischen Feldes zwischen benachbarten Gitterpunkten ist deutlich geringer als bei einem größeren Suchquader. Damit nun nicht in jedem Punkt eine Newton-Iteration gestartet wird, kann ich mit dem Epsilon-Wert erneut eine „Anhebung“ des Feldes erreichen.

Wie leicht zu sehen ist, hängt dieser Grad der Anhebung stets von der Größe des betrachteten Quaders ab, weshalb ich den Epsilon-Wert nicht festgesetzt habe (was vielleicht unter Berücksichtigung der Ladungen und des Gitterbereiches als Parameter möglich wäre, mir aber nicht als einfach erscheint).

Noch klarer wird das Problem bei der graphischen Darstellung des Feldes. Hier gibt der einzugebende Epsilonwert quasi die Möglichkeit, den Bereich, in dem ein Staupunkt liegt, beliebig gut darzustellen (so weit dies eben in einem 640x480 Pixel großen Fenster möglich ist). Hieraus entsteht aber auch ein Problem:

Wähle ich den Epsilonwert für die graphische Darstellung so, dass ich die ungefähre Lage von Staupunkten erkennen kann, ist dieser Wert im Regelfall viel zu groß für die Berechnung. Ist andererseits das Epsilon so fein gewählt, dass nur Staupunkte in einer realistischen Anzahl geliefert werden, ist der Graphik meist nur mühsam ihre ungefähre Lage zu entnehmen.

Sind im zweidimensionalen Fall zwar auch die drei Möglichkeiten von Berechnung, Darstellung oder beidem gegeben, ist folgende Vorgehensweise im Regelfall zu empfehlen:

Zunächst möge man sich das Feld mit einem relativ kleinen Epsilonwert darstellen lassen. Danach sollte man Berechnungen für denselben oder einem aus der Graphik entnommenen kleineren Gitterbereich starten; diese mit einem eher größeren Epsilonwert.

Auch hierbei ist folgende Überlegung anzustellen: Je größer ich den Epsilonwert wähle, umso mehr berechnete Gitterwerte landen unter der Grenze von 10-4. Ich kann also einen relativ großen Epsilonwert wählen, der mir viele „Staupunkte“ um einen wirklichen Staupunkt herum liefert und dann, beim Erreichen der Grenze von 21 (so gewählt, weil höchstens 20 elektrische Ladungen zur Erzeugung des Feldes berücksichtigt werden und im zweidimensionalen Fall wohl nie mehr Staupunkte als Ladungen auftreten) mit weiteren Berechnungen von Gitterwerten aufhört. Oder ich wähle den Epsilonwert eher klein, so dass die Wahrscheinlichkeit steigt, um jeden Staupunkt herum auch wirklich nur ein oder zwei Näherung zu erhalten, was ebenfalls bedeutet, dass die Feldstärke überall zu groß ist und mir meine Berechnungen 0 Staupunkte liefern. Die Situation ist natürlich auch nicht wünschenswert.

Je nach Problem kann natürlich auch die Alternative gewählt werden, beides mit demselben Epsilonwert zu machen. Wie gesagt, dies ist von Fall zu Fall verschieden zu handhaben.

Kapitel 3.  Programmbeschreibung

3.0. : Wichtige Vorbemerkungen:
Dieses Programm ist kein verifikationsnumerisches Programm. Sein Sinn und Zweck sollte auch weniger der numerisch exakten Berechnung von Staupunkten dienen; er besteht vielmehr in zwei anderen Bereichen: Zum einen sollte eine graphische Veranschaulichung geschaffen werden, die den Zusammenhang von Ladungsverteilung und Lage von Staupunkten verdeutlicht. Zum anderen sollten durch Berechnungen von vielen Testbeispielen Gesetzmäßigkeiten in der Position von (mehr als zwei) Staupunkten erkennbar gemacht werden, die ja nicht mehr explizit berechenbar sind. Diese beiden Zwecke werden von diesem vorliegenden Programm erfüllt. 

3.1. : Einführung in das Programm und Ablauf:
Dieses Programm ist in C++ geschrieben. Es beinhaltet nur einige wenige Funktionen, die grob in die Darstellung und Berechnung der Feldstärke in bestimmten Gitterpunkten, in das Newton-Verfahren mit der zugehörigen Berechnung der Hessematrix sowie der Berechnung der Eigenwerte unterteilt werden kann. Über jede dieser drei Funktionen soll im folgenden kurz etwas erklärt werden. Hierbei ist zu empfehlen, Dokumentation und Quelltext parallel zu betrachten.

3.2. : Die Funktion Rueckgabe_Norm_E_Quadrat():

Diese Funktion wird immer dann aufgerufen, wenn der Wert des Feldes in einem Gitterpunkt berechnet werden; sei es bei der Suche von Näherungs-Staupunkten oder auch nur zur graphischen Darstellung dieser. Da man das elektrische Feld als ein Vektorfeld verstehen kann, liegen Staupunkte gerade in den Punkten des Feldes vor, wo der Ortsvektor unter Einfluss des elektrischen Feldes die Länge Null hat. Deshalb liefert diese Funktion auch als Ergebnis die euklidische Norm des entsprechenden Vektors und nicht etwa den Vektor selbst.

Die Berechnungen, die in dieser Funktion ablaufen, lassen sich relativ leicht nachvollziehen, wenn man sich noch einmal die Definition des elektrischen Feldes E(x) in Kapitel 1 ansieht. Für einen bestimmten Gitterpunkt wird hier Summand für Summand abgearbeitet:

Man berechnet in einer Schleife, deren Durchlaufzahl gleich der Ladungszahl ist, den Differenzvektor zwischen der Lage der entsprechenden Ladung und der Position meines aktuellen Gitterwertes. Nach Berechnung dessen Norm wird nun jede Komponente des Ergebnisvektor nach der angegebenen Formel berechnet und, da dies für eine entsprechende Anzahl von Summanden ablaufen muss, das Ergebnis additiv in dem „Vektor“ (a,b) beziehungsweise (a,b,c) zwischengespeichert. Als Rückgabewert wird die Norm dieses Vektors zurückgegeben.

3.3. : Das Newtonsche Näherungsverfahren:

3.3.0. Vorbemerkung
Ist der Funktionswert von E(x) in einem Gitterpunkt so klein, dass das Newton-Verfahren einsetzt, ist dies natürlich keine Garantie dafür, dass in der Nähe des Gitterpunktes auch ein Staupunkt vorhanden ist, sprich, dass das Newton-Verfahren auch konvergiert. Es war somit nötig, eine Grenze für die Anzahl der Iterationsschritte und eine für den zu unterschreitenden Funktionswert von E(x) vorzugeben, um von Konvergenz sprechen zu können. Wie die Testläufe zeigen, ist eine Einschränkung von 20 Iterationsschritten und ein Unterschreiten des Funktionswertes von 10-12 sinnvoll und erfolgreich.

3.3.1. Das Newton-Verfahren 

Die Berechnung eines möglichen Staupunktes mit diesem Verfahren erfolgt in der Funktion char NewtonHesse(...), was die notwendige Berechnung der Hessematrix von ((x) verdeutlicht. Da in der bekannten Formel für das Newton-Verfahren
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die Hessematrix von ((x) die Position der Jacobimatrix einnimmt, bedarf es zudem der Berechnung des Gradienten von ((x), der in obiger Formel durch die Funktion f dargestellt wird. Auf diese Weise wird also versucht, das Normquadrat des Gradienten der Null anzunähern, was nach der Einleitung dasselbe ist wie, die Feldfunktion E(x) an Null anzunähern.

Als Startwert für das Iterationsverfahren nach Newton wird der zuletzt berechnete Gitterwert verwendet und dann in maximal 20 Iterationsschritten stets wie folgt verfahren:

Zunächst werden die Einträge der Hessematrix nach den Formeln
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und der Gradient mit der gegeben Feldfunktion E(x) berechnet. Bei diesen wird anstelle des Gitterwertes der neu eingeführte Array Newton_Naeherung verwendet, was gerade den iterativen Charakter des Verfahrens ausmacht; Gradient und Hessematrix müssen in jedem Schritt neu berechnet werden, in Abhängigkeit zu der im letzten Schritt erhaltenen Näherung eines möglichen Staupunktes.

Nach Berechnung der Hessematrix wird ihre Inverse berechnet, was explizit mit der Formel
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möglich ist, da nur 2x2- oder 3x3-Matrizen betrachtet werden.

Die neue Newton-Näherung erhält man nun einfach, in dem man zum alten Näherungsvektor die auf den Gradienten angewendete Inverse hinzuaddiert (und nicht abzieht, was aus der Bedingung E(x) = -grad ((x) resultiert).

Nun erfolgt der Aufruf der bekannten Funktion RUECKGABE_NORM_E_QUADRAT(...),wobei anstelle eines Gitterpunktes der Newton-Näherungsvektor eingesetzt wird. 

Unterschreitet der berechnete Funktionswert die Grenze von 10-12 nicht, wird ein weiterer Iterationsschritt vorgenommen. Liegt nach zwanzig Schritten kein erfolgreiches Ergebnis vor, wird die Funktion abgebrochen; in der Nähe von meinem Urwert[], d.h. dem Gitterwert, mit dem ich das Verfahren initialisiert habe, liegt kein Staupunkt.

Ist der berechnete Funktionswert jedoch kleiner als 10-12, erfolgt eine weitere Überprüfung. Der berechnete Näherungswert des Staupunktes  soll sich in einem Quader der Kantenlänge 0.2 befinden, dessen Mittelpunkt der Urwert[] ist. Diese Überprüfung ist nötig, da bei sehr kleinen Ladungen die Inverse der Hessematrix sehr große Werte annehmen kann, so dass im ersten Newton-Näherungsschritt zu einer Position gesprungen werden kann, die weit entfernt von meinen Punktladungen ist, aufgrund des abnehmenden Potentials des Feldes dort aber einen Wert annimmt, der kleiner ist als 10-12. Somit würde das Programm einen Staupunkt liefern, der weit entfernt von den Punktladungen liegt und somit keiner sein kann.

Besteht der Näherungswert allerdings die „Quader-Bedingung“, so wird er als Staupunkt angesehen. Zur Berechnung seines Types wird nun die im Kapitel 3.4 beschriebene Eigenwertberechnung vorgenommen. Ist diese erfolgreich abgeschlossen und die Definitheit der Hessematrix bestimmt, gibt diese Funktion schließlich Näherungswert und Art auf den Bildschirm aus und gibt den char „y“ zurück, der für „yes“, die erfolgreiche Suche eines Staupunktes stehen soll.
3.4. : Berechnung der Eigenwerte:

3.4.0. Vorbemerkung

Es gibt sicherlich numerisch bessere Möglichkeiten zur Berechnung von Eigenwerten als das charakteristische Polynom zu betrachten und seine Nullstellen zu berechnen. Dennoch habe ich mich aus folgenden Gründen für diese Methode zur Eigenwertberechnung entschieden: 

Zum einen werden nur 2x2- und 3x3-Matritzen betrachtet, d.h. zur Berechnung der Eigenwerte kann man explizite Formeln verwenden und muss nicht auf Näherungsverfahren (Jacobiverfahren, Potenzmethode o.ä.) zurückgreifen. Zum anderen ist man zur Überprüfung der Definitheit der gegebenen Matrix ja weniger an den exakten Eigenwerten als vielmehr an ihrem Vorzeichen interessiert, weshalb eine sehr präzise Berechnung der Eigenwerte nicht zwingend nötig ist.
3.4.1. Das charakteristische Polynom
In diesem Programm werden die Eigenwerte als Nullstellen des charakteristischen Polynoms berechnet. Es ist sicher möglich, dieses Polynom mittels Gaußschem Eliminationsverfahren zu berechnen, doch sind hier viele Ausnahmesituationen zu berücksichtigen, vor allem, wenn die gegebene Matrix nur schwach besetzt ist. Eine bessere Möglichkeit liefert allerdings die Betrachtung der Definition:

Fall: 2x2-Matrix:
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Die erste Gleichung nach y aufgelöst und in die zweite eingesetzt ergibt:

m[2]*x + m[3]*((-m[0])/m[1]*x  =  ( ((-m[0])/m[1]*x   (
m[2]*m[1]+m[3]*( (-m[0]) = (^2 - (*m[0]   (  

charP. = (^2 - (*(m[0]+m[3]) – (m[2]*m[1]-m[3]*m[0])
Das charakteristische Polynom ist also direkt mit Hilfe der Matrixeinträge bildbar. Mit der gleichen Methode erhält man die Lösung für 3x3-Matritzen, auch wenn die Rechnung etwas komplizierter ist (hier heissen die 9 Matrixeinträge entsprechend dem Programm m[0] bis m[8]).

charP. = -(^3 + (m[0]+m[4]+m[8])* (^2  + 

  (m[1]m[3] + m[2]m[6] + m[5]m[7] – m[0]m[4] – m[0]m[8] – m[4]m[8]) * ( +

  m[0]m[4]m[8] + m[1]m[5]m[6] + m[2]m[3]m[7] – m[0]m[5]m[7] – m[1]m[3]m[8] – m[2]m[4]m[6]

Für später sei hier schon einmal die Ableitung des charak. Polynomes berechnet:

charP.´ = -3*(^2 + 2*(m[0]+m[4]+m[8])* ( + (m[1]m[3] + m[2]m[6] + m[5]m[7] – m[0]m[4] – m[0]m[8] – m[4]m[8])

Der Vorteil, den das Rechnen mit dem charakteristischen Polynom bei dieser Methode bietet, ist das beliebig viele Einträge der Matrix Null sein können, ohne dass Probleme (z.B. bei einer Division) bei der Berechnung der charak. Polynoms auftreten.

3.4.2. Cardanische Formel & „casus irreducibilis“:
Die erste Nullstelle des charakteristischen Polynomes einer 3x3-Matrix wird in diesem Programm direkt durch die Cardanische Formel berechnet, wobei der sogenannte „casus irreducibilis“ berücksichtigt werden muss. Die Berechnung erfolgt so:

Gegeben ist das charakteristische Polynom in der Form
charP. = x^3 + r*x^2 + s*x +t.

Dieses kann durch die Substitution x = y – r/3 auf die Form
Polyn. = y^3 + p*y + q

gebracht werden, wobei p und q sich berechnen lassen durch:

p =  s – r^2/3  und  q = 2/27 * r^3 – s*r/3 + t.
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Eine Nullstelle d es reduzierten Polynomes lässt sich nun mittels folgender Formel berechnen:

wonach man durch Rücksubstitution die erste Nullstelle des charakterist. Polynomes, x1, berechnen kann. Das einzige Problem bei der Anwendung dieser sog. Cardanischen Formel ist, das die Wurzel unter der dritten Wurzel selbst negativ werden kann, man aber mit Sicherheit weiss, dass eine reelle Nullstelle vorliegen muss. Dieser sogenannte „casus irreducibilis“ wird trigonometrisch aufgelöst.
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erhält man die erste Nullstelle des reduzierten Polynomes durch:

3.4.3. Eigenwertberechnung mittels p-q-Formel:

Die beiden Eigenwert einer 2x2-Matrix bzw. die beiden übrigen Eigenwerte einer 3x3-Matrix werden per p-q-Formel berechnet, nämlich in der Methode double EWberechnung(const double es). Hat mein eine quad.Gleichung der Form  x^2+p*x+q, so lautet die p-q-Formel zur Berechnung der beiden Nullstellen:




x1,x2 = -p/2 ( sqrt( p^2 – 4*q)

Im Programm wird zunächst die Diskriminante, also der Ausdruck unter der Wurzel, berechnet. Im Fall der 2x2-Matritzen lautet diese, wie oben aus dem char. Polynom leicht erkennbar




diskri = (m[0]+m[3])^2 – 4*(m[0]m[3]-m[2]m[1]).

Ist die Diskriminante ungleich Null, so wird als Ausnahmesituation ein Pseudo-Eigenwert von 999999999.999 als Lösung der Methode zurückgegeben (dazu später mehr)

Sollte diese größer oder gleich null sein, liegen zwei weitere Nullstellen vor. Es wird deshalb zunächst die Wurzel aus der Diskriminante gezogen. Der Eigenwert, der nun berechnet wird, ergibt sich als




x = 0.5 * (m[0]+m[3]) + sign(m[0]+m[3])*sqrt(diskri)

Die Signum-Funktion stellt in diesem Fall sicher, dass der Wurzelterm das gleiche Vorzeichen hat wie (m[0]+m[3]), so dass auf jeden Fall rundungsbedingte Auslöschungen etc. wegfallen. Der Eigenwert ist somit berechnet.

Bei 3x3-Matritzen erfolgt die Berechnung analog, doch ist hier eine Situation zu berücksichtigen, die den Parameter in Aufruf dieser Methode nötig macht. Um nämlich hier mit einer quadratischen Gleichung rechnen zu können, ist es erst einmal nötig, das charakteristische Polynom (dritten Gerades!!) durch einen Linearfaktor zu dividieren. Die Berechnung sieht wie folgt aus (zur Vereinfachungen erst einmal mit den konstanten a bis c):

charP2   = (-( ^3 +  a*(^2 + b*( + c) : (( - es)  =  - (^2 + (a-es)* ( + (b+es(a-es)


    -(-(^3  + es*(^2)
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      0
Die Gleichung geht definitiv auf, da es ja eine numerische Nullstelle ist, wie die Berechnung des ersten Eigenwertes geliefert hat. Ersetzt man die Konstanten entsprechend dem charakteristischen Polynom einer 3x3-Matrix, so erhält man:

charP2 = -x^2 + (m[0]+m[4]+m[8]-es)*x  +  (m[1]m[3]+m[2]m[6]+m[5]m[7]–m[0]m[4]-m[4]m[8]-m[0]m[8])*   









                                  es(m[0]+m[4]+m[8]-es)
Mit diesem etwas komplizierteren charakteristischen Polynom lässt sich aber genauso wie oben beschrieben verfahren.

Die Ausgabe des letzten Eigenwertes ist in der Methode EWberechnung1(const double a, const double b) untergebracht, die beiden Parametern entsprechen den beiden bisher berechneten Eigenwerten. Da für jede quadratische Gleichung mit den Nullstellen x und y gilt, dass x*y=q und x+y=-p, also x =-p-y lässt sich der letzte Eigenwert leicht bestimmen. Er lautet 

x = m[3]+m[0]-a

im Falle einer 2x2-Matrix und

x = (m[0]+m[4]+m[8]) –a-b
im Falle einer 3x3-Matrix.

Sollte es jedoch keinen letzten Eigenwert geben, konnte es auch keinen vorletzten Eigenwert geben, da jedes Polynom ja in lineare und quadratische Faktoren zerfällt. In diesem Fall ist ein Parameter, nämlich der vorher „berechnete“ Eigenwert, gleich 999999999.999, und dieser Wert wird auch dem hier vorliegenden Pseudo-Eigenwert zugeteilt.

3.4.4. Nach der Berechnung der Eigenwerte

Sind die (zwei oder drei) Eigenwerte der gegeben Hessematrix berechnet worden, erfolgt mit ihnen die Überprüfung der Definitheit der gegeben Matrix. Sind alle Eigenwerte positiv, ist die Hessematrix positiv definit, d.h. die zur Hessematrix gehörige Funktion besitzt in der Näherung meines Staupunktes ein lokales Minimum. Sind alle Eigenwerte negativ und somit die Hessematrix negativ definit, handelt es sich um ein lokales Maximum. In allen anderen Fällen liegt ein Sattelpunkt in meinem Staupunkt vor.

3.5. : Graphische Darstellung im Zweidimensionalen

Wird die Option der graphischen Darstellung im zweidimensionalen Fall gewählt, öffnet sich ein 640x480 Pixel großes Fenster, in welchem binnen wenigen Sekunden ein Niveaulinienbild des angegebenen Gitterbereiches erkennbar wird, dem man die ungefähre Lage von Staupunkten entnehmen kann.

Die Darstellung erfolgt so, dass der Gitterbereich in ein Raster unterteilt wird, so dass jeder Gitterpunkt gerade einem Pixel des Fensters entspricht. Mit der Funktion RUECKGABE_NORM_E_QUADRAT(...) wird von jedem Pixelpunkt dann der Funktionswert berechnet und der Pixel eingefärbt und zwar

blau,

wenn der Gitterwert größer ist als 10000

grün, 

wenn der Gitterwert zwischen 10000 und 100

cyan,
 
wenn der Gitterwert zwischen 100 und 10

rot, 

wenn der Gitterwert zwischen 10 und 1

lila, 

wenn der Gitterwert zwischen 1 und 0.1

orange,
wenn der Gitterwert zwischen 0.1 und 0.01

grau, 

wenn der Gitterwert zwischen 0.01 und 0.001

dunkelgrau, 
wenn der Gitterwert zwischen 0.001 und 0.0001

hellblau, 
wenn der Gitterwert zwischen 0.0001 und 0.00001

hellgrün, 
wenn der Gitterwert zwischen 0.00001 und 0.000001

hellcyan, 
wenn der Gitterwert zwischen 0.000001 und 0.0000001

schwarz, 
wenn der Gitterwert kleiner als 0.0000001

Interessant sind also die „schwarzen Löcher“, die in der Graphik auftreten.

Ist der Gitterbereich, den ich betrachte, sehr groß gewählt, wird das elektrische Feld wie eine Art „Insel“ erscheinen, dessen Umgebung komplett schwarz ist. Dies heißt natürlich nicht, dass außerhalb alles Staupunkte liegen, sondern das ab einer gewissen Entfernung von den felderzeugenden Ladungen die abnehmende Stärke des elektrischen Feldes den Wert von 10-7 unterschritten hat. 

Tauchen hingegen inmitten dieser „Insel“ anstatt einzelner schwarzer Punkte ganz schwarze Streifen auf, war der eingegebene Epsilonwert zu groß. Bei sukzessiver Wahl eines kleineren Wertes werden aus solchen Streifen einzelne Flecken, die sich immer mehr auf den einen unendlich kleinen Punkt zusammenziehen, der die Näherung für einen Staupunkt ist.     

Obwohl am Rand des Fensters zur Orientierung einige Gitterwerte angegeben sind, empfehle ich doch, zur graphischen Darstellung einen Gitterbereich zu wählen, der alle Ladungen enthält. Somit kann man am besten ein Bild von der gegebenen Situation machen.  

Auf den ersten Blick mag es auch sehr umständlich erscheinen, für die Berechnung der Gitterwerte erneut die Funktion RUECKGABE_NORM_E_QUADRAT(...) aufzurufen, anstatt aus einer möglicherweise vorausgegangenen Berechnung von Staupunkten Gitterwerte zu übernehmen. Dies lässt sich aber mit folgender Überlegung rechtfertigen: Wenn ich schon ein 640x480 großes Pixelfeld habe, möchte ich auch jeden Pixel explizit ausnutzen. Dies hieße, ich müsste bei einer Koppelung von Berechnung und Darstellung von vornherein ein 640x480 = 307200 Pixel großes Gitter wählen (anstatt dem von mir gesetzten 100x100 = 10000 Pixel-Gitter). Dies hieße, dass ich mehr als 30mal so viele Berechnungen vornehmen würde, die je nach ungünstiger Wahl des Epsilonwertes auch noch mit Nachfolgerechnungen (Newton-Iteration etc.) verbunden wären. Bis zum endgültigen Erhalt von Ergebnissen und Graphik vergeht auf diese Weise deutlich mehr Zeit, als dies bei der von mir gewählten Form der „erneuten“ Gitterwertberechnung der Fall ist.

Schließlich bleibt zu sagen, dass das graphische Fenster manuell geschlossen werden muss. Dies mag umständlich erscheinen, lässt einem aber die Möglichkeit offen, sich bei der Berechnung von Staupunkten und der damit verbundenen Wahl des Gitterbereiches immer wieder auf die Graphik stützen zu können und somit das Gitterraster über einen relativ kleinen Bereich legen zu können.

Kapitel 4.  Testergebnisse

4.1. Vorbemerkungen zu den Testergebnissen:

Im folgenden sind einige Ergebnisse aufgelistet, die das Programm bei der Berechnung von Staupunkten geliefert hat. Bei dieser Auflistung steht auch diesmal weniger das Aufzählen tausender Ergebnisse im Vordergrund. Vielmehr wird anhand einiger markanter Testergebnisse versucht, gewisse Gesetzmäßigkeiten zu beschreiben, was unterhalb einiger Tabellen in Form einer Interpretation geschieht.

Zunächst erfolgen Betrachtungen des Verhaltens mehrerer Ladungen, die auf einer Gerade liegen, dann Betrachtung von in einem Dreieck oder Viereck angeordneten Ladungen im Zweidimensionalen. Schließlich noch ein kurzer Kommentar zum dreidimensionalen Fall. Diese Auswahl mag etwas zu wenig erscheinen, doch lassen sich bereits bei der Betrachtung dieser wenigen Fälle Gesetzmäßigkeiten erkennen, die die Angaben weiterer Beispiele (die in Anordnung der Ladungen, in Größe, in Vorzeichen etc. schwanken) lediglich unterstreichen würden. Statt dessen befindet sich im Anhang an den Testbeispielen noch ein Diagramm, in dem man explizit Ablesen kann, in welcher Situation ich mit wievielen Staupunkten zu rechnen habe und wo diese ungefähr liegen.

Im Laufe der Interpretationen der Testbeispiele wird von mir häufig das Wort „Staupunkt-Bahn“ benutzt. Dies soll einfach andeuten, dass es Situationen gibt, in denen man die Lage eines Staupunktes mittels eines stetigen Weges verfolgen kann, wenn man an den Ausgangsladungen und –positionen nur wenig ändert. Dieser stetige Weg wird folgend als „Staupunkt-Bahn“ verzeichnet. (Zum Beispiel hat man bei zwei Punktladungen sign Q1= - sign Q2 als Staupunkt-Bahn eine von Q2 wegführende Halbgerade, während man das Verhalten des Staupunktes bei zwei Ladungen vor und nach dem Dipolmoment (d.h. der Situation |Q1| = |Q2|) nicht als stetigen Weg beschreiben kann, da der Staupunkt das Innere der von Q1 und Q2 erzeugten Strecke überspringt.) 

Zweidimensionale Tests:

Die Gerade durch zwei Punktladungen

Im folgenden sind die Positionen:
Q1(0,0)
Q2(1,0)

Q1
Q2
liefert
in


0.1
0.1
Sattelpunkt
0.5
0

0.1
0.2
Sattelpunkt
0.414
0

0.3
0.2
Sattelpunkt
0.5505
0

0.1
0.001
Sattelpunkt
0.9088
0

0.1
-0.1
keinen Staupunkt



0.1
-0.2
Sattelpunkt
-2.414
0

0.1
-0.5
Sattelpunkt
-0.830
0

0.1
-1
Sattelpunkt
-0.462
0

Interpretation: Hier ist eigentlich nur der Dipolmoment zu bemerken, der dann auftritt, wenn beide Ladungen den gleichen Wert, aber unterschiedliche Vorzeichen haben. Bis dahin wandert der Staupunkt eigentlich auf der Seite der schwächeren Ladung ins Unendliche und kommt aus der anderen Richtung nach dem Dipolmoment aus dem Unendlichen wieder. Haben beide Ladungen gleiches Vorzeichen, liegt der Staupunkt in der konvexen Hülle der beiden Ladungen, und zwar näher an der schwächeren.

Die Gerade durch mehrere äquidistante Punktladungen am Beispiel m=3:

Im folgenden sind die Positionen:
Q1(0,0)
Q2(1,0)
Q3(2,0)
Q1
Q2
Q3
liefert
in


0.1
-0.05
0.2
Sattelpunkt
0.833
0.646




Sattelpunkt
0.833
-0.646

0.1
-0.15
0.2
Sattelpunkt     0.626

1.298




Sattelpunkt
0.626
-1.298

0.1
-0.4
0.2
Sattelpunkt
5.435
0




Sattelpunkt
-1.359
0

0.1
0.2
-0.05
Sattelpunkt
2.850
0




Sattelpunkt
0.420
0

0.1
0.2
-0.15
Sattelpunkt
5.050
0




Sattelpunkt
0.426
0

0.1
0.2
-0.4
Sattelpunkt
-1.725
0




Sattelpunkt
0.449
0

0.1
0.1
0.1
Sattelpunkt
0.372
0




Sattelpunkt
0.628
0

Interpretation: Die Beobachtungen zur Anordnung von drei Ladungen auf einer Geraden sind trivial, wenn alle Ladungen das gleiche Vorzeichen haben. In diesem Fall treten nämlich Staupunkte immer zwischen zwei benachbarten Ladungen auf, die durch die dritte Ladung höchstens noch etwas verschoben wird. Ist eine vorzeichenverkehrte Ladung im Fall, gibt es zwei Möglichkeiten: 

Haben jeweils zwei benachbarte Ladungen wechselndes Vorzeichen, liegt die Vorzeichenverkehrte also in der Mitte, so treten zwei Staupunkte in der Form auf, dass Q1 und Q3 eigentlich auf der Gerade zwischen ihnen einen Staupunkt erzeugen wollen, dieser aber von der „störenden“ mittleren Ladungen in zwei Staupunkte aufgespaltet wird, die dann oberhalb und unterhalb der gedachten Gerade liegen, die durch meine Ladungen laufen. Sind Q1 und Q3 gleich groß, liegen diese beiden Staupunkte sogar wirklich mittig, auf Höhe von Q2. Ist die vorzeichenverkehrte Ladung allerdings die größte im Feld, treten ganz einfach Staupunkte auf, die durch den Einfluss zwischen Q1 und Q2 sowie Q2 und Q3 entstehen und die somit entlang dieser Geraden außerhalb der konvexen Hülle der drei Ladungen liegen.

Tritt hingegen der Fall auf, dass zwei benachbarte Ladungen das gleiche Vorzeichen haben, treten zwei Staupunkte in anderer Form auf: Zum einen zwischen diesen beiden vorzeichengleichen Ladungen, und dies sogar stets in der konvexen Hülle der beiden, egal wie sich die dritte Ladung verhält. Zum anderen haben wir eine Situation, in der sich quasi die beiden vorzeichengleichen zu einer „Pseudo-Ladung“ zusammenschließen und als solche mit der dritten verbliebenen einen Staupunkt erzeugen, der bei einem Kräftegleichgewicht von positiven und negativen Werten sogar in eine Dipolsituation gerät.

Ähnliche Beobachtungen lassen sich auch für mehr als drei Ladungen entlang einer Geraden machen, zum Beispiel im Fall m=4  (hier ohne konkrete Zahlen).

1. Anordnung:

+
+
+
-

Hier treten drei Staupunkte auf, und zwar zwischen Q1 und Q2, zwischen Q2 und Q3 und als drittes eine Art Dipolstaupunkt zwischen dem Negativen und den drei Positiven, die sich wieder zu einer Art „Pseudo-Ladung“ zusammenschließen.

2. Anordnung:

+
-
-
+

Hier tritt ein Staupunkt zwischen den beiden negativen Ladungen auf, weil diese benachbarte, vorzeichengleiche Ladungen sind. Interpretiert man die beiden Ladungen in der Mitte wieder als eine „Pseudo-Ladung“, entstehen die anderen beiden Staupunkte im Grunde wie im Fall m=3, wobei wir die beiden mittleren Ladungen halt als eine interpretieren.

3.Anordnung:

+
-
+
-

Prinzipiell ist auch dieser Fall leicht zu interpretieren, wenn man den konkreten Fall kennt. Ist z.B. Q2 kleiner als Q4, haben wir wieder zwei „gesplittete“ Staupunkte, die zwischen Q1 und Q3 entstehen und von Q2 aufgespalten werden. Analog wenn Q3 schwächer als Q1 ist. Da jedoch nicht 4 Staupunkte auftreten (dies ist theoretisch nicht möglich), kommt es auch noch auf den Wertevergleich zwischen Q2 und Q3 an, wo denn nun diese „gesplitteten“ Staupunkte landen. Hierzu kommt jeweils noch ein Staupunkt, der gerade durch die vorzeichenverkehrte Ladung auftritt, die innerhalb dieser Betrachtungen noch nicht berücksichtigt wurden. Prinzipiell gilt: Summiert man die Werte der jeweils vorzeichengleichen Ladungen auf, erzeugen die insgesamt größeren gerade diese beiden „gespaltenen“ Staupunkte. Die anderen sind dann für die Bildung des „Dipol-Staupunktes“ nötig.

Analog sind Situationen für m>4 interpretierbar.
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Das Dreieck mit senkrechter Variation der Position von Q3:

Im folgenden sind die Ladungen:
Q1=Q2=Q3=0.1

Pos 1
Pos 2
Pos 3
liefert
in





(0/0)
(1/0)
(0.5/2)
Minimum
0.5
1.102







Minimum
0.5
0.020




(0/0)
(1/0)
(0.5/1)
Minimum
0.5
0.423







Minimum
0.5
0.076




(0/0)
(1/0)
(0.5/0.9)
Minimum
0.5
0.329

(gleichseitiges Dreieck)





Minimum
0.5
0.105




(0/0)
(1/0)
(0.5/0.866)
Minimum
0.5
0.288




(0/0)
(1/0)
(0.5/0.86)
Minimum
0.355
0.368








0.645
0.368




(0/0)
(1/0)
(0.5/0.8)
Minimum
0.331
0.344








0.669
0.344




(0/0)
(1/0)
(0.5/0.3)
Minimum
0.250
0.134








0.750
0.134




(0/0)
(1/0)
(0.5/0.1)
Minimum
0.243
0.045








0.757
0.045




Interpretation: In einem Feld, in dem alle Ladungen den gleichen Wert und das gleiche Vorzeichen haben, scheint es für die Entstehung von Staupunkten auf die Entfernung von Ladungen zueinander anzukommen. In der Situation, bevor das Dreieck ein gleichseitiges ist, haben wir einen Staupunkt, der eindeutig zwischen Q1 und Q2 entsteht und nur durch Q3 noch abgelenkt wird, sowie einen, der durch die Wechselwirkung von Q3 mit der nächstliegenden entsteht. Da beide gleich weit von Q3 entfernt sind, landet dieser Staupunkt eben gerade auf der (0.5,y)-Achse. Nach dem Übergang zu einem gleichseitigen Dreieck kann man die entstehenden Staupunkten eindeutig den erzeugenden Ladungen zuordnen. Hier sind sich nämlich Q1 und Q3 sowie Q2 und Q3 am nächsten.

Das Dreieck mit waagerechter Variation der Position von Q3:

Pos 1
Pos 2
Pos 3
liefert
in





(0/0)
(1/0)
(0.1/0.866)
Minimum
0.519
0.070







Minimum
0.093
0.435




(0/0)
(1/0)
(0.2/0.866)
Minimum
0.518
0.083







Minimum
0.148
0.428




(0/0)
(1/0)
(0.4/0.866)
Minimum
0.507
0.117







Minimum
0.276
0.401




(0/0)
(1/0)
(0.49/0.866)
Minimum
0.506
0.288







Minimum
0.348
0.375




(0/0)
(1/0)
(0.5/0.866)
Minimum
0.5
0.289

(gleichseitig)


(0/0)
(1/0)
(0.6/0.866)
Minimum
0.491
0.117







Minimum
0.723
0.423




(0/0)
(1/0)
(0.8/0.866)
Minimum
0.482
0.083







Minimum
0.852
0.426




(0/0)
(1/0)
(1/0.866)
Minimum
0.478
0.060







Minimum
0.971
0.441




Interpretation: Auch hier lässt sich das Argument bringen, dass bei gleicher Ladungsstärke es auf die Entfernung zueinander ankommt. Vor der Entstehung eines gleichseitigen Dreiecks sich die Ladungen Q1 und Q3 sowie Q1 und Q2 am nächsten, nachher Q1 und Q2 sowie Q2 und Q3. Entsprechend lassen sich auch die entstehenden Staupunkte zuordnen.

Das Dreieck mit Variation der Ladung Q3

Im folgenden sind die Positionen: 
Q1(0/0)
Q2(1/0)
Q3(0.5/0.866)

(gleichseitiges Dreieck)

Q1
Q2
Q3
liefert
in





0.1
0.1
0.1
Minimum
0.5
0.289




0.1
0.1
0.2
Minimum
0.261
0.320








0.739
0.320




0.1
0.1
0.3
Minimum
0.218
0.290








0.782
0.290




0.1
0.1
0.4
Minimum
0.195
0.266








0.805
0.266




0.1
0.1
0.5
Minimum
0.174
0.252








0.826
0.252




0.1
0.1
0.8
Minimum
0.143
0.216








0.857
0.216




Q1
Q2
Q3
liefert
in


0.1
0.1
0.01
Minimum
0.5
0.658




Minimum
0.5
0.014

0.1
0.1
0.05
Minimum
0.5
0.455




Minimum
0.5
0.045

0.1
0.1
0.1
Minimum
0.5
0.288

0.1
0.1
0.12
Minimum
0.327
0.358




Minimum
0.673
0.358

0.1
0.1
0.14
Minimum
0.304
0.347




Minimum
0.696
0.347

0.1
0.1
0.16
Minimum
0.287
0.338




Minimum
0.723
0.338

0.1
0.1
0.18
Minimum
0.272
0.329




Minimum
0.728
0.329

Interpretation: Die Betrachtungen, die für die Variation der Position einer Ladung galt, als alle Ladungen den gleichen Wert hatten, lässt sich genauso interpretieren, wenn wie in dieser Situation alle Ladungen den gleichen Abstand haben und eine Ladung in ihrem Wert geändert wird. Bevor diese variable Ladung zur stärksten im Feld wird, gibt es lediglich eine Wechselwirkung zwischen den beiden anderen (starken) sowie zwischen ihr und der stärksten der anderen beiden. Sobald die variable Ladung die stärkste ist, entstehen gerade Staupunkte zwischen ihr und den anderen sich im Feld befindlichen Ladungen.

An dieser Stelle kann man sich fragen, wie es sich auswirkt, die Ladung Q3 (im Grunde wie im ersten Beispiel) weit von den anderen zu entfernen, sie gleichzeitig aber im Wert zu erhöhen, um die Entfernungsänderung zu kompensieren. Dies scheint auch zu klappen, denn wir haben im diesen Fall auch wieder die schon oben mehrfach betrachtete Änderung der Positionen von Staupunkten; weg von zweien, die auf der (0.5,y)-Achse liegen hin zu denen, die zwischen Q1 und Q3 sowie Q2 und Q3 auftreten. In dieser Situation hier ist es aber nicht mehr so trivial zu sagen, wann die eine Situation aufhört und die andere beginnt. Das Q3 einfach die stärkste Ladung im Feld ist, ist nämlich bei größere Entfernung einfach nicht mehr ausreichend. Es scheint sich aber folgende Situationen abzuzeichnen. Bringe ich die Ladung Q3 in einem Punkt an, wo sie sowohl von Q1 als auch von Q2 den Abstand 2 hat und variiere Q3 (während Q1=Q2=0.1), so scheint gerade der Wechsel zwischen den beiden Situationen in dem Moment einzutreten, wo Q3 den Wert 0.2 überschreitet. Es scheint also immer möglich zu sein, die Entstehung eines Staupunktes zwischen einer Ladung mit mehreren anderen Kandidaten danach zu beurteilen, ob die Entfernung dieser Ladung zu einer zweiten größer ist als der Faktor, um den sich der Wert dieser Ladung von einer dritten unterscheidet. Im ersten Fall reagiert die feste Ladung eher mit der Näheren, im anderen Fall eher mit der größeren.

Das Dreieck mit Variation der (vorzeichenverkehrten) Ladung Q3
Q1
Q2
Q3
liefert
in


0.1
0.1
-0.01
Sattelpunkt
0.5
1.161





0.5
-0.014

0.1
0.1
-0.05
Sattelpunkt
0.5
1.833





0.5
-0.038

0.1
0.1
-0.09
Sattelpunkt
0.5
2.864





0.5
-0.066

0.1
0.1
-0.1
Sattelpunkt
0.5
3.102





0.5
-0.78

0.1
0.1
-0.11
Sattelpunkt
0.5
3.505





0.5
-0.080

0.1
0.1
-0.15
Sattelpunkt
0.5
6.645




Sattelpunkt
0.5
-0.106

0.1
0.1
-0.18
Sattelpunkt
0.5
17.082





0.5
-0.125

0.1
0.1
-0.2
Sattelpunkt
0.5
-0.138

0.1
0.1
-0.25
Sattelpunkt
0.5
-0.172




Minimum
0.5
-7.09

0.1
0.1
-0.3
Sattelpunkt
0.5
-0.206




Minimum
0.5
-3.57

0.1
0.1
-0.4
Sattelpunkt
0.5
-0.289




Minimum
0.5
-1.722

Interpretation: Die hier gezeigte Situation ist ziemlich ähnlich mit dem Verhalten von zwei vorzeichenverkehrten Punktladungen. Solange Q3 kleiner ist als die Summe von Q1 und Q2, drücken die dominierenden Ladungen den Staupunkt immer weiter gegen nach unendlich, nach dem „Dipolmoment“ kommt der Staupunkt, wie im Fall von 2 Ladungen, aus dem „negativen unendlichen“ und strebt gegen Null. Im Unterschied zum Fall von nur zwei Ladungen liegt hier allerdings permanent (also auch im Dipolmoment) ein Staupunkt vor, der durch die Wechselwirkung zwischen Q1 und Q2 entsteht.

Das Quadrat 

Im folgenden sind die Positionen: 
Q1(0/0)
Q2(1/0)
Q3(0/1)
Q4(1/1)
Variation der Ladung Q4
Q1
Q2
Q3
Q4
liefert
in


0.1
0.1
0.1
0.01
Minimum
0.850
0.850





Minimum
0.515
0.052





Minimum
0.052
0.515

0.1
0.1
0.1
0.05
Minimum
0.850
0.850





Minimum
0.507
0.077





Minimum
0.077
0.507

0.1
0.1
0.1
0.1
Minimum
0.5
0.5

0.1
0.1
0.1
0.15
Minimum
0.419
0.419





Minimum
0.446
0.915





Minimum
0.915
0.446

0.1
0.1
0.1
0.2
Minimum
0.379
0.379





Minimum
0.410
0.912





Minimum
0.912
0.410

0.1
0.1
0.1
0.25
Minimum
0.352
0.352





Minimum
0.383
0.944





Minimum
0.944
0.383

Interpretation: Zunächst ihr hier die „Quadrupolsituation“ zu bemerken, die dann eintritt, wenn alle Ladungen den gleichen Wert und benachbarte Ladungen den gleichen Abstand haben. Diese Situation lässt sich natürlich auch für andere regelmäßige geometrische Gebilde feststellen. Vorher treten drei Staupunkte auf, die sich wie folgt interpretieren lassen: Q1 und Q2 sowie Q1 und Q3 erzeugen eine Staupunkt aufgrund ihrer Nähe. Da sowohl der Unterschied im Wert zwischen Q4 und Q2 bzw. Q4 und Q3 sowie die Entfernung zueinander identisch ist, entsteht gerade ein Staupunkt, der in der „Mitte“ bezüglich Q2 und Q3 liegt; sprich entlang der Q1-Q4-Geraden. Ist Q4 vom Wert her allerdings  größer als die anderen Ladungen im Feld, erzeugen Q2 und Q3 nun lieber mit Q4 jeweils einen Staupunkt, da Q4 zwar gleich entfernt, aber im Wert stärker ist. Der Staupunkt entlang der Q1-Q4-Geraden bleibt, relativ leicht einzusehen, erhalten.
Q1
Q2
Q3
Q4
liefert
in


0.1
0.2
0.1
0.01
Minimum
0.110
0.532





Minimum
0.419
0.041





Minimum
0.934
0.842

0.1
0.2
0.1
0.05
Minimum
0.150
0.531





Minimum
0.417
0.052





Minimum
0.922
0.678

0.1
0.2
0.1
0.1
Minimum
0.410
0.065





Minimum
0.933
0.588





Minimum
0.379
0.622

0.1
0.2
0.1
0.15
Minimum
0.404
0.084





Minimum
0.426
0.861





Minimum
0.940
0.538

0.1
0.2
0.1
0.2
Minimum
0.396
0.105





Minimum
0.396
0.895





Minimum
0.948
0.5

0.1
0.2
0.1
0.4
Minimum
0.350
0.165





Minimum
0.324
0.947





Minimum
0.968
0.407

0.1
0.2
0.1
0.6
Minimum
0.300
0.191





Minimum
0.284
0.964





Minimum
0.971
0.363

0.1
0.2
0.1
1
Minimum
0.243
0.188





Minimum
0.236
0.979





Minimum
0.983
0.309

Interpretation: Auch hier haben die Ladungen nun ihre feste Position, so dass das Auftreten der Staupunkt hauptsächlich von Q2 und natürlich der variablen Ladung Q4 abhängt. Die Situationen sind klar: Je mehr sich Q4 der 0.1 annähert, umso mehr entsteht die Situation des Beispiels vorher, also zwei Staupunkte zwischen Q1 und Q2 (Stärke), Q1 und Q3 (Nähe, denn der Wertunterschied zwischen Q3 und Q2 ist vom Faktor 2, ihr Abstand allerdings Wurzel 2 im Vergleich zu Abstand 1 zwischen Q1 und Q3) sowie einem Staupunkt zwischen Q2 und Q4. Zwischen Q4=0.1 und Q4=0.2 erfolgt im Grunde nur die Verschiebung der Staupunkte in eine Art Symmetrie, die dann bei Q4=0.2 auch eintritt. Ab dann sind Q2 und Q4 vom Wert her dominant, so dass einmal zwischen ihnen und den ihnen jeweils am nahesten stehenden Ladungen ein Staupunkt.

Variation der (vorzeichenverkehrten) Ladung Q4
Q1
Q2
Q3
Q4
liefert
in


0.1
0.1
0.1
-0.05
Sattelpunkt
1.528
1.528

0.1
0.1
0.1
-0.09
Sattelpunkt
1.888
1.888

0.1
0.1
0.1
-0.1
Sattelpunkt
2
2

0.1
0.1
0.1
-0.15
Sattelpunkt
-0.025
0.526





Sattelpunkt
0.526
-0.025

0.1
0.1
0.1
-0.2
Sattelpunkt
-0.041
0.529





Sattelpunkt
0.529
-0.041

0.1
0.1
0.1
-0.25
Sattelpunkt
-0.066
0.534





Sattelpunkt
0.534
-0.066

0.1
0.1
0.1
-0.3
Sattelpunkt
-0.088
0.538





Sattelpunkt
0.538
-0.088

0.1
0.1
0.1
-0.5
Minimum
-1.964
-1.964





Minimum
-0.111
0.555





Minimum
0.555
-0.111

0.1
0.1
0.1
-0.6
Minimum
-1.322
-1.322





Minimum
-0.215
0.573





Minimum
0.573
-0.216

0.1
0.1
0.1
-0.8
Minimum
-0.618
-0.618





Minimum
-0.419
0.767





Minimum
0.767
-0.419

Interpretation: Die in den vorherigen Tabellen gemachten Vermutungen und die beim Dreieck beobachtete Situation scheint sich hier ebenfalls widerzuspiegeln. Zum einen haben wir hier erneut einen Staupunkt, der bei der Änderung des Dominanzverhaltens zwischen Q4 und den anderen drei Ladungen von ( nach -( kippt und sich entlang der durch Q1 und Q4 laufenden Gerade bewegt. Anderseits haben wir auch hier immer die Entstehung von zwei Staupunkten, nämlich von sich nahestehenden, vorzeichengleichen Ladungen; in diesem Fall also zwischen Q1 und Q2 sowie Q1 und Q3. 
Änderung durch skalare Multiplikation von 4 verschiedenen Ladungen
Q1
Q2
Q3
Q4
liefert
in


0.1
0.2
0.3
0.4
Minimum
0.460
0.960





Minimum
0.157
0.316





Minimum
0.938
0.493

0.2
0.4
0.6
0.8
Minimum
0.460
0.960





Minimum
0.157
0.316





Minimum
0.938
0.493

Interpretation: Zum einen soll dies nur zeigen, dass sich Staupunkte nicht dadurch ändern, wenn alle Ladungen mit einer von null verschiedenen Konstante multipliziert werden (was anschaulich gar nicht selbstverständlich ist). Zum anderen zeigt dies noch einmal dieses Verhältnis zwischen Abstand und Größe. Der stärksten Ladung Q4 sind sowohl Q2 als auch Q3 am nächsten, so das auch zwei Staupunkte zwischen jeweils diesen Ladungen entstehen. Nun schaut das Feld, wo ein dritter Staupunkt im günstigsten Fall auftreten kann. Dies ist zwischen Q1 und Q3, denn hier herrscht mit dem Wert 1 der geringste Abstand von Ladungen zueinander, gleichzeitig mit dem Faktor 3 aber auch einen großen Unterschied im Wert der Ladung. Warum Q1 nicht mit Q4 einen Staupunkt erzeugt? Ganz einfach: Weil ihr Abstand (Wurzel 2) größer ist als der Faktor, den Q3 und Q4 unterscheidet. (4/3).

Paarweise Änderung von Ladungen

Q1
Q2
Q3
Q4
liefert
in


0.1
0.1
0.2
0.2
Minimum
0.105
0.398





Minimum
0.895
0.398





Minimum
0.5
0.948

0.1
0.1
0.4
0.4
Minimum
0.079
0.308





Minimum
0.921
0.308





Minimum
0.5
0.974

0.1
0.1
0.6
0.6
Minimum
0.070
0.266





Minimum
0.070
0.266





Minimum
0.5
0.991

Interpretation: Bei einer so symmetrischen Anordnung, wie sie im Viereck vorliegt, kann man (bis auf die Tatsache, dass eben zwei „gegenüberliegende“ Staupunkte anstatt einem) erzeugt werden, eine gleichmäßige Verschiebung der Staupunkte nach den Gesetzen erkennen, was sie auch für nur zwei Punktladungen zutreffen.

Paarweise Änderung von negativen Ladungen
Q1
Q2
Q3
Q4
liefert
in


0.1
0.1
-0.08
-0.08
Sattelpunkt
0.5
-0.071





Sattelpunkt
0.5
0.111





Minimum
0.5
9.424

0.1
0.1
-0.09
-0.09
Sattelpunkt
0.5
-0.074





Sattelpunkt
0.5
0.122





Minimum
0.5
19.467

0.1
0.1
-0.1
-0.1
Sattelpunkt
0.5
-0.078





Sattelpunkt
0.5
1.078

0.1
0.1
-0.15
-0.15
Sattelpunkt
0.5
-0.123





Sattelpunkt
0.5
1.059





Minimum
0.5
-4.381

0.1
0.1
-0.2
-0.2
Sattelpunkt
0.5
-0.176





Sattelpunkt
0.5
1.042





Minimum
0.5
-2.273

0.1
0.1
-0.3
-0.3
Sattelpunkt
0.5
-0.269





Sattelpunkt
0.5
1.017





Minimum
0.5
-1.091

Interpretation: Auch diese Situation ist wieder mit der des Dreiecks vergleichbar. Zum einen tritt auch hier eine Art Dipolmoment ein, so dass ein Minimum vom ( nach -( kippt, was man als eine Wechselwirkung zwischen einer negativen und einer positiven „Pseudoladung“ interpretieren kann. Auf der anderen Seite haben wir allerdings auch permanent die Wechselbeziehung zwischen Q1 und Q2 sowie zwischen Q3 und Q4, die durch das jeweils andere Paar in Form einer Verschiebung entlang der (0.5,x)-Achse beeinflusst wird.

Änderung der Position der Ladung Q4

Im folgenden sind die Ladungen:
Q1=Q2=Q3=Q4=0.1
Pos1
Pos2
Pos3
Pos4
liefert
in


(0/0)
(1/0)
(0/1)
(1.5/1.5)
Minimum
0.991
0.991





Minimum
0.068
0.507





Minimum
0.507
0.068

(0/0)
(1/0)
(0/1)
(1.2/1.2)
Minimum
0.735
0.735





Minimum
0.083
0.504





Minimum
0.504
0.083

(0/0)
(1/0)
(0/1)
(1.1/1.1)
Minimum
0.621
0.621





Minimum
0.096
0.502





Minimum
0.502
0.096

(0/0)
(1/0)
(0/1)
(1/1)
Minimum
0.5
0.5

(0/0)
(1/0)
(0/1)
(0.9/0.9)
Minimum
0.423
0.423





Minimum
0.149
0.495





Minimum
0.495
0.149

(0/0)
(1/0)
(0/1)
(0.8/0.8)
Minimum
0.370
0.370





Minimum
0.155
0.484





Minimum
0.484
0.155

Interpretation: Zunächst ihr hier die „Quadrupolsituation“ zu bemerken, die dann eintritt, wenn alle Ladungen den gleichen Wert und benachbarte Ladungen den gleichen Abstand haben. Diese Situation lässt sich natürlich auch für andere regelmäßige geometrische Gebilde feststellen. Vorher treten drei Staupunkte auf, die sich wie folgt interpretieren lassen: Q1 und Q2 sowie Q1 und Q3 erzeugen eine Staupunkt aufgrund ihrer Nähe. Ist Q4 nun weiter weg von Q2 und Q3 als der Abstand zwischen diesen beiden, entsteht auch zwischen den beiden ein Staupunkt, dieser bleibt aber auch entlang der Q1-Q4-Geraden erhalten, wenn Q4 näherkommt, da Q2 und Q3 den gleichen Wert haben und somit den Staupunkt auf dieser Linie halten. Nach der Quadrupolsituation  ist Q4 nun näher an Q2 und Q3, als dies Q1 ist, so dass nun zwei Staupunkte entsprechend zwischen diesen dreien entsteht. Der Staupunkt wird, was relativ klar ist, weiterhin entlang der Geraden durch Q1 und Q4 fortgesetzt.

Kommentar zur Situation im Dreidimensionalen:

In dieser Dokumentation gibt es keine konkreten Tabellen für den Fall der Ladungsverteilung im dreidimensionalen Raum.

Hierbei sei zum einen auf das Programm verwiesen, das konkrete Ergebnisse in entsprechenden Fällen liefern kann. Zum anderen ist aber auch durch die theoretischen Überlegungen vieles aus dem zweidimensionalen in die dritte Dimension übertragbar.

Zum Beispiel kann ich bei einem Tetraeder Position oder Wert der in einer Spitze angebrachten Ladung verändern und erhalte quasi die Situation des Dreieck, nur das hier halt ein Staupunkt noch hinzukommt. Ist die erwähnte Ladung zu klein oder zu weit weg, entstehen halt 3 Staupunkte zwischen den drei Ladungen, die quasi die Grundfläche des Tetraeders erzeugen. Ist die variable Ladung groß bzw. nah genug, entstehen halt Staupunkte zwischen ihr und den anderen drei Ladungen.

Ebenso kann ich beim Würfel ähnliche Beobachtungen machen wie beim Viereck. Die Anzahl von sieben Staupunkten entsteht hier einfach, weil neben den bereits gemachten Entdeckungen im Zweidimensionalen hier ja auch Staupunkte dadurch entstehen, das man einen Würfel auch als die Verbindung von zwei Quadraten in unterschiedlichen Ebenen interpretieren; und innerhalb dieser Ebenen gibt es halt auch Staupunkte, die zwischen den entsprechenden Ladungen entstehen.

Besonderheiten scheint es im dreidimensionalen Fall allerdings in den Fall zu geben, wenn alle Ladungen auf einer Geraden liegen. Verlassen im Zweidimensionalen die Staupunkte bei gewissen Situationen diese Gerade, so entsteht hier quasi ein „Staupunktring“, also unendlich viele Staupunkte

Allgemeine Interpretation der Ergebnisse:
Erste Bemerkung: Ändert man die Punktladungen in allen genannten Beispielen, in dem man einfach alle Vorzeichen umdreht, so erhält man genau dieselben Staupunktnäherungen. Die Lage der Staupunkte also nur abhängig von Wert und Position der Ladungen sowie der Verteilung der Vorzeichen untereinander, nie aber vom Vorzeichen selbst, aber...

Zweite Bemerkung: Obige Testbeispiele liefern auffälligerweise nur Sattelpunkte und Minima, jedoch niemals Maxima. Auch dies ändert sich, wenn alle Vorzeichen im Feld umgedreht werden. Dann treten nämlich nur noch Sattelpunkte und Maxima auf. Somit gibt es zumindest eine Tatsache (nämlich der Typus) des Staupunktes, der durch das Vorzeichen beeinflusst wird.

Kann man auch im Fall von mehr als zwei Ladungsträgern keine expliziten Formeln angeben, gibt es hier doch zumindest eine allgemein gültige Möglichkeit, Ergebnisse bei mehr als zwei Punktladungen wie folgt interpretieren:

Das elektrische Feld hat bei der Entstehung von Staupunkten anscheinend das Bestreben, sich jeweils auf die Wechselwirkungen von jeweils zwei Ladungen zurückzuziehen. Prinzipiell ist jedem Staupunkt nämlich ein paar von Ladungen zuzuordnen, durch welche dieser gerade entsteht; die anderen im Feld befindlichen Ladungen ändern quasi nur noch die Lage dieses Staupunktes, ziehen ihn mehr in ihre konvexe Hülle hinein o.ä.

Bei der Anzahl von Staupunkten im Vergleich zur Zahl der felderzeugenden Ladungen gibt es auch eine relativ klare Gesetzmäßigkeit: Solange die Positionen der n Ladungen affin linear unabhängig sind, gibt es entweder einen oder (n-1) Staupunkte. Einer tritt nur dann auf, wenn völlige Harmonie im Feld herrscht, d.h. wenn sämtliche Ladungen den gleichen Wert haben und der Abstand von benachbarten Ladungen jeweils gleich ist. Ansonsten gibt es stets (n-1) Staupunkte, völlig unabhängig vom Verhältnis positiver und negativer Ladungen zueinander: Haben alle das gleiche Vorzeichen, gibt es (n-1) Staupunkte nach dem unten beschriebenen „Stärke-Entfernungs-Kriterium“, gibt es eine vorzeichenfalsche, entstehen (n-2) Staupunkte nach bekanntem Schema sowie einer als eine Art „Dipol“-Staupunkt, der eben springt, wenn die Dominanz der vorzeichenverkehrten Ladung sich ändert. Gibt es mehr als eine vorzeichenfalsche, so gibt es auch Staupunkte, die gerade zwischen diesen vorzeichenfalschen entstehen, so dass ich trotzdem immer wieder auf (n-1) Staupunkte komme (Ausnahme scheint wie gesagt die dritte Dimension zu sein, wo auch unendlich viele Staupunkte in Form eines Ringes vorkommen können).

Wie Staupunkte zwischen vorzeichengleichen Ladungen entstehen, wurde oben schon einmal konkret beschrieben und möchte ich hier nur noch einmal kurz als „Stärke-Entfernungs-Kriterium“ benennen: Ich kann prinzipiell so verfahren, mir für jede Ladung die Entfernung zu allen vorzeichengleichen zu betrachten und ebenso den Faktor zu bilden, um den sich diese Ladungen von den anderen vorzeichengleichen unterscheidet. Staupunkte entstehen nun gerade zwischen den Ladungen, für die das Verhältnis „Stärke zu Entfernung“ am kleinsten ist. Ist zum Beispiel eine Ladung viermal so groß wie eine andere, wird es zwischen diesen beiden erst dann einen Staupunkt geben, wenn es keine anderen Ladungen mehr gibt, die nicht selbst auch in diesem Wertebereich liegen und nicht mehr als viermal soweit entfernt von meiner ersten Ladung sind.

Der Fall von affiner linearer Abhängigkeit ist auf den ersten Blick etwas eigenartig, hier haben wir allerdings auch im Grunde die selben Situationen. Dipolmoment und dieses Stärke-Entfernungs-Verhalten kann man auch bei ihnen erkennen. Mit der Anzahl der Staupunkte bin ich mir nicht so sicher. Im Regelfall scheinen auch hier (n-1) Staupunkte aufzutreten; doch wie dies für sehr viele Ladungen mit gleichem Wert aber unterschiedlichen Vorzeichen von benachbarten Ladungen verhält, was im Grunde ja auch eine Form von Symmetrie ist, kann ich nicht beurteilen.

Auf der nächsten Seite steht noch kurz ein Diagramm, welches diese Situation graphisch einfach noch einmal verdeutlichen soll.

Kapitel 5.  Der Quelltext

Wie bereits erwähnt, erscheint es sinnvoll, Quelltext und die Programmbeschreibung parallel zu benutzen, um einen optimalen Einblick in das Programm zu bekommen. 
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