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R�ukw�artsmethode zur automatishenBerehnung von worst-ase FehlershrankenMihael Br�auer und Walter Kr�amer
ZusammenfassungR�ukw�artsmethode zur automatishen Berehnung von worst-ase Fehlershranken:Die insbesondere im Zusammenhang mit der Berehnung von Gradienten h�au�g ver-wendete shnelle R�ukw�artsmethode wird eingesetzt, um worst-ase Fehlershrankenf�ur Gleitkommaalgorithmen automatish und a priori zu bestimmen. Die numerishenErgebnisse dieses Verfahrens sowie dessen Handhabung und die ben�otigten Laufzeitenwerden mit den entsprehenden Gr�o�en eines Vorw�artsfehlerkalk�uls verglihen.AbstratComputaton of Worst Case Error Bounds in Reverse Mode:A priori worst ase error bounds for oating point algorithms are omputed automati-ally using the so alled reverse mode.1 EinleitungBei der Verwendung numerisher Verfahren auf dem Rehner ist niht nur das Laufzeit-verhalten ein entsheidendes Einsatzkriterium. Ebenso wihtig ist das Verhalten dieserMethoden bez�uglih der Verst�arkung auftretender Rundungsfehler und m�ogliherSt�orungen in den Eingangsdaten. Deshalb ist man an der Angabe einer gleihm�a�igenFehlershranke interessiert, welhe eine obere Shranke f�ur die maximale Abweihungeines auf der Mashine errehneten Wertes vom wahren (in IR berehneten undallgemein unbekannten) Resultat f�ur beliebige Argumente eines vorgegebenen Bereihsdarstellt. Hat man einen Algorithmus in Gestalt einer faktorisierbaren Funktionvorliegen, so l�a�t sih eine a-priori Fehlershranke f�ur diese Funktion berehnen, fallsdie Gr�o�e der Eingangsdaten und deren Eingangsfehler bekannt sind.Im folgenden Abshnitt 2 wird nah einigen Bemerkungen zur Rehnerarithmetik anBegri�e wie faktorisierbare Funktion, Codeliste, Darstellungsgraph erinnert. Diese wer-den bei der Darstellung des Prinzips der sogenannten R�ukw�artsmethode bzw. dessenRealisierung auf einer Rehenanlage ben�otigt.



4 2 GRUNDLEGENDE DEFINITIONENAbshnitt 3 erl�autert das allgemeine Prinzip des R�ukw�artsrehnens. Im zentralen Ab-shnitt 4 wird dieses Prinzip zur Berehnung von worst-ase Fehlershranken herange-zogen. Dabei werden Vergleihe bzgl. numerisher Ergebnisse und Handhabbarkeit derR�ukw�artsmethode mit einem Vorw�artskalk�ul angestellt.Im Anhang sind beispielhaft der detaillierte Algorithmus zur Berehnung der artan-Funktion und die Daten f�ur die Fehlerabsh�atzung dieses Algorithmus angegeben.2 Grundlegende De�nitionen2.1 RehnerarithmetikBedingt durh die Endlihkeit des Speihers kann auf der Mashine nur mit einerendlihen Teilmenge S der reellen Zahlen gerehnet werden. Typisherweise bezeihnetS die Menge der sogenannten Gleitkommazahlen (vgl. [25℄).De�nition 2.1 (Gleitkommasystem) Unter einem GleitkommasystemS = S(b; n; e1; e2) � IR versteht man die Menge aller auf einer Rehenanlagedarstellbaren normalisierten Gleitkommazahlen x mit den folgenden Eigenshaften:1. x = m � be2. m := �0:d1d2 : : : dn3. 1 � d1 � b� 1, 0 � di � b� 1 (2 � i � n)4. e1 � e � e2, e1 � 0 und 1 � e2, wobei e; e1; e2 ganze Zahlen sind.Dabei hei�t m die Mantisse mit L�ange n 2 IN , b 2 IN (b > 1) die Basis und e derExponent der Gleitkommazahl x. Ferner existiert eine Darstellung der 0, welhe darinbesteht, da� die Mantisse den Wert 0 und der Exponent den Wert e1 hat1.Bemerkung 2.1 Mit xmin wird die kleinste und mit xmax die gr�o�te positive norma-lisierte Gleitkommazahl bezeihnet. Der Unterlaufbereih ist die Menge fx 2 IR j jxj 2(0; xmin)g. Man de�niert IRB := fx 2 IR j � xmax � x � xmaxg. Gelegentlih werdenauh denormalisierte Gleitkommazahlen betrahtet. Diese Zahlen sind dadurh gekenn-zeihnet, da� die Forderung 1 � d1 in obiger De�nition abgeshw�aht und durh 0 � d1ersetzt wird.Reelle Zahlen m�ussen bei Berehnungen auf der Mashine durh Gleitkommazahlenersetzt werden. Dazu sind sie durh eine geeignete Abbildungsvorshrift in die Mengeder Gleitkommazahlen zu projizieren.De�nition 2.2 (Rundung) Eine Abbildung 2 : IRB ! S hei�t Rundung, falls f�uralle x 2 S die Gleihung 2(x) = xerf�ullt ist.1Man de�niert 0 := +0:0 : : :0 � be1 .



2.1 Rehnerarithmetik 5Im allgemeinen erh�alt man beim Verkn�upfen zweier Gleitkommazahlen durh Operatio-nen aus f+;�; �; =g keine Gleitkommazahl. Vielmehr m�ussen die (exakten) Ergebnissederartiger Operationen wieder ins Gleitkommasystem gerundet werden:De�nition 2.3 (Gleitkommaoperation) Sei S ein Gleitkommasystem mit Run-dung 2 : IRB ! S. F�ur x; y 2 S mit x Æ y 2 IRB wird die zu Æ 2 f+;�; �; =g geh�orendeGleitkommaoperation Æ durh x Æ y := 2(x Æ y)de�niert, falls kein Unterlauf entsteht.Auf dem Rehner stehen vershiedene Gleitkommazahlensysteme zur Verf�ugung. Diewihtigste Rolle spielt das IEEE-double-Format S = S(2; 53;�1022; 1023)2. Es istdurh den IEEE-Standard 754 genormt. Jede Gleitkommazahl x 2 S l�a�t sih hierdurh x = (�1)s(x) �m(x) � 2e(x) (1)mit s(x) 2 f0; 1g, m(x) = d0:d1 : : : d52 und �1022 � e(x) � 1023 darstellen. Ist d0 =1, so hei�t x normalisierte, ansonsten denormalisierte Zahl. Die kleinste darstellbarenormalisierte positive Zahl wird hier mit MinReal, die gr�o�te mit MaxReal bezeihnet.Der Bereih N der normalisierten Gleitkommazahlen ist durhN := [�MaxReal;�MinReal℄ [ [MinReal; MaxReal℄erkl�art. Der Unterlaufbereih ist die Menge aller Gleitkommazahlen ausU := (�MinReal; MinReal):Laut Standard m�ussen vershiedene Rundungen (Rundung zur n�ahstgelegenen Gleit-kommazahl und gerihtete Rundungen) zur Verf�ugung stehen. F�ur Verkn�upfungenÆ 2 f+;�; �; =g werden an die zugeh�origen Gleitkommaoperationen Æ mit x; y 2 Sdie folgenden Anforderungen gestellt:����xÆy�x Æ yxÆy ���� � " , falls x Æ y 2 Njx Æ y � x Æ yj � MinReal , falls x Æ y 2 Ux Æ y = x Æ y , falls x Æ y 2 S:
9>>>>>=>>>>>; (2)Die Gr�o�e " entspriht dabei dem Mashinenepsilon und betr�agt je nah Rundungs-modus " := 2�53 (Rundung zur n�ahstgelegenen Gleitkommazahl) oder " := 2�52 (ge-rihtete Rundung nah unten bzw. nah oben). F�ur Funktionen f , z.B. exp; sin, et.,wird eine Genauigkeitsforderung gem�a� (2) niht verlangt. In dieser Arbeit wird jedohdavon ausgegangen, da� f�ur solhe Funktionen Konstanten "(f) und u(f) bekannt sind,welhe die folgenden Eigenshaften erf�ullen:jf(x)� ef(x)j � "(f) � jf(x)j , f�ur x 2 S mit f(x) 2 Njf(x)� ef(x)j � u(f) , f�ur x 2 S mit f(x) 2 U : 9>=>; (3)(vgl. [5℄, [12℄, [20℄). Dabei ist ef : S ! S eine zu f geh�orende Gleitkomman�aherung.2Im folgenden sind Gleitkommazahlen immer als Mashinenzahlen im IEEE-double-Format anzu-sehen.



6 2 GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN2.2 Faktorisierbarkeit von FunktionenBei der L�osung mathematisher Probleme durh eine Rehenanlage verwendet manProgrammiersprahen wie z. B. Fortran, C oder C++. Dazu werden die ben�otigtenFunktionen (Algorithmen) in einer dieser Sprahen kodiert und dann durh einenCompiler oder Interpreter in ein ausf�uhrbares Programm umgewandelt. Grunds�atz-lih k�onnen nur solhe Funktionen ausgewertet werden, die mit Sprahkomponentenbeshreibbar sind, welhe die verwendete Programmiersprahe bereitstellt, also z. B.durh Aufrufe von elementaren Operationen, Standardfunktionen, Bedingungsanwei-sungen und Shleifen. In diesem Zusammenhang de�niert man eine eingeshr�ankteKlasse solher Funktionen, n�amlih die Klasse der faktorisierbaren Funktionen. Dohzun�ahst zwei weitere De�nitionen.De�nition 2.4 (elementare Operationen OP) Die Menge aller un�aren und bin�ar-en reellen elementaren Operationen f�;+;�; �; =g wird mit OP bezeihnet.De�nition 2.5 (Funktionenmenge F) Das Symbol F bezeihnet die Menge der re-ellen Standardfunktionen fsqr (:), sqrt (:), sqrt (: ; :), power (: ; :), sin(:), os(:), tan(:),ot(:), arsin(:), aros(:), artan(:), arot (:), exp(:), ln(:), sinh(:), osh(:), tanh(:),oth(:), arsinh(:), arosh(:), artanh(:), aroth(:)g.Mit Hilfe dieser De�nitionen wird nun die Klasse der faktorisierbaren Funktionen er-kl�art. Bei solhen Funktionen sind die Operanden nur durh Operationen aus OP undF zusammengesetzt. Die folgende De�nition lehnt sih eng an die von Kedem [18℄ an.De�nition 2.6 (Faktorisierbare Funktion) Sei �ni : IRn ! IR die Projektion einesreellen n-Tupels auf seine i-te Komponente, d.h. �ni (x1; x2; : : : ; xn) = xi. Eine Funktionf : D � IRn ! IR hei�t faktorisierbar, falls es eine endlihe Folgevon Funktionen f1; : : : ; fk gibt, f�ur die gilt:(1) fj : D ! IR f�ur alle j 2 f1; : : : ; kg,(2) f = fk,(3) f1 = �n1 ; f2 = �n2 ; : : : ; fn = �nn und(4) f�ur n < j � k : fj = g(fl) mit g 2 F und l < j oderfj = fl Æ fr mit Æ 2 OP3und l; r < j oderfj ist eine reelle Konstante.Ein Beispiel soll diese De�nition verdeutlihen.Beispiel 2.1 Sei f : IR3 ! IR mit f(x1; x2; x3) = 2 � sin(x1 � x3) + ex22 gegeben. Dannkann f mittels f1 = x1 = �31(x1; x2; x3)f2 = x2 = �32(x1; x2; x3)f3 = x3 = �33(x1; x2; x3)3Entspriht Æ dem un�aren �, so wird immer davon ausgegangen, da� nur ein Operand in dieRehnung eingeht.



2.3 Darstellungsgraph 7f4 = f1 � f3f5 = sin(f4)f6 = 2f7 = f6 � f5f8 = sqr(f2)f9 = exp(f8)f = f10 = f7 + f9zerlegt werden.Bemerkung 2.2 Eine solhe Darstellung einer zerlegbaren Funktion wird Codelistegenannt. Die Funktionen f1; : : : ; fn werden als Unabh�angige oder Ver�anderlihe von fbezeihnet. Die Ergebnisfunktion fk hei�t Abh�angige von f . Alle anderen Funktionender Funktionenfolge f1; : : : ; fk hei�en Zwishenergebnisse der Codeliste. Eine Codelisteist im allgemeinen niht eindeutig bestimmt. F�ur die Funktion des obigen Beispiels istf1 = x1f2 = x2f3 = x3f4 = f1 � f3f5 = 2f6 = sin(f4)f7 = sqr(f2)f8 = exp(f7)f9 = f5 � f6f = f10 = f9 + f8eine weitere Darstellung. Die Auswertungsreihenfolge auf dem Rehner wird u.a. durhdie Grammatik der benutzten Programmiersprahe festgelegt. Vorsiht ist bei optimie-renden Compilern geboten. Hier kann eine gew�unshte Auswertungsreihenfolge durhentsprehende Klammerung erzwungen werden.Bemerkung 2.3 Funktionen der Form g : IRn ! IRm hei�en faktorisierbar, falls alleKomponentenfunktionen gj (1 � j � m) von g faktorisierbar sind.Bemerkung 2.4 Funktionen, die Intervalle als Argumente haben, k�onnen in gleiherArt und Weise wie in De�nition 2.6 als faktorisierbar erkl�art werden. Dann sind dieelementaren Operationen und Funktionen als Intervalloperationen bzw. Intervallfunk-tionen aufzufassen und werden ebenfalls mit OP bzw. F bezeihnet.2.3 Darstellungsgraph�Aquivalent zur Beshreibung faktorisierbarer Funktionen durh eine Codeliste ist dievisuelle Darstellung mittels eines Graphen. Ein solher Darstellungsgraph veranshau-liht die Codeliste in einem gerihteten, zyklenfreien Graphen4. Abbildung 1 (S.4Eine genaue De�nition ist z.B. in [27℄ zu �nden.



8 2 GRUNDLEGENDE DEFINITIONEN

2

*

+

sin exp

* sqr

x x x1

1

4

5

6

7

8

9

f

f

f f

f f

f f f f

10

3 2

3 2Abbildung 1: Darstellungsgraph der Funktion aus Bsp. 3.1.18) zeigt den Darstellungsgraphen der Funktion f : IR3 ! IR mit f(x1; x2; x3) =2 � sin(x1 � x3) + ex22 aus Beispiel 2.1. Wie man ihr entnehmen kann, ist jeder Ope-ration aus F oder OP ein Knoten zugeordnet. Jeder dieser Knoten hat entweder einenoder zwei Vorg�anger, abh�angig davon, ob dieser Knoten eine un�are oder bin�are Opera-tion repr�asentiert. Nur die Knoten der in der Funktion vorkommenden Konstanten undder Eingangsgr�o�en, welhe die Unabh�angigen darstellen, haben keine Vorg�anger. DerKnoten ohne Nahfolger wird als Ergebnisknoten (Wurzel) bezeihnet. Seine Operationliefert den Wert von f . O�ensihtlih gibt es zu jeder faktorisierbaren Funktion einenDarstellungsgraphen und umgekehrt.Im allgemeinen treten in Computerprogrammen Funktionen niht nur in Form zerleg-barer Funktionen auf. Wie man De�nition 2.6 entnehmen kann, d�urfen Bedingungsan-weisungen und Shleifen5 innerhalb faktorisierbarer Funktionen niht vorkommen. AufVerallgemeinerungen und dabei auftretende zus�atzlihe Probleme wird in [6℄ n�ahereingegangen.5Damit sind Shleifen gemeint, bei denen die Anzahl der Shleifendurhl�aufe erst zur Laufzeitbekannt ist.



93 Allgemeines Prinzip der R�ukw�artsrehnung3.1 Ein einf�uhrendes BeispielDas Prinzip der R�ukw�artsrehnung wird zun�ahst anhand der laufzeiteÆzienten Be-rehnung des Gradienten einer Funktion veranshauliht (Literatur zum Thema Auto-matishe Di�erentiation [4, 8, 7, 9℄.) Dazu sei die in IR3 beliebig oft di�erenzierbareund faktorisierbare Funktion f : IR3 ! IR mit f(x1; x2; x3) = x3+sin(x1 �x2) gegeben.f l�a�t sih zum Beispiel mittels der Codelistef1 = x1 (4)f2 = x2 (5)f3 = x3 (6)f4 = f1 � f2 (7)f5 = sin(f4) (8)f6 = f3 + f5 : (9)beshreiben. Di�erenziert man nun (4) bis (9) nah x1; x2 und x3, so erh�alt man dasGleihungssystem�f1�x1 = 1 �f1�x2 = 0 �f1�x3 = 0�f2�x1 = 0 �f2�x2 = 1 �f2�x3 = 0�f3�x1 = 0 �f3�x2 = 0 �f3�x3 = 1�f4�x1 = �f1�x1 f2 + �f2�x1 f1 �f4�x2 = �f1�x2 f2 + �f2�x2 f1 �f4�x3 = �f1�x3 f2 + �f2�x3 f1�f5�x1 = �f4�x1 os(f4) �f5�x2 = �f4�x2 os(f4) �f5�x3 = �f4�x3 os(f4)�f6�x1 = �f3�x1 + �f5�x1 �f6�x2 = �f3�x2 + �f5�x2 �f6�x3 = �f3�x3 + �f5�x3
9>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>; (10)

durh Anwendung der elementaren Di�erentiationsregeln. (10) ist in Matrixform gleih-bedeutend mit0BBBBBBBB� 1 0 0 0 0 00 1 0 0 0 00 0 1 0 0 0�f2 �f1 0 1 0 00 0 0 � os(f4) 1 00 0 �1 0 �1 1
1CCCCCCCCA| {z }=I��=:A �0BBBBBBBBBB�

�f1�x1 �f1�x2 �f1�x3�f2�x1 �f2�x2 �f2�x3�f3�x1 �f3�x2 �f3�x3�f4�x1 �f4�x2 �f4�x3�f5�x1 �f5�x2 �f5�x3�f6�x1 �f6�x2 �f6�x3
1CCCCCCCCCCA| {z }=:H=(h1; h2; h3) = 0BBBBBBBB� 1 0 00 1 00 0 10 0 00 0 00 0 0

1CCCCCCCCA ;| {z }=:Z=(z1; z2; z3)wobei � := 0BBBBBBBB� 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0f2 f1 0 0 0 00 0 0 os(f4) 0 00 0 1 0 1 0
1CCCCCCCCA



10 3 ALLGEMEINES PRINZIP DER R�UCKW�ARTSRECHNUNGeine untere Dreieksmatrix darstellt, deren Diagonalelemente Null sind. Die Berehnungdes Gradienten von f an einer bestimmten Stelle x0 2 IR3 entspriht somit dem L�osender drei linearen Gleihungssysteme A h1 = z1 (11)A h2 = z2 (12)A h3 = z3: (13)Diese Systeme k�onnen durh Vorw�artseinsetzen gel�ost werden. Zum einen gilt f�ur 1 �l � 3: hli = zli = Æli (1 � i � 3) und (14)hli = i�1Xj=1�ijhlj + zli (15)= i�1Xj=1�ijhlj (4 � i � 6): (16)Zum anderen ist det(I � �) 6= 0. F�ur D = (dij)1�i;j�6 := (I � �)�1 ist wegen (11)-(13)D zl = hl (1 � l � 3). Es gilt: hli = 6Xj=1 dijzlj (1 � i � 6)und speziell �f6�xl = hl6 = 6Xj=1 d6jzlj = d6j � Æjl; (17)also grad(f)(x0) = (d61; d62; d63):Die Gr�o�en dij (1 � i; j � 6) lassen sih wegenD (I � �) = ID = I +D � (18)wieder rekursiv berehnen. (18) ist gleihbedeutend mitdij = 8>>>><>>>>: 0 ; i < j1 ; i = jiXm=j+1 dim �mj ; j = i� 1; : : : ; 1und speziell f�ur i = 6 kann man die Gr�o�en d6j (j = 5; : : : ; 1) beginnend mit d66 := 1und d6j := 0 (1 � j � 5) rekursiv ermitteln.



3.2 Der allgemeine Fall 113.2 Der allgemeine FallHat man einen Algorithmus gegeben, bei dem die Funktionswerte der Codeliste alsL�osung eines linearen Gleihungssystem darstellbar sind und es sih bei der System-matrix um eine untere Dreieksmatrix handelt, k�onnen die Aussagen des letzten Ab-shnitts generalisiert werden. Die folgenden Aussagen gehen auf [8℄ zur�uk. Gegebensei das System (�� �) h = z, welhes folgende Gestalt besitzt:0BBBBBBBBBBB�
11 0 0 � � � 0 0��21 12 0 � � � 0 0��31 ��32 13 � � � 0 0... . . . . . . ... ...... . . . 1s�1 0��s1 � � � � � � � � � ��ss�1 1s

1CCCCCCCCCCCA �
0BBBBBBBBB�

h1h2h3...hs�1hs
1CCCCCCCCCA = 0BBBBBBBBB�

z1z2z3...zs�1zs
1CCCCCCCCCA (19)

Es ist � := (Æij � �1i )1�i;j�s 2 IRs�s, i 6= 0 f�ur 1 � i � s und � := (�ij)1�i;j�s mit� 2 IRs�s, wobei �ij = 0 f�ur i � j. h und z sind Vektoren des IRs und h kann wiederwegen der speziellen Bauart der Matrix �� � durh Vorw�artsau�osen analog zu (14)und (15) bestimmt werden. Es gelten wegen (19) die Gleihungen:h1 = 1 z1hi = i 0�i�1Xj=1�ijhj + zi1A (1 < i � s):Wie im speziellen Fall der Gradientenberehnung kann man (19) wieder r�ukw�artsau�osen. Sei dazu D = (dij)1�i;j�s := (���)�1. Aufgrund von det(���) = det(�) 6= 0existieren D und ��1. Es gilt:D (�� �) = ID � = I +D �D = (I +D �) ��1:Zusammenfassend kann der folgende Satz formuliert werden (entnommen aus [8℄):Satz 3.1 Seien �; �; D 2 IRs�s (s 2 IN) wie oben de�niert. Mit z 2 IRs gilt f�ur dieL�osung h 2 IRs des linearen Gleihungssystems (�� �) h = z:h1 = 1 z1hi = i 0�i�1Xj=1�ijhj + zi1A (1 < i � s)= sXj=1 dij zj; (20)wobei die Berehnung der Elemente der Matrix D rekursiv durhdij = 0 (i < j) ;



12 4 AUTOMATISCHE FEHLERKONTROLLEdij = j (i = j) ; (21)dij = j iXm=j+1 dim�mj (j = i� 1; i� 2; : : : ; 1) (22)erfolgen kann.Hat man einmal alle dij (1 � j � i � s) berehnet, so kann man mit (20) dasGleihungssystem (19) f�ur vershiedene rehte Seiten z auswerten. Dies wurde bei derBerehnung des Gradienten im letzten Abshnitt benutzt (vgl. (17)) und begr�undetdie �Uberlegenheit der R�ukw�artsmethode gegen�uber der Vorw�artsmethode hinsihtlihdes Aufwandes zur Berehnung des Gradienten.Setzt man in (21) und (22) speziell i = s, so l�a�t sih das folgende Korollarableiten.Korollar 3.1 (allgemeine R�ukw�artsmethode) F�ur s 2 IN sei i; zi 2 IR (1 �i � s) und �ij 2 IR (1 � i; j � s) mit �ij = 0 (i � j), i 6= 0 (1 � i � s) gegeben. Istdann die (endlihe) Folge h1; : : : ; hs durhh1 := 1 z1 (23)hi := i 0�i�1Xj=1�ijhj + zi1A (1 < i � s) (24)de�niert, so gilt: hs = sXm=1 dmzm mitds = s unddj = j sXm=j+1 dm�mj (j = s� 1; : : : ; 1):Beweis: Siehe [8℄. 2Mit Hilfe des Korollars hat man f�ur Algorithmen, welhe durh (23) und (24)beshreibbar sind, die M�oglihkeit, die Berehnung durh R�ukw�artseinsetzen durh-zuf�uhren. Als Anwendungen dieses Korollars wird im n�ahsten Abshnitt ein Verfahrenzur automatishen Fehlerabsh�atzung von Gleitkommaalgorithmen vorgestellt. In [6℄wird die Methodik auh zur shnellen Berehnung von Intervallsteigungen (siehe auh[28, 29℄) herangezogen.4 Automatishe Fehlerkontrolle4.1 ProblemstellungHofshuster und Kr�amer leiten in [12℄ ein Fehlerkalk�uhl her, um maximale Fehler vonauf der Mashine implementierten Standardfunktionen abzush�atzen. Dieses Verfahren



4.2 Fehlerkontrolle durh Vorw�artsrehnung 13beruht auf dem Vorw�artsdurhlaufen des Darstellungsgraphen. Iri verwendet mittelsR�ukw�artsrehnung gewonnene Fehlershranken, um optimale Abbruhkriterien f�ur Ite-rationsverfahren zu ermitteln (vgl. [26℄). Weiterf�uhrende Literatur zur automatishenFehlerkontrolle �ndet man in [1℄, [2℄, [14℄, [15℄, [21℄, [22℄, [23℄ und [24℄.In diesem Kapitel soll ein Verfahren zur automatishen Berehnung einer Gesamt-fehlershranke einer faktorisierbaren Funktion durh R�ukw�artsrehnung vorgestelltwerden. Um Korollar 3.1 benutzen zu k�onnen, wird zun�ahst in Analogie zu [8℄ einVerfahren hergeleitet, welhes den Gesamtfehler durh Vorw�artsrehnung berehnet.Aus diesem soll anshlie�end das gew�unshte Verfahren abgeleitet werden. Desweite-ren wird im letzten Abshnitt dieses Kapitels der gewonnene Algorithmus mit einembereits implementierten Verfahren (siehe dazu [1℄, [2℄) zur siheren Absh�atzung ei-ner Gesamtfehlershranke einer faktorisierbaren Funktion anhand einiger numerisherBeispiele verglihen.4.2 Fehlerkontrolle durh Vorw�artsrehnungF�ur die Herleitung sind einige De�nitionen notwendig. Es wird �ahnlih wie in [8℄ vor-gegangen.De�nition 4.1 Mit gOP und eF werden die zu OP und F entsprehenden Operationenauf der Mashine bezeihnet. Dabei entspriht gOP der in De�nition 2.3 vorgestelltenMenge der Gleitkommaoperationen (vgl. S. 5).De�nition 4.2 (Datenfehler) Seien efl 2 S und ffr 2 S N�aherungen von fl und fr.Dann ist der absolute Datenfehler 4D;f f�ur die elementaren Operationen und Funktio-nen durh 4D;f := ( efl Æ ffr)� (fl Æ fr); f = fl Æ fr4D;f := g( efl)� g(fl); f = g(fl)erkl�art.De�nition 4.3 (Rundungsfehler) Gegeben seien die Gleitkomman�aherungen efl, ffrvon fl und fr. F�ur f = fl Æ fr ist der absolute Rundungsfehler 4R;f durh4R;f := ( efl Æ ffr)� ( efl Æ ffr); Æ 2 OP; Æ 2 gOPbestimmt. Ist f = g(fl), so de�niert man 4R;f mittels4R;f := eg( efl)� g( efl); g 2 F ; eg 2 eF :De�nition 4.4 (absoluter Gesamtfehler) Sei die faktorisierbare Funktion f :IRn ! IR mit einer Codeliste f1; : : : ; fk und deren N�aherung ef mit Codeliste ff1; : : : ;ffkgegeben. Weiterhin seifj = xj bzw. ffj = fxj f�ur 1 � j � n und o.B.d.A.fj = j bzw. ffj = ej f�ur n+ 1 � j � n+m < kgesetzt. Dann ist der Gesamtfehler 4G;fj f�ur 1 � j � k wie folgt de�niert:4G;fj := ( ffj � fj ; 1 � j � n +mffj(fx1; : : : ; fxn)� fj(x1; : : : ; xn) ; n+m + 1 � j � k:



14 4 AUTOMATISCHE FEHLERKONTROLLEBemerkung 4.1 Aus dem Betrag des absoluten Gesamtfehlers ergibt sih der Betragdes relativen Gesamtfehlers 4relG;fj unter den Voraussetzungen von 4.4 durhj4relG;fj j := j4G;fj jjfjj ; fj 6= 0; 1 � j � k:Die beiden folgenden Lemmata und der darau�olgende Satz beantworten die Frage, wieder Datenfehler und der Gesamtfehler bei elementaren Operationen und Funktionen ausden Datenfehlern, Rundungsfehlern bzw. den Gesamtfehlern der Operanden entstehen.Lemma 4.1 F�ur n+m+ 1 � j � k gilt mit den Voraussetzungen aus De�nition 4.4:4G;fj = 4D;fj +4R;fj :Beweis: Durh Anwendung der De�nitionen folgt die Behauptung. 2Lemma 4.2 Seien die N�aherungen efl 2 S und ffr 2 S von fl und fr und bekannteFehlershranken 4G;fl = efl � fl und 4G;fr = ffr � fr gegeben. Dann gilt f�ur denDatenfehler 4D;f bei Anwendung einer elementaren Operation:4D;f = �4G;fl ; falls f = �fl (25)4D;f = 4G;fl +4G;fr ; falls f = fl + fr (26)4D;f = 4G;fl �4G;fr ; falls f = fl � fr (27)4D;f = ffr4G;fl + fl4G;fr ; falls f = fl � fr (28)4D;f = (4G;fl � (fl=fr) 4G;fr)=ffr ; falls f = fl=fr; (ffr; fr 6= 0): (29)F�ur den Datenfehler bei Anwendung elementarer Funktionen g 2 F gilt:4D;f = g0(�) 4G;fl ; falls f = g(fl): (30)Dabei wird vorausgesetzt, da� g0(�) f�ur alle � 2 fl [ efl existiert.Beweis:Die Formeln (25)-(30) lassen sih durh Anwendung der De�nitionen zeigen. In (30)ben�otigt man zus�atzlih den Mittelwertsatz der Di�erentialrehnung. Hier wird nur derBeweis von (28) durhgef�uhrt. Wegen De�nition 4.2 gilt:4D;f = efl ffr � fl fr= efl ffr �ffr fl +ffr fl � fl fr= ffr( efl � fl) + (ffr � fr)fl= ffr4G;fl + fl4G;fr :Somit folgt die Behauptung. 2Aus den beiden Lemmata und De�nition 4.4 ergibt sih



4.3 Fehlerkontrolle durh R�ukw�artsrehnung 15Satz 4.1 Gelten die Voraussetzungen von De�nition 4.4 und Lemma 4.2, so erh�altman f�ur den Gesamtfehler der j-ten Operation der Codeliste:4G;fj = ffj � fj = 4R;fj ; falls 1 � j � n+m (31)4G;fj = �4G;fl +4R;fj ; falls fj = �fl (32)4G;fj = 4G;fl +4G;fr +4R;fj ; falls fj = fl + fr (33)4G;fj = 4G;fl �4G;fr +4R;fj ; falls fj = fl � fr (34)4G;fj = ffr4G;fl + fl4G;fr +4R;fj ; falls fj = fl � fr (35)4G;fj = (4G;fl � (fl=fr) 4G;fr)=ffr +4R;fj ; falls fj = fl=fr (36)4G;fj = g0(�) 4G;fl +4R;fj ; falls fj = g(fl); � 2 fl [ efl: (37)4.3 Fehlerkontrolle durh R�ukw�artsrehnungDie Gleihungen (31)-(37) bilden ein lineares Gleihungssystem mit einer unteren Drei-eksmatrix als Systemmatrix, wie in Abshnitt 3.2 (S. 11f) beshrieben. Die Gr�o�en4G;fj und 4R;fj (1 � j � k) entsprehen den Vektoren h bzw. z des dort beshriebe-nen Systems. Somit kann der Gesamtfehler 4G;fk durh R�ukw�artsrehnung bestimmtwerden, da die Voraussetzungen von Korollar 3.1 (S. 12) erf�ullt sind. Es gilt:4G;f = 4G;fk = kXj=1 dj 4R;fj ; (38)wobei die Gr�o�en dj nah Korollar 3.1 durh die folgende Akkumulation, beginnendmit dk := 1 und dj := 0 (1 � j � k � 1), berehnet werden:dl := dl � dj ; falls fj = �fl (39)dl := dl + dj ; dr := dr + dj ; falls fj = fl + fr (40)dl := dl + dj ; dr := dr � dj ; falls fj = fl � fr (41)dl := dl +ffr dj ; dr := dr + fl dj ; falls fj = fl � fr (42)dl := dl + dj=ffr ; dr := dr � fj dj=ffr ; falls fj = fl=fr (43)dl := dl + g0(�) dj ; falls fj = g(fl); � 2 fl [ efl (44)Bemerkung 4.2 Beim Auftreten des un�aren Operators � wird auh auf der Mashineniht gerundet. Es wird lediglih das Vorzeihenag neu gesetzt. Der entsprehendeSummand kann in (38) weggelassen werden.Bemerkung 4.3 Die Gr�o�en dj in (38) bestimmen die Gr�o�e des Gesamtfehlers. Siewerden als Verst�arkungsfaktoren bezeihnet.Da die reellen Werte fj (1 � j � k) und � niht bekannt sind, kann durh Einsatzder Intervallrehnung (Intervallauswertung von (39)-(44) und der Funktion f) eineobere Shranke f�ur den Rundungsfehler hergeleitet werden. Dazu sei Fj; Dj 2 IS mit



16 4 AUTOMATISCHE FEHLERKONTROLLEfj;ffj 2 Fj und dj 2 Dj (1 � j � k) auf der Mashine berehnet. Dann gilt aufgrundvon (38) f�ur den Betrag des Gesamtfehlers die Ungleihung:j4G;f j � kXj=1 jDjj j4R;fj j: (45)Handelt es sih bei fj um eine elementare Operation, so erh�alt man f�ur den Betrag desRundungsfehlers durh Anwendung von (2) (S. 5) die Absh�atzung:j4R;fj j � 8><>: " jFjj ; Fj � NMinReal ; Fj � U" jFjj+ MinReal ; sonst. (46)F�uhrt fj eine elementare Funktion aus, so gilt wegen der Annahme (3) (S. 5) diefolgende Ungleihung:j4R;fj j � 8><>: "(fj) jFjj ; Fj � Nu(fj) ; Fj � U"(fj) jFjj+ u(fj) ; sonst. (47)Mit den Ungleihungen (45), (46) und (47) l�a�t sih eine obere Shranke f�ur denBetrag des entstehenden Gesamtfehlers berehnen.Wenn in der zugrundeliegenden Funktion bin�are Operationen aus OP auftreten,so ist es m�oglih, zus�atzlihe Aussagen �uber die Gr�o�e der bei diesen Operationenauftretenden Rundungsfehler zu tre�en. In [1℄ werden hinreihende Kriterien daf�urangegeben, unter welhen Umst�anden diese Operationen rundungsfehlerfrei verlaufen.So erh�alt man zum Beispiel f�ur die Addition zweier Gleitkommazahlen folgendeAussage:Satz 4.2 Sei die Anzahl der abshlie�enden Nullen der Mantisse einer Gleitkommazahlz durh die Funktion ztrail(z) berehenbar. Wenn mindestens eine der Bedingungen1. �2 � xy � �122. e(x + y) � min(e(x) + ztrail(x); e(y) + ztrail(y))3. x = 0 _ y = 0erf�ullt ist und bei der Berehnung kein Unterlauf entsteht, so verl�auft die Additionzweier Gleitkommazahlen x; y 2 S auf der Mashine rundungsfehlerfrei, d.h. es giltj(x+y)� (x+ y)j = 0.Beweis: Siehe [1℄. 2Ebenso k�onnen Aussagen f�ur die verbleibenden elementaren Operationen formuliertwerden (vgl. dazu [1℄).



4.4 Implementierung 174.4 ImplementierungDurh die zur Klasse rivall (siehe [6℄) geh�orenden friend-Funktionenreal reverse_error(TAPE& wt, int y_);void reverse_error_j(TAPE& wt, int& j,intvetor& rnd_free_op,rvetor& delta);real reverse_error(TAPE& wt, int y_, rvetor& stoerung);void reverse_error_j(TAPE& wt, int& j,intvetor& rnd_free_op,rvetor& delta,rvetor& stoerung);wurde (45) f�ur alle Operationen aus OP in reverse.pp implementiert. Um eine ga-rantierte Obershranke des Betrags des absoluten Gesamtfehlers auf der Mashine zuerhalten, m�ussen gerihtete Rundungen verwendet werden. Nahdem mit der Funktionvoid forward_sweep(TAPE& working_tape,rivall (*f)(TAPE& working_tape, rivall_ve& x),ivetor& d_ve,interval& f_val)alle Funktionswerteinshlie�ungen Fj (1 � j � k) berehnet wurden, kann an-shlie�end der Betrag des absoluten Gesamtfehlers mit einer der beiden Funktio-nen reverse error(...) bestimmt werden. Bei der zweiten dieser Funktionen istes m�oglih, Eingangsst�orungen direkt zu �ubergeben. Die Absh�atzung des Rundungs-fehlers der entsprehenden Operation erfolgt mittels (46)6 unter Beahtung m�ogliherrundungsfehlerfrei verlaufender Operationen. Ob eine der bin�aren Operationen aus gOPexakt verl�auft, wird durh die Funktionenint hek_rnd_free(real& delta_l, real& delta_r,interval& f_l,interval& f_r,int _op );undint hek_rnd_free_U(real& delta_l, real& delta_r,interval& f_l,interval& f_r,int _op );festgestellt. Diese sind mashinenabh�angig und entsprehenden den jeweiligen Funk-tionen aus der Implementierung des Kalk�uls in [1, 2℄.Sind Eingangsgr�o�en oder Konstanten exakt darstellbar, so benutzt man, nah-dem ihre Einshlie�ungswerte den Variablen vom Typ rivall �ubergeben worden sind,die friend-Funktionen6Falls auh elementare Funktionen in der Implementierung ber�uksihtigt werden sollen, so kanndies durh geeignete Falluntersheidungen bei der Berehnung des Rundungsfehlers geshehen. Dannmu� (47) benutzt werden.



18 4 AUTOMATISCHE FEHLERKONTROLLEvoid exatVar(rivall& s)void exatConst(rivall& s).Dabei wird an der Stelle, an der die Variable im Tape ersheint, eine Marke gesetzt,welhe der reverse-sweep dazu benutzt, diese Variable als fehlerfreie Gr�o�e zu iden-ti�zieren. Analog ist vorzugehen, falls bekannt ist, da� eine eingehende Gr�o�e oderKonstante nah der n�ahstgelegenen Mashinenzahl gerundet wird. Es sind dann diebeiden friend-Funktionenvoid rnd_n_Var(rivall& s)void rnd_n_Const(rivall& s)zu verwenden.4.5 VergleihAn einigen einfahen Testfunktionen wird nun das Verhalten des durh obige Implemen-tierung realisierten Algorithmus (R�ukw�artsmethode (R)) mit der Implementierung desFehlerkalk�uls von Hofshuster und Kr�amer (im folgenden immer als Vorw�artsmethode(V) bezeihnet) verglihen.Beispiel 4.1 (Formelauswertung) Gegeben sei die Formely = a2 + b2 � 2 + d2 � e2 (48)mit den Argumenten a = 320000:0, b = 19:0=32768:0,  = 39:0=65536:0, d = 240000:0und e = 400000:0. Diese sind so gew�ahlt, da� bei Hintereinanderausf�uhrung der Opera-tionen gem�a� (48) starke Ausl�oshung auftritt. Man kann (48) auf vershiedene Weiseauswerten, wie z.B. y1 = (((a2 + b2)� 2) + d2)� e2y2 = ((a2 + b2)� 2) + (d2 � e2)y3 = a2 + ((b2 � 2) + (d2 � e2))y4 = (b2 � 2) + (d2 � e2 + a2):Je nah Auswertungsreihenfolge ergeben sih vershiedene Fehlershranken f�ur den Be-trag des absoluten Fehlers, aus denen man erkennen kann, welhe Reihenfolge optimalist.Bei der intervallm�a�igen Auswertung treten bei Anwendung von y1, y2 und y3 starke�Ubersh�atzungen auf:y1 2 [�3:051758E � 005; 3:051758E � 005℄y2 2 [�1:525879E � 005; 1:525879E � 005℄y3 2 [�1:525879E � 005; 0:000000E + 000℄y4 2 [�1:792796E � 008;�1:792795E � 008℄Wie Tabelle 1 zeigt, ist der absolute Fehler auh dort am kleinsten, wo die Inter-vall�ubersh�atzung am geringsten ausf�allt. Ebenso ist zu erkennen, da� die Fehlershran-ken, die durh R�ukw�artsrehnung bestimmt wurden, den durh Vorw�artsrehnung er-mittelten entsprehen.



4.5 Vergleih 19Auswertung abs. Fehler (V) abs. Fehler (R)y1 8.100187E-005 8.100187E-005y2 4.547474E-005 4.547474E-005y3 2.273737E-005 2.273737E-005y4 4.598607E-022 4.598607E-022Tabelle 1: Absolute Fehler bei vershiedener Auswertungsreihenfolge in Bsp. 4.1Das n�ahste Beispiel besh�aftigt sih mit der Auswertung von Polynomen. Dabei ist zuerwarten, da� sih f�ur vershiedene Auswertungsarten untershiedlihe Fehlershrankenergeben, da zum einen die Anzahl der auszuf�uhrenden Operationen vershieden ist undzum anderen die Auswertungsreihenfolge der Operationen di�eriert.Beispiel 4.2 (Polynomauswertung) Es wird die Auswertung des in Abbildung 2(S. 19) dargestellten Legendre-Polynoms L13(x) vom Grad 13 auf dem Intervall [�1; 1℄betrahtet. Die KoeÆzienten lassen sih rekursiv berehnen (vgl. dazu [32℄). F�ur L13
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Abbildung 2: Legendre-Polynom L13(x) auf dem Bereih [�1; 1℄ergeben sih diese zua1 = 3003=1024 a3 = �90090=1024 a5 = 765765=1024a7 = �2771340=1024 a9 = 4849845=1024 a11 = �4056234=1024a13 = 1300075=1024und ai = 0 f�ur i = 0; 2; : : : ; 12. Gesuht sei wieder eine gleihm�a�ig g�ultige Fehler-shranke auf dem vorgegebenen Intervall [�1; 1℄.
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Abbildung 3: Absolute Fehler bei Auswertung durh das Hornershema in Bsp. 4.2 mitzuf�allig erzeugten Argumenten aus [�1; 1℄
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Abbildung 4: Absolute Fehler bei naiver Auswertung in Bsp. 4.2 mit zuf�allig erzeugtenArgumenten aus [�1; 1℄



4.5 Vergleih 21Die Auswertung erfolgte sowohl durh naive Auswertung des Polynoms und Auswer-tung durh das Hornershema im Vorw�arts- als auh im R�ukw�artsmodus. Mit zuf�alligerzeugten Punktintervallen wurden zun�ahst Untershranken f�ur die von beiden Aus-wertungsarten berehneten Fehlershranken bestimmt. In den Abbildungen 3 und 4 (S.20) ist der prinzipielle Verlauf der Fehlerfunktion zu sehen. Es ist zu erkennen, da�die Fehler stark anwahsen, sobald der Betrag der Argumente gegen Eins geht. DasAlternieren der KoeÆzientenvorzeihen maht sih hier verst�arkt bemerkbar.F�ur die Berehnung des Gesamtfehlers wurde das zugrundeliegende Intervall in 5 gleih-gro�e Teilbereihe B1; : : : ; B5 mitB1 := [�1:0;�0:6℄ B2 := [�0:6;�0:2℄B3 := [�0:2; 0:2℄ B4 := [0:2; 0:6℄B5 := [0:6; 1:0℄unterteilt7, die dann wiederum in n Intervalle aufgeteilt wurden. Aus den Abbildungen3 und 4 (S. 20) sowie den Ergebnistabellen 2 bis 5 (S. 22f) ist zu erkennen, da� dieAuswertung durh das Hornershema sowohl f�ur n = 1 als auh f�ur n = 100 dernaiven Polynomauswertung �uberlegen ist. Mit der R�ukw�artsmethode werden in diesemBeispiel bessere absolute Fehlershranken erzielt als mit der Vorw�artsmethode.Da� die durh R�ukw�artsrehnung bestimmten Fehlershranken niht immer bessersein m�ussen, zeigt das n�ahste Beispiel.Beispiel 4.3 (Fehlerabsh�atzung artan-Funktion) Eine M�oglihkeit zur Be-rehnung der artan-Funktion auf der Mashine stellt der Algorithmus q atan aus [13℄(vgl. auh S. 26) dar. Der Verlauf des relativen Fehlers f�ur diesen Algorithmus beisinnvoller Unterteilung des Argumentbereihs (jxj > q atnt, vgl. S. 26) ist in Abbil-dung 5 dargestellt8. Es f�allt auf, da� beide Fehlerkurven prinzipiell gleih verlaufen, dieR�ukw�artsmethode in den Bereihen B2 bis B6 jedoh etwas gr�o�ere Fehlershrankenliefert. Eine m�oglihe Ursahe daf�ur ist die hier verwendete Methode zur Ber�uksih-tigung des Approximationsfehlers (vgl. Abb. 6, S. 24), welher bei der Polynomappro-ximation in Shritt 3b des Algorithmus q atan auftritt. Dieser Approximationsfehlerkann niht wie bei der Vorw�artsmethode auf die bis dahin berehnete Fehlershrankeaddiert werden. Vielmehr mu� er als St�orung in der weiteren Rehnung angesehenwerden. Genauer: Es wird der Gesamtfehler bis einshlie�lih der Polynomapproxima-tion berehnet, dann wird die Berehnung abgebrohen. Anshlie�end gehen Approxi-mationsfehler und der bis dahin berehnete Gesamtfehler als St�orung in eine erneuteR�ukw�artsrehnung ein9. Es mu� beahtet werden, da� der dabei durhgef�uhrte forward-sweep mit dem um die St�orung aufgebl�ahten Funktionswert gestartet werden mu�, umkorrekte Einshlie�ungen zu erhalten. Folglih k�onnen sih in den weiteren Bereh-nungen die Einshlie�ungen Fj der in der Codeliste vorkommenden Funktionswerte fjvergr�o�ern und sih deshalb die Fehlershranken vershlehtern. Durh weitere Unter-teilung konnte dieser E�ekt teilweise beseitigt werden.7Auf der Mashine m�ussen Einshlie�ungen von B1 bis B5 benutzt werden, da die Zahlen �0:6,�0:2, 0:2 und 0:6 niht exakt darstellbar sind.8Die dabei zugrundeliegenden Werte sind im Abshnitt 6.2 (S. 27f) ausf�uhrlih angegeben.9Dazu wird die im letzten Abshnitt vorgestellte Funktion real reverse error(TAPE& wt, inty , rvetor& stoerung) benutzt.
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Bereih abs. Fehler (V) abs. Fehler (R)B1 2.334474E-011 1.768227E-011B2 3.812549E-013 2.846412E-013B3 3.466742E-015 2.830968E-015B4 3.812549E-013 2.846412E-013B5 2.334474E-011 1.768227E-011Tabelle 2: Absolute Fehler bei Auswertung durh das Hornershema in Bsp. 4.2, n = 1
Bereih abs. Fehler (V) abs. Fehler (R)B1 6.720361E-011 5.296701E-011B2 9.064231E-013 7.393192E-013B3 6.142146E-015 6.011912E-015B4 9.064231E-013 7.393192E-013B5 6.720361E-011 5.296701E-011Tabelle 3: Absolute Fehler bei naiver Auswertung in Bsp. 4.2, n = 1
Bereih abs. Fehler (V) abs. Fehler (R)B1 1.124859E-011 6.784536E-012B2 1.832245E-013 1.111242E-013B3 1.418401E-015 1.005887E-015B4 1.832245E-013 1.111242E-013B5 1.124859E-011 6.784536E-012Tabelle 4: Absolute Fehler bei Auswertung durh das Hornershema in Bsp. 4.2, n =100



4.5 Vergleih 23Bereih abs. Fehler (V) abs. Fehler (R)B1 6.160155E-011 3.263988E-011B2 7.509274E-013 4.020721E-013B3 2.766735E-015 1.571294E-015B4 7.509274E-013 4.020721E-013B5 6.160155E-011 3.263988E-011Tabelle 5: Absolute Fehler bei naiver Auswertung in Bsp. 4.2, n = 100
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Abbildung 5: Relative Fehler bei Auswertung durh Vorw�arts- und R�ukw�artsrehnungvon q atanUm eine m�oglihst kleine Gesamtfehlershranke f�ur den Algorithmus q atan zu erhal-ten, k�onnen die Ergebnisse beider Berehnungsmethoden benutzt werden. Man bildetdas Maximum der Minima der durh beide Verfahren bestimmten Fehlershranken aufallen Teilbereihen. Dieser Wert ist dann 1:555012E � 015.Bemerkung 4.4 (Fehlerabsh�atzung der exp-Funktion) F�ur ein Tabellenver-fahren, welhes die Exponentialfunktion implementiert, wurde ebenfalls versuht, eineFehlershranke f�ur den relativen Fehler zu berehnen. Dabei brah die R�ukw�artsreh-nung bei gro�en Argumenten ab. Die Ursahe liegt darin, da� Einshlie�ungen derVerst�arkungsfaktoren, die im Bereih von MaxReal liegen, in Operationen eingehen,deren Ergebnis einen �Uberlauf liefert. F�ur die Berehnung einer Gesamtfehlershrankeist hier die R�ukw�artsmethode niht geeignet.Ohne explizit die Laufzeiten zur Berehnung der Fehlershranken in den Beispielenaufzulisten, ist zu bemerken, da� sih die R�ukw�artsrehnung hinsihtlih des Lauf-zeitverhaltens shlehter verh�alt als die Vorw�artsrehnung. Gr�o�enordnungsm�a�ig



24 4 AUTOMATISCHE FEHLERKONTROLLE
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Abbildung 6: Prinzipielle Vorgehensweise bei Einbeziehung des Approximationsfehlers



25entspriht die Anzahl der Operationen zur Berehnung der Verst�arkungsfaktorenin (45) der Anzahl der Operationen zur Berehnung der absoluten Fehler der ein-zelnen Teilfunktionen der Codeliste in der Vorw�artsrehnung. Jedoh m�ussen inder R�ukw�artsrehnung ebenfalls alle absoluten Fehler der einzelnen Teilfunktionender Codeliste berehnet werden, um �uberpr�ufen zu k�onnen, ob rundungsfehlerfreieOperationen vorliegen. Das erh�oht den Aufwand erheblih.Zwar wurden in der Implementierung [2℄ noh keine Verzweigungen mit einbe-zogen, aber man kann auh hier eine Aussage �uber das Verhalten von Vorw�arts- undR�ukw�artsrehnung tre�en. Treten Verzweigungen im zugrundeliegenden Algorithmusauf, so kann das Maximum der berehneten Fehlershranken beider Zweige alsFehlershranke dienen. Erweitert man F um die in [16, 17℄ (siehe auh [6, 28℄, Kap. 7)vorgestellte Verzweigungsfunktion �, so werden durh (45) die Fehlershranken beiderZweige addiert. Aufgrund der Ungleihungmaxfx; yg � x+ y x; y 2 IR mit x; y � 0ist die mittels Vorw�artsrehnung bestimmte Fehlershranke der durh R�ukw�artsreh-nung ermittelten Shranke im allgemeinen �uberlegen.Abshlie�end ist zu bemerken, da� sih die Anwendung der R�ukw�artsrehnungim Vergleih zur Vorw�artsrehnung m�uhsamer gestaltet, das Umshreiben der zutestenden Algorithmen ist erheblih aufwendiger. Bei der Vorw�artsrehnung m�ussengr�o�tenteils nur Datentypen ausgetausht werden.5 ShlussbemerkungEs k�onnen gleihm�a�ige Fehlershranken numerisher Verfahren auf gegebenen Argu-mentbereihen durh Vorw�arts- als auh durh R�ukw�artsrehnung automatish ermit-telt werden. Solhe Fehlershranken geben Auskunft �uber die Qualit�at des betrahtetenVerfahrens hinsihtlih der Verst�arkung von Rundungsfehlern. Au�erdem ist mit ihneneine Sensitivit�atsanalyse m�oglih, bei der die Auswirkung von St�orungen in den Ein-gangsparametern auf die Ergebniswerte untersuht werden kann. Auh hier wird dieFaktorisierbarkeit der Funktionen vorausgesetzt, f�ur welhe die Fehlershranken ermit-telt werden sollen. Durh Anwendung einer speziellen Verzweigungsfunktion ([6℄, Kap.7) k�onnen aber zus�atzlih Bedingungsanweisungen einbezogen werden. Dabei liefert dieVorw�artsmethode im allgemeinen bessere Fehlershranken als die R�ukw�artsrehnung.In der vorliegenden Arbeit wurden Fehlershranken f�ur Funktionen auf dem Rehnerbestimmt, welhe aus elementaren Operationen f�;+;�; �; =g zusammengesetzt sind.Treten in diesen Funktionen Approximationen auf, wie sie zum Beispiel in Verfahrenvorkommen, welhe Gleitkomman�aherungen von Standardfunktionen auf der Mashinebestimmen, so konnte festgestellt werden, da� die Vorw�artsmethode kleinere Fehler-shranken ermittelt als die R�ukw�artsrehnung. Ebenfalls zeigt die Vorw�artsmethodein den gerehneten Beispielen ein besseres Laufzeitverhalten, wenn man f�ur alle Opera-tionen aus f+;�; �; =g �uberpr�uft, ob diese m�ogliherweise rundungsfehlerfrei verlaufen.



26 6 ANHANG: FEHLERABSCH�ATZUNG DER ARCTAN-FUNKTIONDa in den XSC-Sprahen zus�atzlih das hohgenaue Skalarprodukt als f�unfte Grund-operation zur Verf�ugung steht, sollte in weiterf�uhrenden Arbeiten untersuht werden,wie man gleihm�a�ige Fehlershranken erh�alt, wenn die Menge der elementaren Ope-rationen um das Skalarprodukt erweitert wird.Die vorgestellte Methodik wurde in [6℄ unter Verwendung der C++ KlassenbibliothekC-XSC [19, 11℄ in Softwarewerkzeuge umgesetzt. Quellodeausz�uge �nden sih im An-hang A 3 in [6℄.6 Anhang: Fehlerabsh�atzung der artan-Funktion6.1 Algorithmus q atan aus Beispiel 4.3F�ur die Berehnung der Funktion artan(:) auf der Mashine kann der Algorithmusq atan aus [13℄ benutzt werden. Hier �ndet man auh eine ausf�uhrlihe Erkl�arung die-ses Verfahrens und eine Beshreibung aller verwendeter Konstanten. Der Algorithmusq atan ist in [13℄ durh folgende vier Hauptshritte beshrieben10:1. Abpr�ufen von Spezialf�allen und deren Behandlung(a) x ist NaN (not a number) =) Fehlermeldung: Invalid Argument(b) jxj � q atnt = 1:807032 : : : � 10�8 =) res := x2. Initialisierung und Argumentreduktion(a) Falls x < 0 : y := �x, neg := truesonst: y := x, neg := false(b) Falls y < 8 : vzi := 1, ym := 0sonst: vzi := �1, ym := �2 jIEEE, y := 1 = y() Bestimme i := maxk=1;2;:::;7fkjbk � yg(d) Berehne y := (y � i) = (1:0+ y � i)3. Approximation: y + y � (P5i=0 di � y2), d.h. auf dem Rehner(a) ysq := y � y(b) zwert := ((((d5 � ysq +d4) � ysq +d3) � ysq +d2) � ysq +d1) � ysq +d0)() res := y � zwert + y4. Ergebnisanpassung(a) res := res+ai(b) res := vzi � res+ ym() Falls neg = true : res := �resNun gilt: res � artan(x).10Die Bezeihnungen wurden von dort �ubernommen.



6.2 Ergebnisse der Fehlerabsh�atzung 276.2 Ergebnisse der Fehlerabsh�atzungDie in Abbildung 5 gezeigten Fehlershranken ergeben sih aus den folgenden Ergeb-nissen. Die Gr�o�e n gibt dabei die Anzahl nohmaliger Unterteilungen der BereiheB0 �B8 an. Bei Anwendung der Vorw�artsrehnung erh�alt man:B0 [1.807031E-008,1.000000E-007℄ n: 40 4.944260E-016B0 [9.999999E-008,1.000000E-006℄ n: 40 5.440093E-016B0 [9.999999E-007,1.000001E-005℄ n: 40 5.440093E-016B0 [1.000000E-005,1.000001E-004℄ n: 40 5.440093E-016B0 [1.000000E-004,1.000001E-003℄ n: 40 5.440093E-016B0 [1.000000E-003,1.000001E-002℄ n: 40 5.440114E-016B0 [1.000000E-002,1.000001E-001℄ n: 40 5.442172E-016B1 [1.000000E-001,1.250000E-001℄ n: 2 5.153864E-016B2 [1.250000E-001,3.913935E-001℄ n: 10000 1.369861E-015B3 [3.913934E-001,7.165921E-001℄ n: 1000 8.212020E-016B4 [7.165920E-001,1.186492E+000℄ n: 10 7.105762E-016B5 [1.186491E+000,2.061722E+000℄ n: 10 6.197640E-016B6 [2.061721E+000,4.860929E+000℄ n: 10 5.223889E-016B7 [4.860928E+000,8.000000E+000℄ n: 1 5.197107E-016B8 [8.000000E+000,1.000000E+001℄ n: 10 4.221772E-016B8 [1.000000E+i,1.000000E+(i+1)℄ n: je 10mit i=1(1)307: gesamt 5.528541E-016B8 [1.000000E+308,1.797694E+308℄ n: 1000 3.330669E-016Gesamtfehler: 1.369861E-015Die R�ukw�artsrehnung ergibt bei gleiher Unterteilung:B0 [1.807031E-008,1.000000E-007℄ n: 40 4.944260E-016B0 [9.999999E-008,1.000000E-006℄ n: 40 5.440093E-016B0 [9.999999E-007,1.000001E-005℄ n: 40 5.440093E-016B0 [1.000000E-005,1.000001E-004℄ n: 40 5.440093E-016B0 [1.000000E-004,1.000001E-003℄ n: 40 5.440093E-016B0 [1.000000E-003,1.000001E-002℄ n: 40 5.440107E-016B0 [1.000000E-002,1.000001E-001℄ n: 40 5.441492E-016B1 [1.000000E-001,1.250000E-001℄ n: 2 5.097375E-016B2 [1.250000E-001,3.913935E-001℄ n: 10000 1.555012E-015B3 [3.913934E-001,7.165921E-001℄ n: 1000 8.702787E-016B4 [7.165920E-001,1.186492E+000℄ n: 10 7.300869E-016B5 [1.186491E+000,2.061722E+000℄ n: 10 6.256731E-016B6 [2.061721E+000,4.860929E+000℄ n: 10 5.504527E-016B7 [4.860928E+000,8.000000E+000℄ n: 1 5.175578E-016B8 [8.000000E+000,1.000000E+001℄ n: 10 4.204228E-016B8 [1.000000E+i,1.000000E+(i+1)℄ n: je 10mit i=1(1)307: gesamt 5.510245E-016B8 [1.000000E+308,1.797694E+308℄ n: 1000 3.330669E-016Gesamtfehler: 1.555012E-015und bei Verfeinerung der Teilbereihe B4 �B6:
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