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1 ZUSAMMENFASSUNG 4

1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird i die Funktionf(x) = /22 — 1 ein Algorithmus angegeben, mit
dem zu vorgegebenen Maschinenargumentdie i.a. fehlerbehafteten Maschinenwerte
f(z) nahezu hochgenau berechnet werden. Nach geeigneter Umformung des Arguments
7?2 —1 wird zuréichst mit der in C-XSC implementierten Wurzelfunktion eine nullgddl
rungy, bestimmt, die mit einem nachfolgenden Newtonschritt weiter verbessert werden
kann. Nach einer geeigneten Zerlegung ypim zwei Summanden wird dieser Newton-
schritt in doppelter Genauigkeit simuliert. Die verlangte hohe Genauigkeit erreicht man
dabei nur, wenn bei den auftretenden Additionen zu einem exakten ersten Summanden
ein betragsmal kleiner Summand addiert wird, der nur mit einewghchst kleinen Feh-
ler behaftet ist. Um dies zu erreichenussén in vier verschiedenen Teilbereichen des
Definitionsbereiches geeignet angepasste Funktionstermehgjemerden. Durch geeig-
nete C-XSC Programme kann die Berechnung der erforderlichen a-priori Fehlerschran-
ken in jedem Teilbereich automatisiert werden. Mit den gefundenen Fehlerschranken wird
die Funktion zur Erginzung der Verifikationsbibliothek C-XS@rfPunkt- und Intervall-
Argumente implementiert. Am Ende der Arbeit findet man einige numerische Beispiele
und den Quelltextdi Punkt- und Intervallargumente.

Die in dieser Arbeit dargestellten Methoden sowie die zur automatischen Fehler-
absclatzung verwendeten Hilfsprogramme werden auch in [2]wdus€h besprochen.
Die zugelofigen Programme stehen im Netz unter

http://www.math.uni-wuppertal.de/wrswt/literatur/a_priori.tgz

zur Verfligung.

Keywords: C-XSC, a priori Fehlerschranken, genaue Funktionsapproximationen, Ein-
schlieBungsmethoden.

MSC (2000): 65G20, 65Y15

2 Einleitung

Fur Algorithmen aus dem Bereich der Numerik mit Ergebnisverifikation werden so ge-
nannte Intervallfunktionen betigt, deren Ergebnisintervall den exakten Wertebereich
der betrachteten Funktiambér Intervallargumenten mit Sicherheit einschliel3t. Die be-
rechnete Einschliel3ung soll dabeogtichst eng sein.

Zur Implementierung solcher Funktionen sind sichere a-priori Abizeimgen der Ap-
proximationsfehler in den verschiedenen Teilbereichen sowie a-priori worst-case Fehler-
absclatzungen der durch Rundungsfehler verursachten Ungenauigkeiten notwendig. F~
die Standardfunktionen wurden dazu spezielle Algorithmen mit Tabellenverfahren ent-
wickelt, mit denen die Rundungsfehler bei den Polynomauswertungen auf ein Minimum
reduziert werden konnten [6, 8, 9, 16, 17, 18].

Die genannten Tabellenverfahren und die damit oft gekoppelte Simulation einer dop-
pelten Genauigkeit lassen sich in vielealleEh auch dann anwenden, wenn Standard-
funktionen fir spezielle Terme auszuwerten sind [7]. Bei der Simulation einer doppelten
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Genauigkeit wird ein Ergebnis als Summe zweleuble Zahleny,, ny dargestellt, wobei

Yo als exakt angenommen wird und der betragBig sehr kleine zweite Summang mit

nur einem noglichst kleinen Fehler behaftet sein darf. Bildet man dann auf der Maschine
die Summey, @ ny, So erlalt man einen relativen Fehler, der nur minimad/@er ist als

der relative Fehler der Maschinenaddition [2].

In dieser Arbeit wird gezeigt, wie diese Methode bei der Implementierung der Funk-
tion f(z) := V22 — 1 erfolgreich angewendet werden kann. Dabei ist zu beachten, dass
x als rundungsfehlerfreie Maschinenzahl zu betrachten ist, wobei man sich auf
beschanken kanny, ist eine mit der in C-XSC implentierten Wurzelfunktion berechnete
gute Neherung @i f(x), undny ist eine mit dem Newtonverfahren erhaltene sehr kleine
Korrektur, die nach der beschriebenen Methode in hoher Genauigkeit bestimmt werden
kann.

Die automatische und damit sichere numerische Berechnung der Rundungsfehler-
schranken erfolgt mit C-XSC Programmen, die auch in [2] valigig angegeben sind.

Die in diesen Programmen benutzten Werkzeuge werden ebenfalls in [Rhdicgf be-
schrieben. Numerische Beispiele am Ende dieser Arbeit dokumentieren dieassigr!”
keit und die hohe Genauigkeit der berechneten Funktionswerteinschliel3ungen.
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3 Zur Notation

R Menge der reellen Zahlen
IR Menge der reellen Maschinenintervalle
S(b,l,e,€) = S(b,1) Gleitkommaraster mit Basis Mantisserdingel

und Exponeng, mit: e<e<e e€Z
S(2,53,—-1022,4+1023) = S(2,53) |IEEE-Datenformatiouble

Z, Y, Yo, Y1 reelle Gol3en; z,y,yo,y1 € IR

T, Y, Yo, Y1 Maschinenzahlef, 7, 7o, 7. € S(2, 53), die
auch fehlerbehaftet seimhiner

z,x, WX, YeIR Maschinenintervalle vom Tymterval

o€ {+,—,0,/} exakte reelle Operatoren

{®,6,0,0} Gleitkomma-Operatoren, deren Rundung vom

jeweils eingestellten Rundungsmodus agt”
Minreal = 271922 = 2.225..-1073% kleinste positive, normalisierigoubleZahl
minreal = 27197 = 4.940.. - 1073** kleinste positive, denormalisiertioubleZahl
Maxreal < 211924 = 1.797...1073% gr6Rte, normalisiertdoubleZahl

Minreal < |7| < Maxreal normalisierter Bereich indoubleFormat

succ() nachstgoRRere Maschinenzahl beglich =

f(z) =+vx? -1 die in diesem Preprint behandelte Funktion

(@) ~ f(7) f(%) : auf der Maschine ausgewerteter i.a.
fehlerbehafteter Funktionswert

sqrt(7) ~ VT sqrt(Z) ist eine C-XSC Standardfunktion

a=1-1€R exaktes Argument der Wurzelfunktion

€0 relativer Fehler der nullten Maschinen-
naherungyy = Va2 — 1 - (1 + &), |eo] < £(0)

Yo = 81+ So Zerlegung in die Summanden, s, € S(2,53)

1 € IR exaktes Ergebnis nach Newtonkorrektur

y1 € 5(2,53), v1~Yo y1. Maschinenergebnis nach Newtonkorrektur

e(f, Ay, i=1,2,3,4; relative Fehlerschranke bei Auswertung von
f(T) = V22 — 1 Uber dem Teilbereich;

e(app) relativer Approximationsfehler

e(g) relativer Auswertefehler bemglich g ()

e(h) = 2752 =2.220446...- 1071  relative Fehlerschranke der Grundoperationen
bei nur hochgenauer Arithmetik.
W={yeR|y= f(x), z €z} Wertebereich vorf () Uber dem Interval

1Berechnete Fehlerschranken von Funktiorién) beziehen sich nur auf die Maschinenarguménte
eines vorgegebenen Maschinenintervalls, wobekditets als rundungsfehlerfrei angenommen werden.
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4  Aufgabenstellung
Wir betrachten die reelle Funktion
f:Df={zeR|lz[>1} - R, mit f(z)=+va2-1

Fur alle Maschinenzahlénz > succ(1.0) ist eine garantierte Oberschrankef) des
relativen Fehlers

" im- f(@

: <e(f), 7e€85(2,53), T >succ(l.0);
2 _

zu berechnen, wobefi(z) die auf der Maschine berechnetaidiung @if den exakten
Funktionswertf (z) ist. Mit Hilfe einer solchen Schrankadst sich dann zu einem vorge-
gebenen Maschinenintervall € IR eine mathematisch garantierte und nahezu optimale
EinschlieBung’e IR aller zugelotigen Funktionswertg berechnen:

{yEB}y:\/ﬁ—l,xeX}gY

Beachten Sie bitte, dass wir miteine EinschlieBung der Funktionswegte- f(x) auch
fur diejenigen Argumente € X erhalten, die keine Maschinenargumente sind, obwonhl
sich die Fehlerschranksg f) nur auf die Maschinenargumentec S(2,53) bezieht, da
die Funktionf auf der Maschine nuuf diese Argumente ausgewertet werden kann!

5 Punktargumente

Wir werden zuachst fir alle Maschinenzahlen € D, die obige relative Fehlerschranke
e(f) bestimmen. Wegen der Symmetrf¢—z) = f(x) kann man sich dabei auf den
Bereichz > 1 beschanken. Zu einem vorgegebenen Intervallargumeat / R und mit
Hilfe der Monotonie der Funktiorf lal3t sich dann eine garantierte und nahezu optimale
EinschlieRung des Wertebereidhs= {y € IR \ y=+z?—1, x € x} berechnen.

5.1 Algorithmus

Fir die Maschinenargumenter € [succ(1.0),MaxReal] betrachten wir die folgenden
vier Teilbereiche:

A R Y Y R
succ(1.0) 1432712 1024 44000 MaxReal

Abbildung 1: Teilintervalled; der Maschinenzahlen € S(2,53)

1Da f(1) = 0 auf der Maschine exakt ausgewertet wird, kann man sich bei der Fehleatthsoy auf
Z > succ(1.0) beschanken.
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In A;, Ay, A3 wird nach einer jeweils geeigneter Auswertung der Differghz- 1 mit
Yo =~ v x? — 1 zurdchst eine nullte Bherung berechnet. Eine weitere Verbesserung dieser
Naherungy, erhélt man dann in einem nachfolgenden Newton-Schritt:

1 72 -1 1
2 == | Y =g+ -t 0 — (T
(2) Y1 5 (Z/0+ 7 ) Yo + 5 ~ 9()

Eine wirkliche Verbesserung der Genauigkeitathian jedoch ndr wenn man in (2) bei
der Auswertung des rechten Terp{%) darauf achtet, dass der Auswertefehler des zwei-
ten Summanden mit dem Faktbf2 hinreichend klein bleibt. In diesem Fall ist dann auf
der Maschine eine Summe auszuwerten, deren erster Sumnatslexakt aufzufassen
ist und deren betragsafiig sehr viel kleinerer zweiter Summand mit nur einem kleinen
Fehler behaftet ist. Der durch die Gleichung

9(@) = g(2) - (1 +24), el <e(9)

definierte relative Auswertefehlet, ist dann fast optimal und betragaffig nur etwas
groRer als die Fehlerschranke der Grundoperationen bei vorausgesetzter hochgenauer
Arithmetik: e(h) = 2772 = 2.220446 ... - 10716,

Bezeichnet man mit := 7? — 1 das Argument der Wurzelfunktion und ist dabei
a =7 ® x 6 1 das auf der Maschine ausgewertete Argument, so ist der absolute Fehler
0, und der relative Fehler, bei Auswertung der Wurzelfunktion definiert durch:

=3 —1)+0a |0 < Ala)
3) Yo :=sqrt(a) = vVa® —1- (1 +e&o), |eo| <e(0),

wobeisqrt(...) die in C-XSC definierte Wurzelfunktion ist. Die Berechnung der relati-
ven Fehlerschrankeg0) erfolgt dabei mit Hilfe der Funktiomel_sqrt_abs(...) :

bei der beucksichtigt wird, dass das Argumeatder Wurzelfunktion selbst mit einem
absoluten Fehler behaftet ist [2]. Der Newtonschritt in (2) liefert mit (3) nach einigen
Rechnungen:

@ = va{is b= Va- (ke =

2
€0

2(1+€0) 2(1+€0)

Eine Oberschranke(app) des relativen Approximationsfehlers athinan dann durch
Intervallauswertung des obigen Quotientand,,,, wobei gilt: |s,| < £(0). Ist danny;
die auf der Maschine berechnetaiérung @it ;, so erkalt man fir den durchy; =
g(z) = vz? —1- (1 + ¢y) definierten relativen Gesamtfehler die Oberschranke, [2]:

®) e(f) = elapp) +e(g) - [L +elapp)],  |ef| <e(f);

2Wertet man in (2) den ersten Term aus, scaéirtrian einen relativen Fehldrd4 . .. - 10716, der sich
bei geschickter Auswertung des rechten Tepf3® noch halbierendsst.
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Im BereichA, = [44000, MaxReal] wird f(z) = v/ 22 — 1 approximiert durch:
1

(6) Va2 — 1=~ gy(z) =z — o ¥ > 44000
T

Auch in diesem Fall wird die Auswertung van(z) nur einen sehr kleinen relativen
Fehler verursachen, da von einem exakten Summanden betragsralig sehr kleiner
fehlerbehafteter Wert zu subtrahieren ist. Die Oberschrafkg dieses relativen Aus-
wertefehlers wird daher nur minimal@sér sein als die Fehlerschranke der Grundopera-
tionene(h) := 27°2 bei nur hochgenauer Arithmetik. Der auf der Maschine ausgewertete
Termyg,(7) lautet:

91(2)=726050 (107)

und der relative Auswertefehley, ist definiert durch:

94(7) = 04(7) - (1 +240), 0] < (g4);

Der relative Approximationsfehler,,, ist gegeben durchy(z) = Va2 —1- (1 + e4yp)
und kann wie folgt abgeselvt werden:
VT (= 4)
|€app| = o

Va? —1—(z—5)]- [Va? — 1+ (z - 5)]
Va2 —1- Va2 =1+ (z — 5]

VET [Vt T+ (- )]
1

(7) |€app| < 1) e(app)

Der relative Gesamtfehler;, ist definiert durch
91(@) = Va2 =1-(1+ep), |enl <e(fo),
und fiir die Oberschranke( f,) gilt wieder analog zu (5) die bekannte Beziehung:

(8) e(fs) = e(app) +£(g4) - [1 + (app)];

Die Berechnung der Fehlerschranigf,) erfolgt mit dem Programnsqgrtx2ml_A4
auf Seite 19.

5.2 Fehlerabschitzung

In den folgenden Unterabschnitten witd féden Teilbereicid; die in (1) definierte Ober-
schranke des relativen Fehlers berechnet.
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5.2.1 Fehlerabschtzung in A; = [succ(1.0),1+ 32712

Bei der direkten Auswertung des Arguments= 22 — 1 ~ 7 ® 7 © 1 entsteht wegen
der bekannten Ausbchungseffekte ein relativer Fehler in deroGenordnund /2, so
dass damit die Wurzelfunktion extrem fehlerhaft berechnet wird. Abhilfe schafft jetzt die
folgende Zerlegung vomn:

T=1+6mitt 6=2-1, 0<d<1l und 72 —-1=2-§+ 4%

wobei die Differenz = 7 — 1 = £ & 1 und damit aucl? - ¢ jeweils exakt berechnet wird.
Fur die Fehlerabs&tzung ist die gefundene Zerlegung

9) ?—-1=2-0+0"=a, 7,6€5(2,53), aclR;

jetzt wieder ideal, da zum exakten Summanden ein zwar fehlerbehafteter aber ver-
gleichsweise nur kleiner Summand ~ 6 ® § < 2 - zu addieren ist. Bezeichnet
man mita = 2 -6 ® § ® 6 wieder das Maschinenergebnis des Argumentso ist der
durcha = a - (1 + ¢,) definierte relative Fehler, betragsmaRig wieder nur minimal
groBer als:(h) = 27°2. Wertet man nun mit dem fehlerbehafteten Argumedie selbst
wieder fehlerbehaftete Wurzelfunktiagrt(...) des C-XSC Systems aus, so &th”
man fir den durchy, := sqrt(a) = Va2 —1- (1 + ¢¢) definierten relativen Fehler
go die Oberschrankésy| < ¢(0) = 3.33...-107'%, Im Vergleich zur Fehlerschranke
e(h) = 2752 = 2.220...- 1076 der Grundoperationen haben wir damit eine schon recht
kleine Fehlerschranke, die sich jedoch mit nur etwas Mehraufwand noch weiter verbes-
sern Bsst.

Fihrt man mit dem Startweif, nach (2) von Seite 8 einen Newtonschritt durch, so
erbdlt man nach (4) die neuedlérung:

1 —
(10) Yy o= 91(5):=§o+§-a~y°, a=3-1=2-§+0,

€ = 783
app 2 . (1 + 60)7

= Va- (1+cap),

|| < £(0),

und eine wirkliche Verbesserung der Fehlerschranke wird man nur erhalten, wenn man
den Auswertefehler von, (9) hinreichend klein hlt. Wertet man jetzg, (6) auf der Ma-
schine aus durch

(11) G1(0) =y ® 05020860 0) — Yo © Y] @ € S(2,53),
so erlalt man fir den durch
91(0) := 91(0) - (1 4 &4,) € 5(2,53)
definierten relativen Auswertefehley, die viel zu gro3e Oberschranke
g | < e(gr) :=9.242608 - 1071,

d.h. man erhlt bei der Durchiihrung eines zwZlichen Newton-Schritts bei der Auswer-
tung vong, (§) nach (11) einen im Vergleich z(0) = 3.33 ... - 1076 sehr viel goReren
Auswertefehler. Der Grund hienf'ist jedoch offensichtlich:
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e Wegen der kleinen Fehlerschrank®) = 3.33...-107'¢ ist der Startwerf, schon
so gut, dass das Newton-Verfahren quadratisch konvergiert.

e Daher muss der zweite Summand in (10) mit dem Fakj@rals Korrekturglied
im Vergleich zuy, sehr klein ausfallen, so dass bei der Auswertung der Differenz
[(2-0® 5 ® ) — 1o ® yo] nach (11) starke AusEchung auftreten muss, die den
grof3en relativen Fehlefg; ) verursacht.

Das Ziel muss daher sein, die Differemz 32 = (2- 6 + %) — y2 auf der Maschine ohne
Ausléschung zu berechnen! Dazu zerlegen wiraalrst den Startweif, mit Hilfe der
folgenden Anweisungen rundungsfehlerfrei in z@euble -Zahlens,, ss:

S1 = Cut26 (go), S9 :go—sl — §0:81+82 =51 D S92, 81,592 68(2,53),

Die C-XSC FunktionCut26 lasst die ersten 26 Mantissenbits uaretért und setzt die
restlichen53 — 26 = 27 Bits auf Null, so dass das Produkt - s; mit seinen maximal
2-26 = 52 < 53 von Null verschiedenen Mantissenbits auf der Maschine stets exakt
ausgewertet wird. Die Differenz — g2 kann jetzt geschrieben werden als:

(12) a—To=02-0+406) -y =(2-0—57)+[0° —s2- (Yo + s1)]

und weger? - § ~ a =~ g2 ~ s? folgt damita — 72 ~ (2 - § — s?), so dass diese Differenz
rundungsfehlerfrei berechnet werden k&nn

2:0—-81=20005 05

In (12) haben wir damit deruf'die Fehlerabs@tzung gewnschten Idealfall, dass zu ei-
nem rundungsfehlerfreien ersten Summandehein fehlerbehafteter aber betragsBing
kleiner Summand...] zu addieren ist, so dass jetzt ein nur kleiner Auswertefebtetdn
vollstandigen Term
G1(0) = 9d05-[2:6-)D{0OIOs1® (P Ds1)}] @
= 91(0)- (1 +€4), leal <elgn)

zur Berechnung von; = g;(d) zu erwarten ist. Die relative Gesamtfehlerschrankst
definiert durch:

o= G0)=q1(0) (1+eg) =Va- (1+eg) (1+e,)
(13) = \/a (1 + gf)v |€dpp| < 5(&]7]9), |591| < 6(91)7
und fiir | /| berechnet sich dann eine Oberschrank@ nach (5) zu:
(14) lefl < e(f) = elapp) + £(g1) - [1 + £(app)];

Die relativen Fehlerschranketiapp), €(g;) und damitz(f) werden berechnet mit dem
folgenden Programmaqrtx2ml_Al.cpp

3Der erfahrene Numeriker wird dieses Ergebnis wegens ~ s? zwar sofort akzeptieren, der ei-
gentliche Beweis ergibt sich jedoch erst durch die gesicherte Fehleebgnh 'mit dem Programm
sqgrtx2ml _Al.cpp von Seite 11.
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/l Programm: sqrtx2m1_Al.cpp;

/I Berechnung der rel. Fehlerschranke eps(f) in Al:

I/l x =1+ DEL, --> x2-1 = 2*DEL + DEL"2;

/I yO = sl+s2; yO = sqrt(x"2-1) = sqrt(2*DEL+DEL"2) ist Startwert
Il x - y0'2 = (2*DEL - s172) + [DEL"2 - s2*(y0O + sl)]

#include "abs_relh.hpp" // Wegen abs_mulhl()
#include "bnd_util.hpp" // Wegen Max_bnd_Xi()
#include "hilfe.hpp" /I Wegen CuT26()
#include <iostream> /I Wegen cout

using namespace CXsc;
using namespace std;

real T_x(const interval& Di, const real& delx)
{ /I Di: Teilintervall von DEL

interval Y0,B,C,D,E,S1,52,G,H;

real si,s2,rel,app,delb,delc,dele,delh;

int ex;

G=Di;
times2pown(G,1); / [ G = 2*Di
abs_mulhl1(Di,delx,Di,delx,H,delh); // H = Di*Di
abs_addh1(G,0,H,delh,C,delc); / /| C = 2*Di + Di*Di

/I delc: abs. Fehlerschranke bez. 2*Di + Di*Di
rel_sqrt_abs(C,delc,YO,app); /I YO = sqrt(2*Di + Di*Di)
/I app: relative Fehlerschranke fuer den Startwert.
D = interval(-app,+app);
D = 0.5 * D*D/(1+D);
app = Sup(D); // app: Schranke des rel. Approximationsfehlers

sl = Cut26(Inf(Y0)); s2 = Cut26(Sup(Y0));

S1 = interval(sl,s2); // yO = sl1+s2; s1 = Cut26(y0)
ex = expo(Sup(Y0));

sl = comp(0.5,ex-25);

S2 = interval(0,s1); // sl in S1 und s2 in S2 enthalten!!

B = S1*S1; /I sl*sl wird stets rundungsfehlerfrei berechnet!
abs_subh1(G,0.0,B,0.0,D,s1); / / D = 2*Di-S1*S1; s1=0 erfuellt

abs_addh1(Y0,0.0,S1,0.0,B,delb); / /| B =y0 + sl
abs_mulh1(B,delb,52,0.0,C,delc); / /| C = s2*(y0 + sl)
abs_subhl(H,delh,C,delc,B,delb); / /[ B = Di*Di - s2*(y0O + sl)
abs_addhl(D,s1,B,delb,E,dele); [/ /| E = (2Di + Di*Di) - y0"2
abs_divh1(E,dele,Y0,0.0,C,delc); / / C = [(2Di+Di*Di)-y0"2]/y0
C = C/2;

delc = delc/2;

rel_addh1(Y0,0.0,C,delc,B,rel); /I rel: rel. Auswertefehler

12
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/I Beruecksichtigung des relativen Approximationsfehlers:
sl addu(1.0,app);

s2 = mulu(si,rel);

rel addu(app,s2);

return rel; // Schranke des relativen Gesamtfehlers.

}
int main()
{
/l 1.000732421875 = 1 + 3*27°(-12) wird exakt gespeichert!
interval X = interval(succ(1.0),1.000732421875),DEL,;
DEL = X - 1;
real bnd, diam = le-6, delx=0;
Max_bnd_Xi(T_x,DEL,delx,diam,bnd);
cout << RndUp << "Rel. Schranke eps(f) = " << bnd << endl;
}
Hinweise:
1. Die FunktionMax_bnd_Xi(T_x,DEL,delx,diam,bnd) unterteilt dasuber-

gebene IntervaDEL mittelsdiam = 1e-6 in TeilintervalleDi , fur die die Funk-
tion T_x(...) die jeweilige relative Fehlerschranke bestimmt, deren Maximum
als Gesamtfehlerschrankéf) = bnd von Max_bnd_Xi(...) zunlickgegeben
wird. Weitere Informationen findet man in [2].

2. Hiré € Di gilt fur die entsprechenden Startwérfg € Y0. Zerlegt man dang, =
s1+s2 mittelssl = Cut26(y0); s2 = y0 - si; so werden die positiven
s1-Werte eingeschlossen dursh € [Cut26(Inf(Y0)), Cut26(Sup(Y0))].

3. Hir die nichtnegatives2 -Werte gilt dann miex = expo(Sup(Y0)) die Ein-
schlieBungs2 € [0, comp(0.5, ex — 25)].

Ergebnis:

Fur alle Maschinenzahlen € A; = [succ(1.0), 1+3-27'%] giltfur den in (13) definierten
relativen Gesamtfehler; nach (14) die Abscitzung:

(15) <e(f, A)) =2.221261 - 1071

U — \/7’

4Wir bezeichnen jetzt die Maschinenzgglmit yO
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5.2.2 Fehlerabschtzung in Ay = [1 + 3 - 2712,1024]

In diesem Bereich liefert die Zerlegungz® — 1 =2-6 + 62 ausA; sehr viel goRere
Auswertefehler, da jetzi> > 2 - § gilt und § ® § nicht rundungsfehlerfrei berechnet
werden kann. Besser ist jetzt die rundungsfehlerfreie Zerlegung ven:; + z, durch
die Anweisungeh x1 = Cut26(x); x2 = x - XI1; und man erAhlt:

(16) a=1-1= (] —-1)+a (v +m) € R,

wobei jetzt der erste Summaie — 1) rundungsfehlerfrei berechnet wird. Wegen der Be-
ziehung(z? —1) > x5 - (z+z;) wird dann bei der Auswertung der rechten Seite von (16)
der relative Fehler nur wenig gi8ér sein als die relative Schranke der Grundoperationen
e(h) = 2752 = 2.220.. - 107 bei nur hochgenauer Arithmetik. Mit der Maschinenzahl

a=(110r101) D0 (z@z)=(r1 21— 1) D1y ® (x D xq)

liefert dann die Anweisung, = sqrt(a) die Maschinenzahj, € S(2, 53) als Startwert
fur den nachfolgenden Newton-Schritt:

- 2 —1 - 1 (72 —-1)— 732 -
‘(yo+ = )E?JO‘F_‘M::QQ("E)EB
Yo 2 Yo

DO | =

(17) hn =

Wie im vorherigen Abschnitt mssen wir jetzt darauf achten, dass der obigdl&r

(2% — 1) — y2 ohne Ausbschung ausgewertet werden kann. Deshalb zerlegen wir den
Startwerty, = s; + s, durch die beiden Anweisungen = Cut26(yy); S2 = Yo — S1;
rundungsfehlerfrei in die beiden Summandgns,, so dass der obigeahler jetzt wie
folgt geschrieben werden kann:

(18) (@ = 1) =g =7 = 1) = si] + {2 @+ 21) — 52 (Yo + 51)},

wobei der erste Summand. | rundungsfehlerfrei berechnet wird und der betragBig”
kleinere zweite Summangl... } mit einem hinreichend kleinen Fehler behaftet ist. Wer-
tet man jetzt mit (18) die Funktiop,(z) aus, so erélit man fir den iny; = g.(z) =
g2(7) - (1 + €4,) definierten relativen Fehler,, wie im vorhergehenden Abschnitt eine
hinreichend kleine Oberschrankgy,).

Der relative Approximationsfehlery, ist fur den Startwerf, definiert durch:

go =sqrt(a) = V2 —1-(1+¢g), |eo] <e(0)

Nach (10) ist dann der relative Approximationsfetdgy, der verbessertenaierungy;
definiert durch:

2
€0

(19) y1=02(T) = Va- (1+ ),  Eapp = 2 (1t

und eine Oberschrankgapp) > ¢,,, ertélt man wieder durch Intervallauswertung des
Quotienten dif e, in (19), wobeis, € [—<(0), +¢(0)] zu beticksichtigen ist.

5Es gelten jetzt die Bezeichnungén:= x, z; = x1 undzy = x2.
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Die relative Gesamtfehlerschrankgeist jetzt wieder definiert durch:

Y1 = 02(7) = g2(7) - (1 +¢y,) = Va- (1 + eapp) - (1 +g,)
(20) = Va-(T+¢p), |eapp| <clapp), leg| < e(g2),

und fiir |¢ ;| berechnet sich dann wieder eine OberschrariKe nach (5) zu:

(21) lef| < e(f) = elapp) +e(g2) - [L + e(app)];

Die relativen Fehlerschranketiapp), €(g2) und damitz(f) werden berechnet mit dem
folgenden Programmaqrtx2ml_A2.cpp

/I Programm: sqrtx2ml_A2.cpp

/I Berechnung des relativen Gesamtfehlers

Il yO +0.5*(x-y0"2)/y0; X = X1+x2; y0 = sl+s2;
/I x-y0"2 = [(x1"2-1)-s172] + [x2*(x+x1)-s2*(y0+s1)]

#include "abs_relh.hpp" // Wegen abs_divh1()
#include "bnd_util.hpp" // Wegen Max_bnd_Xi()
#include "hilfe.hpp" /I Wegen Cut26()
#include <iostream> /I Wegen cout

using namespace CXsc;
using namespace std;

real T_x(const interval& Xi, const real& delx)
{
interval Y0,B,C,D,E,X1,X2,51,52,G,H,P,S;
real r1,r2,rel,app,delb,delc,delh,dele,delg,dels,epO;

int ex;
rl = Cut26(Inf(Xi)); r2 = Cut26(Sup(Xi));
X1 interval(rl,r2); // x=x1+x2; x1=Cut26(x) enthalten in X1

ex = expo(Sup(Xi));
rl = comp(0.5,ex-25);
X2 = interval(0,rl); // x1 in X1 und X2 in X2 enthalten!

H = X1*X1; // Fuer alle x1 aus X1 wird x1*x1 exakt berechnet!
abs_subh1(H,0.0,interval(1),0.0,G,delg); // G=X1*X1-1; delg=0
abs_addh1(Xi,0.0,X1,0.0,E,dele); // E=x + x1
abs_mulh1(X2,0.0,E,dele,S,dels); /I S=x2*(x + x1)
abs_addhl(G,delg,S,dels,C,delc);
Il C=(x1"2-1) + x2*(x+x1) = x"2-1

rel_sqrt_abs(C,delc,Y0,ep0);

/[ Startwert yO=sqrt(x"2-1) enthalten in YO
/I ep0: relative Fehlerschranke fuer den Startwert.
D = interval(-ep0,+ep0);
D = 0.5 * D*D/(1+D);
app = Sup(D); /I app: Relativer Approximationsfehler bez. y1
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rl = Cut26(Inf(Y0));

r2 = Cut26(Sup(Y0));

S1 = interval(rl,r2); // yO = sl+s2; sl = Cut26(y0) aus S1;
ex = expo(Sup(Sl1));

rl = comp(0.5,ex-25);

S2 = interval(0,rl); // sl in S1 und s2 in S2 enthalten!!

B = S1*S1; // s1*sl ist rundungsfehlerfrei, denn 2*26=52<53
abs_subhl1(G,delg,B,0.0,D,rl); /I D = (x1°2-1)-s172;
abs_addh1(Y0,0.0,S1,0.0,B,delb); // B = y0 + s1i;
abs_mulh1(S2,0.0,B,delb,G,delg); // s2*(y0 + sl);
abs_subhl(S,dels,G,delg,B,delb); // X2*(x+x1)-s2*(y0+s1)
abs_addh1(D,r1,B,delb,S,dels); I X - y0'2
abs_divh1(S,dels,Y0,0.0,C,delc); // C = (x-y0"2)/y0

n® o
nm oo

= C/2;
delc = delc/2;
rel_addh1(Y0,0.0,C,delc,B,rel);
Il Beruecksichtigung des Approximationsfehlers:
rl = addu(1.0,app);
r2 = mulu(rel,rl);
rel = addu(app,r2);

return rel; // rel: Schranke des relativen Gesamtfehlers.

}
int main()
{
interval X = interval(1.000732421875,1024);
real bnd, diam = 1le-7, delx=0;
Max_bnd_Xi(T_x,X,delx,diam,bnd);
cout << RndUp << "Relative Fehlerschranke = "
<< bnd << endl;
}
Ergebnis:

Fir alle Maschinenzahleh € A, = [1 + 3 - 2712,1024] gilt fur den in Gleichung (20)
definierten relativen Gesamtfehternach (21) die Abscitzung:

<e(f, As) = 2.221305 - 10716

(22) yl VT ’
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5.2.3 Fehlerabschtzung in A3 = [1024, 44000]

In diesem Bereichd; benutzen wir fast den gleichen Algorithmus wieAn, lediglich
der in (18) angegebene Term

(@ =1) =% = (=1 = 1) = s7] + {22 - @+ 21) — 52+ (Yo + 51)}
wird jetzt wie folgt umgeschrieben:
(23) (@ = 1) =3 = (21 = s1) = Y+ {22 @+ 21) = 52+ (%o + 51)},

d.h. in den beiden Summandgn.] wird lediglich die Summationsreihenfolgeayelert,

um den relativen Auswertefehler dieses Terms zu minimierengilste S(2,53)
dann wieder die auf der Maschine ausgewertete NewiameNing, so wird der durch

y1 = V2?2 — 1. (1 + ¢y) definierte relative Gesamtfehler durch das folgende Programm
sqrtx2ml1l_A3.cpp abgeschtzt:

/I Programm: sqrtx2m1_A3.cpp

/I Berechnung des relativen Gesamtfehlers

/I yO +0.5*(x-y0"2)/y0

/I X = x1+x2; y0 = sl+s2;

Il x-y0"2 = [(x1"2-s172)-1] + [x2*(x+x1)-s2*(yO+s1)]

#include "abs_relh.hpp" // Wegen abs_divh1()
#include "bnd_util.hpp" // Wegen Max_bnd_Xi()
#include "hilfe.hpp" /I Wegen Cut26()
#include <iostream> /l Wegen cout

using namespace CXsc;
using namespace std;

real T_x(const interval& Xi, const real& delx)
{
interval Y0,B,C,D,E,X1,X2,51,S2,G,H,P,S;
real r1,r2,rel,app,delb,delc,delh,dele,delg,dels,epO;

int ex;

rl = Cut26(Inf(Xi)); r2 = Cut26(Sup(Xi));

X1 = interval(rl,r2); /| x=x1+x2; x1=Cut26(x) enthalten in X1
ex = expo(Sup(Xi));

rl = comp(0.5,ex-25);

X2 = interval(0,r1); // x1 in X1 und x2 in X2 enthalten!

H = X1*X1; // Fuer alle x1 aus X1 wird x1*x1 exakt berechnet!
abs_subhl1(H,0.0,interval(1),0.0,G,delg);

Il G = X1*X1-1; delg=0
= x + x1
= x2*(x + x1)

abs_addh1(Xi,0.0,X1,0.0,E,dele); /I E
abs_mulh1(X2,0.0,E,dele,S,dels); /I S
abs_addhl1(G,delg,S,dels,C,delc);
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}

Il C = (x1"2-1) + x2*(x+x1) = x"2-1
rel_sqrt_abs(C,delc,Y0,ep0);
/[ Startwert yO = sqrt(x"2-1) enthalten in YO;
/I ep0: relative Fehlerschranke fuer den Startwert.
D = interval(-ep0,+ep0);
D = 0.5 * D*D/(1+D);
app = Sup(D); /I app: Relativer Approximationsfehler bez. y1

rl = Cut26(Inf(Y0)); r2 = Cut26(Sup(Y0));

S1 = interval(rl,r2); // yO = sl+s2; sl = Cut26(y0) aus S1,
ex = expo(Sup(Sl));

rl = comp(0.5,ex-25);

S2 = interval(0,rl); // sl in S1 und s2 in S2 enthalten!!

B = S1*S1; // s1*sl ist rundungsfehlerfrei, denn 2*26=52 < 53
abs_subh1(H,0.0,B,0.0,P,r2); Il P = x1"2 - s1°2;
abs_subhl1(P,r2,interval(1),0.0,D,r1); / / D = (x1"2 - s172)-1;
abs_addh1(Y0,0.0,S1,0.0,B,delb); // y0 + sl;
abs_mulh1(S2,0.0,B,delb,G,delg); // s2*(y0 + sl);
abs_subhl(S,dels,G,delg,B,delb); // X2*(x+x1)-s2*(y0+s1)
abs_addh1(D,r1,B,delb,S,dels); I X - y0'2
abs_divh1(S,dels,Y0,0.0,C,delc); // C = (x-y0"2)/y0

= C/2; delc = delc/2;
rel_addh1(Y0,0.0,C,delc,B,rel);

nPeow

/I Beruecksichtigung des Approximationsfehlers:

rl = addu(1.0,app);

r2 = mulu(rel,rl);

rel = addu(app,r2);

return rel; // rel: Schranke des relativen Gesamtfehlers.

int main()

{

}

interval X = interval(1.5,2.5);

real bnd, diam = 1le-6, delx=0;

Max_bnd_Xi(T_x,X,delx,diam,bnd);

cout << RndUp << "Relative Fehlerschranke = " << bnd << endl;

Ergebnis:

Fir alle Maschinenzahlen € A; = [1024, 44000] gilt fur den relativen Gesamtfehlef
die Abscladtzung:

(24)

o Vel ’ < e(f, Ay) = 2.220461 - 10716
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5.2.4 Fehlerabschtzung in A, = [44000, MaxReal]
In diesem Bereich benutzen wir die Approximation:
1
(25) 22— 1~ gy(x) =a— o 2 > 44000;
X

Eine Oberschrankeuf"den durchg,(z) = va? —1 - (1 4 &,,,) definierten relativen
Approximationsfehlet,,, findet man wie folgt:

‘\/m_(@«—i) [m—(x—ﬁ)}'[vaﬂ—lﬂx—i)]i
o— Vil =1 [Va2 =1+ (- &)]

o1 (oo g)’
VET [V T+ (o= 1)
1

422 - (22 — 1)

<

Da die rechte Seite monotoallt; gilt die Abschitzung:

'm—@—%)

2?2 —1

1

6.671- 10720 =
= 1440002 - (440002 — 1) © =(app)

Die Auswertung der Funktiog, () erfolgt fur allez € A, auf der Maschine durch:

94(7) = TS 050 (107) =g4(T) - (1 +e5) len| <e(ga)

= V2= 1-(I+eap) (1+e4) = Va2 —1-(1+¢),
und fiir den relativen Gesamtfehler gilt wieder die Abschtzung:
les| < e(f) =elapp) +£(ga) - [1 + e(app)]

Die Berechnung einer Oberschrankg’) des relativen Gesamtfehlers erfolgt mit dem
nachfolgenden Programsgrtx2ml_A4.cpp

/I Programm: sqrtx2m1_A4.cpp
/I Berechnung des relativen Gesamtfehlers von:
/I sqrt(x"2-1) approx x-1/(2*x) fuer x aus [44000,MaxReal]

#include "abs_relh.hpp" // Wegen abs_divh1()
#include "bnd_util.hpp" // Wegen Max_bnd_Xi()
#include <iostream> /I Wegen cout

using namespace CXsc;
using namespace std;

81m Programnsqrtx2ml _Ad.cpp wird der Approximationsfehler in jedem Teilintervall einzeln ab-
gesclatzt.
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real T_x(const interval& Xi, const real& delx)

{
interval A,B;
real app,rel,rela,delb;
abs_divhi(interval(1),0.0,Xi,delx,A,app); / I A = 1/Xi
abs_divh1(A,app,interval(2),0.0,B,delb); / /[ B = [1/Xi]/2
rel_subh1(Xi,0.0,B,delb,A rela); A = Xi - [1/Xi]/2
/I rela: relativer Auswertefehler von x - [1/x]/2
/I Berechnung des relativen Approximationsfehlers:
B = Xi*Xi;
A =1/ (4*B*B-1));
app = Sup(A); /I app: relativer Approximationsfehler
/I Beruecksichtigung des Approximationsfehlers:
rel = addu(1.0,app);
delb = mulu(rel,rela);
rel = addu(app,delb);
return rel; /I Rueckgabe einer Schranke rel des
/Il relativen Gesamtfehlers.
}
int main()
{
interval X = interval(44000,1e10);
real bnd, diam = 1le-5, delx=0;
Max_bnd_Xi(T_x,X,delx,diam,bnd);
cout << RndUp << "Relative Fehlerschranke = "
<< bnd << endl;
}
Ergebnis:

Fur alle Maschinenzahlen € A4 = [44000, MaxReal] gilt fur den relativen Gesamtfehler
ey die Absclatzung:

ga(z) —va? —1

22 —1

(26) <e(f,Ay) =2.221114-1071°
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Zusammenfassung:

Bezeichnen wir in den vier Teilbereicheh mit g;(z) € 5(2,53) den auf der Maschine
berechneten Aherungswertui’ den exakten Funktionswettz? — 1 € IR, so gilt flir
die durchg,;(z) = V22 — 1 - (1 + ¢,) definierten relativen Gesamtfehlq. im ganzen
Definitionsbereichz| € [1, MaxReal] die Absclatzung:

9:(T) — va*
\/7

< max {e(f, A)} = 2.221305 - 107" =: (/)

les| =

i

Bei vorausgesetzter hochgenauer Arithmetik ist die relative Fehlerschranke der Grund-
operationen gegeben dureti) := 2752 = 2.2204...- 10!, Da die obige Schranke

e(f) nur minimal gol3er ist als:(h), habe wir fir f(x ) va? — 1 beaiglich der Feh-
lerschranke einen nahezu optimalen AIgonthmusadeLasst man etwas gBere Feh-
lerschranken zu, so kann die Laufzeit der jeweiligen Implementierung nur gegiggf”
verbessert werden. Die Funktigifz) = +/z? — 1 wird daher in C-XSC durch den in
diesem Abschnitt beschriebenen Algorithmus realisiert, vgl. dazu auch den Quelltext auf
Seite 23.

6 Intervallargumente

Mit der Vereinbarungnterval x; wird ein Maschinenintervalt C D, vorgegeben,
und fir alle reellenz € x ist eine MaschineneinschlieBuigles Wertebereichs

(27) WX::{yEB’y:\/xQ—l/\xEX}CWEIR

gesucht. Wegerf(z) = f(|x|) kann man sich besclinken auf das Argumentintervall
z = abs(x) ,wobeiabs(x) := {|r||r € z} die Menge der Absolutbetge ist. Es gilt
alsoW, = W,. Da f(z) = vx? — 1 fur allex € z monoton véchst, ist die Berechnung
der gesuchten EinschlieBuMgecht einfach:

Zur Berechnung voitnf(W)  bestimmt man zuachstrl=Sqrtx2m1(Inf(z))
und muss dann diesen Maschinenwert nochgrsgrtx2mim < 1 multiplizieren, um
eine garantierte Unterschranke aller Funktionswgftg, mitz € z zu erhalten. Mit Hilfe
der obigen Fehlerschrankéf) wird g_sqrtx2mlm vorher durch Aufruf der Funktion
eps2fractions(...) aus dem Modubnd _util  berechnet. Weitere Einzelheite
dazu findet man in [2].

Die Berechnung vorSup(W) erfolgt ganz analog. Man berechnet achst wie-
derr2=Sqrtx2m1(Sup(z)) und muss dann noch abschlieRend mit der Konstanten
g-sqrtx2mlp > 1 multiplizieren, um eine garantierte Oberschranke aller Funktions-
werte f(z), mit x € z zu erhalten. Im Fallexpo(Sup(z)) >= 26 ist jedochSup(z)
wegeny/z? — 1 < |z| die optimale Oberschranke, vgl. dazu Seite 23, ... .
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7 Numerische Ergebnisse

Punktargumente:
1. z=1 ~»  8qrtx2mi(z) = 0.00000000000000000000E+000
2. 7 = succ(1.0) ~»  Sqrtx2ml(7) = 2.10734242554470173340E-008
3. x=1.0009765625 ~» Sqrtx2mi(z) = 4.42049621006104509480E-002
4. z =1.03125 ~»  Sqrtx2mi(z) = 2.51945554634329660360E-001
5. =2 ~  Sqrtx2mi(z) = 1.73205080756887719318E+000
6. = =520 ~»  8qrtx2mi1(z) = 5.19999038460649444460E+002
7. T=1024 ~  Sqrtx2mi1(z) = 1.02399951171863358468E+003
8. x=1025 ~  Sqrtx2mi(z) = 1.02499951219500576372E+003
9. =z =44000 ~  Sqrtx2mi(z) = 4.39999999886363657424E+004
10. Z = MaxReal ~»  Sqrtx2mi(z) = 1.79769313486231570815E+308

Intervallargumente:

1.

10.

11.

x =[1,1]
~ Wy C W C [0.000000000000000E+000,0.000000000000000E+000

x = [succ(1.0),succ(1.0) ]
~ Wy CWC[2.107342425544700E-008,2.107342425544705E-008

X

[1,2]
~ Wy C W C [0.000000000000000E+000,1.732050807568880E+000

x = [1.03125,1.03125]
~ Wy CWC[2.519455546343294E-001,2.519455546343300E-001

2,2]
~ Wy CWwC[1.732050807568876E+000,1.732050807568880E+000

M
I

520, 520]
~ Wy C W C [5.199990384606491E+002,5.199990384606501E+002

X

x = [1025, 1025]
~ Wy C W C [1.024999512195005E+003,1.024999512195007E+003

x = [32345678, 32345678|
~ Wy CWC[3.234567799999996E+007,3.234567800000003E+007

x = [42345678,42345678|
~ Wy CWC[4.234567799999995E+007,4.234567800000000E+007

x = [44000, 44000]
~ Wy C W C [4.399999998863633E+004,4.399999998863642E+004

x = [MaxReal,MaxReal |
~ Wy CWC[1.797693134862314E+308,1.797693134862316E+308

22
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8 Quelltext fir Punkt- und Intervallargumente

/I Programm sqgrtx2ml.cpp zur Auswertung der Funktion
/I sqrt(x"2-1) fuer Punktargumente x aus [1,MaxReal]

/I und fuer Intervallargumente.

#include <rmath.hpp> /I Wegen sqrt()

#include <interval.hpp>

#include "hilfe.hpp" // Wegen Cut26()

#include <iostream>

using namespace std;
using namespace CXsc;

real g_sqrtx2m1p(4503599627370501.0/4503599627370496.0);
real g_sqrtx2m1m(9007199254740986.0/9007199254740992.0);

real Sgrtx2ml(const real& Xx)
{ Il sqrt(x"2-1); rel. Fehlerschranke: eps = 2.221305E-16
const real c1 = 1.000732421875,
c2 = 44000.0,
c3 1024.0; // cl1,c2,c3 werden exakt gespeichert

real res,ep,ep2,s1,s2,x1,x2,arg=x;

if (sign(arg)<0) arg = -arg; // arg = |[x| >= 0

if (arg <= cl) {/ [ X = 1+ep; x2-1 = 2*ep + ep2;
ep = x - 1; 1/ Differenz rundungsfehlerfrei!
ep2 = ep*ep; [/l ep2 i.a. fehlerbehaftet!
times2pown(ep,1); // ep = 2*ep;
res = sgrt(ep+ep2); // res=y0: Startwert;
Il x - y0O'2 = (2*eps - s1°2) + [eps™2 - s2*(y0 + s1)]
sl = Cut26(res); s2 = res - sl; // Startwert = sl + s2;
arg = ep - sl*sl; /Il arg = 2*eps - s1°2;
arg += (ep2 - s2*(res+sl)); /I arg =X - y02
if (sign(arg)>0) {
arg = arg / res;
times2pown(arg,-1);
res += arg; // 1. Newton-Schritt beendet;
} I eps = 2.221261E-16

} else if (arg<c2) {
/I x-y0"2 = [(x1"2-1)-s172] + [x2*(x+x1)-s2*(y0+sl)]
x1 = Cut26(arg); x2 = arg - x1; /I arg = x = x1 + x2;
ep2 = x2*(arg+x1); // ep2 ist fehlerbehaftet
X2 x1*x1; ep = x2-1;
res = sqrt(ep+ep2); // res ist Startwert fuer das

/I folgende Newton-Verfahren.

sl = Cut26(res); s2 = res - sl; [/l Startwert = s1 + s2;
ep2 = ep2 - s2 * (res+sl); /| ep2=[x2*(x+x1)-s2*(y0+s1)]
if (arg<c3) ep -= si*sl; [/l ep = (x1"2-1) - s172;
else {

23
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X2 -= sl*sl; /| x2 = x1"2-s172
ep = x2 -1;} Il ep = (x1"2-s172) - 1,
ep += ep2; Il ep = x - y0°2;
ep /= res;
times2pown(ep,-1);
res = res + ep; /I 1. Newtonschritt in hoher Genauigkeit
/! beendet; eps = 2.221305E-16
} else { // arg = |x| >= 44000;
res = -1/arg;
times2pown(res,-1); // Multiplikation mit 0.5;
res += arg; [/l res = x - 1/(2*X); eps = 2.221114E-16
}

return res;
} /I Sqrtx2ml (Punktargumente)

interval Sqgrtx2ml(const interval& Xx)
{
interval z = abs(x);
real rl,r2;
rl = sqgrtx2ml(Inf(z)) * q_sqrtx2mim;
r2 = Sup(z);
if (expo(r2)<26)
r2 = sqrtx2mi(r2) * q_sqgrtx2mlp;
Il expo(r2) >= 26 --> r2 = Sup(z) ist optimale Oberschranke!

return interval(rl,r2);
} /I Sgrtx2ml (Intervallargumente)

int main()
{
interval X,y;
while (1) {
cout << "interval x = ?" << endl;
cin >> x;

y = Sgrtx2m1(x);
cout << SetPrecision(20,20) << Scientific
<< "Sgrtx2mi(x) = " << y << endl << endl;

}

Hinweis:

Zur Vermeidung von Namenskonflikten beldersetzen des obigen C-XSC Programms
sqrix2ml.cpp  wurden beide Funktionen m@qgrtx2ml1 bezeichnet. Die gleichen
Funktionen sind in C-XSC unter dem Namsgrtx2ml deklariert, fir Punktargumente

in rmath.hpp und fiir Intervallargumente irmath.hpp
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