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2 1 ZUSAMMENFASSUNG1 ZusammenfassungDas Paket intpak der Share-Library von Maple stellt ein erstes experimentellesIntervallarithmetikpaket dem Benutzer zur Verf�ugung. Es umfa�t unter anderemden neuen Datentyp interval (Langzahlintervalle), die zugeh�origen arithmetischenGrundoperationen, Verbandsoperationen wie Durchschnitt und Vereinigung, einigeelementare (Langzahl-)Intervallfunktionen sowie ein Kommando, welches gegebeneAusdr�ucke automatisch in Intervallausdr�ucke umformt.Die Erweiterung intpakX erg�anzt das Paket intpak in wesentlichen Punkten. Z.B. wird die sogenannte erweiterte Intervalldivision zur Verf�ugung gestellt, es �ndetsich die Realisierung eines Intervallnewtonverfahrens, eine komplexe Kreisscheibe-narithmetik, eine Erweiterung der Exponentialfunktion auf Kreisscheibenintervallesowie die Realisierung verschiedener Algorithmen zur Einschlie�ung des Werteberei-ches eines komplexen Polynoms (mit zentrierter Multiplikation, mit 
�achenoptima-ler Multiplikation). Dar�uber hinaus zielt die Erweiterung durch die Bereitstellunggeeigneter Prozeduren auf die graphische Veranschaulichung von Veri�kationsalgo-rithmen (z. B. Nullstellensuche, lineare, quadratische Wertebereichseinschlie�ungen,Berechnungen mit Kreisscheibenintervallen). Die Bildschirmausgabe der Graphik-routinen ist (im Gegensatz zu den in diesem Bericht wiedergegebenen Abbildungen)farbig.Die aktuellen Quellen (ca. 2000 Zeilen Maple-Code) der Erweiterung intpakX sindfrei verf�ugbar und k�onnen via ftp vom Serveriamk4515.mathematik.uni-karlsruhe.deim Verzeichnis /pub/iwrmm/maple/software abgerufen werden.Key Words:MapleV, Interval Analysis, Validated Computations, Disk Arithmetic,Visualization of Self Validating Numerical AlgorithmsMSC: 65G05, 65G10, 68M15



32 Zum Programmpaket intpak2.1 FunktionsumfangDas in der Share-Library von Maple enthaltene Intervallpaket intpak umfa�t{ den neuen Datentyp interval (Langzahlintervalle),{ die zugeh�origen arithmetischen Grundoperationen,{ elementare Intervallfunktionen und{ einige Hilfsfunktionen.Der Datentyp intervalEine Variable x ist vom Typ interval, falls x eine leere Liste ist, oder fallsx = [x1; x2] eine Liste mit zwei Elementen ist. Die beiden Intervallgrenzen xi, i = 1; 2m�ussen eine der folgenden Bedingungen erf�ullen:{ xi ist eine reelle Zahl vom Typ float oder xi ist gleich 0.{ xi 2 f�infinity; infinityg.{ xi ist eine in Maple vorde�nierte Konstante (dazu geh�oren Pi, gamma,Catalan, FAIL, false, true und infinity).Bemerkung: Zahlen vom Typ integer oder vom Typ fraction sind als Intervall-grenzen nicht zugelassen!Arithmetische GrundoperationenDie implementierten Grundoperationen sind &+, &�, &�, &= und inv. Ihre Ein-gabeparameter m�ussen entweder vom Typ interval oder vom Typ num or FAILsein. Ausgegeben wird ein Intervall.Eine Variable ist vom Typ num or FAIL, falls ihr Wert eine Zahl (d. h. die Variableist vom Typ numeric ), �infinity oder eine in Maple vorde�nierte Konstante(siehe oben) ist.Bemerkung:Die Priorit�aten f�ur die sogenannten `inerten` Operatoren &+, &�, &�,&= sind in Maple �argerlicherweise so festgelegt, da� &+ und &� h�ohere Priorit�athaben als &� und &=. Bei Ausdr�ucken mu� deshalb h�au�g geklammert werden!



4 2 ZUM PROGRAMMPAKET INTPAKElementare IntervallfunktionenDie implementierten Intervallfunktionen sind &sqr, &sqrt, &ln, &exp, &��,&intpower, &sin, &cos, &tan, &arcsin, &arccos, &arctan, &sinh, &coshund &tanh. Es wird davon ausgegangen, da� die entsprechenden mathematischenFunktionen in Maple maximal um 0:6 ulp von den exakten Ergebnissen abweichen.Diese Annahme wird im Maple-Handbuch jedoch nirgends best�atigt!Die meisten Bezeichnungen sind selbsterkl�arend. Die Operation &intpower ent-spricht der Funktion xn, wobei n eine nat�urliche Zahl ist. Der Operator &�� ent-spricht der Funktion x�, wobei � ein Intervall, eine ganze Zahl oder eine Zahl vomTyp float bedeuten kann.HilfsfunktionenDie Funktion construct erzeugt aus einer Zahl oder einem Zahlenpaar ein Elementvom Typ interval. Als optionaler Parameter kann der String `rounded` angegebenwerden. In diesem Fall werden die Intervallgrenzen um ein ulp nach unten bzw. nachoben gerundet. Dies wird mit Hilfe der Funktionen ru (Interval Round Up) undrd (Interval Round Down) realisiert. Zu beachten ist, da� die Eingabeparametervon ru und rd vom Typ float sein m�ussen.Ebenfalls vorhanden sind die Funktionen midpoint, width, &intersect, &unionund is in. Die Funktion width berechnet den Durchmesser und midpoint eineEinschlie�ung f�ur den Mittelpunkt eines Intervalls.F�ur die Umformung eines Ausdruck in einen Intervallausdruck bzw. in eine Intervall-funktion stehen die Kommandos `convert/interval` und inapply zur Verf�ugung.2.2 Erste BerechnungsbeispieleDas Intervallpaket intpak kann folgenderma�en eingelesen werden:> with(share):See ?share and ?share,contents for information about the share library> with(intpak); [init ]



2.2 Erste Berechnungsbeispiele 5Man beachte, da� in Maple Gro�- und Kleinschreibung signi�kant ist.Beispiel 1: Der Datentyp intervalIntervallgrenzen vom Typ integer sind nicht zugelassen:> x:=[1,2]; x := [1; 2]> type(x,interval); false> x:=construct(1,2); type(x,interval);x := [1:; 2:]trueEinschliessendes Intervall generieren:> construct(1,rounded);[:999999999; 1:000000001]> y:=construct(1,infinity,rounded);y := [:999999999; 1]> type(y,interval); trueDurchmesser und Einschlie�ung des Mittelpunktes eines Intervalls:> width(x); width(y); 1:1> midpoint(x); [1:499999999; 1:500000001]Beispiel 2: Mengenoperationen> x:=[1.,3.]; y:=[2.,infinity]; z:=[4.,5.];x := [1:; 3:]y := [2:;1]z := [4:; 5:]> x &union y; [1:; 1]> x &union z; [1:; 3:]; [4:; 5:]



6 2 ZUM PROGRAMMPAKET INTPAKDie Ergebnismenge besteht aus zwei Intervallen. &union berechnet also nichtdie Intervallh�ulle.Dazu steht in intpakXdie Prozedur &Convex Hull zur Verf�ugung.> x &intersect y; [2:; 3:]> x[1]; 1:> is_in(x[1],y); false> is_in(z,y); trueBeispiel 3: Arithmetische Operationen und Intervallfunktionen> [1.,2.] &+ 3 &* 0; # Falsche Prioritaeten der Operatoren[0; 0]> [1.,2.] &+ (3 &* 0);[:999999999; 2:000000001]> [-1.,2.] &intpower 3;[�1:000000001; 8:000000001]> &sqr(&cosh(1)) &- &sqr(&sinh(1));[:9999999919; 1:000000008]Beispiel 4: Wertebereicheinschlie�ungenEinschlie�ung des Wertebereichs von f(x) := x3 � x2 � x + 1 �uber dem Intervall[0; 0:5] durch intervallm�a�ige Auswertung, mit Hilfe der Mittelwertform und unterBeachtung der Monotonieeigenschaften von f .> x:='x'; # Variable freigebenx := x> f:=x^3-x^2-x+1; f := x3 � x2 � x+ 1> F:=inapply(f,x); # Umwandlung von f in eine IntervallfunktionF := x! (x `&intpower`3) `& + `(((�1) `& � ` (x `&intpower`2)) `& + ` (((�1) `& � `x) `& + ` 1))Umwandlung der Ableitung f 0 von f in eine Intervallfunktion> dF:=inapply(diff(f,x),x);dF := x! (3 `& � ` (x `&intpower`2)) `& + ` (((�2) `& � `x) `& + ` (�1))



2.3 Notwendige Korrekturen und �Anderungen 7Einschliessung des Wertebereichs von f �uber dem Intervall [0,0.5]> X:=[0,0.5]; X := [0; :5]> mid_X:=midpoint(X);mid X := [:2499999999; :2500000002]> r_i:=F(X); # intervallmaessige Auswertungr i := [:2499999994; 1:125000003]> r_m:=F(mid_X) &- ( dF(X) &* (X &- mid_X) ); # Mittelwertformr m := [:2031249977; 1:203125003]Die intervallm�a�ige Auswertung von f 0 �uber dem Intervall X = [0; 0:5] zeigt, da� fmonoton fallend ist in X.> dF([0,0.5]); [�2:000000003; �:2499999985]Der exakte Wertebereich von f �uber X ist das Intervall [0:375; 1]. Eine sehr engeWertebereicheinschlie�ung kann man folgenderma�en berechnen:> r_e:=construct(F(X[2])[1],F(X[1])[2]);r e := [:3749999993; 1:000000003]F(X[2]) berechnet die intervallm�a�ige Auswertung von f an der Stelle X[2]= 0:5.F(X[2])[1] liefert die linke Intervallgrenze von F(X[2]), also eine gesicherteuntere Schranke f�ur das Minimum von f �uber dem Intervall [0; 0:5].Um nachzupr�ufen, ob die `exakte` Wertebereicheinschlie�ung r e im Durchschnittder oben berechneten Einschlie�ungen r i und r m enthalten ist, kann man z. B. dieProzedur is in verwenden.> is_in(r_e, r_i &intersect r_m);true2.3 Notwendige Korrekturen und �AnderungenIn diesem Abschnitt werden einige Fehler in der Implementierung der intpak-Prozedur `convert/interval` angesprochen, die durch die Erweiterung intpakXbehoben worden sind. Au�erdem wird auf einige im Hinblick auf intpakX vorge-nommene �Anderungen in der De�nition des Typs interval comp und der Imple-mentierung der Prozeduren is in, Interval power und construct hingewiesen.



8 2 ZUM PROGRAMMPAKET INTPAKDie Prozeduren `convert/interval` und inapplyDas Kommando inapply soll(!) einen Ausdruck in eine Intervallfunktion umformenund ist daher f�ur die Erstellung von Prozeduren, die auf das Package intpakaufbauen, sehr hilfreich (siehe auch Beispiel 4, Abschnitt 2.2). Die Transformationerfolgt in zwei Schritten. Zuerst wird der eingegebene Ausdruck mit Hilfe desKommandos `convert/interval` in einen Intervallausdruck umgeformt. Anschlie-�end wird mit dem Maple-Kommando unapply aus dem Intervallausdruck eineIntervallfunktion erzeugt.Leider haben sich in die Implementierung des Kommandos `convert/interval`einige Fehler eingeschlichen, die sich beim Aufruf von inapply bemerkbar machen:1. Der Aufruf> inapply(0.5*t,t);Error, (in type/interval\_comp) too many levels of recursionf�uhrt zu einer Fehlermeldung. Die Prozedur `convert/interval` gelangt n�amlichin eine Endlosschleife, wenn in einem Ausdruck ein Produkt auftritt, bei dem einerder Faktoren vom Typ float ist.2. Umwandlung von f(t) := pt in eine Intervallfunktion:> f:=inapply(sqrt(t),t);f := t! t `&^` 12Eigentlich h�atte man erwartet, da� f :=&sqrt zur�uckgegeben wird. Aber Maplewandelt den Ausdruck pt in t1=2 um, noch ehe die Prozedur inapply zum Zugekommt. Wenn man nun z. B. f([4:; 9:]) berechnen m�ochte, so wird der Ausdruckunausgewertet zur�uckgegeben, da der Operator &^ in intpak nicht de�niert ist:> f([4.,9.]); [4:; 9:] &^ 12Die korrekte Operatornotation f�ur die in intpak de�nierte ProzedurInterval power w�are &��. Allerdings liefert der Aufruf> [4.,9.] &** (1/2); [4:; 9:] & � � 12



2.3 Notwendige Korrekturen und �Anderungen 9ebenfalls nicht das gew�unschte Ergebnis, da die Prozedur Interval power alszweites Argument keine rationalen Zahlen zul�a�t.> [4.,9.] &** 0.5; [1:999999999; 3:000000001]liefert endlich das gew�unschte Ergebnis.3. Bei der �Ubertragung des Intervallpakets von Release 4 nach Release 5 hat sichzus�atzlich noch ein Fehler eingeschlichen. Die globale Variable Interval fnlist,die f�ur die Transformation der Standardfunktionen in die entsprechenden Intervall-funktionen verantwortlich ist, ist dabei verlorengegangen.> inapply(sin(x),x);Error, (in convert/interval) wrong number (or type) of parameters infunction subsUm mit inapply auch Ausdr�ucke, die Standardfunktionen enthalten, verarbeitenzu k�onnen, mu� man daher die Erweiterung intpakX verwenden. Die VariableInterval fnlistwird dabei durch das Laden von intpakX automatisch initialisiert.Mit der im Package intpakX enthaltenen verbesserten Version der Prozedur`convert/interval` erh�alt man z. B.:> f:=inapply(0.5*t,t); f := t! :5 `& � ` t> f(2); [:999999999; 1:000000001]> f:=inapply(sqrt(t),t); f := &sqrt> f([4.,9.]); [1:999999999; 3:000000001]> f:=inapply(sin(x)+x,x);f := x! `&sin`(x) `& + `x> f(0); [0; 0]



10 2 ZUM PROGRAMMPAKET INTPAKDie Prozedur Interval powerUm die Auswertung von z. B. der zweiten Ableitung von f(x) := pxf 00(x) = �14x� 32intervallm�a�ig zu erm�oglichen, wurde die Prozedur Interval power (alias &��) soerg�anzt, da� als zweiter Parameter auch rationale Zahlen zul�assig sind.Berechnung von f 00(4) mit Gleitkommaarithmetik> evalf(-1/4*4^(-3/2)); �:03125000000Intervallm�a�ige Auswertung von f 00(4)> df2:=inapply(diff(sqrt(x),x$2),x);df2 := x! (�14 ) `& � ` (x `& � �` (�32 ))> df2(4); [�:03125000004; �:03124999997]Die Datentypen interval comp und intervalLaut De�nition des Typs interval comp sind die in Maple vorde�nierten Kon-stanten Pi, gamma, Catalan, false und true in intpak als Intervallgrenzenzugelassen. Allerdings wird das bei der Implementierung des Typs interval sowiebei der Implementierung der Grundoperationen und der elementaren Intervall-funktionen nicht ber�ucksichtigt und f�uhrt daher zu unerwarteten Ergebnissen oderFehlermeldungen. Beispiele:> type([1.,Pi],interval);Error, (in intpak/max) cannot evaluate boolean> &sinh([-infinity,Pi]);Error, (in Interval\_ulp) improper op or subscript selector> 1. &+ [Pi,infinity];[1:+ � � Float(1; �8 + �); 1]



2.3 Notwendige Korrekturen und �Anderungen 11Im letzten Fall erfolgt keine Fehlermeldung, aber das Ergebnis ist nicht vom Typinterval. Ein �ahnliches Verhalten tritt auch bei den anderen oben genannten Kon-stanten auf. Daher enth�alt das Intervallpaket intpakX eine ge�anderte Version desDatentyps interval comp, bei der die Maple-Konstanten Pi, gamma, Catalan,false und true als Intervallkomponenten (d. h. als Intervallgrenzen) nicht mehrzugelassen sind.Dies bedeutet keine wesentliche Einschr�ankung, da bei der Durchf�uhrung vonIntervalloperationen die Konstanten Pi, gamma und Catalan sowieso zuerst inZahlen vom Typ float umgewandelt werden. Beispiel:> &sin(Pi); [�:979323846265 10�11; :102067615375 10�10]Die Prozedur is inDie intpak-Prozedur is in hat zwei Eingabeparameter und pr�uft nach, ob der ersteParameter in dem zweiten Parameter enthalten ist (im Sinne der Mengentheorie).Als Eingabeparameter sind Variablen vom Typ interval, Zahlen vom Typ numericund die Werte FAIL, infinity und -infinity zugelassen. Insbesondere sind alsoauch Zahlen vom Typ rational, welche bisher auf falsche Ergebnisse f�uhrten,erlaubt. Beispiel> Digits; # Rechengenauigkeit 10> is_in(1/3,[0.3333333332,0.3333333333]);trueDas Ergebnis ist o�ensichtlich falsch, denn1=3 =2 [0:3333333332; 0:3333333333]:Zu fehlerhaften Ergebnissen kommt es nat�urlich auch, falls als EingabeparameterZahlen vom Typ float verwendet werden, deren L�ange den aktuellen Wert derVariablen Digits �uberschreitet.> is_in(1.9999999999,[2.,2.]);trueAuch das Maple-Kommando evalb liefert in beiden F�allen falsche Ergebnisse, dain dem logischen Ausdruck Gleitkommazahlen auftreten.> evalb((0.3333333332 <= 1/3) and (1/3 <= 0.3333333333));true



12 2 ZUM PROGRAMMPAKET INTPAK> evalb(2. <= 1.9999999999); trueSind alle Eingabeparameter jedoch rationale Zahlen, so ist das Ergebnis beiVerwendung von evalb korrekt, w�ahrend is in auch in diesem Fall ein falschesErgebnis liefert.> is_in(1/3,3333333333/10^10);true> evalb(1/3 = 3333333333/10^10);falseUm also die Prozedur is in so zu verbessern, da� sie auch bei Verwendung vonrationalen oder `zu langen` Gleitkommazahlen ein korrektes Ergebnis liefert, mu�die exakte rationale Langzahlarithmetik von Maple verwendet werden.Um dies zu erreichen mu� man eine Zahl vom Typ float ohne `Konversionsfehler`in eine Zahl vom Typ rational umwandeln k�onnen. Das Maple-Kommandoconvert/rational kann dazu leider nicht verwendet werden.> convert(0.3333333333,rational);13Mit Hilfe des Maple-Kommandos op scheint es jedoch m�oglich, fehlerfreie Transfor-mationen durchf�uhren zu k�onnen.> x:=0.3333333333; x := :3333333333Umwandlung von x in eine rationale Zahl:> x_rational:=op(1,x) * 10^op(2,x);x rational := 333333333310000000000Ist x = x rational ?> evalb((x <= x_rational) and (x_rational <= x));trueIst x = 1/3 ?> evalb((x <= (1/3)) and ((1/3) <= x));true



2.3 Notwendige Korrekturen und �Anderungen 13Ist x rational = 1/3 ?> evalb((x_rational <= (1/3)) and ((1/3) <= x_rational));falseDie Erweiterung intpakX enth�alt das Kommando `intpakX/greater`, das mitHilfe der oben gezeigten Transformation und der Langzahlarithmetik von Maplenachpr�uft, ob der erste Eingabeparameter gr�o�er gleich dem zweiten Eingabepa-rameter ist. Unter Verwendung dieses Kommandos wurde die Prozedur is in soabge�andert, da� sie auch dann ein korrektes Ergebnis liefert, wenn eine der Zahlenrational ist oder wenn die L�ange der eingegebenen Zahlen den Wert der VariablenDigits �uberschreitet. Beispiel:> Digits; 10> is_in(1.9999999999999999,[2.,2.]);false> is_in(1/3,[0.3333333332,0.33333333333333333]);falseDie Prozedur constructAls Parameter einer intpak-Intervalloperation sind auch Zahlen vom Typ numericsowie Maple-Konstanten zugelassen. Vor der Durchf�uhrung der entsprechendenOperation werden diese jedoch mit Hilfe der Prozedur construct in Intervalleumgewandelt. Allerdings sind diese Intervalle nicht immer eine Einschlie�ung destats�achlichen Wertes der eingegebenen Zahl, was zu fehlerhaften Ergebnissen f�uhrt.Beispiele:> (1/3) &- 0.3333333333; [0; 0]> 1.0000000001 &- 1.; [0; 0]In beiden F�allen ist [0; 0] o�ensichtlich keine Einschlie�ung des exakten Ergeb-nisses. Die Ursache des Fehlers liegt in der Prozedur construct. Sie erzeugt beiEingabe einer rationalen Zahl oder einer `zu langen` Zahl, ohne zus�atzliche Angabedes optionalen Parameters rounded, kein einschlie�endes Intervall.> construct(1/3); [:3333333333; :3333333333]> construct(1.0000000001);[1:000000000; 1:000000000]



14 3 DIE ERWEITERUNG INTPAKX�Ahnlich zum Vorgehen bei der Prozedur is in kann auch in diesem Fall, unterVerwendung der exakten rationalen Arithmetik von Maple, die Prozedur korri-giert werden. Mit der verbesserten intpakX-Version von construct erh�alt man dann> construct(1/3); [:3333333333; :3333333334]> (1/3) &- 0.3333333333;[0; :1000000001 10�9 ]> construct(1.0000000001);[1:000000000; 1:000000001]> 1.0000000001 &- 1; [0; :1000000001 10�8 ]3 Die Erweiterung intpakX3.1 Die Installation von intpakXDie Kommandos der Erweiterung intpakX sind in der Datei intpakX.m gespei-chert. Sie kann via ftp vom Server iamk4515.mathematik.uni-karlsruhe.de imVerzeichnis /pub/iwrmm/maple/software abgerufen werden. Die Datei wurde mitMaple V Release 5 erzeugt.Die Datei kann mit with eingelesen werden, falls der Pfad zum Verzeichnis indem sie abgelegt ist in der Systemvariablen libname gespeichert ist. Die Variablelibname enth�alt in der Regel nur den Pfad zur Maple-library. Sie wird automatischbeim Starten von Maple initialisiert.> restart;> libname;\C:nnPROGRAMMEn nMAPLE V RELEASE 5/lib"Wird die share-library von Maple mit with geladen, so wird auch der Pfad zumVerzeichnis in dem die share-Pakete liegen in libname gespeichert.> with(share);See ?share and ?share,contents for information about the share library> libname;\C:nnPROGRAMMEn nMAPLE V RELEASE 5/lib";\C:nnPROGRAMMEn nMAPLE V RELEASE 5/share"



3.1 Die Installation von intpakX 15Wird die Datei intpakX.m in diesem share-Verzeichnis abgelegt, so kann sie genauwie alle anderen share-Pakete mit with eingelesen werden. Da intpakX auf dasIntervallpaket intpak aufbaut und einige ge�anderte Kommandos enth�alt, mu� dasPackage intpak vorher geladen worden sein. (Falls das Einlesen von intpakX beimersten Mal nicht funktioniert, so sollte das System vorher mit restart nochmalsneu gestartet werden.)> with(intpak):Share Library: intpakAuthors: Connell, Amanda E. and Corless, Robert.Description: Interval Arithmetic Package> with(intpakX);Authors: Geulig, Ilse and Kraemer, Walter (supervisor),University of Karlsruhe, IWRMMDescription: Extension of the Interval Arithmetic Package intpak[&cadd; &cdiv ; &cdiv opt ; &cmult ; &cmult opt ; &csub; centred form eval ; cexp;complex disc plot ; compute all zeros; compute all zeros with plot ;compute combined range; compute mean value range;compute monotonic range; compute naive interval range; compute range;compute range3d ; compute taylor form range; ext int div ; horner eval cent ;horner eval opt; init ; interval list plot ; interval list plot3d ; is in; mid ;rel diam; subdivide adaptive; subdivide equidistant ]Leider funktioniert diese Vorgehensweise in der Regel nur unter Windows, da unterLinux die einzelnen Benutzer im share-Verzeichnis keine eigenen Dateien ablegend�urfen. Die Datei mu� also in einem benutzereigenen Verzeichnis abgelegt werden.Sei nun /users/maple/software das Verzeichnis in dem die Datei intpakX.mabgelegt ist. Erweitert man (in einer laufenden Maple-Session) die Systemvariablelibname um den Pfad zu diesem Verzeichnis, so kann das Package intpakX wiedermit with eingelesen werden.Beispiel zum Laden des Intervallpakets intpak und der Erweiterung intpakX:> restart;> with(share):See ?share and ?share,contents for information about the share library> with(intpak); [init ]



16 3 DIE ERWEITERUNG INTPAKXErweiterung der Systemvariablen libname um den Pfad zu dem Verzeichnis in demintpakX.m gespeichert ist.> libname:=libname, "/users/maple/software"; # unter Linuxlibname := \/usr/local/maple/lib"; \/usr/local/maple/share"; \/users/maple/software"> libname:=libname,"C:\\users\\maple\\software": # unter Windows> with(intpakX);Bei den Prozeduren mit graphischer Ausgabe (siehe z. B. Abschnitte 4 und 5.3)werden Routinen aus dem plots-Package sowie dem geometry-Package verwendet.Deshalb werden diese beiden Pakete generell beim Einbinden von intpakX (ohneweiteres Zutun des Benutzers) mit eingebunden.3.2 Funktionsumfang der Erweiterung intpakXDas Paket intpakX stellt dem Benutzer folgende Erweiterungen zum Intervallpaketintpak zur Verf�ugung:1. Veri�zierte Nullstellenberechnung{ die erweiterte Intervalldivision ext int div,{ die Realisierung eines erweiterten Intervall-Newton-Verfahrens,(compute all zeros, compute all zeros with plot)2. Komplexe Kreisscheibenarithmetik{ den neuen Datentyp complex disc (komplexes Kreisscheibenintervall),{ die Prozedur mid zur Bestimmung des Mittelpunktes eines Intervalls(bzw. einer N�aherung des Mittelpunktes die mit Sicherheit im eingegebe-nen Intervall liegt),{ arithmetische Grundoperationen f�ur Kreisscheibenintervalle (�ubliche`zentrierte` De�ntionen) (&cadd, &csub, &cmult, &cdiv){ 
�achenoptimale Multiplikation und Division zweier Kreisscheibeninter-valle, (&cmult opt, &cdiv opt){ die Exponentialfunktion f�ur Kreisscheibenintervalle, (cexp){ verschiedene Algorithmen zur gesicherten Einschlie�ungdes Wertebereichs eines komplexen Polynoms,(horner eval cent, horner eval opt, centred form eval)3. Wertebereicheinschlie�ungen mit graphischer Ausgabe



17{ Einschlie�ung des Wertebereichs einer reellwertigenFunktion einer reellenVariablen durch sukzessive Zerlegung des Startintervalls in Teilintervalle(compute range ){ Einschlie�ung des Wertebereichs einer reellwertigen Funktion zweier re-eller Variablen durch sukzessive Zerlegung des Startintervalls in Teil-intervalle (compute range3d).4. Eine Reihe von Prozeduren zur graphischen Veranschaulichung der oben ge-nannten Verfahren.4 Wertebereiche mit graphischer Ausgabe4.1 Funktionen einer VariablenZwei einfache M�oglichkeiten, den Wertebereich einer Funktion f : D � IR! IR �ubereinem Intervall [x] � D einzuschlie�en, wurden bereits im Beispiel 4, Abschnitt 2.2,vorgestellt. N�amlich die intervallm�a�ige Auswertung von f (falls sie existiert) unddie Mittelwertform (falls die intervallm�a�ige Auswertung von f 0 �uber [x] existiert).Eine verbesserte Einschlie�ung erh�alt man, wenn man das Intervall [x] zerlegtund �uber jedem Teilintervall eine Wertebereicheinschlie�ung berechnet. Die Inter-vallh�ulle dieser Teilwertebereicheinschlie�ungen ist dann eine Einschlie�ung desWertebereichs von f �uber [x]. Wird die Zerlegung iterativ fortgesetzt, so kann dieStartwertebereicheinschlie�ung sukzessive verbessert werden.Dies realisiert die Prozedur compute range. Die Prozedur fordert drei Eingabepa-rameter{ eine Funktion f,{ das Startintervall xstart (kann entweder als Intervall oder als Bereich (range)eingegeben werden){ die Anzahl der durchzuf�uhrenden Iterationsschritte iterationsteps. Sie dientals Abbruchkriterium.Die Reihenfolge der obengenannten drei Eingabeparameter ist zwingend. Zus�atzlichist die �Ubergabe von vier optionalen Parametern m�oglich (in beliebiger Reihenfolge){ die �Ubergabe eines Parameters Nx = n, wobei n eine ganze Zahl gr�o�er gleich1 bedeutet, bewirkt, da� das Startintervall schon vorab in n Intervalle zerlegtwird.



18 4 WERTEBEREICHE MIT GRAPHISCHER AUSGABE{ der optionale Parameter linear (quadratic) bewirkt, da� das Verfahren li-near (quadratisch) konvergiert. Bei Eingabe von linear wird n�amlich zurBestimmung der Teilwertebereicheinschlie�ungen die `naive` intervallm�a�i-ge Auswertung verwendet. Wird quadratic als Parameter �ubergeben, sowird zur Bestimmung der Teilwertebereicheinschlie�ungen die Prozedurcompute combined range verwendet, die intervallm�a�ige Auswertung, Mittel-wertform und Monotonieuntersuchung kombiniert. Wird keiner dieser beidenParameter eingegeben, so wird in den ersten drei Iterationsschritten die in-tervallm�a�ige Auswertung zur Bestimmung der Wertebereicheinschlie�ungenverwendet und ab Schritt 4 die Prozedur compute combined range.{ der optionale Parameter adaptive bewirkt, da� eine adaptive Zerlegung deraktuellen Intervalliste vorgenommen wird und f�uhrt daher in der Regel zu einerVerringerung der Rechenzeit.{ der optionale Parameter colorlist = [farbe1,farbe2,...] bestimmt dieFarben die zur graphischen Darstellung der einzelnen Iterationsschritte ver-wendet werden. farbe1, farbe2, usw. m�ussen dabei in Maple vorde�nier-te Farben sein, also z. B. blue, red, green, magenta, coral, brown usw.Das beein
u�t allerdings nicht die Darstellung des letzten Iterationsschrittes.Dieser wird jeweils gelb dargestellt.Aus �Ubersichtlichkeitsgr�unden wird nur die graphische Darstellung der letzten dreiIterationsschritte und der Funktion f ausgegeben. Die graphische Darstellung allerIterationsschritte wird jedoch in der globalen Variablen q gespeichert. Die Variableq ist eine Tabelle. Wurden 3 Iterationsschritte durchgef�uhrt, so enthalten dieEintr�age q[1], q[2] und q[3] die Darstellung der einzelnen Iterationsschritte,allerdings ohne den Graphen der Funktion. Dieser ist im Tabelleneintrag q[4]gespeichert.Auch die berechneten Wertebereicheinschlie�ungen werden gespeichert und zwarin der globalen Variablen r. Sie ist ebenfalls eine Tabelle und r[i] enth�alt die imi-ten Schritt berechnete Wertebereicheinschlie�ung.Die aktuelle Zerlegung des Startintervalls wird in der globalen Variablenlist of intervals gespeichert. Die entsprechenden Teilwertebereicheinschlie-�ungen sind in der globalen Variablen list of ranges abgelegt.Beispiele:Einschlie�ung des Wertebereichs der Funktion> f:=x->exp(-x^2)*sin(Pi*x^3);f := x! e(�x2) sin(� x3)



4.1 Funktionen einer Variablen 19�uber dem Intervall X := [0:5; 2:] mit Hilfe der Prozedur compute range> X:=[0.5,2.]; X := [:5; 2:]> compute_range(f,X,4);Startwertebereicheinschliessung = [-.7788007834, .7788007834]Wertebereicheinschliessung nach Iterationsschritt 4 =[-.3233867682,.6103317518]Die Startwertebereicheinschlie�ung ist � [�0:78; 0:78]. Die Wertebereicheinschlie-�ung nach 4 Iterationsschritten, also nach Zerlegung in 24 = 16 Teilintervalle, ist� [�0:32; 0:61]. Die graphische Ausgabe �ndet man in Abbildung 1 auf S. 19.
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Die gleiche Wertebereicheinschlie�ung erh�alt man bereits nach einem 1 Iterati-onsschritt, wenn das Startintervall schon vorab in 23 Intervalle zerlegt und deroptionale Parameter quadratic angegeben wird:> compute_range(f,X,1,Nx = 2^3,quadratic);Startwertebereicheinschliessung = [-.7788007834, .7788007834]Wertebereicheinschliessung nach Zerlegung in 8 Teilintervalle =



20 4 WERTEBEREICHE MIT GRAPHISCHER AUSGABE[-.3233867682,.6639743998]Wertebereicheinschliessung nach Iterationsschritt 1 =[-.3233867682,.6103317518]Abbildung 1: Verfeinerung einer Wertebereicheinschlie�ung durch Zerlegungdes Argumentbereichs in TeilintervalleDurch Verwendung des Parameters adaptive kann die Anzahl der Teilintervalle inder Regel deutlich verringert werden:> compute_range(f,[0.5,2.],6,adaptive);Startwertebereicheinschliessung = [-.7788007834, .7788007834]Wertebereicheinschliessung nach Iterationsschritt 6 =[-.2834388814,.5563221618]Die aktuelle Zerlegung des Startintervalls ist in der Variablen list of intervalsgespeichert. Daher kann die Gesamtzahl der Teilintervalle jederzeit auf einfacheWeise bestimmt werden. Im obigem Beispiel bestimmt man sie folgenderma�en(nach 6 Iterationsschritten):> nops(list_of_intervals); 24Ohne Angabe des Parameters adaptive w�are die Anzahl der Teilintervalle nach 6Iterationsschritten gleich 26 = 64.Um nur den letzten Iterationsschritt und die Funktion f darzustellen kann dasplots-Kommando display verwendet werden. Das Ergebnis des folgenden Aufrufs�ndet man in Abbildung 2.> display([q[7],q[6]],title=`Adaptive Zerlegung nach 6Iterationsschritten`,titlefont=[TIMES,BOLD,12]);4.2 Funktionen zweier VariablenDie Prozedur compute range3d berechnet Wertebereicheinschlie�ungen f�ur reell-wertige Funktionen zweier reeller Variablen �uber einem zweidimensionalen IntervallX � Y .Ihre Eingabeparameter sind (analog zu compute range, allerdings ohne die optio-nalen Parameter linear/quadratic und adaptive)
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Adaptive Zerlegung nach 6 Itrationsschritten

Abbildung 2: Adaptive Zerlegung{ die Funktion f,{ ein reelles Intervall, oder ein Bereich X,{ ein reelles Intervall, oder ein Bereich Y,{ die Anzahl der durchzuf�uhrenden Iterationsschritte.Die Reihenfolge dieser Parameter ist zwingend. Auch bei dieser Prozedur k�onneneine Reihe von optionalen Parametern angegeben werden{ die Parameter Nx = n und Ny = m bewirken entsprechende Zerlegungen desStartintervalls (achsenparalleles Rechteck) in x- und in y-Richtung,{ der Parameter colorlist hat dieselbe Bedeutung wie bei compute range,{ der Parameter cutout = r bestimmt die St�arke der Linien bei der Darstellungder berechneten Einschlie�ungen. Dabei sollte r gleich 0, 1 oder ein Bruch mit0 < r < 1 sein.Zus�atzlich k�onnen noch beliebige Optionen des plot3d-Kommandos verwendetwerden.



22 4 WERTEBEREICHE MIT GRAPHISCHER AUSGABEF�ur die Bestimmung der Teilwertebereicheinschlie�ungen wird bei compute range3ddie `naive` intervallm�a�ige Auswertung verwendet. In jedem Iterationsschritt wer-den die Teilintervalle jeweils nur in eine Richtung zerlegt. Werden also z. B. zweiIterationsschritte durchgef�uhrt, so wird im ersten Schritt in x-Richtung zerlegt undim zweiten in y-Richtung.Beispiel: Bestimmung einer Wertebereicheinschlie�ung f�ur die Funktion> f:=(x,y)->exp(-x*y)*sin(Pi*x^2*y^2);f := (x; y)! e(�x y) sin(� x2 y2)�uber dem Intervall X � Y = [�=8; �=2]� [�=8; �=2].> X:=[evalf(Pi)/8,evalf(Pi)/2]; Y:=X;X := [:3926990818; 1:570796327]Y := [:3926990818; 1:570796327]> compute_range3d(f,X,Y,4);Startwertebereicheinschliessung = [-.8570898115, .8570898115]Wertebereicheinschliessung nach Iterationsschritt 1 =[-.8570898115, .8570898115]Wertebereicheinschliessung nach Iterationsschritt 2 =[-.6800891261, .8570898115]Wertebereicheinschliessung nach Iterationsschritt 3 =[-.6800891261, .8486122905]Wertebereicheinschliessung nach Iterationsschritt 4 =[-.5093193828, .7559256232]Nach jedem Iterationsschritt wird die berechnete Wertebereicheinschlie�ung aus-gegeben. Nur die Darstellung des letzten Iterationsschritts und die graphischeDarstellung der Funktion f werden ausgegeben. Auch in diesem Fall wird diegraphische Darstellung der anderen Iterationsschritte in der globalen Variablen qgespeichert.Die graphische Ausgabe der Prozedur kann wie jede andere 3d-Graphik in Mapleanschlie�end noch mit den Kommandos aus dem Graphik-Men�u bearbeitet werden.Die gew�unschten Graphikoptionen k�onnen aber auch direkt als Parameter �uberge-ben werden. Z. B. erzeugt der Aufruf> compute_range3d(f,X,Y,3,cutout=9/10,color=yellow,> lightmodel=light2,axes=framed,titlefont=[TIMES,BOLD,12],title=`Wertebereicheinschliessung durch Zerlegung inTeilintervalle`,);die Graphik aus Abbildung 3, S. 23.
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Abbildung 3: Wertebereicheinschliessung einer Funktion zweier Variablen5 Veri�zierte NullstellenberechnungDie Erweiterung intpakX enth�alt eine Realisierung der erweiterten Intervall-Newton-Iteration8<: [x]0 ; reelles Startintervall[x]k+1 := N([x]k) \ [x]k; k = 0; 1; 2; : : : ;wobei N([x]) := m([x])� f(m([x]))f 0([x])den Intervall-Newton-Operator bezeichnet und m([x]) i. a. den Mittelpunkt des



24 5 VERIFIZIERTE NULLSTELLENBERECHNUNGIntervalls [x] darstellt.Ist f : D � IR ! IR eine auf D stetig di�erenzierbare Funktion und [x]0 � Dein reelles Intervall f�ur das die intervallm�a�ige Auswertung f 0([x]0) existiert, dannberechnet das erweiterte Intervall-Newton-Verfahren Einschlie�ungen aller in [x]0enthaltenen Nullstellen der Funktion f . Zus�atzlich kann mit Hilfe dieses Verfahrensdie Existenz und Eindeutigkeit einfacher Nullstellen von f im angegebenen Startin-tervall nachgewiesen werden. Eine genauere Beschreibung des Verfahrens �ndet manin [8].Der Fall 0 2 f 0([x]0) ist zugelassen! Daher ben�otigt man zur Durchf�uhrung desVerfahrens die erweiterte Intervalldivision und die Subtraktion eines erweitertenIntervalls von einer reellen Zahl (erweiterte Intervallsubtraktion, siehe Seite 25).5.1 Erweiterte Intervalldivision und erweiterte Intervall-subtraktionSei IIR die Menge der reellen Intervalle undIIR� := IIR [ f[�1; r] j r 2 IRg [ f[l;+1] j l 2 IRg [ f[�1;+1]gdie Menge der erweiterten Intervalle.Die in intpak bzw. intpakX verwendeten De�nitionen der erweiterten Intervall-division und der erweiterten Intervallsubtraktion entsprechen den in [13] verwende-ten De�nitionen. Die so de�nierten Intervalloperationen sind inklusionsisoton.F�ur zwei reelle Intervalle [x] = [x; x] und [y] = [y; y] wird die erweiterte Intervall-division folgenderma�en de�niert[x]=[y] := 8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
[x] � [1=y; 1=y]; falls 0 =2 [y][�1;+1]; falls 0 2 [x] und 0 2 [y][x=y;+1]; falls x < 0 und y < y = 0[�1; x=y] [ [x=y;+1]; falls x < 0 und y < 0 < y[�1; x=y]; falls x < 0 und 0 = y < y[�1; x=y]; falls 0 < x und y < y = 0[�1; x=y] [ [x=y;+1]; falls 0 < x und y < 0 < y[x=y;+1]; falls 0 < x und 0 = y < y[ ]; falls 0 =2 [x] und 0 = [y]:



5.2 Erweitertes Intervall-Newton-Verfahren 25Da der Datentyp interval die Punkte �infinity und infinity als Intervall-grenzen zul�a�t, kann die erweiterte Intervalldivision ohne Schwierigkeiten in dasIntervallpaket eingebunden werden. Das entsprechende Kommando in intpakXhei�t ext int div. Beispiele:> ext_int_div([1.,2.],[-1.,1.]);[�1; �:999999999]; [:999999999; 1]> ext_int_div([-2.,-1.],[0,2.]);[�1; �:4999999999]F�ur r 2 IR und ein Intervall [y] 2 IIR�[f[ ]g wird die erweiterte Intervallsubtraktionde�niert durch r � [y] := 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: [r � y; r � y]; falls [y] = [y; y] 2 IIR[�1;+1]; falls [y] = [�1;+1][r � y;+1]; falls [y] = [�1; y][�1; r � y]; falls [y] = [y;+1][ ]; falls [y] = [ ]:Diese realisiert bereits der in intpak enthaltene Subtraktionsoperator &�. Beispiele:> 1 &- [1.,infinity]; [�1; 0]> 1 &- [-infinity,1.]; [0; 1]> 1 &- []; []> 1 &- [-infinity,infinity];[�1;1]5.2 Erweitertes Intervall-Newton-VerfahrenDie Prozedur compute all zeros berechnet mit Hilfe des Intervall-Newton-Verfahrens Einschlie�ungen aller Nullstellen einer stetig di�erenzierbaren Funktionin einem eingegebenen Startintervall.Die Eingabeparameter der Prozedur compute all zeros sind{ die Funktion f, deren Nullstellen berechnet werden sollen,{ das Startintervall xstart der Iteration und



26 5 VERIFIZIERTE NULLSTELLENBERECHNUNG{ der gew�unschte relative Durchmesser eps der zu berechnenden Nullstellenein-schlie�ungen.Der relative Durchmesser eines reellen Intervalls wird folgenderma�en de�niertdrel([x]) := 8><>: d([x])h[x]i ; falls 0 =2 [x]d([x]); sonst.Dabei bezeichnet d([x]) den Durchmesser und h[x]i das Betragsminimum desIntervalls [x].Die Reihenfolge der oben genannten Parameter ist zwingend. Als optionaler vierterParameter kann die gew�unschte Rechengenauigkeit, d. h. der Wert der Systemvaria-blen Digits innerhalb der Prozedur, eingegeben werden. Der vierte Parameter solltealso eine positive ganze Zahl gr�o�er gleich 10 sein. Fehlt dieser vierte Parameter, sowird die Rechengenauigkeit der geforderten relativen Genauigkeit und der L�angeder Eingabeparameter angepa�t, ist aber auf jeden Fall gr�o�er gleich dem aktuellenWert der Variablen Digits.Ausgegeben werden die verwendete Rechengenauigkeit, die berechneten Nullstel-leneinschlie�ungen und zu jeder Nullstelleneinschlie�ung die Information, ob dieExistenz und Eindeutigkeit einer Nullstelle im angegebenen Intervall nachgewiesenwerden konnte.Ist das berechnete Intervall nur eine potentielle Nullstelleneinschlie�ung, so kann esentweder eine, mehrere oder gar keine Nullstelle von f enthalten.Die berechneten Nullstelleneinschlie�ungen werden in der globalen Variablen zerosgespeichert und k�onnen daher beliebig weiter verarbeitet werden. zeros ist eineTabelle und der Zugri� auf einen Eintrag in der Tabelle erfolgt in der �ublichenWeise, also z. B. mittels zeros[2].Weitere in der Prozedur initialisierte globale Variablen sind die Tabelle infos, diedie Zusatzinformationen enth�alt, die Anzahl der berechneten Nullstelleneinschlie-�ungen N und der Iterationsz�ahler iter counter.Beispiel 1: Berechnung aller Nullstellen von> f:=x->2*exp(tan(cos(x))) - sin(x) + cos(2*x);f := x! 2 etan(cos(x)) � sin(x) + cos(2x)
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2 4 6 8xAbbildung 4: Darstellung der Funktion f(x) := 2etan(cos(x)) � sin(x) + cos(2x)im Intervall [0; 8].Die Funktion hat drei einfache Nullstellen im Intervall [0; 8] (siehe Abbildung 4,S. 27). Zwei davon kann man exakt angeben, n�amlich �2 und 5�2 . Einen N�aherungs-wert f�ur die dritte Nullstelle kann man mit Hilfe des Kommandos fsolve bestimmen.Nachpr�ufen ob �=2 und 5�=2 Nullstellen von f sind:> f(Pi/2); 0> f(5*Pi/2); 0Berechnung der dritten Nullstelle mit fsolve, Digits=30:> Digits:=30: zero3:=fsolve(f(x),x=2..2.5); Digits:=10:zero3 := 2:26480074200004996505814286126Berechnung der Nullstelleneinschliessungen, Digits=20 (vierter Eingabeparameter):> compute_all_zeros(f,[0,8.],10^(-10),20);Digits = 20[7:8539816339705772082; 7:8539816339775304044]enthaelt genau eine Nullstelle[2:2648007419999768034; 2:2648007420001249007]enthaelt genau eine Nullstelle



28 5 VERIFIZIERTE NULLSTELLENBERECHNUNG[1:5707963267948966180; 1:5707963267948966204]enthaelt genau eine NullstelleAnzahl der Nullstelleneinschliessungen: 3Anzahl der Iterationsschritte: 21Nachpr�ufen, ob die Nullstellen von f in den berechneten Nullstelleneinschlie�ungenenthalten sind:> is_in(evalf(Pi/2,30),zeros[3]);true> is_in(evalf(5*Pi/2,30),zeros[1]);true> is_in(zero3,zeros[2]); trueBeispiel 2: Einschlie�ung der Nullstelle von> f:=x->(x-1)^3; f := x! (x� 1)3mit Startintervall [�3:; 4:]. Der relative Durchmesser der Einschlie�ung soll � 10�50sein. (Die verwendete Rechengenauigkeit wird automatisch angepasst.)> compute_all_zeros(f,[-3.,4.],10^(-50));Digits = 55[:9999999999999999999999999999999999999999999999999997208;1:000000000000000000000000000000000000000000000000005551]potentielle NullstelleneinschliessungAnzahl der Nullstelleneinschliessungen: 1Anzahl der Iterationsschritte: 163Durchmesser und relativer Durchmesser der berechneten Nullstelleneinschliessung:> Digits:=55:> diam:=width(zeros[1]);diam := :58302 10�50



5.3 Graphische Veranschaulichung 29> `relative_diam`:=rel_diam(zeros[1]);relative diam :=:5830200000000000000000000000000000000000000000000001628 10�50> Digits:=10:5.3 Graphische VeranschaulichungZur graphischen Veranschaulichung des Intervall-Newton-Verfahrens steht dieProzedur compute all zeros with plot zur Verf�ugung. Sie berechnet analog zurProzedur compute all zeros Nullstelleneinschlie�ungen mit Hilfe des Intervall-Newton-Verfahrens. Zus�atzlich wird jedoch jeder Iterationsschritt graphischdargestellt.Auch hier kann als optionaler vierter Parameter der Wert der Variablen Digitsangegeben werden. Zus�atzlich ist die Eingabe eines f�unften optionalen Parametersm�oglich, der angibt, wieviele Iterationsschritte maximal durchgef�uhrt werden sollen.Fehlt dieser f�unfte Parameter, so mu� die maximale Anzahl von Iterationsschritteninteraktiv eingegeben werden. Die Eingabe mu� mit einem Doppelpunkt oder einemSemikolon abgeschlossen werden.Da die Prozedur compute all zeros with plot Kommandos aus dem plots-Package und aus dem geometry-Package enth�alt m�ussen diese vor dem Aufruf derProzedur mit with geladen werden.Beispiel: Berechnung einer Nullstelleneinschlie�ung f�ur die Funktion> f:=x->exp(sin(x-1))-1;f := x! esin(x�1) � 1im Intervall [0; 3:]:> compute_all_zeros_with_plot(f,[0.,3.],10^(-3));> 10;Die Ausgabe des Prozeduraufrufs �ndet man auf den Seiten 30 und 31. Die Stei-gungen der gestrichelt gezeichneten Geraden sind gegeben durch die kleinste bzw.gr�o�te Steigung aller Tangenten an den Graphen der Funktion im aktuellen Ar-gumentbereich xalt. Die Geraden schneiden sich im Punkt (Entwicklungstelle,f(Entwicklungsstelle)). Die Schnittpunkte dieser Geraden mit der x-Achse sind wich-tige Hilfsgr�o�en zur Bestimmung der neuen Iterierten des erweiterten Intervall-Newton-Verfahrens (siehe Seite 23).



30 5 VERIFIZIERTE NULLSTELLENBERECHNUNG
Digits =    10
      
Iterationsschritt    1
xalt=   [0, 3.]
xneu1=   [2.043797652, 3.]
xneu2=   [0, 1.273700327]
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Iterationsschritt    2
xalt=   [0, 1.273700327]
xneu1=   [.8650186701, 1.273700327]
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5.3 Graphische Veranschaulichung 31
Iterationsschritt    3
xalt=   [.8650186701, 1.273700327]
xneu1=   [.9840864652, 1.014594170]
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Iterationsschritt    4
xalt=   [.9840864652, 1.014594170]
xneu1=   [.9999902275, 1.000010447]
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 enthaelt genau eine Nullstelle
         
Anzahl der Nullstelleneinschliessungen:    1
Anzahl der Iterationsschritte:    4



32 6 KREISSCHEIBENARITHMETIK6 KreisscheibenarithmetikAufbauend auf den reellen Intervalloperationen kann auch eine komplexe Intervall-arithmetik de�niert werden. In der Erweiterung intpakXwird eine solche Arithmetikf�ur Kreisscheibenintervalle realisiert.Ein Kreisscheibenintervall mit Mittelpunkt z0 2 C und Radius r > 0Z = hz0; ri := fz 2 C j jz � z0j � rgwird in intpakX als Liste mit drei Eintr�agen dargestellt: Realteil des Mittelpunktsz0 von Z, Imagin�arteil von z0 und Radius r.Die Bezeichnung des neuen Datentyps ist complex disc. Als Komponenten desneuen Typs sind Zahlen vom Typ numeric zugelassen, d. h. insbesondere auchZahlen vom Typ integer und vom Typ fraction.Zur graphischen Darstellung eines Kreisscheibenintervalls kann die Prozedurcomplex disc plot verwendet werden. Sie hat als Eingabeparameter eine Variablevom Typ complex disc. Als weitere optionale Parameter k�onnen die �ublichenDarstellungsoptionen des Maple plot-Befehls eingegeben werden.6.1 Arithmetische (Kreis-)OperationenDie arithmetischen Grundoperationen f�ur Kreisscheibenintervalle werden �ublicher-weise (siehe z. B. [1]) folgenderma�en de�niert.Seien A = ha; rai und B = hb; rbi zwei Kreisscheibenintervalle. Dann istA+B := ha+ b; ra + rbiA�B := ha� b; ra + rbiA �B := ha � b; jajrb + jbjra + rarbi1 =B :=* bbb� r2b ; rbbb� r2b + ; 0 =2 BA=B :=A � (1 =B); 0 =2 Bwobei jaj = qa21 + a22 den Betrag der komplexen Zahl a = a1+ i a2 und b = b1� i b2die zu b = b1 + i b2 konjugiert komplexe Zahl darstellen.



6.1 Arithmetische (Kreis-)Operationen 33F�ur die so de�nierten Operationen gilt mit den Bezeichnungen von obenA�B = fa� b j a 2 A; b 2 BgA �B i. a. 6=� fa � b j a 2 A; b 2 Bg1 =B = f1=b j b 2 BgA=B i. a. 6=� fa=b j a 2 A; b 2 BgDie oben de�nierten Operationen f�ur Kreisscheibenintervalle werden in der Erweite-rung intpakX durch die Operatoren &cadd, &csub, &cmult und &cdiv realisiert.F�ur die Inversion steht kein eigener Operator zur Verf�ugung.Fl�achenoptimale Multiplikation und DivisionDie oben de�nierte (sogenannte zentrierte) Multiplikation zweier Kreisscheibenin-tervalle A = ha; rai und B = hb; rbi liefert bei vorgegebenem Mittelpunkt a � b eineoptimale Einschlie�ung des Punktergebniskomplexes f� � � j� 2 A; � 2 Bg. DieseEinschlie�ung ist jedoch nicht 
�achenoptimal.Die Bestimmung einer 
�achenoptimalen Einschlie�ung der Punktergebnismenge beider Multiplikation zweier Kreisscheibenintervalle ist aufwendiger und f�uhrt auf dasL�osen einer Gleichung dritten Grades (siehe [10]).F�ur A = ha; rai und B = hb; rbi wird die 
�achenoptimaleMultiplikation de�niertdurch A �opt B := hab (1 + x0); (3 jabj2x02+2 (jabj2 + jrabj2 + jrbaj2)x0+jrabj2 + jrbaj2 + (rarb)2 ) 12 iwobei x0 die nichtnegative Nullstelle des PolynomsP (x) = 2 jabj2x3 + (jabj2 + jrabj2 + jrbaj2)x2 � r2ar2bist, falls grad(P ) � 2 gilt (ansonsten wird x0 = 0 gesetzt).Die 
�achenoptimale Division zweier Kreisscheibenintervalle wird dann de�niertdurch A=optB := A �opt (1=B)Das Package intpakX enth�alt eine Realisierung der 
�achenoptimalen Multiplikation(&cmult opt) und der 
�achenoptimalen Division (&cdiv opt) zweier Kreisschei-benintervalle.



34 6 KREISSCHEIBENARITHMETIKGenerelles Vorgehen bei der Implementierung der GrundoperationenSeien A und B zwei Kreisscheibenintervalle, die auf dem Rechner exakt darstellbarsind und sei � 2 f+;�; �; =g. Um auf der Maschine eine gesicherte Einschlie�ung Cdes exakten Ergebniskomplexes A � B zu erhalten, wurde bei der Implementierungfolgenderma�en vorgegangen:1. Berechne ein reelles Maschinenintervall cx, welches den Realteil des Mittel-punktes des Ergebnisintervalls einschlie�t, und ein reelles Maschinenintervallcy, welches den Imagin�arteil des Mittelpunktes einschlie�t.2. Berechne den Radius r des Ergebniskreises gem�a�:r1 := sup(Formel f�ur den Radius intervallm�a�ig ausgewertet)r2 := 4(r1 + d(cx))r := 4(r2 + d(cy))wobei4 die Rundung nach oben bezeichnet und d(cx), d(cy) den Durchmesservon cx bzw. von cy darstellen.3. Setze C = hm(cx) + i � m(cy); ri. Wobei m(cx) und m(cy) den Mittelpunktvon cx bzw. von cy bezeichnen.Um den Mittelpunkt eines Intervalls zu bestimmen, wird die Prozedur mid ver-wendet. Sie berechnet zum Unterschied von der intpak-Prozedur midpoint keineEinschlie�ung des Mittelpunktes eines Intervalls sondern eine Zahl (N�aherung desMittelpunktes des Intervalls), die mit Sicherheit im eingegebenen Intervall liegt.Ein RechenbeispielF�ur A = h1; 1i; B = h�1 + i; 1i istA+B= hi; 2iA�B= h2 � i; 2i1 =B = h�1 � i; 1iBerechnung mit Maple> A:=[1,0,1]: B:=[-1,1,1]:> A &cadd B; [0; 1:000000000; 2:000000005]



6.2 Wertebereiche komplexer Polynome 35> A &csub B; [2:000000000; �1:000000000; 2:000000007]> 1 &cdiv B; [�1:000000001; �1:000000001; 1:000000051]Bei Verwendung der zentrierten Multiplikation (siehe S. 32) erh�alt manA �B= h�1 + i; 2 +p2i � h�1 + i; 3:414213562iA=B= h�1 � i; 2 +p2i> A &cmult B;[�1:000000000; 1:000000000; 3:414213579]> A &cdiv B; [�1:000000001; �1:000000001; 3:414213685]und bei Verwendung der 
�achenoptimalen Multiplikation ergibt sich> A &cmult_opt B;[�1:390388204; 1:390388204; 2:969562256]> A &cdiv_opt B;[�1:390388219; �1:390388219; 2:969562345]In Abbildung 5 sind die Punktergebnismenge bei der Multiplikation von A und B,die zentrierte Einschlie�ung und die 
�achenoptimale Einschlie�ung dieser Mengesimultan dargestellt.6.2 Wertebereiche komplexer PolynomeEine erste Anwendungsm�oglichkeit der in intpakX de�nierten Kreisarithmetik ist dieBestimmung von gesicherten Einschlie�ungen f�ur den Wertebereich eines Polynomsmit komplexen Koe�zienten �uber einem Kreisintervall.Dazu stehen drei Prozeduren zur Verf�ugung1. horner eval cent (Hornerschema unter Verwendung der zentrierten Multi-plikation &cmult),2. horner eval opt (Hornerschema unter Verwendung der 
�achenoptimalenMultiplikation &cmult opt),3. centred form eval (zentrierte Form f�ur komplexe Polynome).



36 6 KREISSCHEIBENARITHMETIK
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-4 -3 -2 -1 1 2Abbildung 5: Zentrierte und 
�achenoptimale Einschlie�ung von h1; 1i � h�1 + i; 1iDie Prozeduren horner eval opt und centred form eval liefern in der Regeldeutlich bessere Einschlie�ungen als die Prozedur horner eval cent. Sie habenallerdings auch einen wesentlich h�oheren Zeit- und Speicherplatzbedarf.Der erste Eingabeparameter jeder dieser Prozeduren ist ein (komplexes) Polynomin der Variablen z. Die Bezeichnung f�ur die Variable ist zwingend! Als zweiterParameter mu� eine Zahl oder eine Variable vom Typ complex disc eingegebenwerden.Beispiel 1: Einschlie�ung des Wertebereichs vonp(z) := (0:15 � 0:1i) + (0:15� 0:12i)z + (�0:2 � 0:2i)z2+(0:1 + 0:3i)z3 + (0:1� 0:2i)z4 + (0:1� 0:2i)z5+(0:2� 0:2i)z6 + (0:1� 0:2i)z7 + (0:2� 0:1i)z8+(0:1� 0:1i)z9�uber dem Intervall Z = h�0:1 + 0:2i; 0:9i.> p_H:=horner_eval_cent(p,Z);p H := [:1590115281; �:04050517670; 3:058832329]> p_Hopt:=horner_eval_opt(p,Z);p Hopt := [:2219721872; :2917174855; 2:243412729]



6.2 Wertebereiche komplexer Polynome 37> p_C:=centred_form_eval(p,Z);p C := [:1590115281; �:04050517670; 1:717944237]Bei diesem Beispiel liefert die Prozedur centred form eval die beste Einschlie�ung.Die graphische Darstellung des Wertebereichs von p �uber Z und der berechnetenEinschlie�ungen �ndet man in Abbildung 6 auf S. 37.
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Abbildung 6: Einschlie�ungen des Wertebereichs eines komplexen PolynomsErzeugung der GraphikZur Darstellung des Wertebereichs von p �uber Z kann das Kommando complexplotaus dem plots-Package verwendet werden. Die einzelnen Befehle sollten mit einemDoppelpunkt beendet werden (ansonsten wird sehr viel i. a. unn�otige Informationausgegeben).> with(plots):> c1:=complexplot(subs(z=Z[1]+I*Z[2]+Z[3]*(cos(t)+I*sin(t)),p),t=0..2*Pi,color=black,thickness=3,numpoints=200):Zur graphischen Darstellung der berechneten Einschlie�ungen wurde das Komman-do complex disc plot verwendet.> c2:=complex_disc_plot(p_H,color=black,thickness=2,linestyle=4):> c3:=complex_disc_plot(p_Hopt,color=black,thickness=2,linestyle=3):



38 6 KREISSCHEIBENARITHMETIK> c4:=complex_disc_plot(p_C,color=black,thickness=2):Die Beschriftung der Graphik wurde mit einer Reihe von plot- und textplot-Befehlen erzeugt. textplot ist ein Kommando aus dem plots-Package.> s1:=plot([[2.1,2.3],[2.6,2.6]],color=black,thickness=2):> t1:=textplot([3,2.8,pH],font=[TIMES,BOLDITALIC,12]):> s2:=plot([[1.5,1],[3.2,1.8]],color=black,thickness=2):> t2:=textplot([3.7,2,pC],font=[TIMES,BOLDITALIC,12]):> s3:=plot([[2.5,0.6],[3.5,1]],color=black,thickness=2):> t3:=textplot([4.2,1.2,pHopt],font=[TIMES,BOLDITALIC,12]):Zur simultanen Ausgabe der oben erzeugten Graphiken, kann das Kommandodisplay aus dem plots-Package verwendet werden.> display([c1,c2,c3,c4,s1,s2,s3,t1,t2,t3],scaling=constrained);Beispiel 2: Einschlie�ung des Wertes vonp(z) := (z � i)4(z � 1 � i)5and der Stelle z = 1. Der exakte Wert p(1) = 4i.> subs(z=1,p); 4 IBerechnung von Einschlie�ungen mit Hilfe der Kreisintervallarithmetik:> Digits:=60:> horner_eval_cent(p,1);[0; 4:00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000;:281310000000000000000000000000000000000000000000000000000045 10�55]> horner_eval_opt(p,1);[0; 4:00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000;:281310000000000000000000000000000000000000000000000000000045 10�55]> centred_form_eval(p,1);[0; 4:00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000;:112542000000000000000000000000000000000000000000000000000010 10�54]Alle drei Prozeduren liefern als Einschlie�ung von p(1) ein Kreisintervall mit Mit-telpunkt 4i und die Radien der berechneten Einschlie�ungen liegen im Bereich von10�55, falls mit 60 Stellen gerechnet wird (Digits = 60).



6.3 Die Exponentialfunktion f�ur Kreisscheibenintervalle 396.3 Die Exponentialfunktion f�ur KreisscheibenintervalleDas Bild eines Kreisintervalls Z = hc; ri unter der Exponentialfunktion ist i. a.keine Kreisscheibe. Wird als Mittelpunkt des Ergebnisintervalls der Punkt exp(c)vorgegeben, so wird durch exp(Z) := hec; jecj(er � 1)ieine optimale Einschlie�ung (bei vorgegebenem Mittelpunkt exp(c)) des Punkter-gebniskomplexes fexp(z) j z 2 Zg de�niert.Eine ausf�uhrliche Diskussion �uber Bilder von Kreisintervallen unter der Exponenti-alfunktion �ndet man in [4].Die Realisierung der Exponentialfunktion f�ur Kreisscheibenintervalle cexp ausder Erweiterung intpakX hat als Eingabeparameter eine Variable vom Typcomplex disc oder eine komplexe Zahl und liefert eine gesicherte Einschlie�ungdes Punktergebniskomplexes.Beispiel: Einschlie�ung des Bildes von Z = h0; � + 1i unter derExponentialfunktion> Cexp:=cexp([0,0,evalf(Pi+1)]);Cexp := [1:000000000; 0; 61:90292461]Graphische Darstellung der berechneten Kreisintervalleinschlie�ung:> c1:=complex_disc_plot(Cexp,color=black,thickness=3,numpoints=400):Bild des Randes von h0; � + 1i unter der Exponentialfunktion (Achtung: plotsmu� vorher mit with geladen werden!):> c2:=complexplot(exp(polar(Pi+1,phi)),phi=0..2*Pi,color=black,thickness=3,numpoints=400):Um innere Punkte des Bildbereichs darzustellen, wird bei fest gew�ahltem Winkelder Radius r von 0 bis � + 1 variiert. Beispiel:> c2:=complexplot(exp(polar(r,0.5)),r=0..Pi+1,color=black,thickness=3,numpoints=400):Die einzelnen Graphikkommandos werden anschlie�end mit display zusammenge-fa�t. Bei der Ausgabe sollte als zus�atzliche Option scaling=constrained einge-geben werden. Um einen Teilausschnitt darzustellen wurde die plot-Option viewverwendet.



40 6 KREISSCHEIBENARITHMETIKDie graphische Darstellung in Abbildung 7 zeigt, da� die zentrierte Einschlie�ungdes Bildes von h0; � + 1i unter der Exponentialfunktion die bei vorgegebenemErgebniskreis-Mittelpunkt exp(0) = 1 optimale Einschlie�ung ist. Sie ist aber beiweitem nicht 
�achenoptimal. Abbildung 8 auf S. 41 zeigt einen Teilausschnitt umden Nullpunkt.
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Abbildung 7: Bild des Kreisintervalls h0; � + 1i unter der Exponentialfunktionund zentrierte Kreisintervalleinschliessung von exp(h0; � + 1i)
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Abbildung 8: Darstellung eines Teilausschnittes um den Nullpunkt



41Die Exponentialfunktion ist 2�i periodisch und da der Durchmesser des IntervallsZ = h0; �+1i gr�o�er ist als 2�, gibt es im Bild von Z unter der Exponentialfunktioneinen Bereich in dem jeder Punkt genau zwei Urbildpunkte besitzt. Dieser Bereichist an der doppelten Schra�erung zu erkennen. Au�erdem ist bei der Darstellung desTeilausschnittes der tropfenf�ormige bildpunktfreie Bereich um die Null zu erkennen.7 Bewertung und AusblickMit Hilfe von Veri�kationsalgorithmen ist man gegebenenfalls in der Lage mit demRechner automatisch die Existenz und die Eindeutigkeit der L�osung eines Problemsnachweisen zu k�onnen sowie eine (enge) Eischlie�ung der exakten L�osung zu be-rechnen. Die auf diese Weise erzielten Aussagen haben die gleiche mathematischeQualit�at wie Ergebnisse, die z. B. durch den Einsatz von Computeralgebrasyste-men, d. h. durch automatische Formelmanipulationen erzielt werden. Dabei stellt essich als gro�er Vorteil heraus, da� Veri�kationsalgorithmen als Eingaben auch tole-ranzbehaftete numerische Daten sicher behandeln k�onnen. In solchen F�allen werdensimultan unendlich viele Probleme gel�ost. F�ur eine ganze Familie von Problemenwird z. B. simultan nachgewiesen, da� jedes einzelne eine eindeutige L�osung besitzt.Immer dann, wenn Computeralgebrapakete auf numerische Routinen zur�uckgreifen(z. B. bei der Berechnung bestimmter Integrale), sollte, wenn m�oglich, ein Veri�ka-tionsalgorithmus herangezogen werden. Die damit erzielten Aussagen sind dann ma-thematisch sicher (eine Eigenschaft, die man �ublicherweise erwartet, wenn man miteinem CA-System arbeitet). Vorget�auschte L�osungen bzw. unerkannte grob falscheN�aherungen sind dann ausgeschlossen.Auch k�onnen durch den Einsatz von Intervallverfahren die graphischen F�ahigkeitenvon Computeralgebrasystemen verbessert bzw. abgesichert werden. Da� dies not-wendig ist, zeigt eindrucksvoll Beispiel 3 im Anhang.Computeralgebra und Veri�kationsnumerik erg�anzen sich in idealer Weise. Sie ma-chen den Rechner f�ur den Mathematiker, aber auch f�ur den Ingenieur zu einemsicheren mathematischen Werkzeug. Gerade im Hinblick auf die immer schnellerund leistungsf�ahiger werdenden Prozessoren sollte die Symbiose von symbolischemRechnen und sicheren numerischen Routinen massiv vorangetrieben werden.8 Anhang: Fragw�urdige Maple-ErgebnisseDie folgenden Beispiele machen deutlich, da� auch mit Computeralgebrasystemenberechnete Ergebnisse sorgf�altig gepr�uft werden m�ussen. Um die Verl�a�lichkeit zusteigern und um weitere Anwendungsgebiete zu erschlie�en, sollten erg�anzend Veri-�kationsalgorithmen in solche Systeme integriert werden.



42 8 ANHANG: FRAGW�URDIGE MAPLE-ERGEBNISSEBeispiel 1: Falsche Berechnung von Minimum und Maximum> f:=x->x^2+sin(x)+cos(2*x);f := x! x2 + sin(x) + cos(2x)Versuch der Berechnung des Wertebereichs von f �uber dem Intervall [-2.,0] mit Hilfe derMaple-Funktionen minimize und maximize:> minimize(f(x),x,-2..0); 1> r1:=evalf(%); r1 := 1:> maximize(f(x),x,-2..0);4 � sin(2) + cos(4)> r2:=evalf(%); r2 := 2:437058952> range_f:=[r1,r2]; range f := [1:; 2:437058952]Abbildung 9 zeigt, das range f o�ensichtlich keine Einschliessung des Wertebereichs vonf �uber dem Intervall [�2:; 0] ist!
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43Grobe Absch�atzung des maximalen Fehlers bei der Bestimmung des Minimums:> max(seq(width(list_of_ranges[i]),i=8..11));:0499309122Graphische Darstellung des letzten Iterationsschrittes:> display([q[3],q[4]],view=[-1.8..-0.51,-0.28..1.5]);Dieser Aufruf erzeugt die Abbildung 10.
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–1.6 –1.4 –1.2 –1 –0.8 –0.6xAbbildung 10: Ver�zierte Wertebereicheinschlie�ungBeispiel 2: Fragw�urdiges Integrationsergebnis und Grenzwertberechnung> int(x/cosh(x), x=1..2);�2 I ln(1 + I e2)� 12 ln(1 + I e2)� � I dilog(1 + I e2) + 12 ln(e� I e(�1))� � I dilog(I e2)+ 12 ln(e+ I e(�1))� + 12 � + I ln(1 + I e) + 12 ln(1 + I e)� + I dilog(1 + I e)� 12 ln(e(1=2)� I e(�1=2))� + I dilog(I e)� 12 ln(e(1=2)+ I e(�1=2))�Ist diese Formel richtig?> for k from 2 to 5 do evalf(Int(x/cosh(x), x=0..10^k)); od;1:8319311881:831931188:2300979673 10�280



44 8 ANHANG: FRAGW�URDIGE MAPLE-ERGEBNISSEKonvergiert denn Z t0 xcosh(x)dxmit wachsendem t gegen den Wert 0?Beispiel 3: Unzuverl�assige GraphikDas folgende Maple-Kommando sollte einen Kreis erzeugen, tats�achlich ergibt sich jedochdie Graphik der Abbildung 11:> implicitplot(x^2+y^2 = 1, x=-1..1, y=-15..50, numpoints=10000,scaling=constrained);
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–1 –0.8 –0.4 0.2 0.4 0.6 0.8 1xAbbildung 11: Ein Kreis?Nun wird versucht, ein G�ansebl�umchen mit 90 Bl�utenbl�attern zu generieren (das Ergebnisgibt Abbildung 12 wieder):> r:= 1/2*sin(90*t): plot( [(1+r)*cos(t), (1+r)*sin(t), t=0..2*Pi]);
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