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Kapitel 1VorwortDie in dieser Projekt{Dokumentation beschriebene ANSI{C Unterprogrammbibliothekfi_lib f�ur die Berechnung der elementaren mathematischen Funktionen exp, log, sin : : :stellt einen guten Kompromi� zwischen hoher Ergebnisgenauigkeit mit gesicherten relati-ven Fehlerschranken (Intervallrechnung), kurzen Ausf�uhrungszeiten und breiter Verwend-barkeit (Portabilit�at) auf vielen Rechnerplattformen dar. Die vorliegende Dokumentationbeschreibt im wesentlichen den aktuellen Stand des vom IWRMM gef�orderten Projekts"Schnelle und verl�a�liche Funktionen\. Sie ist vorwiegend als interne Arbeitsgrundlagef�ur Weiterentwicklungen gedacht und ist insofern als Zwischenbericht (Stand Juli 1998)zu verstehen.Der frei erh�altliche Quelltext der Bibliothek be�ndet sich auf dem Serveriamk4515.mathematik.uni-karlsruhe.deim Verzeichnis/pub/iwrmm/software .Die entsprechende README{Datei ist im Anhang A.4 abgedruckt.1.1 Implementierte FunktionenDer in Programmiersprachen wie C, Pascal, Fortran vorhandene Satz mathematischerStandardfunktionen1 ist in der Regel eine Teilmenge der nachfolgen aufgelisteten Funk-tionen: exp, ln, sin, cos, tan, cot, arcsin, arccos, arctan, arccot, sinh, cosh, tanh, coth,arsinh, arcosh, artanh, arcoth, exp(x)� 1 und ln(1+x). Die realisierte Bibliothek umfa�tdiese Funktionen. Dabei wurden die beiden zuletzt genannten Hilfsfunktionen (Gefahr derAusl�oschung f�ur jxj klein) bereits zur Implementierung der anderen Funktionen verwen-det, sind aber insbesondere auch bei der Realisierung von komplexwertigen Funktionenn�utzlich [11]. Im Hinblick auf den Einsatz im stark wachsenden Bereich der Numerikmit Ergebnisveri�kation, wurden die angegebenen Routinen auch f�ur Intervallargumente(Wertebereichseinschlie�ungen) implementiert.1Die Begri�e "Standardfunktionen\ und "elementare Funktionen\ werden in dieser Dokumentationsynonym benutzt. 1



2 KAPITEL 1. VORWORT1.2 Der IEEE Standard 754Der IEEE Standard 754 [4] f�ur bin�are Gleitkommaarithmetik zielte in erster Linie aufeine Vereinheitlichung der Gleitkommaarithmetik von Mikroprozessoren. Er wurde sehrschnell akzeptiert und ist inzwischen weit verbreitet. Auch im Bereich der Workstationsund auf einigen Gro�rechnern hat er sich etabliert.Dieser Standard legt vor allem Datenformate und Eigenschaften der arithmetischenGrundoperationen +, �, �, = fest. Er verlangt, da� alle Gleitkommaoperationen so aus-gef�uhrt werden, als ob zun�achst ein exaktes Zwischenergebnis mit unbeschr�ankter Genau-igkeit und unbeschr�anktem Exponentenbereich berechnet w�urde, das anschlie�end gem�a�der eingestellten Rundungsart zu einer Gleitkommazahl gerundet wird.F�ur das sogenannte "double\ Format werden in einer Wortbreite von 64 Bit 1 Vor-zeichenbit s sowie 11 Bit f�ur die Darstellung des Exponenten e und 53 Bit f�ur die (inder Regel normalisierte) Mantisse m vorgeschrieben (siehe Abbildung 1.1). Das f�uhrende53-ste Mantissenbit ist im Fall einer normalisierten Zahl immer Eins und wird deshalbnicht gespeichert (hidden Bit). Das Datenformat entspricht in etwa einem 16-stelligenDezimalformat. 1 11 52 Anzahl Bits(r) s e m63 62 52 51 0 Bitnummerr = 8>>>>>><>>>>>>: (�1)s � 1:m � 2e�1023 1 � e � 2046 normalisierte Zahl(�1)s � 0:m � 2�1022 e = 0;m 6= 0 denormalisierte Zahl(�1)s � 0 e = 0;m = 0 Null, vorzeichenbehaftet(�1)s � 1 e = 2047;m = 0 "Unendlich\, vorzeichenbehaftetNaN e = 2047;m 6= 0 "Not a Number\Abbildung 1.1: IEEE double FormatLeider stellt der zitierte Standard, mit Ausnahme der Wurzelfunktion (diese wirdwie eine Grundoperation behandelt), keine Forderung an die Ergebnisgenauigkeit dermathematischen Funktionen.1.3 Generelles Vorgehen bei der Funktionswertebe-rechnungDie Funktionswertbestimmung geschieht �ublicherweise in den drei Schritten Argumentre-duktion, eigentliche Approximation und Ergebnisanpassung. Diese Schritte werden in derRegel in einem h�ohergenauen, internen Gleitkommasystem durchgef�uhrt (Mitf�uhrung von



1.3. GENERELLES VORGEHEN BEI DER FUNKTIONSWERTEBERECHNUNG 3Schutzzi�ern). Abschlie�end wird das vorl�au�ge Ergebnis in das 64 Bit Format zur�uckge-rundet.Mathematische Coprozessoren, wie z.B. die Prozessoren von Intel, Cyrix oder Moto-rola, verwenden intern ein 80 Bit Datenformat. Auch die Berechnung der hochgenauenStandardfunktionen in den bisherigen Implementierungen von PASCAL-XSC [23] und C-XSC [26] geschieht mit Hilfe eines 80 Bit Gleitkommadatenformates, welches allerdings ausGr�unden der Portabilit�at dieser Sprachen bzw. deren Laufzeitsystemen durch ganzzahligeArithmetik simuliert wird. Diese Simulation f�uhrt zu ganz erheblichen Laufzeiteinbu�en.Im Augenblick stehen sich sehr schnelle Standardfunktionen (insbesondere bei Ver-wendung von Coprozessoren) mit ungewisser Genauigkeit, und die um eine Gr�o�en-ordnung langsameren, nicht hardwareunterst�utzten, aber hochgenauen (durch nach-vollziehbare a priori Fehlerabsch�atzungen abgesicherten) Funktionsunterprogramme derXSC-Sprachen gegen�uber. Die Unsicherheit bez�uglich der Genauigkeit der Coprozes-sorroutinen dokumentiert z.B. die Berechnung von sin(x) in BIAS [27] f�ur das Punk-targument x:=400921FB54442D18. Mit BIAS ergibt sich die sehr grobe Einschlie�ung[-3.3E-016, 5.7E-016], aus der nichteinmal das Vorzeichen des exakten Funktionswer-tes ablesbar ist, wohingegen die entsprechende PASCAL-XSC Intervallroutine, das ma-ximal genaue Ergebnisintervall [1.224646799147353E-016, 1.224646799147354E-016]liefert.Die hier beschriebene Bibliothek stellt einen Kompromi� dar zwischen dem Wunschnach maximaler Genauigkeit, dem Wunsch nach h�ochsten Ausf�uhrungsgeschwindigkeitenund dem Wunsch nach m�oglichst portablen Routinen. Dazu wird folgenderma�en vorge-gangen:1. Es wird keine Emulation mittels Integer-Arithmetik durchgef�urt.2. Es werden nur die Hardware-Grundoperationen des IEEE double Formates verwen-det.3. Die Approximationsgenauigkeit wird nur auf double Genauigkeit ausgelegt, was aufniederere Approximationsgrade f�uhrt.4. Zentrale Routinen (z.B. exp und log) werden als schnelle Tabellenverfahren realisiert.5. Die Rundungsart des Prozessors wird nicht ge�andert (u.U. zeitaufwendige Opera-tion). W�urde man den Rundungsmodus "round-to-nearest\ erzwingen, so k�onntendie worst-case-Fehlerschranken nahezu halbiert werden.6. Zur Realisierung der Intervallversionen wird keineMaschinenintervallarithmetik ver-wendet, sondern es werden a priori Fehlerabsch�atzungen herangezogen (Laufzeitge-winn).7. Die Portabilit�at wird durch Implementierung in ANSI-C gew�ahrleistet.Das beschriebene Vorgehen gew�ahrleistet Ergebnisse mit verl�a�lichen Fehlerschranken,erm�oglicht sichere Intervallrechnung und liefert Routinen mit recht guter relativer Genau-igkeit bei gleichzeitig kurzen Ausf�uhrungszeiten. Weiterhin laufen diese Routinen sofortin jeder IEEE konformen Umgebung.



4 KAPITEL 1. VORWORTLeider verliert man gegen�uber den bisherigen XSC-Realisierungen die sehr hohe bzw.maximale Genauigkeit. Auch kann man nicht mehr erwarten, da� man bei Verwendungdieser Routinen bitgleiche Ergebnisse auf allen Plattformen (ungewisser Rundungsmode!)erh�alt.1.4 ProjektzieleDie in dieser Dokumentation beschriebene Funktionsbibliothek entstand im Rahmen einesgemeinsamen Projektes des Instituts f�ur Wissenschaftliches Rechnen und MathematischeModellbildung (IWRMM) und des Instituts f�ur Angewandte Mathematik (IAM) an derUniversit�at Karlsruhe.Die vorgegebenen Projektziele werden hier nochmals zusammenfassend genannt:� Entwicklung und softwarem�a�ige Bereitstellung eines Fehlerkalk�uls zur(halb-)automatischen Fehlerabsch�atzung.� Entwicklung schneller Standardfunktionen im IEEE-Datenformat double (siehe[4, 9]) f�ur Punkt- und Intervallargumente mit mathematisch gesicherten Fehler-schranken.� Implementierung dieser Funktionen aufgrund der gew�unschten Portabilit�at in ANSI-C (Vorgegebene Benutzerplattformen: PC unter DOS, OS/2 und LINUX (jeweilsmit GNU-C Compiler), SUN-Workstations, HP-Workstations, IBM-RS6000, IBM-SP/2).� Bereitstellung dieser Funktionen in einer Bibliothek, die eigenst�andig unter ANSI-Cverwendet werden kann.� Implementierung von schnellen Intervallgrundoperationen zur Verwendung unterANSI-C.� Bereitstellung eines C++ Interfaces (Ausnutzung der in C++ vorhandenen Kon-zepte wie Funktions�uberladungen, Operatorvereinbarungen usw.)� Die elementaren Funktionen der entstehenden Bibliothek sollen die bestehendenStandardfunktionen von Pascal-XSC und C-XSC erg�anzen bzw. ersetzen, d.h. esm�ussen bestimmte Vorgaben und Namenskonventionen eingehalten werden.� Eine spezielle Version der entstehenden Bibliothek soll in Fortran-XSC 2 (eine Er-weiterung von Fortran-90 bzw. Fortran-95) integriert werden.� Erstellung eines Testprogramms mit ausf�uhrlichen Testl�aufen.� Beispielhafte Implementierung numerischer Veri�kationsalgorithmen, wie z.B. desIntervall-Newton-Verfahrens.� Dokumentation der Fehlerabsch�atzungen und der Implementierungen.2gemeinsames Projekt mit dem Institut f�ur Wissenschaftliches Rechnen der Universit�at Dresden



1.4. PROJEKTZIELE 5� Bereitstellung der gesamten Software auf einem FTP-Server.Die Bearbeitung der obengenannten Projektziele ist mittlerweile erfolgreich abge-schlossen. Zur Zeit werden einige weiterf�uhrende Ideen und Verbesserungsm�oglichkeitenuntersucht (siehe hierzu die Bemerkungen im Anhang), die m�oglicherweise in eine zuk�unf-tige Version der Bibliothek eingearbeitet werden.Die folgenden Funktionen werden derzeit in der Bibliothek fi_lib zur Verf�ugunggestellt: sqr, sqrt, exp, expm1, exp2, exp10, log, log1p, log2, log10, sin, cos, tan, cot,arcsin, arccos, arctan, arccot, sinh, cosh, tanh, coth, arsinh, arcosh, artanh, arcoth.Weiterhin sind die Intervallgrundoperationen, sowie ein C++ { Interface implemen-tiert.



6 KAPITEL 1. VORWORT



Kapitel 2NotationIn der Arbeit verwendete Notation:S = S(b; l; e; e) Gleitkommaraster mit Basis b, Mantissen-l�ange l und Exponent e mit e � e � eS(2; 53;�1022; 1023) IEEE-Datenformat doubleSN Menge der normalisierten Zahlen desGleitkommarasters SSD Menge der denormalisierten Zahlen desGleitkommarasters S� 2 f+;�; �; =g exakte reelle Operation2� ; � 2 f+;�; �; =g Gleitkommaoperator, Maschinenoperation mitRundung zur n�achstgelegenen Gleitkommazahl5� ; � 2 f+;�; �; =g Maschinenoperation mit Rundung nach unten4� ; � 2 f+;�; �; =g Maschinenoperation mit Rundung nach obenja � b� a2� bj := j(a � b)� (a2� b)j Implizite Klammerung beachten!MinReal kleinste positive normalisierte Gleitkommazahl,f�ur IEEE-Datenformat gilt:MinReal:=2:22 : : : � 10�308MaxReal gr�o�te normalisierte Gleitkommazahl,f�ur IEEE-Datenformat gilt:MaxReal:=1:78 : : : � 10308~a auf der Maschine berechnete, i.a. fehler-behaftete Gr�o�eulp eine Einheit in der letzten Mantissenstelle(unit last place)"� relative Maschinengenauigkeit,"� := 1221�l = 2�leps52 eps52:= 21�53 = 2:22044 : : : � 10�16eps53 eps53:= 1221�53 = 1:11022 : : : � 10�16 = "�EpsQuer Aktuelle relative Genauigkeit einer Maschinenoperationsucc(x), x 2 S Gleitkommanachfolger von xpred(x), x 2 S Gleitkommavorg�anger von xIR+ Menge der positiven reellen Zahlen7



8 KAPITEL 2. NOTATIONIIR Menge der abgeschlossenen Intervalle�uber den reellen ZahlenIS Menge der MaschinenintervalleIS = f[a; a]ja; a 2 S; a � agjAj; A 2 IIR jAj := maxa2A jaj, BetragsmaximumhAi; A 2 IIR hAi >:= mina2A jaj, Betragsminimumdiam(A), A 2 IIR Durchmesser eines Intervalls,diam(A) := sup(A)� inf(A)xjn; x 2 S Die f�uhrenden n Mantissenbits von xxjIEEE; x 2 IR Die reelle Zahl x gerundet zur n�achstgelegenenGleitkommazahl des IEEE-double-Formates



Kapitel 3Fehlerabsch�atzung3.1 Fehlerkalk�ulIn diesem Abschnitt werden Techniken hergeleitet, welche es erlauben, Rundungsfehlerin Gleitkommaalgorithmen sicher abzusch�atzen. Auch die Fehlerfortp
anzung wird durchden hier vorgestellten Kalk�ul (siehe auch [20, 21]) mit erfa�t. Die a priori berechenbarenFehlerschranken sind auf den vorgegebenen Argumentbereichen gleichm�a�ig g�ultige worst-case-Fehlerschranken.F�ur den Fehlerkalk�ul wird vorausgesetzt, da� die Operationen auf der Maschine demIEEE-Standard [4, 9] entsprechen. Das bedeutet insbesondere, da� f�ur die Grundoperation� 2 f+;�; �; =g und derenMaschinen�aquivalent2� ; � 2 f+;�; �; =g die folgende Beziehunggilt: ^� 2 f+;�; �; =g ^a; b 2 S mitja � bj 2 [MinReal,MaxReal] �����a � b� a2� ba � b ����� � "� : (3.1)Lemma 1 (Unterlaufbereich) Im Unterlaufbereich U := (�MinReal, MinReal) giltdie folgende Absch�atzung:^� 2 f+;�; �; =g ^a; b 2 Sja � bj < MinRealja2� b� a � bj � diam([0; MinReal]) = MinReal (3.2).Beweis:Hier wird nur verwendet, da� die Vorzeichen von a2� b und a � b �ubereinstimmen 2Die obigen Beziehungen sind richtig, falls als Rundungsmode "Rundung zur n�achstenMaschinenzahl\ verwendet wird. Bei Verwendung von gerichtet gerundeten Operationenmu� "� = 12b1�l in Formel (3.1) durch 2"� = b1�l ersetzt werden. Dies tri�t auch dannzu, wenn man von der Maschinenarithmetik nur voraussetzt, da� sie "faithful\ ist (vgl.[17, 35]).Im folgenden soll die Fehlerfortp
anzung f�ur die Grundoperationen bei Anwendungauf bereits fehlerbehaftete Argumente untersucht werden.9



10 KAPITEL 3. FEHLERABSCH�ATZUNGSeien dazu � 2 f+;�; �; =g und a 2 A 2 IIR; b 2 B 2 IIR;~a = a+4a mit j 4a j � 4(a);~b = a+4b mit j 4b j � 4(b):Die Gr�o�en A;B;4(a) und 4(b) seien dabei gegeben. Gesucht ist dann eine Schranke4(�) 2 IR+, so da� ^a 2 A; b 2 Ba � b; ~a � ~b 2 [�MaxReal; MaxReal] ^ja� ~aj � 4(a)jb� ~bj � 4(b) ���a � b� ~a2� ~b��� � 4(�)gilt.Die folgenden S�atze beantworten diese Frage f�ur die arithmetischenGrundoperationen.Generell sei dabei vorausgesetzt, da� a � b; ~a � ~b 2 [�MaxReal; MaxReal], d.h. da� kein�Uberlauf auftritt. Die sp�ater angegebenen Intervallroutinen brechen bei �Uberlauf mit einerentsprechenden Fehlermeldung ab.Satz 1 (Addition) F�ur die Addition � := + gilt die Fehlerfortp
anzungsabsch�atzung^a 2 Ab 2 B ^ja� ~aj � 4(a)jb� ~bj � 4(b) ���a+ b� ~a2+ ~b��� � 4(add) mit4(add) := "�(jA+Bj) + (1 + "�)(4(a) +4(b)) + MinRealBeweis:Es seien a 2 A; b 2 B; ~a = a+4a 2 A+ [�4 (a);4(a)]; j4a j � 4(a) und ~b = b+4b 2B + [�4 (b);4(b)]; j 4b j � 4(b) beliebig aber fest gew�ahlt.I) Fehlerschranke f�ur j~a+~b� ~a2+ ~bj :In dieser Absch�atzung werden nur gest�orte Argumente ber�ucksichtigt.a) ~a+~b 2 U; d.h. die exakte Summe der gest�orten Argumente liegt im Unterlauf-bereich.~a+~b 2 U =) ~a2+ ~b 2 U := U [ f�MinReal, MinRealgLemma 1=) j~a+~b� ~a2+ ~bj � MinRealb) ~a+ ~b 62 U; d.h. der Betrag der exakten Summe der gest�orten Argumente liegtin j~a+~bj 2 [MinReal, MaxReal] :~a+~b 62 U =) ~a2+ ~b 62 U=) j~a+~b� ~a2+ ~bj � "�j~a+~bj � "��jA+Bj+4(a) +4(b)�:Dabei wird z.B. verwendet, da� ~a 2 A + [� 4 (a);4(a)] und damit j~aj �jAj+4(a) gilt.II) Fehlerschranke f�ur ja+ b� (~a+~b)j; d.h. Fehlerschranke bei Verwendung der exaktenOperation + :ja+ b� (~a+~b)j � ja� ~aj+ jb� ~bj � 4(a) +4(b)



3.1. FEHLERKALK�UL 11Gesamtfehlerabsch�atzung:ja+ b� ~a2+ ~bj � ja+ b� (~a+~b)j+ j~a+~b� ~a2+ ~bjI),II)� 4(a) +4(b) + ( MinReal; Fall I) a)"��jA+Bj+4(a) +4(b)�; Fall I) b)� ( 4(a) +4(b) + MinReal; Fall I) a)"�(jA+Bj) + (1 + "�)(4(a) +4(b)); Fall I) b)� "�(jA+Bj) + (1 + "�)(4(a) +4(b)) + MinReal= 4(add):Die Gr�o�en a; b; ~a;~b waren beliebig gew�ahlt, so da� die Behauptung von Satz 1 unmittelbarfolgt 2Satz 2 (Subtraktion) F�ur die Subtraktion gilt die folgende Fehlerschranke 4(sub):4(sub) := "�(jA�Bj) + (1 + "�)(4(a) +4(b)) + MinReal:Beweis:Der Beweis wird analog zum Beweis von Satz 1 gef�uhrt.Satz 3 (Multiplikation) F�ur die Multiplikation � := � gilt^a 2 Ab 2 B ^ja� ~aj � 4(a)jb� ~bj � 4(b) ���a � b� ~a2� ~b��� � 4(mul) mit4(mul) := jAjjBj"�+ (jAj 4 (b) + jBj 4 (a) +4(a)4 (b)) � (1 + "�) + MinRealBeweis:Es seien a 2 A; b 2 B; ~a = a+4a 2 A+ [�4 (a);4(a)]; j4a j � 4(a) und ~b = b+4b 2B + [�4 (b);4(b)]; j 4b j � 4(b) beliebig aber fest gew�ahlt.I) Absch�atzung f�ur j~a � ~b� ~a2� ~bj :a) ~a � ~b 2 U =) ~a2� ~b 2 U Lemma 1=) j~a � ~b� ~a2� ~bj � MinRealb) ~a � ~b 62 U =) j~a2� ~bj 62 U=) j~a � ~b� ~a2� ~bj � "�j~a~bj � "�(jAj+4(a))(jBj+4(b))= "�(jAjjBj+ jAj 4 (b) + jBj 4 (a) +4(a)4 (b)):II) Absch�atzung f�ur ja � b� ~a � ~bj :ja � b� ~a � ~bj = ja � b� (a+4a)(b+4b)j = ja4b +b4a +4a4bj� jAj 4 (b) + jBj 4 (a) +4(a)4 (b):Gesamtfehlerabsch�atzung:ja � b� ~a2� ~bj � ja � b� ~a � ~bj+ j~a � ~b� ~a2� ~bjI),II)� ( jAj 4 (b) + jBj 4 (a) +4(a)4 (b) + MinReal; Fall I) a)(jAj 4 (b) + jBj 4 (a) +4(a)4 (b))(1 + "�) + jAjjBj"�; Fall I) b)� jAjjBj"�+ (jAj 4 (b) + jBj 4 (a) +4(a)4 (b))(1 + "�) + MinReal= 4(mul) 2



12 KAPITEL 3. FEHLERABSCH�ATZUNGLemma 2 (Inverse) ^j�j � �� < 0:5 ����� 11 + � ����� � 1 + "(inv)mit "(inv) := (1 + 2��) � ��.Beweis:Mit j�j � �� < 0:5 gilt:1� �� � 11 + � � 1 + (1 + 2��) � ��:Daraus folgt "(inv) = (1 + 2��) � �� 2Satz 4 (Division) F�ur die Division � := = gilt^a 2 Ab 2 B ^ja� ~aj � 4(a)jb� ~bj � 4(b) ���a=b� ~a2= ~b��� � 4(div) mit4(div) := 1hBi �4(b)�4 (a) + (jAj+4(a)) � ("� + "(inv))�+ MinRealund "(inv) := (1 + 24(b)hBi )4(b)hBiDabei wird vorausgesetzt, da�4(b) < 0:5 � hBi (3.3)gilt.Beweis:Es seien a 2 A; b 2 B; ~a = a+4a 2 A+ [�4 (a);4(a)];4a � 4(a) und~b = b+4b 2 B + [�4 (b);4(b)];4b � 4(b) beliebig aber fest gew�ahlt.I) Absch�atzung f�ur j~a=~b� ~a2= ~bj :a) ~a=~b 2 U =) ~a2= ~b 2 U Lemma 1=) j~a=~b� ~a2= ~bj � MinRealb) ~a=~b 62 U =) j~a2= ~bj 62 U=) j~a=~b� ~a2= ~bj � "�j~a=~bj � "�(jAj+4(a)) � 1hBi�4(b)Dabei wird z.B. verwendet, da� ~b 2 B + [�4 (b);4(b)] und damit1j~bj � 1hBi �4(b) gilt.



3.1. FEHLERKALK�UL 13II) Absch�atzung f�ur ja=b� ~a=~bj :ja=b� ~a=~bj = �����ab � (a+4a)b � 11 + 4bb �����= �����ab � (a+4a)b � (1 + "inv)�����= 1jbj ���4a + (a+4a) � "inv���mit (3.3)� 1hBi�4 (a) + (jAj+4(a)) � "(inv)�mit j"invj � "(inv) := (1 + 2 � 4(b)hBi ) � 4(b)hBi nach Lemma 2.Gesamtfehlerabsch�atzung:ja=b� ~a2= ~bj � ja=b� ~a=~bj+ j~a=~b� ~a2= ~bjI),II)� 1hBi�4 (a) + (jAj+4(a)) � "(inv)�+( MinReal; Fall I) a)"�(jAj+4(a)) � 1hBi�4(b); Fall I) b)� 1hBi > �4 (b)�4 (a) + (jAj+4(a)) � ("� + "(inv))�+ MinReal= 4(div) 2Die hergeleiteten Fehlerabsch�atzungen k�onnen nun mit Hilfe von Intervallrechnung inIntervallroutinen umgesetzt werden.Das Modul abs ariIn diesem Modul werden die S�atze 1 bis 4 in ein PASCAL-XSC Programm umgesetzt. DieQuelltexte sind im Anhang B auszugsweise angegeben. Mit den in diesemModul realisier-ten Funktionen DeltaAdd, DeltaSub, DeltaMul, DeltaDiv kann die Fehlerfortp
anzungautomatisch erfa�t werden. Z.B. liefert der AufrufDeltaRes := DeltaAdd( A, B, DeltaA, DeltaB );eine Maschinenzahl DeltaRes als Ergebnis, f�ur welche gilt^a 2 Ab 2 B ^ja� ~aj � 4(a)jb� ~bj � 4(b) ���a+ b� ~a2+ ~b��� � 4(add) � DeltaRes(vergleiche Satz 1). Dabei sind A;B 2 IS, DeltaA, DeltaB 2 S. Entsprechendes gilt f�urdie anderen Funktionen.Ein Programm zur Fehlererfassung bei der Auswertung eines Polynomsp(x) = Pni=0 pixi mittels des Hornerschemas kann z.B. f�ur x 2 X 2 IS; ~x = x +4x mitj 4x j � 4(x) � DeltaX 2 S wie folgt programmiert werden:



14 KAPITEL 3. FEHLERABSCH�ATZUNGH:= p[n]; DeltaH:= diam( H );for i:= n-1 downto 0 do beginDeltaH:= DeltaMul( H, X, DeltaH, DeltaX );H:= H * X;DeltaH:= DeltaAdd( H, p[i], DeltaH, diam( p[i] ) );H:= H + p[i];end;PolX:= H;AbsErr:= DeltaH;Nach Ausf�uhrung dieses Programmst�ucks gilt dannjp(x)� ~p(~x)j � AbsErrf�ur jedes x 2 X und jedes ~x = x+4x mit j4x j � 4(x). Weiter gilt p(x) 2 PolX f�ur jedesx 2 X und jedes ~p(~x) = (: : : ((~pn 2� ~x2+ ~pn�1)2� ~x2+ ~pn�2)2� ~x2+ : : : 2+ ~p1)2� ~x2+ ~p0 mit~pi 2 p[i]; i = 0(1)n.Numerisches BeispielBetrachtet wird das Polynom p(x) = P15i=0 pixi := P15i=0 1i!xi. Als Polynomkoe�zienten piwerden die engstm�oglichen Maschinenintervalleinschlie�ungen verwendet:p[ 0] := [ 1.000000000000000E+000, 1.000000000000000E+000 ];p[ 1] := [ 1.000000000000000E+000, 1.000000000000000E+000 ];p[ 2] := [ 5.000000000000000E-001, 5.000000000000000E-001 ];...p[13] := [ 1.605904383682161E-010, 1.605904383682162E-010 ];p[14] := [ 1.147074559772972E-011, 1.147074559772973E-011 ];p[15] := [ 7.647163731819816E-013, 7.647163731819818E-013 ];Mit dem oben vorgestellten Programmfragment erh�alt man folgenden Werte:x = 1: PolX = [ 2.718281828458994E+000, 2.718281828458995E+000 ]AbsErr = 6.402573517656651E-016 (Fehlerschranke absolut)AbsErr/MinAbs(PolX) = 2.355375167734649E-016 (Fehlerschranke relativ)x = -4: PolX = [ 1.814980943022E-002, 1.814980943024E-002 ]AbsErr = 1.313450654637236E-014 (Fehlerschranke absolut)AbsErr/MinAbs(PolX) = 7.236718708736003E-013 (Fehlerschranke relativ)Im Fall x = 1 liegt die relative Fehlerschranke nahe der Maschinengenauigkeit (es werdennur positive Gr�o�en aufsummiert). Im Fall x = �4 ergibt sich aufgrund alternierenderVorzeichen und eines wesentlich kleineren Polynomwertes eine um drei Zehnerpotenzengr�o�ere Fehlerschranke.3.2 Ausnutzung des OperatorkonzeptsDie Handhabung des in Abschnitt 3.1 und in [20] beschriebenen rechnergest�utzten Fehler-kalk�uls kann unter Verwendung eines Operatorkonzeptes ganz erheblich erleichtertwerden.Die Einf�uhrung des neuen Datentyps BoundType gem�a�



3.3. AUSL�OSCHUNG F�UHRENDER ZIFFERN 15global type BoundType = global record { Neuer Datentyp }Enclosure: interval; { Einschliessung der korrekten Werte }AbsErr: real; { Zugehoeriger max. absoluter Fehler }end;erlaubt das �Uberladen der Grundoperationen und Funktionen f�ur diesen Datentyp.Z. B. kann dies in PASCAL-XSC [24] f�ur die Addition durch die Anweisungsfolgeglobal operator + (x, y: BoundType) erg: BoundType;beginerg.AbsErr := DeltaAdd(x.Enclosure, y.Enclosure, x.AbsErr, y.AbsErr);erg.Enclosure := x.Enclosure + y.Enclosure;end;geschehen. Mit den so �uberladenen Operatoren und Funktionen k�onnen arithmetischeAusdr�ucke wieder in ihrer gewohnten mathematischen Notation programmiert werden.Fehlerabsch�atzungen f�ur ganze Programme k�onnen damit oft durch einfaches Ersetzen desDatentyps real durch BoundType und Einf�ugen einiger Schreibanweisungen durchgef�uhrtwerden.3.3 Ausl�oschung f�uhrender Zi�ernBei der Subtraktion zweier fehlerbehafteter Gleitkommazahlen ~a und ~b mit gleichem Vor-zeichen und mit ~a � ~b l�oschen sich u.U. f�uhrende Zi�ern aus. Eine Oberschranke 4(c)f�ur den absoluten Fehler von ~c := ~a2� ~b wird vom verwendeten Fehlerkalk�ul automatischrichtig erfa�t.Ein gerade bei Funktionsberechnungen wichtiger Sonderfall der Subtraktion ist, da�bei exakten, d.h. ungest�orten Eingangsgr�o�en bei der Ergebnisberechnung Ausl�oschungstatt�ndet. Der folgende Satz gibt hier�uber Auskunft.Satz 5 a; b; c 2 S(2; 53), a =: sa � ma � 2ea und b =: sb � mb � 2eb seien normalisierteGleitkommazahlen (d.h. 1 � ma;mb < 2, sa; sb 2 f�1;+1g, ea; eb 2 ZZ) mit gleichemVorzeichen (d.h. sa = sb), weiter seien a und b exakt, d.h. nicht fehlerbehaftet gegeben.Mit c := a2� b =: sc �mc � 2ec gilt:a) ea = eb =) c = a� bb) jea � ebj = 1; ec < maxfea; ebg =) c = a� bc) jea � ebj � 2; ec � minfea; ebg =) c = a� bIn allen drei F�allen hat eine Ausl�oschung f�uhrender Zi�ern stattgefunden, das Ergebniskann in S(2; 53) rundungsfehlerfrei berechnet werden.Satz 6 Die Aussagen von Satz 5 gelten analog f�ur die Addition von Gleitkommazahlenmit unterschiedlichem Vorzeichen.



16 KAPITEL 3. FEHLERABSCH�ATZUNGBeweis:Die Addition c := a2+ b kann durch eine rundungsfehlerfreie Vorzeichen�anderung in eineSubtraktion �ubergef�uhrt werden c = a2� (�b). 2Anmerkung: Bei den in dieser Dokumentation beschriebenen Fehlerabsch�atzungenwurden die Aussagen der obigen S�atze z.T. noch manuel ber�ucksichtigt. In den neuerenImplementierungen des Moduls abs_ari werden die Voraussetzungen dieser S�atze auto-matisch abgepr�uft und die entsprechenden Aussagen ber�ucksichtigt. Siehe hierzu auch dieHinweise im Anhang.3.4 Funktionen mit fehlerbehaftetem ArgumentIm folgenden wird davon ausgegangen, da� f�ur die Funktion f und ihre Maschinenreali-sierung ~f bei Anwendung auf exakt darstellbare Argumente eine relative Fehlerschranke"(f) bekannt ist, die relative Schranke "(f) gilt nat�urlich nur bei Anwendung auf dieArgumente x 2 S, f�ur die f(x) 2 SN bzw. ~f(x) 2 SN gilt1, d.h. der berechnete Funkti-onswert liegt im Bereich der normalisierten Gleitkommazahlen. Falls Funktionswerte imBereich der denormalisierten Gleitkommazahlen liegen k�onnen, wird davon ausgegangen,da� f�ur alle exakt darstellbaren Argumente x 2 S mit f(x) 2 SD bzw. ~f (x) 2 SD eineabsolute Fehlerschranke 4(f) bekannt ist.Der De�nitionsbereich der Funktion f sei Df � IR, der De�nitionsbereich der Maschi-nenrealisierung ~f sei D ~f mit D ~f � Df \ S.Gesucht wird nun eine Oberschranke 4(Res) f�ur den maximalen Betrag des absolutenFehlers, der bei Anwendung von ~f auf ein bereits fehlerbehaftetes Argument ~a := a+4amit j 4a j � 4(a) entstehen kann, d.h.jf(a)� ~f(a)j � 4Res; j 4Res j � 4(Res) =?:Satz 7 Es seien a 2 A 2 IS; "(f);4(f);4(a) 2 IR+; ~a = a+4a 2 S mit j 4a j � 4(a):Weiter sei die Funktionf : IR � Df ! IIR auf dem Intervall A+ [�4 (a); 4(a)]di�erenzierbar. Das Maschinenanalogon ~f zu f m�oge f�ur alle exakt darstellbaren Argu-mente a 2 A + [� 4 (a); 4(a)] \ S mit f(a) 2 SN die relative Fehlerschranke "(f)einhalten, d. h., es m�oge f�ur alle zul�assigen a die Absch�atzungjf(a)� ~f(a)j � jf(a)j"(f) (3.4)erf�ullt sein. Weiter gelte f�ur alle darstellbaren Argumente a 2 A + [�4 (a); 4(a)] \ Smit f(a) 2 SD die absolute Fehlerschranke 4(f), d. h., es m�oge f�ur alle zul�assigen a dieAbsch�atzungjf(a)� ~f(a)j � 4(f) (3.5)1Mit SN wird die Menge der normalisierten Gleitkommazahlen, mit SD wird die Menge der denorma-lisierten Gleitkommazahlen bezeichnet, es gilt S = SN [ SD .



3.4. FUNKTIONEN MIT FEHLERBEHAFTETEM ARGUMENT 17erf�ullt sein. Dann gilt die Darstellunga) f(~a) = f(a) +4af 0(a+�4a) mit � = �(a; ~a) 2 (0; 1) (3.6)Beweis:Zu a): F�ur die Funktion f sind bez�uglich des Intervalls A + [�4 (a); 4(a)] die Voraus-setzungen des Mittelwertsatzes der Di�erentialrechnung erf�ullt. Aus diesem folgtunmittelbar die Darstellung (3.6). 2Satz 8 Mit den Bezeichnungen von Satz 7 und den dort angegebenen Voraussetzungengilt f�ur die Funktionsauswertung die Absch�atzung^a 2 A ^~a 2 Sja� eaj � 4(a) jf(a)� ~f(~a)j � 4(Res) mit4(Res) :=4(f) + "(f) � jf(A)j+ (1 + "(f)) � 4(a) � jf 0(A+ [�4 (a);4(a)])j:Beweis:I) Absch�atzung f�ur a 2 S mit f(a) 2 SN :Mit Satz 7 giltj"f � f(~a)j � "(f) � jf(A)j+ "(f) � 4(a) � jf 0(A+ [�4 (a);4(a)])jund damit jf(a)� ~f (~a)j� jf(a)� f(~a) � (1 + "f)j� jf(a)� f(~a)j+ j"f � f(~a)j� 4(a) � jf 0(A+ [�4 (a);4(a)])j+"(f) � jf(A)j+ "(f) � 4(a) � jf 0(A+ [�4 (a);4(a)])j= "(f) � jf(A)j+ (1 + "(f)) � 4(a) � jf 0(A+ [�4 (a);4(a)])jII) Absch�atzung f�ur a 2 S mit f(a) 2 SD:jf(a)� ~f (~a)j � jf(a)� (f(~a) +4f)j� jf(a)� f(~a)j+4(f)� 4(f) +4(a) � jf 0(A+ [�4 (a);4(a)])j



18 KAPITEL 3. FEHLERABSCH�ATZUNGGesamtfehlerabsch�atzung f�ur x 2 S und f(x) 2 SN [ SD = S:jf(a)� ~f (~a)jI),II)� ( "(f) � jf(A)j+ (1 + "(f)) � 4(a) � jf 0(A+ [�4 (a);4(a)])j; Fall I)4(f) +4(a) � jf 0(A+ [�4 (a);4(a)])j; Fall II)� 4(f) + "(f) � jf(A)j+ (1 + "(f)) � 4(a) � jf 0(A+ [�4 (a);4(a)])j3.4.1 Die Wurzelfunktion (absoluter Fehler)Betrachtet wird die Funktion f(x) := px mit Df := [0;1), sowie die Maschinenrealisie-rung ~f(x) := sqrt(x) mit D ~f := [0; maxreal].Die Funktion f ist di�erenzierbar, es giltf 0(x) = 12q(x) :Weiter istDN := fx 2 Sjf(x) 2 SNg = [dminreal; maxreal] \ Sund DD := fx 2 Sjf(x) 2 SDg = [0; 0]:Die Auswertung f�ur x := 0 erfolgt fehlerfrei, d.h. es gilt 4(p ) = 0.Anwendung von Satz 8 ergibt:jpa� sqrt(~a)j � 4(Res) mit4(Res) := "(p ) � jpAj+ (1 + "(p )) � 4(a) � 12 � hA + [�4 (a);4(a)]i:Diese Absch�atzung ist allerdings nur f�ur a � 4(a) g�ultig, dies wird bei der Umsetzung indas Modul abs_ari abgepr�uft.3.4.2 Die Exponentialfunktion (absoluter Fehler)Betrachtet wird die Funktion f(x) := ex mit Df := (�1;1), sowie die Maschinenreali-sierung ~f (x) := exp(x) mit D ~f := [�maxreal; expmax].Die Funktion f ist di�erenzierbar, es giltf 0(x) = ex:Weiter istDN := fx 2 Sjf(x) 2 SNg = (ln(minreal); expreal] \ Sund DD := fx 2 Sjf(x) 2 SDg = [�maxreal; ln(minreal)] \ S:Anwendung von Satz 8 ergibt:jea � exp(~a)j � 4(Res) mit4(Res) :=4(exp) + "(exp) � jeAj+ (1 + "(exp)) � 4(a) � jeA+[�4(a);4(a)]j:



3.4. FUNKTIONEN MIT FEHLERBEHAFTETEM ARGUMENT 193.4.3 Die Funktion ex � 1 (absoluter Fehler)Betrachtet wird die Funktion f(x) := ex � 1 mit Df := (�1;1), sowie die Maschinen-realisierung ~f (x) := expm1(x) mit D ~f := [�maxreal; expm1max].Die Funktion f ist di�erenzierbar, es giltf 0(x) = ex:Weiter istDN := fx 2 Sjf(x) 2 SNg= ([�maxreal; ln(1� minreal)) [ (ln(1 + minreal); expreal]) \ Sund DD := fx 2 Sjf(x) 2 SDg = [ln(1 � minreal); ln(1 + minreal)] \ S:Anwendung von Satz 8 ergibt:j(ea � 1)� expm1(~a)j � 4(Res) mit4(Res) :=4(expm1) + "(expm1) � jeA � 1j + (1 + "(expm1)) � 4(a) � jeA+[�4(a);4(a)]j:3.4.4 Die Logarithmusfunktion (absoluter Fehler)Betrachtet wird die Funktion f(x) := lnx mit Df := (0;1), sowie die Maschinenrealisie-rung ~f(x) := ln(x) mit D ~f := (0; maxreal].Die Funktion f ist di�erenzierbar, es giltf 0(x) = 1x:Weiter istDN := fx 2 Sjf(x) 2 SNg= (0; e�minreal) [ (eminreal; maxreal]) \ Sund DD := fx 2 Sjf(x) 2 SDg = [e�minreal; eminreal] \ S:Anwendung von Satz 8 ergibt:j ln a� ln(~a)j � 4(Res) mit4(Res) :=4(ln) + "(ln) � j lnAj+ (1 + "(ln)) � 4(a) � 1hA+ [�4 (a);4(a)]i :Diese Absch�atzung ist allerdings nur f�ur a � 4(a) g�ultig, dies wird bei der Umsetzung indas Modul abs_ari abgepr�uft.



20 KAPITEL 3. FEHLERABSCH�ATZUNG3.4.5 Die Funktion ln(x+ 1) (absoluter Fehler)Betrachtet wird die Funktion f(x) := ln(x+1) mit Df := (�1;1), sowie die Maschinen-realisierung ~f (x) := ln1p(x) mit D ~f := (�1; maxreal].Die Funktion f ist di�erenzierbar, es giltf 0(x) = 1x+ 1 :Weiter istDN := fx 2 Sjf(x) 2 SNg= (�1; e�minreal� 1) [ (eminreal� 1; maxreal]) \ Sund DD := fx 2 Sjf(x) 2 SDg = [e�minreal� 1; eminreal� 1] \ S:Anwendung von Satz 8 ergibt:j ln(a+ 1) � ln1p(~a)j � 4(Res) mit4(Res) := 4(ln1p) + "(ln1p) � j ln(A+ 1)j+(1 + "(ln1p)) � 4(a) � 11 + hA+ [�4 (a);4(a)]i :3.4.6 Die Arkustangensfunktion (absoluter Fehler)Betrachtet wird die Funktion f(x) := arctan x mit Df := (�1;1), sowie die Maschinen-realisierung ~f (x) := arctan(x) mit D ~f := (�maxreal; maxreal].Die Funktion f ist di�erenzierbar, es giltf 0(x) = 11 + x2 :Weiter istDN := fx 2 Sjf(x) 2 SNg= (�maxreal; tan(�minreal)) [ (tan(minreal); maxreal]) \ Sund DD := fx 2 Sjf(x) 2 SDg = [tan(�minreal); tan(minreal)] \ S:Anwendung von Satz 8 ergibt:j arctan a� arctan(~a)j � 4(Res) mit4(Res) := 4(arctan) + "(arctan) � j arctanAj+(1 + "(arctan)) � 4(a) � 11 + h(A+ [�4 (a);4(a)])2i :



3.4. FUNKTIONEN MIT FEHLERBEHAFTETEM ARGUMENT 213.4.7 Die hyperbolische Cotangensfunktion (absoluter Fehler)Betrachtet wird die Funktion f(x) := cothxmitDf := (�1; 0)[(0;1), sowie die Maschi-nenrealisierung ~f (x) := coth(x) mitD ~f := ([�maxreal; -cotmin][(cotmin; maxreal])\S.Die Funktion f ist di�erenzierbar, es giltf 0(x) = 1(sinhx)2 :Weiter istDN := fx 2 Sjf(x) 2 SNg= D ~fund DD := fgAnwendung von Satz 8 ergibt:j coth a� coth(~a)j � 4(Res) mit4(Res) := "(coth) � j cothAj+(1 + "(coth)) � 4(a) � 1h(sinh(A+ [�4 (a);4(a)]))2i :3.4.8 Die Funktion ln(x) (relativer Fehler)Gesucht ist eine Oberschranke f�ur den relativen Fehler����� ln(x)� ~ln(~x)ln(x) ����� � ?;f�ur das Argument x wird dabei x � 
 > 1 vorausgesetzt und es sei ~x := x(1 + "x) mitj"xj � "(x) < 1:Zun�achst wird eine Fehlerschranke f�ur die Auswertung des Logarithmus mit fehlerbe-haftetem Argument hergeleitet:����� ln(x)� ln(~x)ln(x) ����� = ����� ln(x)� ln(x+ x"x)ln(x) �����MWS= ����� ln(x)� (ln(x) + x"x � 1x+x"x )ln(x) �����= ����� x"x(x+ x"x) � ln(x)�����= ����� "x(1 + "x) � ln(x) ������ "(x) � 11 � "(x) � 1ln(
)



22 KAPITEL 3. FEHLERABSCH�ATZUNGMit "ln wird der relative Fehler bei der Auswertung der Logarithmusfunktion f�ur exaktdarstellbare Argumente bezeichnet, es gilt j"lnj � "(ln). Damit l�a�t sich die folgendeAbsch�atzung durchf�uhren:�����"ln � ln(~x)ln(x) ����� MWS= �����"ln �  1 + x"x(x+ x"x) � ln(x)!������ "(ln) �  1 + "(x) � 11 � "(x) � 1ln(
)!Mit diesen beiden Absch�atzungen kann jetzt eine Oberschranke f�ur den Gesamtfehlerangegeben werden:����� ln(x)� ~ln(~x)ln(x) ����� � ����� ln(x)� ln(~x)(1 + "ln)ln(x) ������ ����� ln(x)� ln(~x)ln(x) �����+ �����"ln � ln(~x)ln(x) ������ "(x) � 11 � "(x) � 1ln(
) + "(ln) �  1 + "(x) � 11� "(x) � 1ln(
)!� "(ln) + (1 + "(ln)) � "(x) � 11� "(x) � 1ln(
)3.4.9 Die Funktion ln1p(x) := ln(x + 1) (relativer Fehler)Gesucht ist eine Oberschranke f�ur den relativen Fehler����� ln1p(x)� ~ln1p(~x)ln1p(x) ����� � ?;f�ur das Argument x wird dabei 0 < x < 1 angenommen und es sei ~x := x(1 + "x) mitj"xj � "(x) < 1 .Zun�achst wird eine Fehlerschranke f�ur die Funktionsauswertung mit fehlerbehaftetemArgument hergeleitet:����� ln1p(x)� ln1p(~x)ln1p(x) ����� = ����� ln1p(x)� ln1p(x+ x"x)ln1p(x) �����MWS= ����� ln1p(x)� (ln1p(x) + x"x � 11+x+x"x )ln1p(x) �����= ����� x"x(1 + x+ x"x) � (x� x22 + x33 � x44 +� : : :)�����= ����� "x(1 + x+ x"x) � (1 � x2 + x23 � x34 +� : : :) ������ "(x) � 11 � "(x) � 11� x2� "(x) � 21 � "(x)



3.5. VERL�ASSLICHE APPROXIMATIONSGENAUIGKEIT 23Mit "ln1p wird der relative Fehler bei der Auswertung der Funktion ln1p(x) f�ur exaktdarstellbare Argumente bezeichnet, es gilt j"ln1pj � "(ln1p). Damit l�a�t sich die folgendeAbsch�atzung herleiten:�����"ln1p � ln1p(~x)ln1p(x) ����� MWS= �����"ln1p � (1 + x"x(1 + x+ x"x) � ln1p(x))������ "(ln1p) � (1 + "(x) � 21 � "(x))Mit diesen beiden Absch�atzungen kann jetzt eine Oberschranke f�ur den Gesamtfehlerangegeben werden:����� ln1p(x)� ~ln1p(~x)ln1p(x) ����� � ����� ln1p(x)� ln1p(~x)(1 + "ln1p)ln1p(x) ������ ����� ln1p(x)� ln1p(~x)ln1p(x) �����+ �����"ln1p � ln1p(~x)ln1p(x) ������ "(x) � 21 � "(x) + "(ln1p) � (1 + "(x) � 21� "(x))� "(ln1p) + (1 + "(ln1p)) � "(x) � 21 � "(x)3.5 Verl�a�liche ApproximationsgenauigkeitIn diesem Abschnitt wird eine in [34] ausf�uhrlich beschriebene Methode verwendet, die eserlaubt, bei gegebenen Approximationskoe�zienten (i.a. ist dies ein Satz von Maschinen-zahlen, welcher aus einem Satz von Langzahlwerten gewonnen wird) eine sichere Ober-schranke f�ur den absoluten/relativen maximalen Approximationsfehler zu bestimmen.Zun�achst wird mit Hilfe von Langzahlintervallrechnung (siehe [32]) ein Intervallpo-lynom berechnet, dessen Graphenmenge die tats�achliche Fehlerkurve mit Sicherheit ein-schlie�t. In einem zweiten Schritt werden f�ur dieses Intervallpolynom, dessen Intervallko-e�zienten i.a. Maschinenintervalle von wenigen ulp Durchmesser sind, mittels gew�ohnli-cher Intervallrechnung (z.B. mittels eines Branch-and-Bound-Verfahrens [36]) die betrags-gr�o�ten Funktionswerte sicher eingeschlossen. Das Maximum der Oberschranken dieserEinschlie�ungen ist dann eine sichere obere Schranke des Approximationsfehlers. DieseSchranke gilt f�ur alle Argumente im vorgegebenen Approximationsintervall.In [34] ist ebenfalls beschrieben, wie man den Graph des Approximationsfehlers mit-tels Treppenfunktionen einschlie�en kann. Die folgenden Abbildungen sind mit diesemVerfahren erzeugt. In jeder Spalte, die einer Bildpunktbreite entspricht, sind zwei Be-grenzungspixel gezeichnet. Der wahre Verlauf der Fehlerkurve be�ndet sich f�ur alle Ar-gumente, die einer solchen Spalte zugeordnet sind, mit Sicherheit zwischen diesen beidenBegrenzungspunkten. Die Treppenstufen sind sehr klein gew�ahlt, was den Eindruck einerstetigen Funktion vermittelt. Das tri�t jedoch nicht zu. Vielmehr steht jeder gezeichneteBildpunkt f�ur eine der Spaltenbreite entsprechenden st�uckweise konstanten Funktion. Diefolgende Vergr�o�erung soll dies noch einmal verdeutlichen:



24 KAPITEL 3. FEHLERABSCH�ATZUNG
@@I Unterschranke��	 Oberschrankeexakter FunktionsverlaufIm vorliegenden Fall der Implementierung der Funktion ex � 1 sind die beiden Funk-tionenf(x) := ex � 1� xx2 = 1Xk=0 xk(k + 2)! ; x 2 [� ln(2)64 ; ln(2)64 ] =: Bereich I (3.7)g(x) := ex � 1 � x� x22x3 = 1Xj=0 xj(j + 3)! ; x 2 [ln(34); ln(54)] =: Bereich II (3.8)polynomial zu approximieren.
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Abbildung 3.1: Fehlerkurven Bereich I
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Abbildung 3.2: Fehlerkurven Bereich II



3.5. VERL�ASSLICHE APPROXIMATIONSGENAUIGKEIT 25Die Abbildungen 3.1 und 3.2 zeigen jeweils links den Fehlerverlauf der Approximati-on, wie sie in [39] angegeben ist. Rechts ist der Fehlerverlauf einer mit Hilfe des Compu-teralgebrapakets Maple [19] berechneten Approximation abgebildet. Der maximale Fehlerist hier deutlich kleiner, so da� diese Approximation in der hier besprochenen Imple-mentierung von ex � 1 Verwendung �ndet. Man beachte, da� die Funktionswerte mitPlotScale = 1015 skaliert sind (Programmlisting per FTP erh�altlich). Als Schranken f�urdie maximalen Approximationsfehler �ndet manMaxi: 1.850454976079262E-015im Fall (3.7) undMaxi: 4.101904694867334E-017im Fall (3.8). Dabei wird f(x) approximiert durch P4k=0 akxk mithexadezimal dezimala0 3FE0000000000000 5.000000000000000E-001a1 3FC555555554DD45 1.666666666658136E-001a2 3FA555555554B94D 4.166666666638950E-002a3 3F811114F8A77AAA 8.333362425159880E-003a4 3F56C1718E0F9DDC 1.388893979532449E-003und g(x) durch P8j=0 bjxj mithexadezimal dezimalb0 3FC5555555555554 1.666666666666666E-001b1 3FA5555555555503 4.166666666666610E-002b2 3F81111111113FE1 8.333333333354122E-003b3 3F56C16C16CA7FF7 1.388888889017890E-003b4 3F2A01A0159D7CFF 1.984126964158297E-004b5 3EFA019F817DAFAE 2.480157863209126E-005b6 3EC71E05122BF5CB 2.755792722352050E-006b7 3E928240725839F5 2.758025508816736E-007b8 3E5A496317DE7DCF 2.448136759253856E-008Im sp�ateren Programm werden die hier hexadezimal angegebenen Koe�zienten ver-wendet.Die mittleren Kurven in Abbildung 3.2 ergeben sich, wenn man zus�atzlich zu den Be-grenzungsbildpunkten noch einen Funktionswert der Fehlerkurve an einer zuf�allig gew�ahl-ten Stelle in jedem einer Spalte entsprechenden Abszissenintervall einzeichnet. Die hierberechneten Oberschranken f�ur die absoluten Approximationsfehler werden in Abschnitt5.1.4 ben�otigt.



26 KAPITEL 3. FEHLERABSCH�ATZUNG



Kapitel 4Quadrat- und WurzelfunktionSehr einfache Algorithmen ergeben sich f�ur Quadrat- und Wurzelfunktion. Diese dienenauch als Hilfsfunktion f�ur viele andere Routinen.4.1 QuadratfunktionQuadratfunktionMath. Schreibweise x2De�nitionsbereich IR1. Ableitung 2xNullstellen x0 = 0Minima xT = 0Symmetrie Symmetrie zur y-AchseMonotonie monoton fallend f�ur x < 0monoton steigend f�ur x > 0 0
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4.1.1 IdeeDie Quadratfunktion wird durch Ausf�uhren einer Multiplikation x2 = x �x berechnet. Beider Intervallfunktion sind einige zus�atzliche Fallunterscheidungen n�otig.4.1.2 Algorithmus q sqr (Punktfunktion)Der Gesamtalgorithmus q_sqr zur Berechnung von x2 stellt sich wie folgt dar:I. Abpr�ufen von Spezialf�alle und deren Behandlung� x ist NaN (not a number) =) Fehlermeldung: Invalid Argument� x < �1:34 : : : e154 oder x > 1:34 : : : e154 (Test des De�nitionsbereiches)=) Fehlermeldung: Over
owII. Berechnung mit Hilfe der Multiplikationres := x2� x 27



28 KAPITEL 4. QUADRAT- UND WURZELFUNKTIONNun gilt q sqr := res � x2.4.1.3 Fehlerabsch�atzungEs wird genau eine Grundoperation mit entsprechendem Rundungsfehler ausgef�uhrt.Gesamtfehlerschranke:relative Fehlerschranke f�ur q sqr(x) 2 SN : "(q sqr) � 2:2205E � 016 = 2:00 � "�absolute Fehlerschranke f�ur q sqr(x) 2 SD: 4(q sqr) � 4:9497E � 3244.1.4 Algorithmus j sqr (Intervallfunktion)Der Gesamtalgorithmus j_sqr zur Berechnung von X2 f�ur IntervallargumenteX := [x:INF; x:SUP] stellt sich wie folgt dar:I. Abpr�ufen von Spezialf�alle und deren Behandlung� x:INF oder x:SUP ist NaN (not a number)=) Fehlermeldung: Invalid Argument� x:INF < �1:34 : : : e154 oder x:SUP > 1:34 : : : e154 (Test des De�nitionsberei-ches) =) Fehlermeldung: Over
owII. Berechnung mit Hilfe der Multiplikationa) Falls x:INF = 0:res.INF:= 0res.SUP:= succ(x:SUP2� x:SUP)b) Falls x:INF > 0:res.INF:= pred(x:INF2� x:INF)res.SUP:= succ(x:SUP2� x:SUP)c) Falls x:SUP = 0:res.INF:= 0res.SUP:= succ(x:INF2� x:INF)d) Falls x:SUP < 0:res.INF:= pred(x:SUP2� x:SUP)res.SUP:= succ(x:INF2� x:INF)e) Sonst:res.INF:= 0Falls (�x:INF > x:SUP) dann: res.SUP:= succ(x:INF2� x:INF)Sonst: res.SUP:= succ(x:SUP2� x:SUP)Nun gilt j sqr := res � X2 mit res := [res.INF; res.SUP].



4.2. WURZELFUNKTION 294.2 WurzelfunktionWurzelfunktionMath. Schreibweise pxDe�nitionsbereich [0;1)1. Ableitung 12pxNullstellen x0 = 0Minima xT = 0Monotonie monoton steigend
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sqrt(x)

4.2.1 IdeeIm IEEE-Standard [4] wird gefordert, da� die Wurzelfunktion als Grundoperation mitden entsprechenden Rundungen zur Verf�ugung gestellt wird. Aus diesem Grund wirdhier die Wurzelfunktion sqrt verwendet, die �uber die mathematische Bibliothek (libm,zugeh�origes Header�le math.h) des C-Compilers zur Verf�ugung gestellt wird.Anmerkung: Der Benutzer mu� somit sicherstellen, da� die auf seinem System vor-handene Wurzelfunktion dem IEEE-Standard entspricht (�ublicherweise ist dies heute derFall).Bei der Intervallfunktion sind wiederum einige zus�atzliche Fallunterscheidungen n�otig.4.2.2 Algorithmus q sqrt (Punktfunktion)Der Gesamtalgorithmus q_sqrt zur Berechnung von px stellt sich wie folgt dar:I. Abpr�ufen von Spezialf�alle und deren Behandlung� x ist NaN (not a number) =) Fehlermeldung: Invalid Argument� x < 0 (Test des De�nitionsbereiches) =) Fehlermeldung: Invalid ArgumentII. Berechnungres := sqrt(x)Nun gilt q sqrt := res � px.4.2.3 Fehlerabsch�atzungEs wird genau eine Grundoperation mit entsprechendem Rundungsfehler ausgef�uhrt.Gesamtfehlerschranke:relative Fehlerschranke f�ur q sqrt(x) 2 SN : "(q sqrt) � 2:2205E � 016 = 2:00 � "�absolute Fehlerschranke f�ur q sqrt(x) 2 SD: 4(q sqrt) � 4:9497E � 324



30 KAPITEL 4. QUADRAT- UND WURZELFUNKTION4.2.4 Algorithmus j sqrt (Intervallfunktion)Der Gesamtalgorithmus j_sqrt zur Berechnung von pX f�ur IntervallargumenteX := [x:INF; x:SUP] stellt sich wie folgt dar:I. X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUPa) Falls x:INF = 0:res.INF:= 0res.SUP:= 0b) Falls x:INF 6= 0:y := q sqrt(x:INF)res.INF:= pred(y)res.SUP:= succ(y)II. X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPa) Berechnung der Unterschranke res.INF:Falls x:INF = 0 dann: res.INF:= 0Sonst: res.INF:= pred(q sqrt(x:INF))b) Berechnung der Oberschranke res.SUP:res.SUP:= succ(q sqrt(x:SUP))Nun gilt j sqrt := res � pX mit res := [res.INF; res.SUP].



Kapitel 5Exponential- undLogarithmusfunktionen5.1 Exponentialfunktion-minus-Eins: ex � 1Exponentialfunktion-minus-EinsMath. Schreibweise ex � 1De�nitionsbereich IRPotenzreihe 1Xk=1 xkk! = x1 + x22! + x33! + : : :1. Ableitung exNullstellen x0 = 0Symmetrie -Monotonie monoton steigend 0
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Es wird im folgenden ein sehr schnelles und gleichzeitig hochgenaues Tabellenverfahrenzur Berechnung der Funktion ex � 1 f�ur x 2 S(2; 53;�1022; 1023) vorgestellt (siehe auch[39]).5.1.1 IdeeDie gesamte Funktionsberechnung erfolgt im Zieldatenformat (IEEE double, 64 Bit), d.h.f�ur Zwischenrechnungen wird kein h�ohergenaues Datenformat benutzt. Die Berechnungerfolgt wie �ublich in drei Schritten:I) ArgumentreduktionII) Polynomapproximation im reduzierten BereichIII) Ergebnisanpassung, dabei Verwendung von tabellierten KonstantenIm Intervall [ln(1 � 14); ln(1 + 14)] erfolgt die Berechnung mit Hilfe einer zweiten Polyno-mapproximation. In diesem Fall ist eine abschlie�ende Ergebnisanpassung nicht notwen-dig. Dies sichert auch im Bereich um die Null (hier ist ex � 1 � 0) die gew�unschte hoherelative Ergebnisgenauigkeit. 31



32 KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONEN5.1.2 VerfahrenAusnahmef�alle und BereichsaufspaltungZun�achst werden anhand des Eingabearguments x mehrere Sonderf�alle abgepr�uft. F�urx = NAN (not a number) wird eine Fehlerbehandlungsroutine aufgerufen. In dieserRoutine kann festgelegt werden, ob das Programm grunds�atzlich abgebrochen und ei-ne Fehlermeldung ausgegeben werden soll, oder ob eine Unterscheidung nach "signa-ling NAN\ bzw. "quiet NAN\ mit unterschiedlicher Fehlerbehandlung erfolgen soll. F�urx > qExpT2c = 709:0895657128240 erfolgt ein Programmabbruch, eine Fehlermeldung1wird ausgegeben. Der Fall x = +1 wird hier miterfa�t und mu� nicht getrennt abgepr�uftwerden. F�ur x < �37:42994775023704 braucht nicht mehr gerechnet zu werden, als Er-gebnis wird der Wert �1 zur�uckgegeben. Der Fall x = �1 wird hier ebenfalls miterfa�t.F�ur x = 0 sowie f�ur kleine Eingabeargumente 0 6= jxj < 2�54 wird x selbst zur�uckgegeben.Liegt keiner der oben genannten F�alle vor werden ausgehend vom Argument x diefolgenden beiden F�alle unterschieden:Bereich I: x � ln(1 � 14) oder ln(1 + 14) � xBereich II: ln(1 � 14) < x < ln(1 + 14)Nur im Bereich I wird ein Tabellenverfahren verwendet.Bereich I (x � ln(1� 14) oder ln(1 + 14) � x)Ausgehend vom Argument x wird ein reduziertes Argument r mit r 2[� ln(2)=64; ln(2)=64] berechnet. Dazu wird m 2 ZZ und j 2 f0; 1; : : : ; 31g so gew�ahlt,da� in der Darstellungx = (32m + j) ln(2)=32 + r (5.1)der Rest jrj � ln(2)=64 ist.Um r zu berechnen wird also vom Argument x ein geeignetes ganzzahliges Viel-faches des Wertes ln(2)=32 subtrahiert. Da es hierbei zu Ausl�oschung kommen kann,wird die N�aherung des Wertes ln(2)=32 im IEEE-Datenformat als Summe (die Addi-tion wird nicht explizit ausgef�uhrt) von 2 Maschinenzahlen llead; ltrail 2 S(2; 53) mitllead + ltrail � ln(2)=32 h�ohergenau dargestellt. llead wird so gew�ahlt, da� die letzten 20bin�aren Mantissenzi�ern den Wert 0 haben. Dadurch kann llead mit einer ganzen Zahln; jnj < 220 rundungsfehlerfrei multipliziert werden. Das reduzierte Argument r selbstwird mit einigen zus�atzlichen Mantissenzi�ern berechnet, die Darstellung erfolgt eben-falls als Summe zweier Maschinenzahlen rlead; rtrail 2 S(2; 53).Mit Hilfe einer Polynomapproximation der Formp(r) = r + a0r2 + a1r3 + : : :+ a4r6 = r + r2(a0 + : : :+ a4r4)wird eine N�aherung f�ur (er � 1) berechnet.1F�ur x > 709:78271289338399 liegt das Ergebnis ex�1 im �Uberlaufbereich. F�ur 709:0895657128240<x � 709:78271289338399 ist f�ur eine Zwischenrechnung eine zus�atzliche Fallunterscheidung n�otig, ausGr�unden der Laufzeit wird darauf verzichtet.



5.1. EXPONENTIALFUNKTION-MINUS-EINS: EX � 1 33Die Koe�zienten ai; i = 0; 1; : : : ; 4 wurden mit Hilfe eines Remez-Algorithmus (Com-puteralgebrapaket, z.B. Maple) gefunden (siehe Abschnitt 3.5). Die Berechnung des Po-lynoms r2(a0 + a1r + : : : + a4r4) erfolgt in der Genauigkeit des IEEE-Datenformats, zurabschlie�enden Addition von r bei der Berechnung von p(r) wird jedoch die h�ohergenaueDarstellung rlead + rtrail benutzt:r := rlead2+ rtrailq := r2� r2� (a02+ r2� (a22+ : : :) : : :)p := rlead2+ (rtrail2+ q) (Klammerung beachten!)Die Ergebnisanpassung erfolgt durch Anwendung der Gleichungex � 1 = 2m(2j=32 + 2j=32(er � 1))� 1; (5.2)wobeim und j die gem�a� (5.1) bestimmten und bekannten Gr�o�en sind. Die ben�otigte Po-tenz 2j=32, j 2 f0; 1; 2; : : : ; 31g wird im voraus berechnet. N�aherungen f�ur 2j=32, j = 0(1)31werden vorab in jeweils 2 Konstanten lead(j), trail(j) auf ungef�ahr 100 Mantissenbits ineiner Tabelle abgespeichert. Die Summe lead(j)+trail(j) dieser beiden Konstanten ergibtalso eine N�aherung f�ur 2j=32 mit zus�atzlichen Zi�ern. Um den Fehler bei der Berech-nung der rechten Seite von (5.2) auf dem Rechner m�oglichst klein zu halten, werden inAbh�angigkeit von m die folgenden drei Ausdr�ucke verwendet:m � 53 : 2m[lead(j)2+ (s2� p2+ (trail(j)2� 2�m))]m � �8 : 2m[lead(j)2+ (s2� p2+ trail(j))]2� 1Sonst: 2m[(lead(j)2� 2�m)2+ (lead(j)2� p2+ trail(j)2� (12+ p))]jeweils mit s := lead(j)2+ trail(j) � 2j=32Bereich II (ln(1 � 14) < x < ln(1 + 14))Ausgehend von der Reihenentwicklungex � 1 = x+ x22 + 1Xj=3 xjj =: x+ x22 + x � x2 � g(x)wird eine polynomiale Bestapproximation p(x) f�ur g(x) verwendet. Mit dieser in Abschnitt3.5 angegebenen Bestapproximation wird zun�achst q := x2� (x2� x)2� p(x) berechnet.Dies kann in normaler IEEE-Genauigkeit geschehen. Zur Addition des Terms x+ x22 mu�eine h�ohere Genauigkeit simuliert werden. Dazu wird die Mantisse von x in zwei Teile u,v aufgespalten, u := xj24 enth�alt die f�uhrenden 24 Bits der Mantisse, v ergibt sich durchv := x� u. Sowohl u als auch v sind auf dem Rechner exakt darstellbar.Damit wird y := u �u � 12 und z := v2� (x2+ u) � 12 berechnet. Da von u nur die ersten 24Bit ungleich Null sind, ist u �umit maximal 48 Bit ebenfalls exakt darstellbar, woraus sichschlie�lich y durch eine einfache und ebenfalls rundungsfehlerfreie Exponentenanpassungergibt. Die Summe y+ z ist dann eine h�ohergenaue N�aherung f�ur x22 . Dies wird durch diefolgende Handrechnung (vgl. [28]) gezeigt:



34 KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONENEs sei o.B.d.A.: x > 0. Mit x = 0:x1x2 : : : x53 � bex, u = xj24 = 0:x1x2 : : : x24 � bex undx� xj24 = 0: 00 : : : 0| {z }24 St�uck x25x26 : : : x53 � bex = v < 2�24xerh�alt man:y + z = 12u2 + 12v2� (x2+ u)= 12((xj24)2 + (x� xj24)2� (x2+ xj24))= 12((xj24)2 + (x� xj24)(x2+ xj24)(1 + "))= 12((xj24)2 + (x� xj24)(x+ xj24)(1 + ")2)= 12((xj24)2 + (x2 � (xj24)2)(1 + 2"))= 12(x2 + 2"((xj24 � v)2 � (xj24)2))= 12(x2 + 2"(2 � v � xj24 + v2))= 12(x2 + 2"2�22x)= x22 + "(2�22x)=) �����x22 � (y + z)����� � " � 2�22xWegen x 2 [�0:29; 0:244] und somit jxj 2 [0; 0:29] ergibt sich die folgende Absch�atzung:jx22 � (y + z)j � " � 2�22jxj < " � 2�23Die Summe y + z ist damit eine N�aherung f�ur x22 mit 22 zus�atzlichen Mantissenstellen.Im Fehlerkalk�ul wird diese Handrechnung automatisch mit erfa�t (siehe vollst�andigesProgrammlisting ffexpm.p).Zum Schlu� m�ussen die Werte x, y, z und q in Abh�angigkeit ihrer Gr�o�e geeignetaufaddiert werden. Dazu werden die folgenden beiden F�alle unterschieden:ex � 1 � ( (u2+ y)2+ (q2+ (v2+ z)); y � 2�7;x2+ (y2+ (q2+ z)); y < 2�7 :5.1.3 Algorithmus q expm (Punktfunktion)Der Gesamtalgorithmus expm1 zur Berechnung von ex � 1 stellt sich wie folgt dar:I. Abpr�ufen von Spezialf�alle und deren Behandlung� x ist NaN (not a number) =) Fehlermeldung: Invalid Argument



5.1. EXPONENTIALFUNKTION-MINUS-EINS: EX � 1 35� x >qExpT2a= 709:7827 : : : =) Fehlermeldung: Over
owDer Fall x = +1 wird mit abgedeckt!� x = 0 =) res := x = �0, d.h. der exakte Funktionswert e0 � 1 = 0 wirdzur�uckgegeben2.� jxj <qExpT1= 2�54 = 5:5511 : : : � 10�17 =) res(x) := x� x <qExpT3=�37:4299 : : : =) res(x) := �1x = �1 mu� damit nicht gesondert behandelt werden.II. Fallunterscheidung1.) Bereich I: x � ln(1� 14) oder ln(1 + 14) � x(a) Reduktion (red. Argument r wird berechnet als rlead + rtrail)n := round(x2� qExpInvL); mit qExpInvL� 32ln 2n2 := n mod 32n1 := n� n2rlead := (x2� n2� llead) mit llead + ltrail � ln(2)32rtrail := �n2� ltrail f=) rlead + rtrail = x� n � (llead + ltrail)gm := n1=32j := n2(b) Approximation p(r) = r + a0r2 + a1r3 + : : :+ a4r6,r 2 [�0:01083 : : : ; 0:01083 : : :]r := rlead2+ rtrailq := r2� r2� (a02+ r2� (a12+ r2� (a22+ r2� (a32+ r2� a4))))p := rlead2+ (rtrail2+ q)(c) ErgebnisanpassungFalls m � 53:res := 2m[lead(j)2+ (s2� p2+ (trail(j)2� 2�m))]Falls m � �8:res := 2m[lead(j)2+ (s2� p2+ trail(j))]2� 1Falls �7 � m � 52:res := 2m[(lead(j)2� 2�m)2+ (lead(j)2� p2+ trail(j)2� (12+ p))]mit s := lead(j)2+ trail(j) � 2j=32 f auf 100 Bit g2.) Bereich II: ln(1 � 14) < x < ln(1 + 14)(a) Genaue Berechnung von x2=2u := CUT24(x); f die ersten 24 Bits von x g2Im IEEE-Standard wird �0 unterschieden.



36 KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONENv := x� uy := u � u � 0:5z := v2� (x2+ u) � 0:5f=) y + z � x22 mit zus�atzlichen Bits g(b) Approximation (Horner-Schema)q := x3p(x) = x3(b0 + b1x1 + : : :+ b8x8); x 2 [�0:28768 : : : ; 0:22314 : : :]q := x2� x2� x2� (b02+ x2� (b12+ x2� (: : : 2+ x2� b8) : : :))(c) Genaue Addition von x+ y + z + q durch Fallunterscheidung:Falls y � 2�7:res := (u2+ y)2+ (q2+ (v2+ z))Falls y < 2�7:res := x2+ (y2+ (q2+ z))Nun gilt q expm := res � (ex � 1).Beispielhaft sei f�ur diese Funktion die C{Quelle angegeben (der Quellcode der weiterenFunktionen �ndet sich in der frei erh�altlichen Bibliothek fi_lib):/****************************************************************//* *//* Entries : a_real q_expm(a_real x) *//* a_real x ; *//* *//* Arguments : x = real argument of exp(x)-1 *//* *//* Description : Fast real exponential function - 1 *//* for double IEEE Floating-Point *//* Arithmetic *//* *//* Date : 1997-07-07 *//* *//* Author : W. Hofschuster *//* *//****************************************************************/#ifndef ALL_IN_ONE#ifdef AIX#include "/u/p88c/runtime/o_defs.h"#else#include "o_defs.h"#endif#define local#endif#include "q_defs.h"#include "q_fcth.h"



5.1. EXPONENTIALFUNKTION-MINUS-EINS: EX � 1 37/* --------------------------------------------------------------------- *//* - Computation of exp(x)-1, table lookup method - *//* - Idea goes back to P.T.P. Tang - *//* --------------------------------------------------------------------- *//* ------ Prozedure for Range 1 ------------------------------------ */#ifdef LINT_ARGSlocal double q_p1ex(double x)#elselocal double q_p1ex(x)double x;#endif{ int j;long int n,m;double r,r1,r2,q,s;double res;/* Step 1 */if (x>0) n=CUTINT((x*q_exil)+0.5);else n=CUTINT((x*q_exil)-0.5); /* round (x) */j=n % 32; /* n2=n mod 32 */if (j<0) j+=32; /* We force n2>=0 */m=(n-j)/32;r1=x-n*q_exl1;r2=-(n*q_exl2);/* Step 2 */r=r1+r2;q=(((q_exa[4]*r+q_exa[3])*r+q_exa[2])*r+q_exa[1])*r+q_exa[0];q=r*r*q;q=r1+(r2+q);/* Step 3 */s=q_exld[j]+q_extl[j];if (m>=53){ if (m<1023) { res=1.0; POWER2(res,-m); } else res=0.0;res=(q_exld[j]+(s*q+(q_extl[j]-res)));POWER2(res,m);} else{ if (m<=-8){res=(q_exld[j]+(s*q+q_extl[j]));POWER2(res,m);res-=1;}else{ res=1.0;



38 KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONENPOWER2(res,-m);res=((q_exld[j]-res)+(q_exld[j]*q+q_extl[j]*(1+q)));POWER2(res,m);} }return(res);}/* ------ Prozedure for Range 2 ------------------------------------ */#ifdef LINT_ARGSlocal double q_p2ex(double x)#elselocal double q_p2ex(x)double x;#endif{ double u,v,y,z,q;/* Step 1 */u=(double) (CUT24(x));v=x-u;y=u*u*0.5;z=v*(x+u)*0.5;/* Step 2 */q=(((((((q_exb[8]*x+q_exb[7])*x+q_exb[6])*x+q_exb[5])*x+q_exb[4])*x+q_exb[3])*x+q_exb[2])*x+q_exb[1])*x+q_exb[0];q=x*x*x*q;/* Step 3 */if (y>=7.8125e-3) /* = 2^-7 */return ((u+y)+(q+(v+z)) );elsereturn (x+(y+(q+z)) );}/* ------ Main program with different cases ----------------------- */#ifdef LINT_ARGSlocal double q_expm(double x)#elselocal double q_expm(x)double x;#endif{ double fabsx,res;#ifdef PXSCTRAPE_SPUSH("q_expm");#endifif NANTEST(x) /* Test: x=NaN */res=q_abortnan(INV_ARG,&x,3);



5.1. EXPONENTIALFUNKTION-MINUS-EINS: EX � 1 39else {if (x<0) fabsx=-x; else fabsx=x;if (fabsx<q_ext1){res = (q_p2h * x + fabsx) * q_p2mh;}else{ if (q_ex2a<x)res=q_abortr1(OVER_FLOW,&x,3);else{ if (x<q_ext3){res=-1.0+q_p2mh;}else{ if (x==0)res=x;else{ if ((q_ext4<x) && (x<q_ext5))res=q_p2ex(x);elseres=q_p1ex(x);} }} }}#ifdef PXSCTRAPE_SPOPP("q_expm");#endifreturn(res);}5.1.4 Fehlerabsch�atzungIm folgenden wird eine relative Fehlerschranke f�ur die Berechnung von ex � 1 nach demim Abschnitt 5.1 vorgestellten Verfahren hergeleitet. Diese Fehlerschranke soll f�ur allezul�assigen Eingabeargumente aus dem Bereich der normalisierten IEEE-Zahlen gelten.Die Fehlerabsch�atzung wird gr�o�tenteils auf dem Rechner mit PASCAL-XSC unterVerwendung des Moduls abs_ari (siehe Abschnitt 3.1) durchgef�uhrt. Das zugeh�orige Pro-gramm ffexpm1.p ist in der Programmsammlung enthalten. Die Fehlerabsch�atzung wirdunter der Annahme durchgef�uhrt, da� das exakte reelle Ergebnis einer Grundoperation(+;�; �; =) auf demRechner zu einer benachbarten Gleitkommazahl gerundet wird ("faith-ful arithmetic\). Der maximale relative Fehler einer Gleitkommaoperation ist demnacheps52= 2�52. Der IEEE-Standard schreibt sogar einen Rundungsmodus zur n�achstgelege-nen Gleitkommazahl vor. Um nicht durch Umschalten des Rundungsmodus Laufzeiteinbu-�en zu verursachen, werden keine speziellen Annahmen �uber den eingestellten Rundungs-modus bei Programmaufruf vorausgesetzt. Dies bedeutet, da� die f�ur alle Rundungsmodig�ultige Fehlerschranke eps52 verwendet werden mu�.



40 KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONENErzwingt man bei Programmausf�uhrung die Rundung zur n�achstgelegenen Gleitkom-mazahl, so darf man die in dieser Arbeit angegebene Gesamtfehlerschranke auf nahezu dieH�alfte (1:302 �10�16) reduzieren. Diese Aussage kann sehr einfach bewiesen werden, indemman in den Fehlerabsch�atzungsprogrammen �uberall die Gr�o�e eps52 durch eps53= 2�53ersetzt!Die im Algorithmus verwendeten Konstanten- und Tabellenwerte sind jeweils die zurn�achstgelegenen Gleitkommazahl gerundeten exakten Werte, d.h. ihr maximaler relativerFehler betr�agt eps53.Bei der automatische Fehlerabsch�atzung wird analog zum Algorithmus zwischen Be-reich I und Bereich II unterschieden. F�ur beide Bereiche wird jeweils ein eigenes Unter-programm erstellt:Unterprogrammname Absch�atzung f�ur Argument x 2 I mitfehler1 I = [�37:44077:::;�0:27076][ [0:223143:::; 709:79:::]fehler2 I = [�0:287682:::;�5:55:::e� 17][ [5:55:::e� 17; 0:223144:::]Tabelle 5.1: Teilbereiche mit unterschiedlichen Fehlerabsch�atzungDie Funktion fehler1 berechnet eine Oberschranke des maximalen relativen Gesamt-fehlers bei der Auswertung von ex�1 f�ur ein Argument x aus einem vorgegebenen IntervallI� = [a; b] mit I� � I. In diesem Gesamtfehler sind alle Rundungsfehler, der Approxi-mationsfehler und die Konstantenfehler ber�ucksichtigt. Das Intervall I� wird durch dieParameter kk_lb, kk_ub, k_lb und k_ub festgelegt. Diese Parameter werden beim Aufrufder Funktion fehler1 �ubergeben. Es gilt:I� := [(( kk_lb �32 � 0:5)+ k_lb )5� 5(ln2)32 ;(( kk_ub �32 � 0:5)+ k_ub +1)4� 4(ln2)32 ]Da bei der Ergebnisanpassung 32 verschiedene Konstanten verwendet werden, m�ussenbei der Fehlerabsch�atzung 32 Teilf�alle betrachtet werden. Dies bedeutet, da� im folgendendie TeilintervalleIkk;k := [((kk � 32 � 0:5) + k)5� 5(ln2)32 ;((kk � 32 � 0:5) + k + 1)4� 4(ln2)32 ]mit k =k_lb(1)k_ub, kk =kk_lb(1)kk_ub untersucht werden. Diese Intervalle Ikk;k sind sogew�ahlt, da� f�ur alle x 2 Ikk;k im Algorithmus die gleiche Fallunterscheidung ausgew�ahltwird. Bei der Realisierung im Programmmu� beachtet werden, das die folgende Bedingunggilt: I� � [kk [k Ikk;kf�ur k =k_lb(1)k_ub und kk =kk_lb(1)kk_ub. Aufgrund der �Ubersch�atzung durch dieIntervallarithmetik m�ussen die Teilintervalle Ikk;k eventuell noch weiter unterteilt werden,um zu brauchbaren, scharfen Fehleraussagen zu kommen. Die Funktion fehler1wird vomHauptprogramm aus mit 5 verschiedenen Parameters�atzen aufgerufen:



5.1. EXPONENTIALFUNKTION-MINUS-EINS: EX � 1 41Anzahl Unterteilungkk_lb kk_ub k_lb k_ub Intervall I� = [a�; b�] von Ikk;k-54 -2 0 31 [�37:44077:::;�0:703977:::] 1-1 -1 0 19 [�0:703977:::;�0:27076:::] 3 2000 0 10 31 [0:223143:::; 0:6823:::] 4 5001 1023 0 31 [0:6823:::; 709:77:::] 11024 1024 0 0 [709:77:::; 709:79:::] 1In der Funktion fehler1 werden f�ur jedes Teilintervall alle Berechnungen des Al-gorithmus mit Hilfe der Intervallarithmetik von PASCAL-XSC nachvollzogen. Der beinormaler Gleitkommarechnung entstehende Rundungsfehler wird als absoluter Fehler mitHilfe der Funktionen des Moduls abs_ari erfa�t. Die Konstantenfehler werden ebenfallsals absolute Fehler erfa�t, der absolute Approximationsfehler wird an geeigneter Stelleaufaddiert. Zum Schlu� wird, sofern m�oglich, der maximale relative Gesamtfehler vonallen betrachteten Teilintervallen bestimmt und an das Hauptprogramm �ubergeben.Mit Hilfe der Funktion fehler2 wird der Fehler f�ur Argumente x mit x 2 [ln(1 �14);�2�54] [ [ln(1 + 14); 2�54] bestimmt. Um sowohl die Vorzeichen als auch die Fallun-terscheidung bei der Summation des Ergebnisses von ex � 1 richtig zu erfassen, m�ussenhier 4 Teilbereiche getrennt untersucht werden. Diese Teilbereiche k�onnen Tabelle 5.2entnommen werden.Unterprogrammname Teilbereich Absch�atzung f�ur Argument x 2 I mitfehler2 a I = [�0:287682:::;�0:125]b I = [�0:125;�5:55:::e� 17]c I = [5:55:::e� 17; 0:125]d I = [0:125; 0:223144:::]Tabelle 5.2: Teilbereiche des Bereichs IIZur Bestimmung von scharfen Fehlerschranken ist es auch hier wieder n�otig, die zuuntersuchenden Teilbereiche in kleine Teilintervalle zu unterteilen. Eine Unterteilung in50 bzw. 20 Teilintervalle hat sich als ausreichend erwiesen.Analog zur Funktion fehler1 wird auch hier wieder der Algorithmus nachvollzogen,s�amtliche Fehler werden mit Hilfe der Funktionen des Moduls abs_ari erfa�t. Die Fehler-absch�atzung wird mit folgendem Programmdurchgef�uhrt (die anderen Fehlerabsch�atzung-programme haben einen �ahnlichen Aufbau; sie werden deshalb in diesem Dokument nichtaufgelistet):{------------------------------------------------------------------------}{- Fehlerabschaetzung fuer expm1-Funktion, Tabellenverfahren -}{- Version: getrennte Rechnung fuer alle 32 Tabellenwerte, -}{- Rechnung mit absoluten Fehlern !!! -}{------------------------------------------------------------------------}program ffexpm1(input,output);use eps_ari, { Fehlerschrankenarithmetik }3b� wird explizit gesetzt.4a� wird explizit gesetzt.



42 KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONENi_ari; { Intervallarithmetik }{-globale Variablen-}var qExpInvL,qExpL1,qExpL2:real; { Tabellenwerte der exp-Funktion }qExpA:array [0..4] of real; { Tabellenwerte der exp-Funktion }qExpB:array [0..8] of real; { Tabellenwerte der exp-Funktion }qExpLead, { Tabellenwerte der exp-Funktion }qExpTrail:array[0..31] of real; { Tabellenwerte der exp-Funktion }{-Variablen Hauptprogramm -}var relfehler,maxrelfehler:real;{------------------------------------------------------------------------}{- Initialisierungsteil -}{------------------------------------------------------------------------}procedure init;begin{----- Tabellenwerte der exp-Funktion ---------------------------------}{ qExpInvL:= 4.616624130844683E+001 }qExpInvL:= 6497320848556798.0 / 140737488355328.0;{ qExpL1:= 2.166084939017310E-002 }qExpL1:= 6243314767495168.0 / 288230376151711744.0;{ qExpL2:= 2.325192846878874E-012 }qExpL2:= 5756898648422637.0 / 2475880078570760549798248448.0;{ qExpA[0]:= 5.000000000000000E-001 }qExpA[0]:= 4503599627370496.0 / 9007199254740992.0;{ qExpA[1]:= 1.666666666658136E-001 }qExpA[1]:= 6004799503129925.0 / 36028797018963968.0;{ qExpA[2]:= 4.166666666638950E-002 }qExpA[2]:= 6004799503120717.0 / 144115188075855872.0;{ qExpA[3]:= 8.333362425159880E-003 }qExpA[3]:= 4803856372824746.0 / 576460752303423488.0;{ qExpA[4]:= 1.388893979532449E-003 }qExpA[4]:= 6405142946487772.0 / 4611686018427387904.0;{ qExpB[0]:= 1.666666666666666E-001 }qExpB[0]:= 6004799503160660.0 / 36028797018963968.0;{ qExpB[1]:= 4.166666666666610E-002 }qExpB[1]:= 6004799503160579.0 / 144115188075855872.0;{ qExpB[2]:= 8.333333333354122E-003 }qExpB[2]:= 4803839602540513.0 / 576460752303423488.0;{ qExpB[3]:= 1.388888889017890E-003 }qExpB[3]:= 6405119470632951.0 / 4611686018427387904.0;{ qExpB[4]:= 1.984126964158297E-004 }qExpB[4]:= 7320136463514879.0 / 36893488147419103232.0;{ qExpB[5]:= 2.480157863209126E-005 }qExpB[5]:= 7320133978402734.0 / 295147905179352825856.0;{ qExpB[6]:= 2.755792722352050E-006 }qExpB[6]:= 6506931592885707.0 / 2361183241434822606848.0;{ qExpB[7]:= 2.758025508816736E-007 }qExpB[7]:= 5209762888694261.0 / 18889465931478580854784.0;{ qExpB[8]:= 2.448136759253856E-008 }qExpB[8]:= 7399039345524175.0 / 302231454903657293676544.0;



5.1. EXPONENTIALFUNKTION-MINUS-EINS: EX � 1 43{ qExpLead [ 0]:= 1.000000000000000E+000 }qExpLead [ 0]:= 4503599627370496.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [ 1]:= 1.021897148654105E+000 }qExpLead [ 1]:= 4602215617889600.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [ 2]:= 1.044273782427410E+000 }qExpLead [ 2]:= 4702991017412864.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [ 3]:= 1.067140400676820E+000 }qExpLead [ 3]:= 4805973110840128.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [ 4]:= 1.090507732665245E+000 }qExpLead [ 4]:= 4911210218475840.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [ 5]:= 1.114386742595883E+000 }qExpLead [ 5]:= 5018751718701440.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [ 6]:= 1.138788634756679E+000 }qExpLead [ 6]:= 5128648071143936.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [ 7]:= 1.163724858777570E+000 }qExpLead [ 7]:= 5240950840352448.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [ 8]:= 1.189207115002716E+000 }qExpLead [ 8]:= 5355712719992576.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [ 9]:= 1.215247359980467E+000 }qExpLead [ 9]:= 5472987557571008.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [10]:= 1.241857812073476E+000 }qExpLead [10]:= 5592830379701248.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [11]:= 1.269050957191723E+000 }qExpLead [11]:= 5715297417922816.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [12]:= 1.296839554651001E+000 }qExpLead [12]:= 5840446135085568.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [13]:= 1.325236643159741E+000 }qExpLead [13]:= 5968335252311936.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [14]:= 1.354255546936884E+000 }qExpLead [14]:= 6099024776549376.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [15]:= 1.383909881963831E+000 }qExpLead [15]:= 6232576028726656.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [16]:= 1.414213562373092E+000 }qExpLead [16]:= 6369051672525760.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [17]:= 1.445180806977035E+000 }qExpLead [17]:= 6508515743784768.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [18]:= 1.476826145939498E+000 }qExpLead [18]:= 6651033680544128.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [19]:= 1.509164427593419E+000 }qExpLead [19]:= 6796672353750528.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [20]:= 1.542210825407935E+000 }qExpLead [20]:= 6945500098633920.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [21]:= 1.575980845107878E+000 }qExpLead [21]:= 7097586746770880.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [22]:= 1.610490331949251E+000 }qExpLead [22]:= 7253003658850432.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [23]:= 1.645755478153959E+000 }qExpLead [23]:= 7411823758157120.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [24]:= 1.681792830507419E+000 }qExpLead [24]:= 7574121564787584.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [25]:= 1.718619298122476E+000 }qExpLead [25]:= 7739973230616128.0 / 4503599627370496.0;



44 KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONEN{ qExpLead [26]:= 1.756252160373293E+000 }qExpLead [26]:= 7909456575025792.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [27]:= 1.794709075003098E+000 }qExpLead [27]:= 8082651121422400.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [28]:= 1.834008086409341E+000 }qExpLead [28]:= 8259638134547584.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [29]:= 1.874167634110293E+000 }qExpLead [29]:= 8440500658608960.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [30]:= 1.915206561397142E+000 }qExpLead [30]:= 8625323556245696.0 / 4503599627370496.0;{ qExpLead [31]:= 1.957144124175400E+000 }qExpLead [31]:= 8814193548346688.0 / 4503599627370496.0;{ qExpTrail[ 0]:= 0.000000000000000E+000 }qExpTrail[ 0]:= 0.0;{ qExpTrail[ 1]:= 1.159741170639136E-014 }qExpTrail[ 1]:= 7350732955350452.0 / 633825300114114700748351602688.0;{ qExpTrail[ 2]:= 3.416187970930849E-015 }qExpTrail[ 2]:= 8661065463685896.0 / 2535301200456458802993406410752.0;{ qExpTrail[ 3]:= 3.695759744057116E-015 }qExpTrail[ 3]:= 4684932057853331.0 / 1267650600228229401496703205376.0;{ qExpTrail[ 4]:= 1.307016386977872E-014 }qExpTrail[ 4]:= 8284200537303158.0 / 633825300114114700748351602688.0;{ qExpTrail[ 5]:= 9.429976191419770E-015 }qExpTrail[ 5]:= 5976957489595592.0 / 633825300114114700748351602688.0;{ qExpTrail[ 6]:= 1.252362600256201E-014 }qExpTrail[ 6]:= 7937791009590795.0 / 633825300114114700748351602688.0;{ qExpTrail[ 7]:= 7.365764010895274E-015 }qExpTrail[ 7]:= 4668607584775442.0 / 633825300114114700748351602688.0;{ qExpTrail[ 8]:= 4.702756855740314E-015 }qExpTrail[ 8]:= 5961452550906630.0 / 1267650600228229401496703205376.0;{ qExpTrail[ 9]:= 2.365364347248530E-015 }qExpTrail[ 9]:= 5996911069096105.0 / 2535301200456458802993406410752.0;{ qExpTrail[10]:= 7.596096843369434E-015 }qExpTrail[10]:= 4814598361444511.0 / 633825300114114700748351602688.0;{ qExpTrail[11]:= 9.994675153757751E-015 }qExpTrail[11]:= 6334877978873592.0 / 633825300114114700748351602688.0;{ qExpTrail[12]:= 8.685122094871109E-015 }qExpTrail[12]:= 5504850118309409.0 / 633825300114114700748351602688.0;{ qExpTrail[13]:= 4.155018977496740E-016 }qExpTrail[13]:= 8427379681253482.0 / 20282409603651670423947251286016.0;{ qExpTrail[14]:= 9.180838285724313E-015 }qExpTrail[14]:= 5819047581748367.0 / 633825300114114700748351602688.0;{ qExpTrail[15]:= 1.042517908037209E-015 }qExpTrail[15]:= 5286193807488183.0 / 5070602400912917605986812821504.0;{ qExpTrail[16]:= 2.789906930890878E-015 }qExpTrail[16]:= 7073254391049437.0 / 2535301200456458802993406410752.0;{ qExpTrail[17]:= 1.151608187475169E-014 }qExpTrail[17]:= 7299184050403205.0 / 633825300114114700748351602688.0;{ qExpTrail[18]:= 1.519472288906291E-015 }qExpTrail[18]:= 7704639836248887.0 / 5070602400912917605986812821504.0;{ qExpTrail[19]:= 4.117201960800166E-015 }qExpTrail[19]:= 5219173536869173.0 / 1267650600228229401496703205376.0;{ qExpTrail[20]:= 6.074702681072822E-015 }



5.1. EXPONENTIALFUNKTION-MINUS-EINS: EX � 1 45qExpTrail[20]:= 7700600499869997.0 / 1267650600228229401496703205376.0;{ qExpTrail[21]:= 8.205513465754880E-015 }qExpTrail[21]:= 5200862035022496.0 / 633825300114114700748351602688.0;{ qExpTrail[22]:= 3.577420871370299E-015 }qExpTrail[22]:= 4534919714861555.0 / 1267650600228229401496703205376.0;{ qExpTrail[23]:= 6.338036743689160E-015 }qExpTrail[23]:= 8034416082406136.0 / 1267650600228229401496703205376.0;{ qExpTrail[24]:= 1.007399732183222E-014 }qExpTrail[24]:= 6385154375859097.0 / 633825300114114700748351602688.0;{ qExpTrail[25]:= 1.535798430292588E-015 }qExpTrail[25]:= 7787423207959887.0 / 5070602400912917605986812821504.0;{ qExpTrail[26]:= 6.246850344855366E-015 }qExpTrail[26]:= 7918823589191826.0 / 1267650600228229401496703205376.0;{ qExpTrail[27]:= 9.122056260354196E-015 }qExpTrail[27]:= 5781790046876837.0 / 633825300114114700748351602688.0;{ qExpTrail[28]:= 1.587143306717675E-015 }qExpTrail[28]:= 8047772661635512.0 / 5070602400912917605986812821504.0;{ qExpTrail[29]:= 6.822155118545929E-015 }qExpTrail[29]:= 8648109030874835.0 / 1267650600228229401496703205376.0;{ qExpTrail[30]:= 5.666960267488855E-015 }qExpTrail[30]:= 7183725584551774.0 / 1267650600228229401496703205376.0;{ qExpTrail[31]:= 8.960767791036668E-017 }qExpTrail[31]:= 7269838508040587.0 / 81129638414606681695789005144064.0;end;{------------------------------------------------------------------------}{- Fehlerabschaetzung fuer Argument aus dem Bereich I -}{------------------------------------------------------------------------}function fehler1(kk_lb,kk_ub,k_lb,k_ub,jmax:integer):real;var d1,d2,d3,d4,d5,d6,d6a:real;{ abs. Fehler der Zwischenergebnisse }dmax:real; { max. abs. Fehler der exp-Funktion }e1, { rel. Fehler einer Funktionsauswertung }emax:real; { max. rel. Fehler der exp-Funktion }n,n2,n1,m,j:integer; { Var. zur Arg.red. der exp-Funktion }r1,r2:interval; { Var. zur Arg.red. der exp-Funktion }arg:interval; { Var. fuer die 32 Fallunterscheidungen }kkonst:interval; { Var. fuer die 32 Fallunterscheidungen }harg:real; { Var. fuer die 32 Fallunterscheidungen }maxjj,maxk,maxkk,maxn,maxm:integer;{ Fall mit max. rel. Fehler speichern }maxd,maxe:real; { Fall mit max. rel. Fehler speichern }maxarg:interval; { Fall mit max. rel. Fehler speichern }i, { Laufvariable Hornerschema }k, { Laufvariable 32 Fallunterscheidungen }kk:integer; { Laufvariable gesamter Wertebereich }jj:integer; { fuer Teilintervalle }jmin,jdiff:real; { fuer Teilintervalle }h, { Hilfsgroesse fuer Zwischenrechnungen }



46 KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONENx,r, { Var. der exp-Fkt. fuer red. Argument }q,q1:interval; { Var. der exp-Fkt. fuer Hornerschema }begin{--- Initialisierung der Schleifenvariablen ---}dmax:=0; emax:=0;kkonst:=ln(intval(2.0))/32.0;maxk:=0; maxkk:=0; maxn:=0; maxm:=0; maxjj:=0;{--- Durchlaufen des gesamten Wertebereichs der Funktion ---}for kk:=kk_lb to kk_ub do begin {-54..-2, -1..-1, 0..0, 1..1023, 1024..1024}harg:=kk*32-0.5; { Hilfsargument fuer die 32 Fallunterscheidungen }{--- Durchlaufen der 32 Fallunterscheidungen ---}for k:=k_lb to k_ub do {0..31}for jj:=0 to jmax-1 do begin{ intval( (harg+k) *<kkonst.inf , (harg+k+1)*>kkonst.sup ) }{ wird unterteilt in jmax Intervalle }jmin :=(harg+k) *<kkonst.inf;jdiff:=( (harg+k+1)*>kkonst.sup - (harg+k)*<kkonst.inf ) /jmax;arg:=intval( jmin + jj*jdiff , jmin + (jj+1)*jdiff );if (jj=jmax-1) then arg.sup:= (harg+k+1)*>kkonst.sup;if ((kk=0) and (k=10)) then beginif (arg.inf<0.223143) then arg.inf:=0.223143;if arg.sup<arg.inf then arg.sup:=arg.inf;end;if ((kk=-1) and (k>=19)) then beginif (arg.sup>-0.287682072451781) then arg.sup:=-0.287682072451781;if arg.inf>arg.sup then arg.inf:=arg.sup;end;{ Integer-Groessen n,n1,n2,m,j werden bestimmen }n:=round((mid(arg)*qExpInvL)); { round () }n2:=n mod 32; { n2=n mod 32 }if (n2<0) then n2:=n2+32; { Es muss gelten n2>=0 }n1:=n-n2;m:=n1 div 32; { Ganzzahlige Div. }j:=n2;{--- Argumentreduktion: r2:=-n*L2 ---}h:=qExpL2*intval(1-<Eps53,1+>Eps53);d1:=DeltaMul(intval(n),h,0.0,rel2abs(h,Eps53));r2:=-n*h;{--- alle anderen Berechnungen der Argumentreduktion sind exakt ---}r1:=arg-n*qExpL1;



5.1. EXPONENTIALFUNKTION-MINUS-EINS: EX � 1 47{--- Red. Argument als eine IEEE-Zahl: r:=r1+r2 ---}d2:=DeltaAdd(r1,r2,0.0,d1);r:=r1+r2;{--- Hornerschema: Polynomauswertung ---}q:=qExpA[4]*intval(1-<Eps53,1+>Eps53);d3:=rel2abs(q,Eps53); { abs. Fehler von q }for i:=3 downto 0 do begind3:=DeltaMul(r,q,d2,d3);q:=r*q;h:=qExpA[i]*intval(1-<Eps53,1+>Eps53); { h Hilfsvariable }d3:=DeltaAdd(h,q,rel2abs(h,Eps53),d3);q:=h+q;end;{--- absoluten Approximationsfehler aufaddieren ---}d3:=d3+1.86e-15;{--- Multiplikation mit r*r ---}d4:=DeltaMul(r,r,d2,d2);d4:=DeltaMul(r*r,q,d4,d3);q:=r*r*q;{--- Red. Argument hoehergenau aufaddieren: p=r1+(r2+q) ---}d5:=DeltaAdd(r2,q,d1,d4);q:=r2+q;d5:=DeltaAdd(r1,q,0.0,d5);q:=r1+q;{--- Ergebnisanpassung mit Fallunterscheidungen ---}if m>=53 then beginh:=qExpTrail[j]*intval(1-<Eps53,1+>Eps53);d6:=DeltaAdd(intval(qExpLead[j]),h,0.0,rel2abs(h,Eps53));h:=qExpLead[j]+h;d6:=DeltaMul(h,q,d6,d5);q:=h*q;h:=qExpTrail[j]*intval(1-<Eps53,1+>Eps53);d6a:=DeltaAdd(h,intval(-power(2.0,-m)),rel2abs(h,Eps53),0);h:=h-power(2.0,-m);d6:=DeltaAdd(q,h,d6,d6a);q:=q+h;h:=qExpLead[j];d6:=DeltaAdd(h,q,0.0,d6);q:=q+qExpLead[j];{ Multiplikation mit 2^m, kein zusaetlicher Fehler }end else if m<=-8 then beginh:=qExpTrail[j]*intval(1-<Eps53,1+>Eps53);



48 KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONENd6:=DeltaAdd(intval(qExpLead[j]),h,0.0,rel2abs(h,Eps53));h:=qExpLead[j]+h;d6:=DeltaMul(h,q,d6,d5);q:=h*q;h:=qExpTrail[j]*intval(1-<Eps53,1+>Eps53);d6:=DeltaAdd(h,q,rel2abs(h,Eps53),d6);q:=h+q;h:=qExpLead[j];d6:=DeltaAdd(h,q,0.0,d6);q:=q+qExpLead[j];{ Multiplikation mit 2^m, kein zusaetlicher Fehler }q:=q*power(2,m);d6:=d6*power(2,m); { abs. Fehler wird mit 2^m multipliziert }d6:=DeltaAdd(q,intval(-1.0),d6,0.0);q:=q-1.0;end else begind6:=DeltaAdd(intval(1.0),q,0.0,d5);q1:=1+q;h:=qExpTrail[j]*intval(1-<Eps53,1+>Eps53);d6:=DeltaMul(h,q1,rel2abs(h,Eps53),d6);q1:=h*q1;h:=qExpLead[j];d6a:=DeltaMul(h,q,0.0,d5);q:=h*q;d6:=DeltaAdd(q,q1,d6a,d6);q:=q+q1;d6a:=0; { h+2^-m ist exakt }q1:=h-power(2,-m);d6:=DeltaAdd(q1,q,d6a,d6);q:=q1+q;{ Multiplikation mit 2^m, kein zusaetzlicher Fehler }end;{--- Berechnung des relativen Fehlers ---}if ((q.inf<=0) and (q.sup>=0)) thenwriteln ('Relativer Fehler kann nicht berechnet werden !!!')else beginif abs(q.inf)<abs(q.sup) thene1:=d6/>abs(q.inf)elsee1:=d6/>abs(q.sup);



5.1. EXPONENTIALFUNKTION-MINUS-EINS: EX � 1 49if emax<e1 then begin { Fall mit max. rel. Fehler speichern }emax:=e1;maxk:=k;maxkk:=kk;maxjj:=jj;maxn:=n;maxm:=m;maxe:=e1;maxd:=d6;maxarg:=arg;end;end;if dmax<d6 then dmax:=d6;end;end;fehler1:=maxe;end;{------------------------------------------------------------------------}{- Fehlerabschaetzung fuer Argument aus dem Bereich II -}{------------------------------------------------------------------------}function fehler2(jmax,ubereich:integer):real;var d1,d2,d3,d4,d5,d6,d7,d8:real;{ abs. Fehler der Zwischenergebnisse }dmax:real; { max. abs. Fehler der exp-Funktion }e1, { rel. Fehler einer Funktionsauswertung }emax:real; { max. rel. Fehler der exp-Funktion }i, { Laufvariable Hornerschema }j,jj, { Laufvariablen fuer Teilintervalle }{ Anzahl der Unterteilungen }jjmin,jjmax,maxj,maxjj:integer; { Fall mit max. rel. Fehler speichern }h, { Hilfsgroesse fuer Zwischenrechnungen }x,maxarg,maxq,u,v,y,z, { Var. der exp-Fkt. fuer red. Argument }q,q1:interval; { Var. der exp-Fkt. fuer Hornerschema }begin{--- Initialisierung der Schleifenvariablen ---}dmax:=0; emax:=0; {Max. Fehler speichern}maxj:=0; maxjj:=0; {Fallunterscheidung mit max. Fehler festhalten}if ubereich=1 then begin{ Definitionsbereich D = [ -0.287682,-2^-3 ] - Teilbereich IIa }jjmin:=0; jjmax:=0; {Schleife soll einmal durchlaufen werden!}end elseif ubereich=2 then begin{ Definitionsbereichs D = [ -2^-3,-2^-54 ] - Teilbereich IIb }jjmin:=-53; jjmax:=-3; { Betrachte Teilintervall Djj=[-2^jj, -2^(jj-1)] }



50 KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONENend elseif ubereich=3 then begin{ Definitionsbereichs D = [ 2^-54 , 2^-3 ] - Teilbereich IIc }jjmin:=-54; jjmax:=-4; { Betrachte Teilintervall Djj=[ 2^jj, 2^(jj+1)] }end else begin { ubereich=4 }{ Definitionsbereichs D = [ 2^-3 , 0.223144 ] - Teilbereich IId }jjmin:=0; jjmax:=0; {Schleife soll einmal durchlaufen werden!}end;{--- Durchlaufen des vorgegebenen Definitionsbereichs D ---}for jj:=jjmin to jjmax dofor j:=0 to jmax-1 do begin { Betrachte D unterteilt in jmax Intervalle }if ubereich=1 thenx:=intval(-0.287682 + j *(-0.125 + 0.287682)/jmax ,-0.287682 + (j+1)*(-0.125 + 0.287682)/jmax)else if ubereich=2 thenx:=intval(-power(2,jj)+ j *(-power(2,jj-1) + power(2,jj))/jmax ,-power(2,jj)+(j+1)*(-power(2,jj-1) + power(2,jj))/jmax)else if ubereich=3 thenx:=intval(power(2,jj)+ j *(power(2,jj+1) - power(2,jj))/jmax ,power(2,jj)+(j+1)*(power(2,jj+1) - power(2,jj))/jmax)else { ubereich=4 }x:=intval(0.125 + j *(0.223144 - 0.125)/jmax ,0.125 + (j+1)*(0.223144 - 0.125)/jmax);{--- Benoetigte Hilfsvariablen berechnen ---}d1:=0; { d1 = abs. Fehler von u, u ist exakt }if (ubereich=1) or (ubereich=2) thenu:=x*intval(1.0,1+<power(2,-23))else { ubereich=3 or ubereich=4 }u:=x*intval(1-<power(2,-23),1.0);{ u enthaelt die ersten 24 Bits von x }d2:=0; { d2 = abs. Fehler von v, v ist exakt }if (ubereich=1) or (ubereich=2) thenv:=intval(-power(2,-23+expo(x.inf)),0.0) { v = x - u }else { ubereich=3 or ubereich=4 }v:=intval(0.0,power(2,-23+expo(x.sup))); { v = x - u }d3:=0; { d3 = abs. Fehler von y, y ist exakt }y:=u*u*0.5;d4:=DeltaAdd(x,u,0.0,d1);z:=x+u;d4:=DeltaMul(v,z,d2,d4); { d4 = abs. Fehler von z }z:=v*z*0.5; { z = v * (x+u) * 0.5 }{--- Hornerschema: Polynomauswertung ---}q:=qExpB[8]*intval(1-<Eps53,1+>Eps53);d5:=rel2abs(q,Eps53); { abs. Fehler von q }for i:=7 downto 0 do begind5:=DeltaMul(x,q,0.0,d5);q:=x*q;



5.1. EXPONENTIALFUNKTION-MINUS-EINS: EX � 1 51h:=qExpB[i]*intval(1-<Eps53,1+>Eps53); { h Hilfsvariable }d5:=DeltaAdd(h,q,rel2abs(h,Eps53),d5);q:=h+q;end;{--- absoluten Approximationsfehler aufaddieren ---}d5:=d5+4.11e-17;{--- Multiplikation mit x*x*x ---}d6:=DeltaMul(x,x,0.0,0.0);d6:=DeltaMul(x*x,x,d6,0.0);d6:=DeltaMul(x*x*x,q,d6,d5);q:=x*x*x*q;if (ubereich=1) or (ubereich=4) then begin{--- Ergebnisanpassung, Fall: y >= 2^-7 ---}d7:=DeltaAdd(v,z,d2,d4);d7:=DeltaAdd(q,v+z,d6,d7);q:=q+(v+z);d8:=DeltaAdd(u+y,q,0.0,d7); { u+y ist exakt, da u max. 48 Bits}q:=(u+y)+q;end else begin { ubereich=2 or ubereich=3 }{--- Ergebnisanpassung, Fall: y < 2^-7 ---}d7:=DeltaAdd(q,z,d6,d4);q:=q+z;d7:=DeltaAdd(y,q,d3,d7);q:=y+q;d8:=DeltaAdd(x,q,0.0,d7);q:=x+q;end;{--- Berechnung des relativen Fehlers ---}if ((q.inf<=0) and (q.sup>=0)) thenwriteln ('Relativer Fehler kann nicht berechnet werden !!!')else beginif abs(q.inf)<abs(q.sup) thene1:=d8/>abs(q.inf)elsee1:=d8/>abs(q.sup);if emax<e1 then begin { Fall mit max. rel. Fehler speichern }emax:=e1;dmax:=d8;maxj:=j;maxarg:=x;maxq:=q;end;end;end;fehler2:=emax;end;



52 KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONEN{- Beginn des Hauptprogramms -}begininit;maxrelfehler:=0;relfehler:=fehler1(-54,-2,0,31,1);if relfehler>maxrelfehler then maxrelfehler:=relfehler;writeln('Bereich Ia: Max. rel. Fehler = ',relfehler:23:0:1);relfehler:=fehler1(-1,-1,0,19,200);if relfehler>maxrelfehler then maxrelfehler:=relfehler;writeln('Bereich Ib: Max. rel. Fehler = ',relfehler:23:0:1);relfehler:=fehler2(50,1);if relfehler>maxrelfehler then maxrelfehler:=relfehler;writeln('Bereich IIa: Max. rel. Fehler = ',relfehler:23:0:1);relfehler:=fehler2(20,2);if relfehler>maxrelfehler then maxrelfehler:=relfehler;writeln('Bereich IIb: Max. rel. Fehler = ',relfehler:23:0:1);relfehler:=fehler2(20,3);if relfehler>maxrelfehler then maxrelfehler:=relfehler;writeln('Bereich IIc: Max. rel. Fehler = ',relfehler:23:0:1);relfehler:=fehler2(50,4);if relfehler>maxrelfehler then maxrelfehler:=relfehler;writeln('Bereich IId: Max. rel. Fehler = ',relfehler:23:0:1);relfehler:=fehler1(0,0,10,31,500);if relfehler>maxrelfehler then maxrelfehler:=relfehler;writeln('Bereich Ic: Max. rel. Fehler = ',relfehler:23:0:1);relfehler:=fehler1(1,1023,0,31,1);if relfehler>maxrelfehler then maxrelfehler:=relfehler;writeln('Bereich Id: Max. rel. Fehler = ',relfehler:23:0:1);relfehler:=fehler1(1024,1024,0,0,1);if relfehler>maxrelfehler then maxrelfehler:=relfehler;writeln('Bereich Ie: Max. rel. Fehler = ',relfehler:23:0:1);writeln;writeln('Max. rel. Fehlerschranke der ffexpm1-Funktion:',maxrelfehler:23:0:1);end.Die Ausf�uhrung des Programms liefert das folgende Ergebnis:Test mit 1000 Zufallszahlen (Bereich I):Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 2.507476018027458E-016



5.1. EXPONENTIALFUNKTION-MINUS-EINS: EX � 1 53Test mit 1000 Zufallszahlen (Bereich II):Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 2.395891220728322E-016Bereich Ia: Max. rel. Fehler = 2.340427167524933E-016Bereich Ib: Max. rel. Fehler = 2.443828079287488E-016Bereich IIa: Max. rel. Fehler = 2.489959377170005E-016Bereich IIb: Max. rel. Fehler = 2.476426669537622E-016Bereich IIc: Max. rel. Fehler = 2.458824792336060E-016Bereich IId: Max. rel. Fehler = 2.359601148103171E-016Bereich Ic: Max. rel. Fehler = 2.592561649228401E-016Bereich Id: Max. rel. Fehler = 2.468390169928835E-016Bereich Ie: Max. rel. Fehler = 2.370185165851906E-016Als Gesamtfehlerschranke aller bisher untersuchten Teilbereiche ergibt sich somitMax. rel. Fehlerschranke der ffexpm1-Funktion: 2.592561649228401E-016Jetzt mu� noch gezeigt werden, da� der relative Fehler in den bisher noch nicht unter-suchten Teilintervallen (siehe Tabelle 5.1) kleiner als diese mit dem Programm berechneteFehlerschranke ist. Die Schranke gilt dann f�ur alle Eingabeargumente aus dem Bereichder normalisierten Gleitkommazahlen.Einfache Handrechnung ergibt5:� x < �37:4298:::Es ist e�37:4298::: = 5:5519 : : : � 10�17 und aufgrund der Monotonie der Exponential-funktion gilt ex � 5:5519 : : : � 10�17 f�ur alle x < �37:4298 : : :=) (ex � 1) 2 [�1;�1 + "�] f�ur x < �37:4298 : : :, "� := 2�53Als Ergebnis f�ur die Punktfunktion wird der Wert �1 zur�uckgeliefert, f�ur den rela-tiven Fehler gilt damit:j(ex � 1) � (�1)ex � 1 j = j exex � 1 j � 5:6 � 10�17� x 2 [�2�54; 0)Es gilt x < 0:j(ex � 1) � xex � 1 j � x22 ( 11�x)�x � �x2 � 2�54 = 5:5511::: � 10�17� x = 0Es gilt (ex � 1) = 0, das Ergebnis wird direkt gesetzt und ist damit exakt.� x 2 (0; 2�54]Es gilt x > 0:j(ex � 1) � xex � 1 j � x22 ( 11�x)ex � 1 � x2 1x = x � 2�54 = 5:5511::: � 10�175Um zu verdeutlichen, da� hier die Funktion ex�1 untersucht wird, wird dieser Ausdruck geklammert.



54 KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONENDamit ist gezeigt, da�j(ex � 1) � expm1(x)ex � 1 j � 2:592561649228397 � 1016 =: "(expm1)f�ur alle zul�assigen normalisierten Eingabeargumente zutri�t.Die gefundene relative Fehlerschranke gilt nicht f�ur Argumente aus dem Bereich derdenormalisierten Zahlen. Es kann aber zumindest eine Aussage �uber den absoluten Fehlergemacht werden. Ausgehend von der Reihenentwicklung(ex � 1) = 1Xj+1 xjj! = x+ x22 + x36 + : : :sind die folgenden beiden Aussagen f�ur x 2 [�q_minr;q_minr] (mitq_minr:= 2:225073::: � 10�308, kleinste positive normalisierte Zahl) sofort einsichtig:(ex � 1) � x (5.3)j(ex � 1) � xj � x22 ( 11� x) � 2:475::: � 10�616 (5.4)Der Abstand d zweier benachbarter denormalisierter Zahlen ist immer gleich und betr�agtd := 2�1022�52 = 4:9406::: � 10�324. Zusammen mit (5.3), (5.4) folgt, da� f�ur die Einschlie-�ung des Funktionswertes x 2 [�q_minr;q_minr] gilt6:(ex � 1) 2 [x; succ(x)] :Der absolute Fehler ist kleiner als der Abstand zweier benachbarter denormalisierter Zah-len.Gesamtfehlerschranke:Relative Fehlerschranke f�ur q expm(x) 2 SN : "(q expm) � 2:5926E � 016 = 2:34 � "�Absolute Fehlerschranke f�ur q expm(x) 2 SD: 4(q expm) � 4:9497E � 3245.1.5 Algorithmus j expm (Intervallfunktion)Der Gesamtalgorithmus j_expm zur Berechnung von eX � 1 f�ur Intervallargumente X :=[x:INF; x:SUP] stellt sich wie folgt dar:Ben�otigte Konstanten:q exmm := (15� "(q expm))5� (15� EpsQuer)q exmp := (14+ "(q expm))4� (14+ EpsQuer)I. X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUPa) x:INF � �q minr:y := q expm(x:INF)res.INF:= y2� q exmpres.SUP:= y2� q exmmFalls (res.INF< x.INF) dann: res.INF:= x:INF6Mit succ(x) wird der Gleitkommanachfolger der Gleitkommazahl x bezeichnet.



5.1. EXPONENTIALFUNKTION-MINUS-EINS: EX � 1 55b) �q minr < x:INF < 0:res.INF:= x:INFres.SUP:= succ(x:INF)c) 0 � x:INF < q minr:res.INF:= x:INFFalls (x:INF = 0) dann: res.SUP:= 0sonst: res.SUP:= succ(x:INF)d) q minr � x:INF:y := q expm(x:INF)res.INF:= y2� q exmmres.SUP:= y2� q exmpII. X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPa) Berechnung der Unterschranke res.INF:i. x:INF � �q minr:res.INF:= q expm(x:INF)2� q exmpii. �q minr < x:INF � 0:res.INF:= x:INFiii. 0 < x:INF < q minr:res.INF:= x:INFiv. q minr � x:INF:res.INF:= q expm(x:INF)2� q exmmb) Berechnung der Oberschranke res.SUP:i. x:SUP � �q minr:res.SUP:= q expm(x:SUP)2� q exmmii. �q minr < x:SUP < 0:res.SUP:= succ(x:SUP)iii. 0 � x:SUP < q minr:res.SUP:= succ(x:SUP)iv. q minr � x:SUP:res.SUP:= q expm(x:SUP)2� q exmpFalls (res.INF< �1:0) dann: res.INF:=�1:0Nun gilt j expm := res � eX � 1 mit res := [res.INF; res.SUP].



56 KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONEN5.2 Exponentialfunktion zur Basis e: exExponentialfunktionMath. Schreibweise exDe�nitionsbereich IRPotenzreihe 1Xk=0 xkk! = 1 + x1 + x22! + x33! + : : :1. Ableitung exNullstellen keineSymmetrie -Monotonie monoton steigend 0
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Es wird im folgenden wiederrum ein Tabellenverfahren verwendet (siehe auch [39]).5.2.1 IdeeEs wird die gleiche Idee verwendet, die auch der Berechnung der Funktion ex�1 zugrundeliegt. Im Bereich um die Null kann hier jedoch die Berechnung ebenfalls mit Hilfe desTabellenverfahrens ausgef�uhrt werden, eine eigene Fallunterscheidung ist nicht notwendig.5.2.2 VerfahrenAusnahmef�alle und BereichsaufspaltungZun�achst werden anhand des Eingabearguments x mehrere Sonderf�alle abgepr�uft. F�urx = NAN (not a number) wird eine Fehlerbehandlungsroutine aufgerufen. In dieserRoutine kann festgelegt werden, ob das Programm grunds�atzlich abgebrochen und ei-ne Fehlermeldung ausgegeben werden soll, oder ob eine Unterscheidung nach "signa-ling NAN\ bzw. "quiet NAN\ mit unterschiedlicher Fehlerbehandlung erfolgen soll. F�urx > qExp2a = 709:7827128933840 erfolgt ein Programmabbruch, eine Fehlermeldung wirdausgegeben. Der Fall x = +1 wird hier miterfa�t und mu� nicht getrennt abgepr�uft wer-den. F�ur x < qmine = �708:39641853226410626 braucht nicht mehr gerechnet zu werden,als Ergebnis wird bei der Punktfunktion der Wert 0 zur�uckgegeben. Der Fall x = �1wird hier ebenfalls miterfa�t. F�ur jxj < 2�54 wird als Ergebnis x+ 1 berechnet.In allen anderen F�allen wird wie im folgenden beschrieben vorgegangen:Ausgehend vom Argument x wird ein reduziertes Argument r mit r 2[� ln(2)=64; ln(2)=64] berechnet. Dazu wird m 2 ZZ und j 2 f0; 1; : : : ; 31g so gew�ahlt,da� in der Darstellungx = (32m + j) ln(2)=32 + r (5.5)der Rest jrj � ln(2)=64 ist.Um r zu berechnen wird also vom Argument x ein geeignetes ganzzahliges Viel-faches des Wertes ln(2)=32 subtrahiert. Da es hierbei zu Ausl�oschung kommen kann,wird die N�aherung des Wertes ln(2)=32 im IEEE-Datenformat als Summe (die Addi-tion wird nicht explizit ausgef�uhrt) von 2 Maschinenzahlen llead; ltrail 2 S(2; 53) mit



5.2. EXPONENTIALFUNKTION ZUR BASIS E: EX 57llead + ltrail � ln(2)=32 h�ohergenau dargestellt. llead wird so gew�ahlt, da� die letzten 20bin�aren Mantissenzi�ern den Wert 0 haben. Dadurch kann llead mit einer ganzen Zahln; jnj < 220 rundungsfehlerfrei multipliziert werden. Das reduzierte Argument r selbstwird mit einigen zus�atzlichen Mantissenzi�ern berechnet, die Darstellung erfolgt eben-falls als Summe zweier Maschinenzahlen rlead; rtrail 2 S(2; 53).Mit Hilfe einer Polynomapproximation der Formp(r) = r + a0r2 + a1r3 + : : :+ a4r6 = r + r2(a0 + : : :+ a4r4)wird eine N�aherung f�ur (er � 1) berechnet.Die Koe�zienten ai; i = 0; 1; : : : ; 4 wurden mit Hilfe eines Remez-Algorithmus gefun-den (siehe Abschnitt 3.5). Die Berechnung des Polynoms r2(a0 + a1r+ : : :+ a4r4) erfolgtin der Genauigkeit des IEEE-Datenformats, zur abschlie�enden Addition von r bei derBerechnung von p(r) wird jedoch die h�ohergenaue Darstellung rlead + rtrail benutzt:r := rlead2+ rtrailq := r2� r2� (a02+ r2� (a22+ : : :) : : :)p := rlead2+ (rtrail2+ q) (Klammerung beachten!)Die Ergebnisanpassung erfolgt durch Anwendung der Gleichungex = 2m(2j=32 + 2j=32(er � 1)); (5.6)wobeim und j die gem�a� (5.5) bestimmten und bekannten Gr�o�en sind. Die ben�otigte Po-tenz 2j=32, j 2 f0; 1; 2; : : : ; 31g wird im voraus berechnet. N�aherungen f�ur 2j=32, j = 0(1)31werden vorab in jeweils 2 Konstanten lead(j), trail(j) auf ungef�ahr 100 Mantissenbits ineiner Tabelle abgespeichert. Die Summe lead(j)+trail(j) dieser beiden Konstanten ergibtalso eine N�aherung f�ur 2j=32 mit zus�atzlichen Zi�ern. Um den Fehler bei der Berechnungauf dem Rechner m�oglichst klein zu halten, wird der folgende Ausdruck verwendet:2m[lead(j)2+ (s2� p2+ trail(j))] mits := lead(j)2+ trail(j) � 2j=325.2.3 Algorithmus q exp (Punktfunktion)Der Gesamtalgorithmus q_exp zur Berechnung von ex stellt sich wie folgt dar:I. Abpr�ufen von Spezialf�alle und deren Behandlung� x ist NaN (not a number) =) Fehlermeldung: Invalid Argument� x >qExp2a= 709:7827 : : : =) Fehlermeldung: Over
owDer Fall x = +1 wird mit abgedeckt!� jxj <qExpT1= 2�54 = 5:5511 : : : � 10�17 =) res(x) := x+ 1� x <q_mine=�708:3964 : : : =) res(x) := 0x = �1 mu� damit nicht gesondert behandelt werden.II. Berechnung der Exponentialfunktion



58 KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONEN(a) Reduktion (red. Argument r wird berechnet als rlead + rtrail)n := round(x2� qExpInvL); mit qExpInvL� 32ln 2n2 := n mod 32n1 := n� n2rlead := (x� n � llead) mit llead + ltrail � ln(2)32 f auf 86 Bit grtrail := �n2� ltrail f=) rlead + rtrail = x� n � (llead + ltrail)gm := n1=32j := n2(b) Approximation p(r) = r + a0r2 + a1r3 + : : :+ a4r6,r 2 [�0:01083 : : : ; 0:01083 : : :]r := rlead2+ rtrailq := r2� r2� (a02+ r2� (a12+ r2� (a22+ r2� (a32+ r2� a4))))p := rlead2+ (rtrail2+ q)(c) Ergebnisanpassungres := 2m[lead(j)2+ (s2� p2+ trail(j))]mit s := lead(j)2+ trail(j) � 2j=32 f auf 100 Bit gNun gilt q exp := res � ex.5.2.4 Fehlerabsch�atzungIm folgenden wird eine relative Fehlerschranke f�ur die Berechnung von ex nach dem ebenvorgestellten Verfahren hergeleitet. Diese Fehlerschranke soll f�ur alle zul�assigen Eingabe-argumente aus dem Bereich der normalisierten IEEE-Zahlen gelten.Die Fehlerabsch�atzung wird gr�o�tenteils auf dem Rechner mit PASCAL-XSC unterVerwendung des Moduls eps_ari (siehe Abschnitt 3.1) durchgef�uhrt. Es wird das Pro-gramm ffexp.p verwendet.Ein wesentlicher Bestandteil des Verfahrens ist die fehlerfreie Berechnung vonrlead := (x� n � llead)im Gleitkommaraster des IEEE double-Formates.Hierzu wird ben�otigt, da� bei der Subtraktion zweier exakter Gr�o�en das Ergebniswieder exakt ist, wenn Ausl�oschung f�uhrender Zi�ern auftritt (siehe Satz 5).



5.2. EXPONENTIALFUNKTION ZUR BASIS E: EX 59Im folgenden wird nun der Teil X := [�708:39 : : : ; 709:78 : : :] des zul�assigen De�ni-tionsbereiches der Exponentialfunktion betrachtet, f�ur den das Tabellenverfahren ange-wandt wird. Mit llead :=3F962E42 FEF00000= 1:011000101110 : : : � 2�6 � ln 232 giltX � [(2 � (�215)� 1) � llead2 ; (2 � 215 + 1) � llead2 ]= [n=�215(1)215[(2n� 1) � llead2 ; (2n + 1) � llead2 ]= [n=�215(1)215 [(2n� 1) � llead2 ; (n � llead]| {z }=: Xn;1 [ [n=�215(1)215 [n � llead; ((2n + 1) � llead2 ]| {z }=: Xn;2Es m�ussen die folgenden F�alle untersucht werden:I) n = 0: Es giltrlead := (x� 0 � llead) = x;d.h. es entsteht kein Rundungsfehler.II) n > 0: Im folgenden sei n beliebig, aber fest gew�ahlt. Das Argument x mu� damitin einem der beiden zugeh�origen Intervalle Xn;1, Xn;2 liegen, d.h. x 2 Xn;1 [Xn;2.a) Fall x 2 Xn;1:Bestimmem 2 IN0 mit 2m � n < 2m+1 (wegen n > 0 gilt m � 0).Dann gilt:1:011 : : : � 2m�6 � n � llead < 1:011 : : : � 2m�5Daraus folgt: expo(n � llead) = m� 6.Wegen x � n � llead gilt expo(x) � m� 6:Mit der Ungleichungskette0 � �rlead � n � llead � x � n � llead � (2n� 1) � llead2 � llead2 � 1:011 : : : � 2�7folgt expo(�rlead) = expo(rlead) � �7und daraus:expo(rlead) � �7 � �6 � m� 6 � maxfexpo(x); expo(n � llead)gNun kann Satz (5) angewandt werden und liefert das gew�unschte Ergebnis.Damit wurde gezeigt, da� rlead auf der Maschine fehlerfrei berechnet werden kann.Da bei der Ergebnisanpassung 32 verschiedene Konstanten verwendet werden, m�ussenbei der Fehlerabsch�atzung 32 Teilf�alle betrachtet werden. Dies bedeutet, da� im folgendendie TeilintervalleIkk;k := [((kk � 32 � 0:5) + k)5� 5(ln2)32 ;((kk � 32 � 0:5) + k + 1)4� 4(ln2)32 ]mit k =k_lb(1)k_ub, kk =kk_lb(1)kk_ub untersucht werden. Diese Intervalle Ikk;k sind so



60 KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONENgew�ahlt, da� f�ur alle x 2 Ikk;k im Algorithmus die gleiche Fallunterscheidung ausgew�ahltwird. Bei der Realisierung im Programmmu� beachtet werden, das die folgende Bedingunggilt: I� � [kk [k Ikk;kf�ur k =k_lb(1)k_ub und kk =kk_lb(1)kk_ub. Aufgrund der �Ubersch�atzung durch dieIntervallarithmetik m�ussen die Teilintervalle Ikk;k eventuell noch weiter unterteilt werden,um zu brauchbaren, scharfen Fehleraussagen zu kommen.Als Gesamtfehlerschranke aller bisher untersuchten Teilbereiche ergibt sich somitMax. rel. Fehlerschranke der expm1-Funktion: 2.357962555295842E-016Jetzt mu� noch gezeigt werden, da� der relative Fehler in den bisher noch nicht un-tersuchten Teilintervallen kleiner als diese mit dem Programm berechnete Fehlerschrankeist. Die Schranke gilt dann f�ur alle Eingabeargumente aus dem Bereich der normalisiertenGleitkommazahlen.Einfache Handrechnung ergibt:� x < �708:3964:::Es ist e�708:3964::: = 2:225 : : : � 10�308 und aufgrund der Monotonie der Exponential-funktion gilt ex � 2:225 : : : � 10�308 f�ur alle x < �708:3964 : : :=) ex 2 [0; nminreal] f�ur x < �708:3964 : : :Da das Ergebnis im Unterlaufbereich liegt, wird kein relativer angegeben.� x 2 [�2�54; 0)Es gilt x < 0:� x = 0Es gilt ex = 1, das Ergebnis ist exakt.� x 2 (0; 2�54]Es gilt x > 0:Damit ist gezeigt, da�jex � exp(x)ex j � 2:357962555295842E � 016 � 1016 =: "(exp)f�ur alle zul�assigen Eingabeargumente zutri�t.Gesamtfehlerschranke:Relative Fehlerschranke f�ur q exp(x) 2 SN : "(q exp) � 2:3580E � 016 = 2:13 � "�5.2.5 Algorithmus j exp (Intervallfunktion)Der Gesamtalgorithmus j_exp zur Berechnung von eX f�ur Intervallargumente X :=[x:INF; x:SUP] stellt sich wie folgt dar:Ben�otigte Konstanten:q mine := �708:396418 : : :q exem := (15� "(q exp))5� (15� EpsQuer)q exep := (14+ "(q exp))4� (14+ EpsQuer)



5.3. EXPONENTIALFUNKTION ZUR BASIS 2: 2X 61I. X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUPa) x:INF = 0:res.INF:= 1:0res.SUP:= 1:0b) x:INF � �q mine:res.INF:= 0:0res.SUP:= q minrFalls (res.INF< x.INF) dann: res.INF:= x:INFc) Sonst:y := q exp(x:INF)res.INF:= y2� q exemres.SUP:= y2� q exepII. X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPa) Berechnung der Unterschranke res.INF:i. x:INF � q mine:res.INF:= 0:0ii. Sonst:res.INF:= q exp(x:INF)2� q exemb) Berechnung der Oberschranke res.SUP:i. x:SUP � q mine:res.SUP:= q minrii. Sonst:res.SUP:= q exp(x:SUP)2� q exepFalls (res.INF< 0:0) dann: res.INF:= 0:0Falls (x.SUP� 0:0) und (res.SUP> 1:0) dann: res.SUP:= 1:0Falls (x.INF� 0:0) und (res.INF< 1:0) dann: res.INF:= 1:0Nun gilt j exp := res � eX mit res := [res.INF; res.SUP].5.3 Exponentialfunktion zur Basis 2: 2xExponentialfunktion zur Basis 2Math. Schreibweise 2xDe�nitionsbereich IRPotenzreihe 1Xk=0 (x ln 2)kk!= 1 + x ln 21 + (x ln 2)22! + : : :1. Ableitung 2x ln 2Nullstellen keineMonotonie monoton steigend 0
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62 KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONEN5.3.1 IdeeDas bei der Exponentialfunktion zur Basis e beschriebene Tabellenverfahren wird so mo-di�ziert, da� es f�ur die Exponentialfunktion zur Basis 2 verwendet werden kann. Bei derBerechnung k�onnen f�ur beide Exponentialfunktionen die gleichen Tabellenwerte verwen-det werden.5.3.2 Algorithmus q exp2 (Punktfunktion)Der Gesamtalgorithmus q_exp2 zur Berechnung von 2x stellt sich wie folgt dar:I. Abpr�ufen von Spezialf�alle und deren Behandlung� x ist NaN (not a number) =) Fehlermeldung: Invalid Argument� x > 1023 =) Fehlermeldung: Over
owDer Fall x = +1 wird mit abgedeckt!� jxj <qExpT1= 2�54 = 5:5511 : : : � 10�17 =) res(x) := x+ 1� x < �1022 =) res(x) := 0x = �1 mu� damit nicht gesondert behandelt werden.� x ist ganzzahlig =) res = 2x (Realisierung �uber rundungsfehlerfreie �Anderungdes Exponenten)II. Berechnung der Exponentialfunktion zur Basis 2(a) Reduktionn := round(x2� 32)j := n mod 32n1 := n� jr := x2� n2� 0:03125m := n1=32(b) Approximation p(r) = r � (c0 + c1r + : : :+ c6r6),r 2 [: : : ; : : :]q := c02+ r2� (c12+ r2� (c22+ r2� (c32+ r2� (c42+ r2� (c52+ r2� c6))))))q := r2� q(c) Ergebnisanpassungres := 2m[lead(j)2+ (s2� q2+ trail(j))]mit s := lead(j)2+ trail(j) � 2j=32 f auf 100 Bit g



5.3. EXPONENTIALFUNKTION ZUR BASIS 2: 2X 63Nun gilt q exp2 := res � 2x.5.3.3 Fehlerabsch�atzungGesamtfehlerschranke:Relative Fehlerschranke f�ur q exp(x) 2 SN : "(q exp) � 2:3305E � 016 = 2:10 � "�5.3.4 Algorithmus j exp2 (Intervallfunktion)Der Gesamtalgorithmus j_exp2 zur Berechnung von 2X f�ur Intervallargumente X :=[x:INF; x:SUP] stellt sich wie folgt dar:Ben�otigte Konstanten:q e2em := (15� "(q exp2))5� (15� EpsQuer)q e2ep := (14+ "(q exp2))4� (14+ EpsQuer)I. X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUPa) x:INF � �1022:res.INF:= 0:0res.SUP:= q minrb) x:INF ganzzahlig:y := q exp2(x:INF)res.INF:= yres.SUP:= yc) Sonst:y := q exp2(x:INF)res.INF:= y2� q e2emres.SUP:= y2� q e2epII. X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPa) Berechnung der Unterschranke res.INF:i. x:INF � �1022:res.INF:= 0:0ii. x:INF ganzzahlig:res.INF:= q exp2(x:INF)iii. Sonst:res.INF:= q exp2(x:INF)2� q e2emb) Berechnung der Oberschranke res.SUP:i. x:SUP � �1022:res.SUP:= q minr



64 KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONENii. x:SUP ganzzahlig:res.SUP:= q exp2(x:SUP)iii. Sonst:res.SUP:= q exp2(x:SUP)2� q e2epFalls (res.INF< 0:0) dann: res.INF:= 0:0Falls (x.SUP� 0:0) und (res.SUP> 1:0) dann: res.SUP:= 1:0Falls (x.INF� 0:0) und (res.INF< 1:0) dann: res.INF:= 1:0Nun gilt j exp2 := res � 2X mit res := [res.INF; res.SUP].5.4 Exponentialfunktion zur Basis 10: 10xExponentialfunktion zur Basis 10Math. Schreibweise 10xDe�nitionsbereich IRPotenzreihe 1Xk=0 (x ln 10)kk!= 1 + x ln 101 + (x ln 10)22! + : : :1. Ableitung 2x ln 10Nullstellen keineMonotonie monoton steigend 0
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5.4.1 IdeeHier wird ebenfalls das Tabellenverfahren zur Berechnung der Exponentialfunktion zurBasis e modi�ziert und eingesetzt.5.4.2 Algorithmus q ex10 (Punktfunktion)Der Gesamtalgorithmus q_ex10 zur Berechnung von 10x stellt sich wie folgt dar:I. Abpr�ufen von Spezialf�alle und deren Behandlung� x ist NaN (not a number) =) Fehlermeldung: Invalid Argument� x > 307:9536 : : : =) Fehlermeldung: Over
owDer Fall x = +1 wird mit abgedeckt!� jxj <qExpT1= 2�54 = 5:5511 : : : � 10�17 =) res(x) := x+ 1� x <q_mine=�708:3964 : : : =) res(x) := 0x = �1 mu� damit nicht gesondert behandelt werden.II. Berechnung der Exponentialfunktion zur Basis 10



5.4. EXPONENTIALFUNKTION ZUR BASIS 10: 10X 65(a) Reduktion (red. Argument r wird berechnet als rlead + rtrail)n := round(x2� q e10i); mit q e10i+ � 32log10 2j := n mod 32n1 := n� jrlead := (x2� n2� e1lead) mit e1lead + e1trail � log10(2)32rtrail := �n2� e1trail f=) rlead + rtrail = x� n � (e1lead + e2trail)gm := n1=32(b) Approximation p(r) = r � (d0 + d1r1 + : : :+ d6r6),r 2 [: : : ; : : :]r := rlead2+ rtrailq := d02+ r2� (d12+ r2� (d22+ r2� (d32+ r2� (d42+ r2� (d52+ r2� d6))))))q := r2� qp := rlead2+ (rtrail2+ q)(c) Ergebnisanpassungres := 2m[lead(j)2+ (s2� p2+ trail(j))]mit s := lead(j)2+ trail(j) � 2j=32 f auf 100 Bit gNun gilt q ex10 := res � 10x.5.4.3 Fehlerabsch�atzungGesamtfehlerschranke:Relative Fehlerschranke f�ur q ex10(x) 2 SN : "(q ex10) � 2:4181E � 016 = 2:18 � "�5.4.4 Algorithmus j ex10 (Intervallfunktion)Der Gesamtalgorithmus j_ex10 zur Berechnung von 10X f�ur Intervallargumente X :=[x:INF; x:SUP] stellt sich wie folgt dar:Ben�otigte Konstanten:q e10m := (15� "(q ex10))5� (15� EpsQuer)q e10p := (14+ "(q ex10))4� (14+ EpsQuer)I. X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUP



66 KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONENa) 0 � x:INF � 22 und x:INF ganzzahlig:y := q ex10(x:INF)res.INF:= yres.SUP:= yb) x:INF � �307:6526 : : ::res.INF:= 0:0res.SUP:= q minrc) Sonst:y := q ex10(x:INF)res.INF:= y2� q e10mres.SUP:= y2� q e10pII. X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPa) Berechnung der Unterschranke res.INF:i. x:INF � �307:6526 : : ::res.INF:= 0:0ii. 0 � x:INF � 22 und x:INF ganzzahlig:res.INF:= q ex10(x:INF)iii. Sonst:res.INF:= q ex10(x:INF)2� q e10mb) Berechnung der Oberschranke res.SUP:i. x:SUP � �307:6526 : : ::res.SUP:= q minrii. 0 � x:SUP � 22 und x:SUP ganzzahlig:res.SUP:= q ex10(x:SUP)iii. Sonst:res.SUP:= q ex10(x:SUP)2� q e10pFalls (res.INF< 0:0) dann: res.INF:= 0:0Falls (x.SUP� 0:0) und (res.SUP> 1:0) dann: res.SUP:= 1:0Falls (x.INF� 0:0) und (res.INF< 1:0) dann: res.INF:= 1:0Nun gilt j ex10 := res � 10X mit res := [res.INF; res.SUP].



5.5. LOGARITHMUSFUNKTION: LN(1 +X) 675.5 Logarithmusfunktion: ln(1 + x)LogarithmusfunktionMath. Schreibweise ln(1 + x)De�nitionsbereich (�1;1)Potenzreihe 1Xk=1(�1)k+1xkkf�ur �1 < x � 1 = x� x22 + x33 � x44 + � : : :1. Ableitung 11+xNullstellen x0 = 0Monotonie monoton steigend -3
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5.5.1 IdeeEs wird ein Tabellenverfahren nach der Idee von Tang [38] realisiert. Im wesentlichenwerden dabei zwei F�alle unterschieden.1. Der Fall e�1=16� 1 < x < e1=16� 1:Mit der Transformation � := 2x2 + x giltln(1 + x) = ln 1 + �=21� �=2! = �+ � �  13 ��2�2 + 15 ��2�4 + � � �! :Nun wird eine Bestapproximation p mit�2p(�2) � 1�  ln 1 + �=21 � �=2!� �!bestimmt. Die eigentliche Funktionsberechnung besteht dann aus einer sorgf�altigenAuswertung von � + �3p(�2).2. Der Fall �1 < x � e�1=16 � 1 oder e�1=16 � 1 � x:Ausgehend vom Argument x wird zun�achst eine ganze Zahl m mit1 � 2�m(1 + x) < 2bestimmt. Weiter werden zwei Gleitkommazahlen F und f so bestimmt, da� gilt:1 + x � 2m(F + f)F = 1 + j � 2�7; j = 0; 1; : : : ; 27; undjf j � 2�8Anschlie�end wird die Umformungln(2m(F + f)) = m � ln(2) + ln(F ) + ln(1 + fF )



68 KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONENverwendet. Die Werte ln(2) sowie ln(F ) f�ur alle zul�assigen F (F kann 128 verschiede-ne Werte annehmen) werden im voraus berechnet und in einer Tabelle abgespeichert.Zur Berechnung von ln(1 + fF ) wird die Approximationln(1 + fF ) � � + � � 0@13  �2!2 + 15  �2!4 + � � �1Amit � := 2f2F + f verwendet.F�ur betragsm�a�ig sehr kleine Argumente wird die Approximationln(1 + x) � xangewandt.5.5.2 Algorithmus q ln1p (Punktfunktion)Der Gesamtalgorithmus q_ln1p zur Berechnung von ln(1 + x) stellt sich wie folgt dar:I. Abpr�ufen von Spezialf�alle und deren Behandlung� x ist NaN (not a number) =) Fehlermeldung: Invalid Argument� x � �1 =) Fehlermeldung: Invalid Argument� -q_lgt5=�2�53 < x <q_lgt5= 2�53 =) res(x) := xII. Berechnung von ln(x+ 1)1. Fall: q_lgt3= e�1=16 � 1 < x < e1=16� 1 =q_lgt4i. Transformationg := 12= (2 + x)u := 2 � x2� gii. Approximationv := u2� uq := u2� v2� (c02+ v2� (c12+ v2� (c22+ v2� c3)))iii. Ergebnisanpassungu1 := uj24f1 := xj24f2 := x� f1u2 := ((2 � (x2� u1)2� u1 � f1)2� u1 � f2)2� gres := u12+ (u22+ q)2. Fall: �1 < x � e�1=16 � 1 oder e�1=16 � 1 � x



5.5. LOGARITHMUSFUNKTION: LN(1 +X) 69i. Berechnung des reduzierten Arguments, d.h. Bestimmung von m, F , fFalls x < 255 dann y := 12+ x, sonst y := xm := expo(y)� 1023y := 2�m � yF := 2�7 � round(27 � y)Berechnung von f mit folgenden Fallunterscheidungen:A. Falls m � �2 dannf := y � FB. Falls �1 � m � 52 dannf := 1:0 � 2�mh := x � 2�mf := (f 2� F )2+ hC. Falls m > 52 dannf := 1:0 � 2�mh := x � 2�mf := (h2� F )2+ hii. Initialisierungenj := 
oor((F � 1) � 128)llead := m2� lead(128)2+ lead(j)ltrail := m2� trail(128)2+ trail(j)iii. Approximationu := (2 � f)2= (y + F )v := u2� uq := u2� v2� (b02+ v2� b1)iv. Ergebnisanpassungres := llead2+ (u2+ (q2+ ltrail))Nun gilt q ln1p := res � ln(x+ 1).5.5.3 Fehlerabsch�atzungGesamtfehlerschranke:Relative Fehlerschranke f�ur q ln1p(x) 2 SN : "(q ln1p) � 2:5082E � 016 = 2:26 � "�5.5.4 Algorithmus j lg1p (Intervallfunktion)Der Gesamtalgorithmus j_lg1p zur Berechnung von log(X + 1) f�ur IntervallargumenteX := [x:INF; x:SUP] stellt sich wie folgt dar:Ben�otigte Konstanten:q lgpm := (15� "(q lg1p))5� (15� EpsQuer)q lgpp := (14+ "(q lg1p))4� (14+ EpsQuer)I. X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUP



70 KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONENa) x:INF < 0:y := q lg1p(x:INF)res.INF:= y2� q lgppres.SUP:= y2� q lgpmb) x:INF � 0:y := q lg1p(x:INF)res.INF:= y2� q lgpmres.SUP:= y2� q lgppII. X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPa) Berechnung der Unterschranke res.INF:i. x:INF < 0:res.INF:= q lg1p(x:INF)2� q lgppii. x:INF � 0:res.INF:= q lg1p(x:INF)2� q lgpmb) Berechnung der Oberschranke res.SUP:i. x:SUP < 0:res.SUP:= q lg1p(x:SUP)2� q lgpmii. x:SUP � 0:res.SUP:= q lg1p(x:SUP)2� q lgppNun gilt j lg1p := res � ln(X + 1) mit res := [res.INF; res.SUP].5.6 Logarithmusfunktion: lnxLogarithmusfunktion zur Basis eMath. Schreibweise ln xDe�nitionsbereich (0;1)Potenzreihe 1Xk=1(�1)k+1 (x� 1)kkf�ur 0 < x � 2 = (x�1)1 � (x�1)22 + (x�1)33 � : : :1. Ableitung 1xNullstellen x0 = 1Monotonie monoton steigend -3
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5.6.1 IdeeEs wird ein Tabellenverfahren nach der Idee von Tang [38] realisiert. Im wesentlichenwerden wiederrum zwei F�alle unterschieden.



5.6. LOGARITHMUSFUNKTION: LNX 711. Der Fall e�1=16 < x < e1=16:Mit y := x� 1 wird die Transformation � := 2y2 + y angewandt:ln(x) = ln(1 + y) = ln 1 + �=21� �=2! = �+ � �  13 ��2 �2 + 15 ��2 �4 + � � �! :Nun wird eine Bestapproximation p mit�2p(�2) � 1�  ln 1 + �=21 � �=2!� �!bestimmt. Die eigentliche Funktionsberechnung besteht dann aus einer sorgf�altigenAuswertung von � + �3p(�2).2. Der Fall �1 < x � e�1=16 oder e�1=16 � x:Ausgehend vom Argument x wird zun�achst eine ganze Zahl m mit1 � 2�mx < 2bestimmt. Weiter werden zwei Gleitkommazahlen F und f so bestimmt, da� gilt:x = 2m(F + f)F = 1 + j � 2�7; j = 0; 1; : : : ; 27; undjf j � 2�8Anschlie�end wird die Umformungln(2m(F + f)) = m � ln(2) + ln(F ) + ln(1 + fF )verwendet. Die Werte ln(2) sowie ln(F ) f�ur alle zul�assigen F (F kann 128 verschiede-ne Werte annehmen) werden im voraus berechnet und in einer Tabelle abgespeichert.Zur Berechnung von ln(1 + fF ) wird die Approximationln(1 + fF ) � � + � � 0@13  �2!2 + 15  �2!4 + � � �1Amit � := 2f2F + f verwendet.



72 KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONEN5.6.2 Algorithmus q log (Punktfunktion)Der Gesamtalgorithmus q_log zur Berechnung von ln(x) stellt sich wie folgt dar:I. Abpr�ufen von Spezialf�alle und deren Behandlung� x ist NaN (not a number) =) Fehlermeldung: Invalid Argument� x � q minr =) Fehlermeldung: Invalid ArgumentII. Berechnung von ln(x)1. Fall: q_lgt1< x <q_lgt2i. Transformationy := x2� 1g := 12= (2 + y)u := 2 � y2� gii. Approximationv := u2� uq := u2� v2� (c02+ v2� (c12+ v2� (c22+ v2� c3)))iii. Ergebnisanpassungu1 := uj24f1 := xj24f2 := x� f1u2 := ((2 � (x2� u1)2� u1 � f1)2� u1 � f2)2� gres := u12+ (u22+ q)2. Fall: 0 < x �q_lgt1 oder q_lgt2� xi. Berechnung des reduzierten Arguments, d.h. Bestimmung von m, F , fm := expo(x)� 1023y := 2�m � xF := 2�7 � round(27 � y)f := y � Fii. Initialisierungenj := 
oor((F � 1) � 128)llead := m2� lead(128)2+ lead(j)ltrail := m2� trail(128)2+ trail(j)iii. Approximationu := (2 � f)2= (y + F )v := u2� uq := u2� v2� (b02+ v2� b1)iv. Ergebnisanpassungres := llead2+ (u2+ (q2+ ltrail))Nun gilt q log := res � ln(x).



5.6. LOGARITHMUSFUNKTION: LNX 735.6.3 Fehlerabsch�atzungGesamtfehlerschranke:Relative Fehlerschranke f�ur q log(x) 2 SN : "(q log) � 2:9398E � 016 = 2:65 � "�5.6.4 Algorithmus j log (Intervallfunktion)Der Gesamtalgorithmus j_log zur Berechnung von log(X) f�ur Intervallargumente X :=[x:INF; x:SUP] stellt sich wie folgt dar:Ben�otigte Konstanten:q logm := (15� "(q log))5� (15� EpsQuer)q logp := (14+ "(q log))4� (14+ EpsQuer)I. X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUPa) x:INF < 0:y := q log(x:INF)res.INF:= y2� q logpres.SUP:= y2� q logmb) x:INF � 0:y := q log(x:INF)res.INF:= y2� q logmres.SUP:= y2� q logpII. X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPa) Berechnung der Unterschranke res.INF:i. x:INF < 0:res.INF:= q log(x:INF)2� q logpii. x:INF � 0:res.INF:= q log(x:INF)2� q logmb) Berechnung der Oberschranke res.SUP:i. x:SUP < 0:res.SUP:= q log(x:SUP)2� q logmii. x:SUP � 0:res.SUP:= q log(x:SUP)2� q logpNun gilt j log := res � ln(X) mit res := [res.INF; res.SUP].



74 KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONEN5.7 Logarithmusfunktion zur Basis 2: log2 xLogarithmusfunktion zur Basis 2Math. Schreibweise log2 xDe�nitionsbereich (0;1)1. Ableitung 1x ln 2Nullstellen x0 = 1Monotonie monoton steigend
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5.7.1 IdeeDie Funktion log2 x wird mit Hilfe der Formellog2 x = lnx � 1ln2auf die Berechnung des nat�urlichen Logarithmus zur�uckgef�uhrt. Der Wert 1ln2 wird imvoraus berechnet und gerundet zur n�achstgelegenen Gleitkommazahl als Konstante unterdem Namen q_l2i abgespeichert.5.7.2 Algorithmus q log2 (Punktfunktion)Der Gesamtalgorithmus q_log2 zur Berechnung von log2 x stellt sich wie folgt dar:I. Abpr�ufen von Spezialf�alle und deren Behandlung� x ist NaN (not a number) =) Fehlermeldung: Invalid ArgumentII. Berechnung mit Hilfe der Logarithmusfunktionres:= q log(x)2� q l2iNun gilt q log2 := res � log2 x.5.7.3 Fehlerabsch�atzungDie Fehlerabsch�atzung wird mit dem Programm fflog2.p durchgef�uhrt, man erh�alt alsErgebnis:rel. Fehlerschranke der fflog2-Funktion: 2.775305637122755E-015Gesamtfehlerschranke:Relative Fehlerschranke f�ur q log2(x) 2 SN : "(q log2) � 2:7754E � 015 = 25:0 � "�



5.8. LOGARITHMUSFUNKTION ZUR BASIS 10: LOG10X 755.7.4 Algorithmus j log2 (Intervallfunktion)Der Gesamtalgorithmus j_log2 zur Berechnung von log2(X) f�ur IntervallargumenteX :=[x:INF; x:SUP] stellt sich wie folgt dar:Ben�otigte Konstanten:q lg2m := (15� "(q log2))5� (15� EpsQuer)q lg2p := (14+ "(q log2))4� (14+ EpsQuer)I. X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUPa) x:INF < 0:y := q log2(x:INF)res.INF:= y2� q lg2pres.SUP:= y2� q lg2mb) x:INF � 0:y := q log2(x:INF)res.INF:= y2� q lg2mres.SUP:= y2� q lg2pII. X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPa) Berechnung der Unterschranke res.INF:i. x:INF < 0:res.INF:= q log2(x:INF)2� q lg2pii. x:INF � 0:res.INF:= q log2(x:INF)2� q lg2mb) Berechnung der Oberschranke res.SUP:i. x:SUP < 0:res.SUP:= q log2(x:SUP)2� q lg2mii. x:SUP � 0:res.SUP:= q log2(x:SUP)2� q lg2pNun gilt j log2 := res � log2(X) mit res := [res.INF; res.SUP].5.8 Logarithmusfunktion zur Basis 10: log10 xLogarithmusfunktion zur Basis 10Math. Schreibweise log1 0xDe�nitionsbereich (0;1)1. Ableitung 1x ln 10Nullstellen x0 = 1Monotonie monoton steigend
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76 KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONEN5.8.1 IdeeDie Funktion log10 x wird mit Hilfe der Formellog10 x = lnx � 1ln10auf die Berechnung des nat�urlichen Logarithmus zur�uckgef�uhrt. Der Wert 1ln10 wird imvoraus berechnet und gerundet zur n�achstgelegenen Gleitkommazahl als Konstante unterdem Namen q_l10i abgespeichert.5.8.2 Algorithmus q lg10 (Punktfunktion)Der Gesamtalgorithmus q_lg10 zur Berechnung von log10 x stellt sich wie folgt dar:I. Abpr�ufen von Spezialf�alle und deren Behandlung� x ist NaN (not a number) =) Fehlermeldung: Invalid ArgumentII. Berechnung mit Hilfe der Logarithmusfunktionres:= q log(x)2� q l10iNun gilt q lg10 := res � log10 x.5.8.3 Fehlerabsch�atzungDie Fehlerabsch�atzung wird mit dem Programm fflog10.p durchgef�uhrt, man erh�alt alsErgebnis:rel. Fehlerschranke der fflog10-Funktion: 2.775305637122755E-015Gesamtfehlerschranke:Relative Fehlerschranke f�ur q lg10(x) 2 SN : "(q lg10) � 2:7754E � 015 = 25:0 � "�5.8.4 Algorithmus j lg10 (Intervallfunktion)Der Gesamtalgorithmus j_lg10 zur Berechnung von log10(X) f�ur IntervallargumenteX :=[x:INF; x:SUP] stellt sich wie folgt dar:Ben�otigte Konstanten:q l10m := (15� "(q lg10))5� (15� EpsQuer)q l10p := (14+ "(q lg10))4� (14+ EpsQuer)I. X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUPa) x:INF < 0:y := q lg10(x:INF)res.INF:= y2� q l10pres.SUP:= y2� q l10m



5.8. LOGARITHMUSFUNKTION ZUR BASIS 10: LOG10X 77b) x:INF � 0:y := q lg10(x:INF)res.INF:= y2� q l10mres.SUP:= y2� q l10pII. X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPa) Berechnung der Unterschranke res.INF:i. x:INF < 0:res.INF:= q lg10(x:INF)2� q l10pii. x:INF � 0:res.INF:= q lg10(x:INF)2� q l10mb) Berechnung der Oberschranke res.SUP:i. x:SUP < 0:res.SUP:= q lg10(x:SUP)2� q l10mii. x:SUP � 0:res.SUP:= q lg10(x:SUP)2� q l10pNun gilt j lg10| := res � log10(X) mit res := [res.INF; res.SUP].



78 KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONEN



Kapitel 6Trigonometrische FunktionenF�ur die trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus ist es ausreichend, eine Ap-proximation f�ur Eingabeargumente x mit x 2 [��=2; �=2] zur Verf�ugung zu stellen. Zuallen anderen Eingabeargumenten x kann ein reduziertes Argument r mit r 2 [��=2; �=2]berechnet werden. Es werden dabei die Periodizit�at der Sinus- bzw. Cosinusfunktionsin(x) = sin(2k� + x); x 2 IR; k 2 ZZ;cos(x) = cos(2k� + x); x 2 IR; k 2 ZZ;und die Reduktionsformelnsin(�=2 + x) = cos(x); sin(� + x) = � sin(x)cos(�=2 + x) = � sin(x); cos(� + x) = � cos(x)ausgenutzt.Um den Aufwand bei der Funktionsberechnung auf dem Rechner m�oglichst klein zuhalten wird der maximal m�ogliche De�nitionsbereich [�maxreal; maxreal] eingeschr�anktauf den Bereich [�trimax; trimax] mit trimax := 231 � �2 + �4 . Bei den Punktfunktionenwird f�ur Argumente x >trimax eine Fehlermeldung ("invalid argument\) ausgegeben. DieSinus- bzw. die Cosinusintervallfunktion liefert f�ur Argumente X = [X.inf; X.sup] mitX.inf < �trimax oder X.sup >trimax das Ergebnisintervall [�1; 1].Bei der Ausf�uhrung der Argumentreduktion auf dem Rechner mu� aufgrund m�ogli-cher Ausl�oschung sehr sorgf�altig vorgegangen werden. Dies wird im folgenden Abschnittbeschrieben.6.1 Argumentreduktion6.1.1 IdeeAusgehend von einem gegebenen Argument x 2 S mit jxj <trimax wird eine m�oglichstgute N�aherung r 2 S f�ur x�k� �2 gesucht. Die ganze Zahl k wird dabei durch k := round(x�q_pi2i ) bestimmt, die Konstante stellt die dem Wert 2� n�achstgelegene Maschinenzahldar. 79



80 KAPITEL 6. TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONENDa sich bei der Subtraktion x � k � �2 f�uhrende Zi�ern ausl�oschen k�onnen, mu� dieN�aherung f�ur �2 auf der Maschine h�ohergenau, d.h. mit ausreichend vielenMantissenzi�erndargestellt werden. Hierzu die folgenden �Uberlegungen:Bekannt ist, da� f�ur den Abstand d einer Maschinenzahl x (x 6= 0) zu einem ganz-zahligen Vielfachen von �2 gilt: d � 4:6871 � 10�19 (siehe z.B. [33]). Daraus folgt f�ur dasreduzierte Argument:jrj � d � 4:6871 � 10�19 � 2�61:Bei der Berechnung von r k�onnen sich damit maximal 32+61 = 93 Bits ausl�oschen. Damitnach der Ausf�uhrung der Subtraktion eine volle Mantissenl�ange (53 Bits) des Ergebnisseszur Verf�ugung steht, mu� die N�aherung f�ur �2 mit mindestens 53 + 93 = 146 Bin�arzi�ernGenauigkeit zur Verf�ugung stehen.6.1.2 Berechnung der Konstanten �=2Die ben�otigte N�aherung f�ur die Konstante �2 wird mit Hilfe der Langzahlintervallarith-metik mpi_ari von Pascal{XSC berechnet. Zur Speicherung wird die Bin�ardarstellungder N�aherung in 7 Portionen mit jeweils 22 Bits aufgeteilt, d.h. es werden 7 � 22 = 154Bin�arstellen gespeichert. Die 7 Portionen werden in einem Feld q pih[.] mit 7 Speicher-pl�atzen vom Typ double abgelegt.Diese Art der Speicherung erm�oglicht es sp�ater, eine Portion der Konstanten miteiner 31{stelligen Bin�arzahl zu multiplizieren und das Ergebnis rundungsfehlerfrei imDatenformat double abzuspeichern.6.1.3 Algorithmus q rtrg(x,k) (Argumentreduktion)Der Algorithmus q_rtrg zur Argumentreduktion sieht wie folgt aus:I) Falls jkj < 512 dann:r2 := x� k � (q pih[0]+ q pih[1])res := q r2tr(r2; k)II) Falls jkj � 512 dann:r1 := x� k � q pih[0]h := k � q pih[1]r2 := r12� ha) Falls expo(r1) = expo(r2) dann:res := r12� (((((k � q pih[6]2+ k � q pih[5])2+ k � q pih[4])2+ k � q pih[3])2+ k � q pih[2])2+ h)b) Sonst:res := q r2tr(r2; k)



6.2. SINUSFUNKTION: SINX 816.1.4 Algorithmus q r2tr(x,k) (Hilfsfunktion)Der Algorithmus der Hilfsfunktion q_r2tr zur Argumentreduktion sieht wie folgt aus:r2 := rh := k � q pih[2]r1 := r22� hI) Falls expo(r1) = expo(r2) dann:res := r22� ((((k � q pih[6]2+ k � q pih[5])2+ k � q pih[4])2+ k � q pih[3])2+ h)II) Sonst: h := k � q pih[3]r2 := r12� ha) Falls expo(r1) = expo(r2) dann:res := r12� (((k � q pih[6]2+ k � q pih[5])2+ k � q pih[4])2+ h)b) Sonst: h := k � q pih[4]r1 := r22� hi. Falls expo(r1) = expo(r2) dann:res := r12� ((k � q pih[6]2+ k � q pih[5])2+ h)ii. Sonst: h := k � q pih[5]r2 := r12� hA. Falls expo(r1) = expo(r2) dann:res := r12� (k � q pih[6]2+ h)B. Sonst:res := r22� k � q pih[6]6.2 Sinusfunktion: sinxSinusfunktionMath. Schreibweise sin(x)De�nitionsbereich IRPotenzreihe 1Xk=0(�1)k x2k+1(2k+ 1)!f�ur jxj � 1 = x� x33! + x55! � x77! + � : : :1. Ableitung cos(x)Nullstellen xn = n � � f�ur n 2 ZZMinima xTn = ��2 + 2�n f�ur n 2 ZZMaxima xHn = �2 + 2�n f�ur n 2 ZZ -1
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82 KAPITEL 6. TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN6.2.1 Algorithmus q sin (Punktfunktion)Der Gesamtalgorithmus q_sin zur Berechnung von sinx stellt sich wie folgt dar:I. Abpr�ufen von Spezialf�alle und deren Behandlung� x ist NaN (not a number) =) Fehlermeldung: Invalid Argument� jxj >q_sint[2]= 3:3732 : : : e+ 09 =) Fehlermeldung: Invalid ArgumentII. Argumentreduktiony := x2� q pi2ik := round(y)y := q rtrg(x; k)n := k mod 4m := n mod 2III. Approximationysq := y2� ya) Falls (m = 0) dann: (Approximation der Sinus-Funktion)i. Falls jxj < q sint[3] = 2:5809e � 8 dann:A. Falls (n = 0) dann:res := yB. Falls (n 6= 0) dann:res := �yii. Falls jxj � q sint[3]= 2:5809e � 8 dann:q := ysq2� (s02+ysq2� (s12+ysq2� (s22+ysq2� (s32+ysq2� (s42+ysq2� s5)))))A. Falls (n = 0) dann:res := y2+ y2� qB. Falls (n 6= 0) dann:res := �(y2+ y2� q)b) Falls (m 6= 0) dann: (Approximation der Cosinus-Funktion)q := ysq2� ysq2� (c02+ysq2� (c12+ysq2� (c22+ysq2� (c32+ysq2� (c42+ysq2� c5)))))i. Falls (ysq � q sint[0]) dann:res := 0:6252+ (0:3752� (0:5 � ysq)2+ q)ii. Falls (q sint[0] > ysq � q sint[1]) dann:res := 0:81252+ ((0:18752� (0:5 � ysq))2+ q)iii. Falls (q sint[1] > ysq) dann:res := 1:02� (0:5 � ysq2� q)Falls (n = 3) dann:res := �resNun gilt q sin := res � sinx.



6.2. SINUSFUNKTION: SINX 836.2.2 Fehlerabsch�atzungGesamtfehlerschranke:Relative Fehlerschranke f�ur q sin(x) 2 SN : "(q sin) � 1:0718E � 015 = 9:66 � "�6.2.3 Algorithmus j sin (Intervallfunktion)Der Gesamtalgorithmus j_sin zur Berechnung von sin(X) f�ur Intervallargumente X :=[x:INF; x:SUP] stellt sich wie folgt dar:Ben�otigte Konstanten:q sinm := (15� "(q sin))5� (15� EpsQuer)q sinp := (14+ "(q sin))4� (14+ EpsQuer)I. X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUPa) x:INF < �q sint[2]:res.INF:= �1:0res.SUP:= 1:0b) q sint[2] < x:INF:res.INF:= �1:0res.SUP:= 1:0c) Sonst:y := q cos(x:INF)i. y < 0:res.INF:= y2� q sinpres.SUP:= y2� q sinmii. y � 0:res.INF:= y2� q sinmres.SUP:= y2� q sinpII. X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPa) Intervall-Logik der Sinus-/CosinusfunktionNun gilt j sin := res � sin(X) mit res := [res.INF; res.SUP].



84 KAPITEL 6. TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN6.3 Cosinusfunktion: cosxCosinusfunktionMath. Schreibweise cos(x)De�nitionsbereich IRPotenzreihe 1Xk=0(�1)k x2k(2k)!f�ur jxj � 1 = 1� x22! + x44! � x66! + � : : :1. Ableitung � sin(x)Nullstellen xn = �2 + n � � f�ur n 2 ZZMinima xTn = (2n+ 1)� f�ur n 2 ZZMaxima xHn = 2n� f�ur n 2 ZZ -1
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6.3.1 Algorithmus q cos (Punktfunktion)Der Gesamtalgorithmus q_cos zur Berechnung von cos(x) stellt sich wie folgt dar:I. Abpr�ufen von Spezialf�alle und deren Behandlung� x ist NaN (not a number) =) Fehlermeldung: Invalid Argument� jxj >q_sint[2]= 3:3732 : : : e+ 09 =) Fehlermeldung: Invalid ArgumentII. Argumentreduktiony := x2� q pi2ik := round(y)y := q rtrg(x; k)n := (k + 1) mod 4m := n mod 2III. Approximationysq := y2� ya) Falls (m = 0) dann: (Approximation der Sinus-Funktion)i. Falls jxj < q sint[3] = 2:5809e � 8 dann:A. Falls (n = 0) dann:res := yB. Falls (n 6= 0) dann:res := �yii. Falls jxj � q sint[3]= 2:5809e � 8 dann:q := ysq2� (s02+ysq2� (s12+ysq2� (s22+ysq2� (s32+ysq2� (s42+ysq2� s5))))))A. Falls (n = 0) dann:res := y2+ y2� q



6.3. COSINUSFUNKTION: COSX 85B. Falls (n 6= 0) dann:res := �(y2+ y2� q)b) Falls (m 6= 0) dann: (Approximation der Cosinus-Funktion)q := ysq2� ysq2� (c02+ysq2� (c12+ysq2� (c22+ysq2� (c32+ysq2� (c42+ysq2� c5))))))i. Falls (ysq � q sint[0]) dann:res := 0:6252+ (0:3752� (0:5 � ysq)2+ q)ii. Falls (q sint[0] > ysq � q sint[1]) dann:res := 0:81252+ ((0:18752� (0:5 � ysq))2+ q)iii. Falls (q sint[1] > ysq) dann:res := 1:02� (0:5 � ysq2� q)Falls (n = 3) dann:res := �resNun gilt q cos := res � cos(x).6.3.2 Fehlerabsch�atzungGesamtfehlerschranke:Relative Fehlerschranke f�ur q cos(x) 2 SN : "(q cos) � 1:0718E � 015 = 9:66 � "�6.3.3 Algorithmus j cos (Intervallfunktion)Der Gesamtalgorithmus j_cos zur Berechnung von cos(X) f�ur Intervallargumente X :=[x:INF; x:SUP] stellt sich wie folgt dar:Ben�otigte Konstanten:q sinm := (15� "(q sin))5� (15� EpsQuer)q sinp := (14+ "(q sin))4� (14+ EpsQuer)I. X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUPa) x:INF < �q sint[2]:res.INF:= �1:0res.SUP:= 1:0b) q sint[2] < x:INF:res.INF:= �1:0res.SUP:= 1:0c) Sonst:y := q cos(x:INF)i. y < 0:res.INF:= y2� q sinpres.SUP:= y2� q sinm



86 KAPITEL 6. TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONENii. y � 0:res.INF:= y2� q sinmres.SUP:= y2� q sinpII. X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPa) Intervall-Logik der Sinus-/CosinusfunktionNun gilt j cos := res � cos(X) mit res := [res.INF; res.SUP].6.4 Tangensfunktion: tanxTangensfunktionMath. Schreibweise tan(x) = sin(x)cos(x)De�nitionsbereich [n2Z(��2 + n�; �2 + n�)1. Ableitung 1(cos(x))2Nullstellen xn = n � � f�ur n 2 ZZ
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6.4.1 Algorithmus q tan (Punktfunktion)Der Gesamtalgorithmus q_tan zur Berechnung von tan(x) stellt sich wie folgt dar:I. Abpr�ufen von Spezialf�alle und deren Behandlung� x ist NaN (not a number)=) Fehlermeldung: Invalid Argument� jxj >q_sint[2]= 3:3732 : : : e+ 09=) Fehlermeldung: Invalid ArgumentII. Argumentreduktiony := x2� q pi2ik := round(y)y := q rtrg(x; k)n := k mod 4m := n mod 2ysq := y2� yIII. Approximationa) Falls jxj < q sint[4]= 2:5809e � 8 dann:



6.4. TANGENSFUNKTION: TANX 87i. Falls (m = 0) dann:res := yii. Falls (m 6= 0) dann:res := �12= yb) Falls jxj � q sint[4] dann:i. Approximation der Sinus-FunktionA. Falls jxj < q sint[3]= 1:825e � 8 dann:1) Falls (n = 0) dann:s := y2) Falls (n 6= 0) dann:s := �yB. Falls jxj � q sint[3] dann:q := ysq2� (s02+ysq2� (s12+ysq2� (s22+ysq2� (s32+ysq2� (s42+ysq2� s5))))))1) Falls (n = 0) dann:s := y2+ y2� q2) Falls (n 6= 0) dann:s := �(y2+ y2� q)ii. Approximation der Cosinus-Funktionq := ysq2� ysq2� (c02+ysq2� (c12+ysq2� (c22+ysq2� (c32+ysq2� (c42+ysq2� c5))))))A. Falls (ysq � q sint[0]) dann:c := 0:6252+ (0:3752� (0:5 � ysq)2+ q)B. Falls (q sint[0]> ysq � q sint[1]) dann:c := 0:81252+ ((0:18752� (0:5 � ysq))2+ q)C. Falls (q sint[1]> ysq) dann:c := 1:02� (0:5 � ysq2� q)Falls (n = 3) dann:c := �ciii. Berechnung des TangensA. Falls (m = 0) dann:res := s2= cB. Falls (m 6= 0) dann:res := �c2= sNun gilt q tan := res � tan(x).6.4.2 Fehlerabsch�atzungGesamtfehlerschranke:Relative Fehlerschranke f�ur q tan(x) 2 SN : "(q tan) � 2:9777E � 015 = 26:83 � "�



88 KAPITEL 6. TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN6.4.3 Algorithmus j tan (Intervallfunktion)6.5 Cotangensfunktion: cotxCotangensfunktionMath. Schreibweise cot(x) = cos(x)sin(x)De�nitionsbereich [n2Z(n�; (n+ 1)�)1. Ableitung � 1(sin(x))2Nullstellen xn = �2 + n � � f�ur n 2 ZZ
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6.5.1 Algorithmus q cot (Punktfunktion)Der Gesamtalgorithmus q_cot zur Berechnung von cot(x) stellt sich wie folgt dar:I. Abpr�ufen von Spezialf�alle und deren Behandlung� x ist NaN (not a number)=) Fehlermeldung: Invalid Argument� jxj >q_sint[2]= 3:3732 : : : e+ 09=) Fehlermeldung: Invalid Argument� jxj <q_minr=) Fehlermeldung: Invalid ArgumentII. Argumentreduktiony := x2� q pi2ik := round(y)y := q rtrg(x; k)n := k mod 4m := n mod 2ysq := y2� yIII. Approximation der Sinus-Funktiona) Falls jxj < q sint[3]= 2:5809e � 8 dann:i. Falls (n = 0) dann:s := yii. Falls (n 6= 0) dann:s := �y



6.5. COTANGENSFUNKTION: COTX 89b) Falls jxj � q sint[3] dann:q := ysq2� (s02+ ysq2� (s12+ ysq2� (s22+ ysq2� (s32+ ysq2� (s42+ ysq2� s5))))))i. Falls (n = 0) dann:s := y2+ y2� qii. Falls (n 6= 0) dann:s := �(y2+ y2� q)IV. Approximation der Cosinus-Funktionq := ysq2� ysq2� (c02+ ysq2� (c12+ ysq2� (c22+ ysq2� (c32+ ysq2� (c42+ ysq2� c5))))))a) Falls (ysq � q sint[0]) dann:c := 0:6252+ (0:3752� (0:5 � ysq)2+ q)b) Falls (q sint[0]> ysq � q sint[1]) dann:c := 0:81252+ ((0:18752� (0:5 � ysq))2+ q)c) Falls (q sint[1]> ysq) dann:c := 1:02� (0:5 � ysq2� q)Falls (n = 2) dann:c := �cV. Berechnung des Cotangensa) Falls (m = 0) dann:res := c2= sb) Falls (m 6= 0) dann:res := s2= cNun gilt q cot := res � cot(x).6.5.2 Fehlerabsch�atzungGesamtfehlerschranke:Relative Fehlerschranke f�ur q cot(x) 2 SN : "(q cot) � 2:9777E � 015 = 26:83 � "�
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Kapitel 7Inverse Trigonometrische FunktionenDa die Berechnung der Funktionen arcsin(x), arccos(x) und arccot (x) auf die Berech-nung der Funktion arctan(x) zur�uckgef�uhrt wird, erfolgt zun�achst die Beschreibung derArcustangensfunktion.7.1 Arcustangensfunktion: arctan(x)ArcustangensfunktionMath. Schreibweise arctanxDe�nitionsbereich IRPotenzreihe 1Xk=0(�1)k x2k+12k+ 1f�ur jxj < 1 = x� x33 + x55 � x77 + � : : :1. Ableitung 11+x2Nullstellen x0 = 0Symmetrie Punktsymmetrie zu (0; 0)Monotonie monoton steigend -4
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7.1.1 IdeeDas in [28] beschriebene Verfahren wird hier modi�ziert und auf das IEEE-Datenformatangewandt.Positive Eingabeargumente x 2 I1 := [0; 1
 ] werden mit Hilfe der bekannten Summen-formelarctan x = arctan x� ci1 + xci + arctan ci; xci > �1und geeignet gew�ahlter Reduktionskonstanten ci in ein festgelegtes Approximationsinter-vall I
 := [�
; 
] reduziert. Die ben�otigten Konstanten ai := arctan ci zur Ergebnisanpas-sung k�onnen im voraus berechnet und tabelliert werden.91



92 KAPITEL 7. INVERSE TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONENF�ur Argumente r 2 I
 wird zur Approximation des arctan imUnterschied zu [28] nichtdie abgebrochene Potenzreihearctan(r) � r � NXk=0 (�1)k2k + 1r2kmit Polynomgrad N verwendet, sondern die polynomiale Approximationarctan(r) � r � (1 + r2 � pN (r2)) (7.1)mit einer Bestapproximation pN (r2) = PNk=0 dk � r2k.F�ur sehr kleine Argumente jrj <q atnt kann die Approximationarctan(r) � rverwendet werden. Die Berechnung f�ur Eingabeargumente x 2 I2 := [ 1
 ; maxreal] kannmit arctan(x) = arctan(�1x) + �2ebenfalls auf die Approximation (7.1) zur�uckgef�uhrt werden, es gilt r := �1x 2 I
. F�urnegative Argumente kann die Formelarctan(�x) = � arctan(x)angewandt werden.7.1.2 Bestimmung der ben�otigten KonstantenIm folgenden wird f�ur den Radius des Approximationsintervalls der Wert 
 := 18 verwen-det.I) Aufteilen von I1 in Teilintervalle und Bestimmung der Reduktionskonstanten:Das Intervall I1 wird in disjunkte Teilintervalle [bi; bi+1) mit [i[bi; bi+1) = I1 unter-teilt, welche mit Hilfe von geeigneten Reduktionskonstanten ci in das Intervall Ixabgebildet werden k�onnen.Ausgehend vom ersten Teilintervall mit b0 := 0, b1 := 
 und c0 := 0 (in diesem Teil-intervall wird keine Reduktion durchgef�uhrt) k�onnen die weiteren Reduktionskon-stanten ci, sowie die weiteren Endpunkte bi der Teilintervalle mit Hilfe der folgendenFormeln sukzessive berechnete werden:ci�1 := bi�1 + 
1� 
bi�1 ; i = 2(1)6;bi := 
 + ci�11� 
ci�1 ; i = 2(1)7Die Berechnung endet, wenn erstmals ein bi mit bi � 1
 berechnet wird. Die Kon-stanten werden mit Hilfe einer Langzahlarithmetik bestimmt und dann zur n�achst-gelegenen Gleitkommazahl des double-Formates gerundet, d.h. sie stehen maximalgenau zur Verf�ugung.



7.1. ARCUSTANGENSFUNKTION: ARCTAN(X) 93II) Ergebnisanpassungskonstanten:Die Berechnung erfolgt unter Verwendung einer Langzahlarithmetik �uberai := arctan(ci);die Konstanten stehen maximal genau zur Verf�ugung.III) Koe�zienten des Approximationspolynoms:Die ben�otigen Koe�zienten di werden mit Hilfe eines Computeralgebrapaketes (z.B.Maple) bestimmt und anschlie�end in das double-Format gerundet.Alle ben�otigten Konstanten k�onnen mit dem PASCAL-XSC Programm atankoef.pberechnet werden, man erh�alt mit den Bezeichnungen q_atna[i]:= ai, q_atnb[i]:= bi,q_atnc[i]:= ci und q_atnd[i]:= di:q_atna[0]:= 0; { = 0.00000... }q_atna[1]:= 8960721713639278.0 / 36028797018963968.0; { = 0.24871... }q_atna[2]:= 8960721713639278.0 / 18014398509481984.0; { = 0.49742... }q_atna[3]:= 6720541285229458.0 / 9007199254740992.0; { = 0.74613... }q_atna[4]:= 8960721713639278.0 / 9007199254740992.0; { = 0.99484... }q_atna[5]:= 5600451071024549.0 / 4503599627370496.0; { = 1.24355... }q_atna[6]:= 6720541285229458.0 / 4503599627370496.0; { = 1.49226... }q_atnb[0]:= 0; { = 0.00000... }q_atnb[1]:= 4503599627370496.0 / 36028797018963968.0; { = 0.12500... }q_atnb[2]:= 7050717449407908.0 / 18014398509481984.0; { = 0.39139... }q_atnb[3]:= 6454487157372003.0 / 9007199254740992.0; { = 0.71659... }q_atnb[4]:= 5343484307627230.0 / 4503599627370496.0; { = 1.18649... }q_atnb[5]:= 4642583338069965.0 / 2251799813685248.0; { = 2.06172... }q_atnb[6]:= 5472919125137495.0 / 1125899906842624.0; { = 4.86093... }q_atnb[7]:= 4503599627370496.0 / 562949953421312.0; { = 8.00000... }q_atnc[0]:= 0; { = 0.00000... }q_atnc[1]:= 4575085335741456.0 / 18014398509481984.0; { = 0.25397... }q_atnc[2]:= 4890523484394786.0 / 9007199254740992.0; { = 0.54296... }q_atnc[3]:= 8326197945442628.0 / 9007199254740992.0; { = 0.92439... }q_atnc[4]:= 6934969934934130.0 / 4503599627370496.0; { = 1.53987... }q_atnc[5]:= 6633650527568543.0 / 2251799813685248.0; { = 2.94593... }q_atnc[6]:= 7153270512133541.0 / 562949953421312.0; { = 12.70676... }q_atnd[0]:= -6004799503160653.0 / 18014398509481984.0; { = -0.33333... }q_atnd[1]:= 7205759403717662.0 / 36028797018963968.0; { = 0.20000... }q_atnd[2]:= -5146970946471129.0 / 36028797018963968.0; { = -0.14286... }q_atnd[3]:= 8006368526669049.0 / 72057594037927936.0; { = 0.11111... }q_atnd[4]:= -6546869189017288.0 / 72057594037927936.0; { = -0.09086... }q_atnd[5]:= 5323534481176937.0 / 72057594037927936.0; { = 0.07388... }q_pih:= 7074237752028440.0 / 4503599627370496.0; { = 1.57080... }



94 KAPITEL 7. INVERSE TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN7.1.3 Absch�atzung des ApproximationsfehlersDa das reduzierte Argumentr := r(x) := x� ci1 + xci mit x 2 [bi; bi+1)mit der Eigenschaft r 2 I
 auf der Maschine nicht exakt berechnet werden kann, stehtnur das fehlerbehaftete reduzierte Argument~r = r +4r mit j 4r j � 4(r)zur Verf�ugung. Aus diesem Grund mu� im folgenden anstelle des gew�unschten Approxi-mationsintervalls Ix das etwas gr�ossere Intervall Ir := [�
 �4(r); 
 +4(r)] betrachtetwerden. F�ur den Fall 
 := 18 kann eine obere Schranke f�ur den absoluten Fehler 4(r) mitHilfe des Programms ffatan_r.p berechnet werden:Absolute Fehlerschranke der Argumentreduktion: 2.887070574022266E-016Das reduzierte Argument liegt im Bereich:[-1.250000000000003E-001, 1.250000000000003E-001]F�ur 
 := 18 gilt also Ir � [�0:1250000000000003; 0:1250000000000003].Zun�achst wird der Approximationsfehler f�ur die folgende Approximationarctan(r)x � 1x2 � pN (r2)mit Hilfe des Programms atan.p bestimmt:Approximationsfehler einer polynomialen Approximation fuer(arctan(x)/x - 1) / (x^2) = -1/3 + 1/5 x^2 - 1/7 x^4 + 1/9 x^6......Approximationsintervall = -1.250000000100000E-001 .. 1.250000000100000E-001Funktionsauswertung ueber Gesamtintervall ergibt[ -3.37E-001, -3.30E-001 ]...Schranke fuer den Betrag des maximalen a b s o l u t e n Fehlers:4.7168481E-016Es gilt somit������ arctan(r)x � 1x2 � pN (r2)������ � 4:7169 � 10�16und daraus folgt���arctan(r) � r � (1 + x2 � pN (r2))��� � 4:7169 � 10�16 � jrj3 � 0:0093 � 10�18:



7.1. ARCUSTANGENSFUNKTION: ARCTAN(X) 957.1.4 Algorithmus q atan (Punktfunktion)Der Gesamtalgorithmus q_atan zur Berechnung von arctan(x) stellt sich wie folgt dar:I. Abpr�ufen von Spezialf�alle und deren Behandlung� x ist NaN (not a number) =) Fehlermeldung: Invalid Argument� jxj �q_atnt= 1:807032 : : : � 10�8 =) res := xII. Initialisierung und Argumentreduktiona) Falls (x < 0): y := �x, neg:=truesonst: y := x, neg:=falseb) Falls (y < 8): vzi:= 1, ym := 0sonst: vzi:= �1, ym := �2 jIEEE, y := 12= yc) Bestimme i := maxk=1;2;:::;7fkjbk � ygd) Berechne y := (y2� ci)2= (12+ y2� ci)III. Approximation: y + y � ( 7Xi=2 di � y2); d.h. auf dem Rechnera) ysq := y2� yb) res := y2� (((((((d72� ysq2+ d6)2� ysq2+ d5)2� ysq2+ d4)2� ysq2+ d3)2� ysq2+ d2)2� ysq2+ d1)2� ysq)2+ yIV. Ergebnisanpassunga) res := res2+ aib) res := vzi � res2+ ymc) Falls (neg=true): res := �resNun gilt q atan := res � arctan(x).Die Fehlerabsch�atzung f�ur den eben beschriebeneAlgorithmus wird in folgenden Abschnittdurchgef�uhrt.7.1.5 Fehlerabsch�atzungF�ur den oben angegebenen Algorithmus kann nach Umsetzung in ein PASCAL-XSC Programm mit einer sinnvollen Unterteilung des zu untersuchenden Bereiches[1:807031999999999E�008; 1:797693134862316E+308] in Teilintervalle eine relative Feh-lerschranke hergeleitet werden.Ergebnisprotokoll des Programms ffatan_a.p:Test mit 1000 Zufallszahlen:Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 6.104482422310954E-016Test mit x:=0.125



96 KAPITEL 7. INVERSE TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONENMinimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 1.798440248823969E-015[ 1.807031999999999E-008, 1.000000000000000E-007] 1.226454219578578E-015[ 9.999999999999999E-008, 1.000000000000000E-006] 1.349448571975024E-015[ 9.999999999999999E-007, 1.000000000000001E-005] 1.349448571977040E-015[ 1.000000000000000E-005, 1.000000000000001E-004] 1.349448572178637E-015[ 1.000000000000000E-004, 1.000000000000001E-003] 1.349448592338349E-015[ 1.000000000000000E-003, 1.000000000000001E-002] 1.349450608310623E-015[ 1.000000000000000E-002, 1.000000000000001E-001] 1.349652215947433E-015[ 1.000000000000000E-001, 1.250000000000000E-001] 1.254093890964245E-015[ 1.250000000000000E-001, 3.913934426229509E-001] 1.798499017044059E-015[ 3.913934426229508E-001, 7.165920254261774E-001] 1.157386217181264E-015[ 7.165920254261773E-001, 1.186491862010193E+000] 9.197982221441163E-016[ 1.186491862010192E+000, 2.061721166266557E+000] 8.497853987936468E-016[ 2.061721166266556E+000, 4.860928659711213E+000] 1.005001402033394E-015[ 4.860928659711212E+000, 8.000000000000000E+000] 5.381909041457355E-016[ 8.000000000000000E+000, 1.797693134862316E+308] 4.777603396332967E-016Relative Fehlerschranke der ffarctan-Funktion: 1.798499017044059E-015Definitionsbereich fuer x: [ 1.807031999999999E-008, 1.797693134862316E+308]------------------------------------------------------------Fehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:/* eps(q_....) = 1.798499017044059E-015; *//* q_...m = 1 - eps(q_....) = 9.999999999999978E-001 */double q_...m = 9007199254740972.0 / 9007199254740992.0;/* q_...p = 1 + eps(q_....) = 1.000000000000003E+000 */double q_...p = 4503599627370508.0 / 4503599627370496.0;F�ur jxj � 1:807032 : : : E � 008 wird die Approximation arctan(x) � x verwendet.Mit einfacher Handrechnung erh�alt man den f�ur Ergebnisse im Bereich der normalisiertenZahlen g�ultigen relativen Approximationsfehler (siehe [28], Seite 50):����arctan x� xarctan x ���� � x23 � 11 � x2 � 11 � (1=3)x2 � 1:0885e � 16 := "(appN)Im Bereich der denormalisierten Zahlen gilt der absolute Fehler:jarctan x� xj � x23 � 11 � x2 � 1:66e� 616 � dMinReal := 4(appD)Gesamtfehlerschranke:Relative Fehlerschranke f�ur q atan(x) 2 SN : "(q atan) � 1:7985E � 015 = 16:20 � "�Absolute Fehlerschranke f�ur q atan(x) 2 SD: 4(q atan) � 4:9497E � 3247.1.6 Algorithmus j atan (Intervallfunktion)Der Gesamtalgorithmus j_atan zur Berechnung von arctan(X) f�ur IntervallargumenteX := [x:INF; x:SUP] stellt sich wie folgt dar:



7.1. ARCUSTANGENSFUNKTION: ARCTAN(X) 97Ben�otigte Konstanten:q atnt := 1:807032 : : : � 10�8q ctnm := (15� "(q atan))5� (15� EpsQuer)q ctnp := (14+ "(q atan))4� (14+ EpsQuer)I. X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUPa) x:INF � �q atnt:y := q atan(x:INF)res.INF:= y2� q ctnpres.SUP:= y2� q ctnmFalls (res.INF< x.INF) dann: res.INF:= x:INFb) �q atnt < x:INF < 0:res.INF:= x:INFres.SUP:= succ(x:INF)c) 0 � x:INF < q atnt:Falls (x:INF = 0) dann: res.INF:= 0sonst: res.INF:= pred(x:INF)res.SUP:= x:INFd) q atnt � x:INF:y := q atan(x:INF)res.INF:= y2� q ctnmres.SUP:= y2� q ctnpFalls (res.SUP< x.INF) dann: res.SUP:= x:INFII. X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPa) Berechnung der Unterschranke res.INF:i. x:INF � �q atnt:res.INF:= q atan(x:INF)2� q ctnpFalls (res.INF< x.INF) dann: res.INF:= x:INFii. �q atnt < x:INF � 0:res.INF:= x:INFiii. 0 < x:INF < q atnt:res.INF:= pred(x:INF)iv. q atnt � x:INF:res.INF:= q atan(x:INF)2� q ctnmb) Berechnung der Oberschranke res.SUP:i. x:SUP � �q atnt:res.SUP:= q atan(x:SUP)2� q ctnmii. �q atnt < x:SUP < 0:res.SUP:= succ(x:SUP)



98 KAPITEL 7. INVERSE TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONENiii. 0 � x:SUP < q atnt:res.SUP:= x:SUPiv. q atnt � x:SUP:res.SUP:= q atan(x:SUP)2� q ctnpFalls (res.SUP> x.SUP) dann: res.SUP:= x:SUPNun gilt j atan := res � arctan(X) mit res := [res.INF; res.SUP].7.2 Arcussinusfunktion: arcsin(x)ArcussinusfunktionMath. Schreibweise arcsin xDe�nitionsbereich [�1; 1]1. Ableitung 1p1�x2Nullstellen x0 = 0Minima xT = �1Symmetrie Punktsymmetrie zu (0; 0)Monotonie monoton steigend
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7.2.1 IdeeDie Berechnung wird mit Hilfe der Formelarcsin(x) := arctan0@ xq(1 + x)(1� x)1Aauf die Berechnung es Arkustangens zur�uckgef�uhrt. F�ur sehr kleine Argumente x <q atntwird die Approximationarcsin(x) � xverwendet. Die Eingabeargumente x = �1 werden als Sonderfall behandelt, f�ur x = +1wird arcsin := �2 ���IEEE, f�ur x = �1 wird arcsin := ��2 ���IEEE gesetzt.7.2.2 Algorithmus q asin (Punktfunktion)Der Gesamtalgorithmus q_asin zur Berechnung von arcsin(x) stellt sich wie folgt dar:I. Abpr�ufen von Spezialf�alle und deren Behandlung� x ist NaN (not a number) =) Fehlermeldung: Invalid Argument� x < �1:0 oder x > 1:0 (Test des De�nitionsbereiches) =) Fehlermeldung:Invalid Argument� x = �1 =) res := ��2 ���IEEE



7.2. ARCUSSINUSFUNKTION: ARCSIN(X) 99� x = 1 =) res := �2 ���IEEE� jxj �q_atnt= 1:807032 : : : � 10�8 =) res := xII. Berechnung mit Hilfe des Arkustangensres := q atan(x2= q sqrt((1:02+ x)2� (1:02� x)))Nun gilt q asin := res � arcsin(x).Hinweis: In der ANSI-C Implementierung wird aus Laufzeitgr�unden nicht die Funktionq_sqrt, sondern die Funktion sqrt verwendet. Ebenso wird anstelle der Funktion q_atandie Funktion q_atn1 aufgerufen, in dieser Funktion werden im Unterschied zu q_atanbestimmte Spezialf�alle nicht abgepr�uft.Die Fehlerabsch�atzung f�ur den eben beschriebene Algorithmus wird in folgenden Ab-schnitt durchgef�uhrt.7.2.3 Fehlerabsch�atzungDie Fehlerabsch�atzung f�ur Argumente x 2 [succ(�1:0);�q atnt][[q atnt;pred(1:0)] wirdmit Hilfe des PASCAL-XSC Programms ffasin.p durchgef�uhrt, das Ergebnisprotokollist im folgenden angegeben:Test mit 1000 Zufallszahlen:Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 2.575656450000008E-015[-9.999999999999999E-001,-9.999999998999999E-001] 2.201640632253669E-015[-9.999999999000000E-001,-9.999900000000000E-001] 2.575072504195729E-015[-9.999900000000001E-001,-9.000000000000000E-001] 2.571973678196994E-015[-9.000000000000001E-001,-5.000000000000000E-001] 2.473982614671442E-015[-5.000000000000000E-001,-1.000000000000000E-001] 2.585009878638179E-015[-1.000000000000001E-001,-1.000000000000000E-002] 2.591266638712048E-015[-1.000000000000001E-002,-1.000000000000000E-003] 2.591130768054251E-015[-1.000000000000001E-003,-1.000000000000000E-004] 2.591112474187027E-015[-1.000000000000001E-004,-1.000000000000000E-005] 2.591110597724613E-015[-1.000000000000001E-005,-9.999999999999999E-007] 2.591110409608210E-015[-1.000000000000000E-006,-9.999999999999999E-008] 2.591110390789878E-015[-1.000000000000000E-007,-1.807031999999999E-008] 2.583441691724714E-015[ 1.807031999999999E-008, 1.000000000000000E-007] 2.587334312588489E-015[ 9.999999999999999E-008, 1.000000000000000E-006] 2.587246905590743E-015[ 9.999999999999999E-007, 1.000000000000001E-005] 2.587246919681883E-015[ 1.000000000000000E-005, 1.000000000000001E-004] 2.590144713415197E-015[ 1.000000000000000E-004, 1.000000000000001E-003] 2.590146471621126E-015[ 1.000000000000000E-003, 1.000000000000001E-002] 2.590163583485816E-015[ 1.000000000000000E-002, 1.000000000000001E-001] 2.590287690402380E-015[ 1.000000000000000E-001, 5.000000000000000E-001] 2.585009878638189E-015[ 5.000000000000000E-001, 9.000000000000001E-001] 2.473982614671445E-015[ 9.000000000000000E-001, 9.999900000000001E-001] 2.173435210172913E-015[ 9.999900000000000E-001, 9.999999990000001E-001] 2.423557170868157E-015[ 9.999999990000000E-001, 9.999999999000000E-001] 1.798524415263348E-015[ 9.999999998999999E-001, 9.999999999999999E-001] 2.201569143709489E-015Relative Fehlerschranke der ffarcsin-Funktion: 2.591266638712048E-015



100 KAPITEL 7. INVERSE TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONENDefinitionsbereich fuer x: [-9.999999999999999E-001,-1.807031999999999E-008]und [ 1.807031999999999E-008, 9.999999999999999E-001]------------------------------------------------------------Fehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:/* eps(q_....) = 2.591266638712048E-015; *//* q_...m = 1 - eps(q_....) = 9.999999999999970E-001 */double q_...m = 9007199254740965.0 / 9007199254740992.0;/* q_...p = 1 + eps(q_....) = 1.000000000000003E+000 */double q_...p = 4503599627370511.0 / 4503599627370496.0;F�ur jxj � 1:807032 : : : E � 008 wird die Approximation arcsin(x) � x verwendet. Miteinfacher Handrechnung erh�alt man den f�ur Ergebnisse im Bereich der normalisiertenZahlen g�ultigen relativen Approximationsfehler (siehe [13], Seite 78):����arcsinx� xarcsinx ���� � x13 � 12 � x21 � x2 � 5:4423e � 17 := "(appN)Im Bereich der denormalisierten Zahlen gilt der absolute Fehler:jarcsinx� xj � x13 � 12 � jxj31 � x2 � dMinReal := 4(appD)Bei den beiden Spezialf�allen x = �1:0 und x = 1:0 ist der relative Fehler jeweils kleineroder gleich Eps53.Gesamtfehlerschranke:Relative Fehlerschranke f�ur q asin(x) 2 SN : "(q asin) � 2:5913E � 015 = 23:34 � "�Absolute Fehlerschranke f�ur q asin(x) 2 SD: 4(q asin) � 4:9497E � 3247.2.4 Algorithmus j asin (Intervallfunktion)Der Gesamtalgorithmus j_asin zur Berechnung von arcsin(X) f�ur IntervallargumenteX := [x:INF; x:SUP] stellt sich wie folgt dar:Ben�otigte Konstanten:q atnt := 1:807032 : : : � 10�8q csnm := (15� "(q asin))5� (15� EpsQuer)q csnp := (14+ "(q asin))4� (14+ EpsQuer)I. X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUPa) x:INF � �q atnt:y := q asin(x:INF)res.INF:= y2� q csnpres.SUP:= y2� q csnmFalls (res.SUP> x.INF) dann: res.SUP:= x:INFb) �q atnt < x:INF < 0:res.INF:= pred(x:INF)res.SUP:= x:INF



7.2. ARCUSSINUSFUNKTION: ARCSIN(X) 101c) 0 � x:INF < q atnt:res.INF:= x:INF Falls (x:INF = 0) dann: res.SUP:= 0sonst: res.SUP:= succ(x:INF)d) q atnt � x:INF:y := q asin(x:INF)res.INF:= y2� q ctnmres.SUP:= y2� q ctnpFalls (res.INF< x.INF) dann: res.INF:= x:INFII. X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPa) Berechnung der Unterschranke res.INF:i. x:INF � �q atnt:res.INF:= q asin(x:INF)2� q csnpFalls (res.INF< x.INF) dann: res.INF:= x:INFii. �q atnt < x:INF < 0:res.INF:= pred(x:INF)iii. 0 � x:INF < q atnt:res.INF:= x:INFiv. q atnt � x:INF:res.INF:= q asin(x:INF)2� q csnmFalls (res.INF< x.INF) dann: res.INF:= x:INFb) Berechnung der Oberschranke res.SUP:i. x:SUP � �q atnt:res.SUP:= q asin(x:SUP)2� q csnmii. �q atnt < x:SUP � 0:res.SUP:= x:SUPiii. 0 < x:SUP < q atnt:res.SUP:= succ(x:SUP)iv. q atnt � x:SUP:res.SUP:= q asin(x:SUP)2� q csnpNun gilt j asin := res � arcsin(X) mit res := [res.INF; res.SUP].



102 KAPITEL 7. INVERSE TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN7.3 Arcuscosinusfunktion: arccos(x)ArcuscosinusfunktionMath. Schreibweise arccos xDe�nitionsbereich [�1; 1]1. Ableitung � 1p1�x2Nullstellen x0 = 1Minima xT = 1Monotonie monoton fallend
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7.3.1 IdeeZuerst wird �uberpr�uft, ob das Funktionsargument x innerhalb des De�nitionsbereichesD := [�1; 1] liegt. F�ur x mit jxj > 1 wird eine Fehlermeldung ausgegeben.F�ur �1 � x � �10�17 erfolgt die Berechnung �uberarccos(x) = ����IEEE + arctan0@q(1 + x)(1� x)x 1A :F�ur 10�17 � x � 1 wird die Formelarccos(x) = arctan0@q(1 + x)(1� x)x 1Aausgewertet.F�ur jxj < 10�17 wird die Approximationarccos(x) = �2 ���IEEEverwendet.7.3.2 Algorithmus q acos (Punktfunktion)Der Gesamtalgorithmus q_acos zur Berechnung von arccos(x) stellt sich wie folgt dar:I. Abpr�ufen von Spezialf�alle und deren Behandlung� x ist NaN (not a number) =) Fehlermeldung: Invalid Argument� x < �1:0 oder x > 1:0 (Test des De�nitionsbereiches) =) Fehlermeldung:Invalid Argument� jxj <1e-17=) res := �2 ���IEEEII. Berechnung mit Hilfe des Arkustangens



7.3. ARCUSCOSINUSFUNKTION: ARCCOS(X) 103a) x > 1e� 17:res := q atan(q sqrt((1:02+ x)2� (1:02� x))2= x)b) x < �1e� 17:res := ����IEEE2+ q atan(q sqrt((1:02+ x)2� (1:02� x))2= x)Nun gilt q acos := res � arccos(x).7.3.3 Fehlerabsch�atzungDie Fehlerabsch�atzung f�ur Argumente x 2 [succ(�1:0);�1e�17][[1e�17;pred(1:0)] wirdmit Hilfe des PASCAL-XSC Programms ffacos.p durchgef�uhrt, das Ergebnisprotokollist im folgenden angegeben:Test mit 1000 Zufallszahlen:Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 2.475551026406628E-015Test mit x:=pred(1.0)Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 2.575656450000005E-015[-9.999999999999999E-001,-9.999900000000000E-001] 1.282114837290963E-015[-9.999900000000001E-001,-9.000000000000000E-001] 9.580552724543393E-016[-9.000000000000001E-001,-5.000000000000000E-001] 1.500503938154643E-015[-5.000000000000000E-001,-1.000000000000000E-004] 2.372926040646923E-015[-1.000000000000001E-004,-1.000000000000000E-008] 2.247547425868874E-015[-1.000000000000001E-008,-9.999999999999999E-013] 2.242589995783036E-015[-1.000000000000000E-012,-1.000000000000000E-017] 2.242589500494861E-015[ 1.000000000000000E-017, 1.000000000000000E-012] 1.798500000494959E-015[ 9.999999999999999E-013, 1.000000000000001E-008] 1.798500496788968E-015[ 1.000000000000000E-008, 1.000000000000001E-004] 1.803468016941919E-015[ 1.000000000000000E-004, 5.000000000000000E-001] 2.139073788707985E-015[ 5.000000000000000E-001, 9.000000000000001E-001] 2.477636204606855E-015[ 9.000000000000000E-001, 9.900000000000000E-001] 2.571918939192369E-015[ 9.899999999999999E-001, 9.990000000000000E-001] 2.581165609583567E-015[ 9.989999999999999E-001, 9.999000000000001E-001] 2.582092410855208E-015[ 9.999000000000000E-001, 9.999900000000001E-001] 2.582185128574106E-015[ 9.999900000000000E-001, 9.999990000000000E-001] 2.582194269949106E-015[ 9.999989999999999E-001, 9.999999000000001E-001] 2.582194231640566E-015[ 9.999999000000000E-001, 9.999999900000000E-001] 2.582194308189621E-015[ 9.999999899999999E-001, 9.999999990000001E-001] 2.582323329940879E-015[ 9.999999990000000E-001, 9.999999999000000E-001] 2.582967036195150E-015[ 9.999999998999999E-001, 9.999999999900000E-001] 2.590450110913059E-015[ 9.999999999899999E-001, 9.999999999900000E-001] 2.575656449989645E-015... (Test mit Punktintervallen)[ 9.999999999999998E-001, 9.999999999999999E-001] 2.575656450000005E-015Relative Fehlerschranke der ffarccos-Funktion: 2.590450110913059E-015Definitionsbereich fuer x: [-9.999999999999999E-001,-1.000000000000000E-017]und [ 1.000000000000000E-017, 9.999999999900000E-001]------------------------------------------------------------



104 KAPITEL 7. INVERSE TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONENFehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:/* eps(q_....) = 2.590450110913058E-015; *//* q_...m = 1 - eps(q_....) = 9.999999999999970E-001 */double q_...m = 9007199254740965.0 / 9007199254740992.0;/* q_...p = 1 + eps(q_....) = 1.000000000000003E+000 */double q_...p = 4503599627370511.0 / 4503599627370496.0;Gesamtfehlerschranke:Relative Fehlerschranke f�ur q acos(x) 2 SN : "(q acos) � 2:5905E � 015 = �23:34"�7.3.4 Algorithmus j acos (Intervallfunktion)Der Gesamtalgorithmus j_acos zur Berechnung von arccos(X) f�ur IntervallargumenteX := [x:INF; x:SUP] stellt sich wie folgt dar:Ben�otigte Konstanten:q ccsm := (15� "(q acos))5� (15� EpsQuer)q ccsp := (14+ "(q acos))4� (14+ EpsQuer)I. X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUPy := q acos(x:INF)res.INF:= y2� q ccsmres.SUP:= y2� q ccspII. X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPres.INF:= q acos(x:SUP)2� q ccsmres.SUP:= q acos(x:INF)2� q ccspNun gilt j acos := res � arccos(X) mit res := [res.INF; res.SUP].7.4 Arcuscotangensfunktion: arccot(x)ArcuscotangensfunktionMath. Schreibweise arccotxDe�nitionsbereich IRPotenzreihe �2 � 1Xk=0(�1)k x2k+12k + 1f�ur jxj < 1 = �2 � (x� x33 + x55 � + : : :)1. Ableitung � 11+x2Nullstellen keineSymmetrie Punktsymmetrie zu (0; 0)Monotonie monoton fallend -2
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7.4. ARCUSCOTANGENSFUNKTION: ARCCOT(X) 1057.4.1 IdeeDie Berechnung wird f�ur negative Argumente x � �10�17 mit Hilfe der Formelarccot := ����IEEE + arctan(1:0x );f�ur positive Argumente 10�17 � x < 1010 mit der Formelarccot := arctan(1:0x )auf die Berechung des Arkustangens zur�uckgef�uhrt. F�ur gro�e Argumente 1010 � x erfolgtdie Approximation mitarccot := 1:0x ;f�ur jxj < 10�17 wirdarccot (x) := �2 ���IEEEverwendet.7.4.2 Algorithmus q acot (Punktfunktion)Der Gesamtalgorithmus q_acot zur Berechnung von arccot(x) stellt sich wie folgt dar:I. Abpr�ufen von Spezialf�alle und deren Behandlung� x ist NaN (not a number) =) Fehlermeldung: Invalid Argument� jxj <1e-17=) res := �2 ���IEEEII. Approximation der Funktiona) x � �1e� 17:res := ����IEEE2+ q atan(1:02= x)b) 1e� 17 � x < 1e10:res := q atan(1:02= x)c) 1e10 � x:res := 1:02= xNun gilt q acot := res � arccot(x).



106 KAPITEL 7. INVERSE TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN7.4.3 Fehlerabsch�atzungDie Fehlerabsch�atzung f�ur Argumente x 2 [�maxreal;�1e � 17] [ [1e � 17; 1e10] wirdmit Hilfe des PASCAL-XSC Programms ffacot.p durchgef�uhrt, das Ergebnisprotokollist im folgenden angegeben:Test mit 1000 Zufallszahlen:Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 2.242589500000005E-015[-1.797693134862316E+308,-1.000000000000000E+000] 1.137828164246288E-015[-1.000000000000000E+000,-1.000000000000000E-004] 2.242554849088074E-015[-1.000000000000001E-004,-1.000000000000000E-008] 2.242589660833739E-015[-1.000000000000001E-008,-9.999999999999999E-013] 2.242589500016087E-015[-1.000000000000000E-012,-1.000000000000000E-017] 2.242589500000019E-015[ 1.000000000000000E-017, 1.000000000000000E-012] 1.798500000000144E-015[ 9.999999999999999E-013, 1.000000000000001E-008] 1.798500001426446E-015[ 1.000000000000000E-008, 1.000000000000001E-004] 1.798514265345811E-015[ 1.000000000000000E-004, 1.000000000000001E-001] 1.813579929327843E-015[ 1.000000000000000E-001, 1.000000000000000E+001] 2.021066184397226E-015[ 1.000000000000000E+001, 1.000000000000000E+002] 2.200019387426096E-015[ 1.000000000000000E+002, 1.000000000000000E+003] 2.202369798627842E-015[ 1.000000000000000E+003, 1.000000000000000E+004] 2.202393483738031E-015[ 1.000000000000000E+004, 1.000000000000000E+005] 2.202393720607381E-015[ 1.000000000000000E+005, 1.000000000000000E+006] 2.202393722976076E-015[ 1.000000000000000E+006, 1.000000000000000E+007] 2.202393722999764E-015[ 1.000000000000000E+007, 1.000000000000000E+008] 2.202393723000000E-015[ 1.000000000000000E+008, 1.000000000000000E+009] 2.202393723000003E-015[ 1.000000000000000E+009, 1.000000000000000E+010] 2.202393723000003E-015Relative Fehlerschranke der ffarccot-Funktion: 2.242589660833739E-015Definitionsbereich fuer x: [-1.797693134862316E+308,-1.000000000000000E-017]und [ 1.000000000000000E-017, 1.000000000000000E+010]------------------------------------------------------------Fehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:/* eps(q_....) = 2.242589660833738E-015; *//* q_...m = 1 - eps(q_....) = 9.999999999999973E-001 */double q_...m = 9007199254740968.0 / 9007199254740992.0;/* q_...p = 1 + eps(q_....) = 1.000000000000003E+000 */double q_...p = 4503599627370510.0 / 4503599627370496.0;F�ur jxj � 1e� 17 wird die Approximation arccot (x) � �2 ���IEEE verwendet. Mit einfa-cher Handrechnung erh�alt man den f�ur Ergebnisse im Bereich der normalisierten Zahleng�ultigen relativen Approximationsfehler (siehe auch [28], Seite 56):�����arccotx� �2arccotx ����� = ����arctanxarccotx ���� � jxj � 11� (1=3)x2 � 1:0001e � 17F�ur 1e10 � x wird die Approximation 1=x verwendet:�����arccotx� 1=xarccotx ����� � (1=x)23 � 11� (1=x)2 � 11 � (1=3) � (1=x)2 � 5:4423e � 17 := "(appN )



7.4. ARCUSCOTANGENSFUNKTION: ARCCOT(X) 107Zus�atzlich mu� hier noch der Rundungsfehler bei Ausf�uhrung der Division 12= x ber�uck-sichtigt werden. Im Bereich der denormalisierten Zahlen gilt der absolute Fehler:�����arccotx� 1=xarccotx ����� � (1=x)23 � 11� (1=x)2 � 11 � (1=3) � (1=x)2 � dMinReal :=4(appD)Zus�atzlich mu� in den beiden letzten F�allenhier der Rundungsfehler bei Ausf�uhrung derDivision 12= x ber�ucksichtigt werden.Gesamtfehlerschranke:Relative Fehlerschranke f�ur q acot(x) 2 SN : "(q acot) � 2:2426E � 015 = 20:20 � "�Absolute Fehlerschranke f�ur q acot(x) 2 SD: 4(q acot) � 4:9497E � 3247.4.4 Algorithmus j acot (Intervallfunktion)Der Gesamtalgorithmus j_acot zur Berechnung von arccot (X) f�ur IntervallargumenteX := [x:INF; x:SUP] stellt sich wie folgt dar:Ben�otigte Konstanten:q cctm := (15� "(q acot))5� (15� EpsQuer)q cctp := (14+ "(q acot))4� (14+ EpsQuer)I. X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUPy := q acot(x:INF)res.INF:= y2� q cctmres.SUP:= y2� q cctpII. X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPres.INF:= q acot(x:SUP)2� q cctmres.SUP:= q acot(x:INF)2� q cctpNun gilt j acot := res � arccot(X) mit res := [res.INF; res.SUP].



108 KAPITEL 7. INVERSE TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN



Kapitel 8Hyperbolische Funktionen8.1 Sinus Hyperbolicus - Funktion: sinh(x)hyperbolische SinusfunktionMath. Schreibweise sinh x = ex�e�x2De�nitionsbereich IRPotenzreihe 1Xk=0 x2k+1(2k + 1)!f�ur jxj <1 = x+ x33! + x55! + x77! + : : :1. Ableitung cosh(x)Nullstellen x0 = 0Symmetrie Punktsymmetrie zu (0; 0)Monotonie monoton steigend -4
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8.1.1 IdeeDie sinh-Funktion wird mit Hilfe der folgenden Formeln auf die exp- bzw. expm1-Funktionzur�uckgef�uhrt.F�ur jxj � tpkt1:sinh(x) = sign(x) � 0:5 � (ejxj � 1ejxj )F�ur tpkt2� jxj <tpkt1:sinh(x) = sign(x) � 0:5 � ((ejxj � 1) + (ejxj � 1)(ejxj � 1) + 1)F�ur jxj <tpkt2 wird die Approximationsinh(x) = xverwendet. 109



110 KAPITEL 8. HYPERBOLISCHE FUNKTIONENDer Teilpunkt tpkt2 wird so gew�ahlt, da� f�ur den relativen Fehler j sinh(x)�xsinh(x) j � "� gilt.(Hinweis: Die Punktfunktion liefert dann im entsprechenden Bereich ein maximalgenauesErgebnis)Der Teilpunkt tpkt1 wird so gew�ahlt, da� der relative Fehler in den Teilbereichen linksund rechts von tpkt1 ungef�ahr gleichgro� ist.Konkret werden die folgenden beiden Werte verwendet: tpkt1= 0:662 und tpkt2=2:5783798e � 8.8.1.2 Algorithmus q sinh (Punktfunktion)Der Gesamtalgorithmus q_sinh zur Berechnung von sinh(x) stellt sich wie folgt dar:I. Abpr�ufen von Spezialf�alle und deren Behandlung� x ist NaN (not a number) =) Fehlermeldung: Invalid Argument� x >q_ex2a= 709:78::: =) Fehlermeldung: Over
ow (�Uberlauf)� jxj < 2:5783798e � 8 =) res := xII. Berechnung mit Hilfe der Exponentialfunktionena) jxj � 0:662:h := q exp(jxj)res := sign(x) � 0:5 � (h2� 1:02= h)b) jxj < 0:662:h := q expm1(jxj)res := sign(x) � 0:5 � (h2+ h2= (h2+ 1:0))Nun gilt q sinh := res � sinh(x).8.1.3 Fehlerabsch�atzungEs wird nur der Fall x � 0 betrachtet, da die Funktion punktsymmetrisch zum Ursprungist (Vorzeichenwechsel ist fehlerfrei m�oglich). Die Fehlerabsch�atzung wird mit Hilfe desProgramms ffsinh.p, durchgef�uhrt, es wird das folgende Ergebnisprotokoll ausgegeben:Test mit 1000 Zufallszahlen:Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 7.040422463697968E-016Test mit x:=0.662Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 7.093087374122772E-016[ 2.578379799999999E-008, 1.000000000000000E-007] 7.037543112958781E-016[ 9.999999999999999E-008, 1.000000000000000E-006] 7.054594518766065E-016[ 9.999999999999999E-007, 1.000000000000001E-005] 7.054594697955710E-016[ 1.000000000000000E-005, 1.000000000000001E-004] 7.054596632433388E-016[ 1.000000000000000E-004, 1.000000000000001E-003] 7.054615972928992E-016[ 1.000000000000000E-003, 1.000000000000001E-002] 7.054808215656063E-016[ 1.000000000000000E-002, 1.000000000000001E-001] 7.056614837102176E-016



8.1. SINUS HYPERBOLICUS - FUNKTION: SINH(X) 111[ 1.000000000000000E-001, 6.620000000000001E-001] 7.054676898859712E-016[ 6.620000000000000E-001, 7.000000000000000E-001] 7.093147399533771E-016[ 6.999999999999999E-001, 1.000000000000000E+001] 6.990794400370803E-016[ 1.000000000000000E+001, 1.000000000000000E+002] 5.481396262403598E-016[ 1.000000000000000E+002, 7.097827128933840E+002] 7.077487262633923E-016Relative Fehlerschranke der ffsinh-Funktion: 7.093147399533771E-016Definitionsbereich fuer x: [ 2.578379799999999E-008, 7.097827128933840E+002]------------------------------------------------------------Fehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:/* eps(q_....) = 7.093147399533771E-016; *//* q_...m = 1 - eps(q_....) = 9.999999999999989E-001 */double q_...m = 9007199254740982.0 / 9007199254740992.0;/* q_...p = 1 + eps(q_....) = 1.000000000000002E+000 */double q_...p = 4503599627370503.0 / 4503599627370496.0;F�ur jxj � 2:5783798e � 8 wird die Approximation sinh(x) � x verwendet. Mit einfa-cher Handrechnung erh�alt man den f�ur Ergebnisse im Bereich der normalisierten Zahleng�ultigen relativen Approximationsfehler:jsinh(x)� xsinh(x) j � jx �P1n=1 x2n(2n+1)!sinh(x) j � j 1Xn=1 x2n(2n+ 1)! j � x23! � 11� x2 � 1:10801e � 16Im Bereich der denormalisierten Zahlen gilt der absolute Fehler:jsinhx� xj � jx 1Xn=1 x2n(2n + 1)! j � x33! � 11 � x2 � dMinRealGesamtfehlerschranke:relative Fehlerschranke f�ur q sinh(x) 2 SN : "(q sinh) � 7:0932E � 016 = 6:39 � "�absolute Fehlerschranke f�ur q sinh(x) 2 SD: 4(q sinh) � 4:9497E � 3248.1.4 Algorithmus j sinh (Intervallfunktion)Der Gesamtalgorithmus j_sinh zur Berechnung von sinh(X) f�ur IntervallargumenteX :=[x:INF; x:SUP] stellt sich wie folgt dar:Ben�otigte Konstanten:q snhm := (15� "(q sinh))5� (15� EpsQuer)q snhp := (14+ "(q sinh))4� (14+ EpsQuer)I. X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUPa) x:INF � �q minr:y := q sinh(x:INF)res.INF:= y2� q snhpres.SUP:= y2� q snhmFalls (res.SUP> x.INF) dann: res.SUP:= x:INF



112 KAPITEL 8. HYPERBOLISCHE FUNKTIONENb) �q minr < x:INF < 0:res.INF:= pred(x:INF)res.SUP:= x:INFc) 0 � x:INF < q minr:res.INF:= x:INF Falls (x:INF = 0) dann: res.SUP:= 0sonst: res.SUP:= succ(x:INF)d) q minr � x:INF:y := q sinh(x:INF)res.INF:= y2� q snhmres.SUP:= y2� q snhpFalls (res.INF< x.INF) dann: res.INF:= x:INFII. X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPa) Berechnung der Unterschranke res.INF:i. x:INF � �q minr:res.INF:= q sinh(x:INF)2� q snhpii. �q minr < x:INF < 0:res.INF:= pred(x:INF)iii. 0 � x:INF < q minr:res.INF:= x:INFiv. q minr � x:INF:res.INF:= q sinh(x:INF)2� q snhmFalls (res.INF< x.INF) dann: res.INF:= x:INFb) Berechnung der Oberschranke res.SUP:i. x:SUP � �q minr:res.SUP:= q sinh(x:SUP)2� q snhmFalls (res.SUP> x.SUP) dann: res.SUP:= x:SUPii. �q minr < x:SUPle0:res.SUP:= x:SUPiii. 0 < x:SUP < q minr:res.SUP:= succ(x:SUP)iv. q sinh � x:SUP:res.SUP:= q sinh(x:SUP)2� q snhpNun gilt j sinh := res � sinh(X) mit res := [res.INF; res.SUP].



8.2. COSINUS HYPERBOLICUS - FUNKTION: COSH(X) 1138.2 Cosinus Hyperbolicus - Funktion: cosh(x)hyperbolische CosinusfunktionMath. Schreibweise cosh x = ex+e�x2De�nitionsbereich IRPotenzreihe 1Xk=0 x2k(2k)!f�ur jxj <1 = 1 + x22! + x44! + x66! + : : :1. Ableitung sinh(x)Nullstellen keineMinima xT = 0Symmetrie Symmetrie zur y-AchseMonotonie monoton fallend f�ur x < 0monoton steigend f�ur x > 0 0
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cosh(x)

8.2.1 IdeeDie cosh-Funktion wird auf die exp-Funktion zur�uckgef�uhrt. Es gilt:cosh(x) = 0:5 � (ejxj + e�jxj) = 0:5 � (ex + e�x)8.2.2 Algorithmus q cosh (Punktfunktion)Der Gesamtalgorithmus q_cosh zur Berechnung von cosh(x) stellt sich wie folgt dar:I. Abpr�ufen von Spezialf�alle und deren Behandlung� x ist NaN (not a number) =) Fehlermeldung: Invalid Argument� jxj >q_ex2c= 709:089::: =) Fehlermeldung: Over
ow (�Uberlauf)II. Berechnung mit Hilfe der Exponentialfunktionres := 0:5 � (q exp(x)2+ q exp(�x))Nun gilt q cosh := res � cosh(x).8.2.3 Fehlerabsch�atzungEs wird nur der Fall x � 0 betrachtet, da die Funktion achsensymmetrisch zur y-Achseist. Die Fehlerabsch�atzung wird mit Hilfe des Programms ffcosh.p durchgef�uhrt, es wirddas folgende Ergebnisprotokoll ausgebegen:Test mit 1000 Zufallszahlen:Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 4.578447000000007E-016[ 0.000000000000000E+000, 1.000000000000000E+000] 4.580736795901527E-016[ 1.000000000000000E+000, 1.000000000000000E+001] 4.579133818615485E-016[ 1.000000000000000E+001, 5.000000000000000E+001] 4.581500315658812E-016



114 KAPITEL 8. HYPERBOLISCHE FUNKTIONEN[ 5.000000000000000E+001, 1.000000000000000E+002] 4.580736795901290E-016[ 1.000000000000000E+002, 5.000000000000000E+002] 4.589907438747163E-016[ 5.000000000000000E+002, 7.097827128933840E+002] 4.588061871968667E-016Relative Fehlerschranke der ffcosh-Funktion: 4.589907438747163E-016Definitionsbereich fuer x: [ 0.000000000000000E+000, 7.097827128933840E+002]------------------------------------------------------------Fehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:/* eps(q_....) = 4.589907438747163E-016; *//* q_...m = 1 - eps(q_....) = 9.999999999999991E-001 */double q_...m = 9007199254740984.0 / 9007199254740992.0;/* q_...p = 1 + eps(q_....) = 1.000000000000001E+000 */double q_...p = 4503599627370502.0 / 4503599627370496.0;Gesamtfehlerschranke:relative Fehlerschranke f�ur q cosh(x) 2 SN : "(q cosh) � 4:5900E � 016 = 4:13 � "�8.2.4 Algorithmus j cosh (Intervallfunktion)Der Gesamtalgorithmus j_cosh zur Berechnung von cosh(X) f�ur IntervallargumenteX :=[x:INF; x:SUP] stellt sich wie folgt dar:Ben�otigte Konstanten:q cshm := (15� "(q cosh))5� (15� EpsQuer)q cshp := (14+ "(q cosh))4� (14+ EpsQuer)I. x:SUP < 0a) X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUPy := q cosh(x:INF)res.INF:= y2� q cshmres.SUP:= y2� q cshpb) X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPres.INF:= q cosh(x:SUP)2� q cshmres.SUP:= q cosh(x:INF)2� q cshpFalls (res.INF< 1:0) dann: res.INF:= 1:0II. x:INF > 0a) X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUPy := q cosh(x:INF)res.INF:= y2� q cshmres.SUP:= y2� q cshp



8.3. COTANGENS HYPERBOLICUS - FUNKTION: COTH(X) 115b) X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPres.INF:= q cosh(x:INF)2� q cshmres.SUP:= q cosh(x:SUP)2� q cshpFalls (res.INF< 1:0) dann: res.INF:= 1:0III. 0 2 Xa) �x:INF > x:SUPres.INF:= 1:0res.SUP:= q cosh(x:INF)2� q cshpb) �x:INF � x:SUPres.INF:= 1:0res.SUP:= q cosh(x:SUP)2� q cshpNun gilt j acosh := res � cosh(X) mit res := [res.INF; res.SUP].8.3 Cotangens Hyperbolicus - Funktion: coth(x)hyperbolische CotangensfunktionMath. Schreibweise coth x = ex+e�xex�e�xDe�nitionsbereich (�1; 0) [ (0;1)1. Ableitung � 1(sinh(x))2Nullstellen keineSymmetrie Punktsymmetrie zu (0; 0)Monotonie monoton fallend -4
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coth(x)

8.3.1 IdeeDie coth-Funktion wird f�ur jxj < ln 22 mitcoth(x) = sign(x) � (1 + 2expm1(2 � jxj))und f�ur jxj � ln 22 mitcoth(x) = sign(x) � (1 + 2e2�jxj� 1)auf die Berechnung der exp- bzw. expm1-Funktion zur�uckgef�uhrt. F�ur jxj > 22:875 kannals Ergebnis direkt +1 bzw. �1 gesetzt werden.



116 KAPITEL 8. HYPERBOLISCHE FUNKTIONEN8.3.2 Algorithmus q coth (Punktfunktion)Der Gesamtalgorithmus q_coth zur Berechnung von coth(x) stellt sich wie folgt dar:I. Abpr�ufen von Spezialf�alle und deren Behandlung� x ist NaN (not a number) =) Fehlermeldung: Invalid Argument� jxj < 5:56268:::e� 309 =) Fehlermeldung: Over
ow (�Uberlauf)� jxj > 22:875 =) res := sign(x)II. Berechnung mit Hilfe der Exponentialfunktionena) jxj � q ln2h = 0:34657 : : ::res := sign(x) � (12+ 22= (q exp(2 � jxj)2� 1))b) jxj < q ln2h:res := sign(x) � (12+ 22= q expm1(2 � jxj))Nun gilt q coth := res � coth(x).8.3.3 Fehlerabsch�atzungEs wird nur der Fall x � 0 betrachtet, da die Funktion punktsymmetrisch zum Ursprungist (Vorzeichenwechsel ist fehlerfrei m�oglich). Die Fehlerabsch�atzung wird im Intervall[5:56268 : : : e� 309; 22:875] mit Hilfe der Programme ffcoth.p durchgef�uhrt.Test mit 1000 Zufallszahlen:Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 8.202139303014012E-016[ 5.562684646268013E-309, 1.000000000000000E-308] 8.882494592480248E-016[ 9.999999999999999E-309, 1.112536929253601E-308] 6.911300005978952E-016[ 1.112536929253600E-308, 2.225073858507202E-308] 8.882674277110517E-016[ 2.225073858507201E-308, 1.000000000000001E-307] 7.900522053740879E-016[ 1.000000000000000E-307, 1.000000000000001E-306] 7.340312742583798E-016[ 1.000000000000000E-306, 1.000000000000001E-305] 8.155935556340593E-016...[ 1.000000000000000E-004, 1.000000000000001E-003] 8.148710359082969E-016[ 1.000000000000000E-003, 1.000000000000001E-002] 8.143923301000462E-016[ 1.000000000000000E-002, 1.000000000000001E-001] 8.095978332097705E-016[ 1.000000000000000E-001, 3.465735902799727E-001] 6.779492434414347E-016[ 3.465735902799726E-001, 7.000000000000000E-001] 8.328083581166275E-016[ 6.999999999999999E-001, 2.287500000000000E+001] 7.885211217079232E-016Relative Fehlerschranke der ffcoth-Funktion: 8.882674277110517E-016Definitionsbereich fuer x: [ 3.465735902799726E-001, 3.465735902799727E-001]------------------------------------------------------------Fehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:/* eps(q_....) = 8.882674277110517E-016; *//* q_...m = 1 - eps(q_....) = 9.999999999999987E-001 */



8.3. COTANGENS HYPERBOLICUS - FUNKTION: COTH(X) 117double q_...m = 9007199254740980.0 / 9007199254740992.0;/* q_...p = 1 + eps(q_....) = 1.000000000000002E+000 */double q_...p = 4503599627370504.0 / 4503599627370496.0;Gesamtfehlerschranke:relative Fehlerschranke f�ur q coth(x) 2 SN : "(q coth) � 8:8827E � 016 = 8:01 � "�Hinweis: Nach Einschr�ankung des zul�assigen De�nitionsbereiches auf Argumente x 2 SNl�ast sich eine etwas kleinere relative Fehlerschranke herleiten, es gilt dann auf jeden Fall"(q coth) < 8:0 � "�.8.3.4 Algorithmus j coth (Intervallfunktion)Der Gesamtalgorithmus j_coth zur Berechnung von coth(x) f�ur IntervallargumenteX :=[x:INF; x:SUP] stellt sich wie folgt dar:Ben�otigte Konstanten:q cthm := (15� "(q coth))5� (15� EpsQuer)q cthp := (14+ "(q coth))4� (14+ EpsQuer)I. x:SUP < 0a) X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUPy := q coth(x:INF)res.INF:= y2� q cthpres.SUP:= y2� q cthmb) X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPres.INF:= q coth(x:SUP)2� q cthpres.SUP:= q coth(x:INF)2� q cthmFalls (res.SUP> �1:0) dann: res.SUP:= �1:0II. x:INF > 0a) X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUPy := q coth(x:INF)res.INF:= y2� q cthmres.SUP:= y2� q cthpb) X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPres.INF:= q coth(x:SUP)2� q cthmres.SUP:= q coth(x:INF)2� q cthpFalls (res.INF< 1:0) dann: res.INF:= 1:0III. 0 2 X =) Fehlermeldung: Invalid ArgumentNun gilt j coth := res � coth(X) mit res := [res.INF; res.SUP].



118 KAPITEL 8. HYPERBOLISCHE FUNKTIONEN8.4 Tangens Hyperbolicus - Funktion: tanh(x)hyperbolische TangensfunktionMath. Schreibweise tanh x = ex�e�xex+e�xDe�nitionsbereich IR1. Ableitung 1(cosh(x))2Nullstellen x0 = 0Symmetrie Punktsymmetrie zu (0; 0)Monotonie monoton steigend
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tanh(x)8.4.1 IdeeDie tanh-Funktion wird f�ur jxj � 1e� 10 mittanh(x) = 1coth(x)auf die Berechnung der coth-Funktion zur�uckgef�uhrt. F�ur jxj < 1e � 10 wird die Appro-ximationtanh(x) � xverwendet.8.4.2 Algorithmus q tanh (Punktfunktion)Der Gesamtalgorithmus q_tanh zur Berechnung von tanh(x) stellt sich wie folgt dar:I. Abpr�ufen von Spezialf�alle und deren Behandlung� x ist NaN (not a number) =) Fehlermeldung: Invalid Argument� jxj < 1e� 10 =) res := xII. Berechnung mit Hilfe der hyperbolischen Cotangensfunktionres := 12= (q coth(x)Nun gilt q tanh := res � tanh(x).



8.4. TANGENS HYPERBOLICUS - FUNKTION: TANH(X) 1198.4.3 Fehlerabsch�atzungEs wird nur der Fall x � 0 betrachtet, da sowohl tanh, wie auch die Funktion cothpunktsymmetrisch zum Ursprung sind (Vorzeichenwechsel ist fehlerfrei m�oglich).Die Fehlerschranke f�ur x 2 [1e � 10; maxreal] l�ast sich am schnellsten mit folgenderHandrechnung herleiten:12= gcoth(x) = 1coth(x) 1 + "1 + "q coth � 1coth(x)(1 + "+ 1:1 � "(q coth) + 1:1 � " � "(q coth))Das numerische Ergebnis, sowie die Konstanten f�ur das ANSI-C Programm werden mitHilfe des Programms fftanh.p berechnet:Relative Fehlerschranke der fftanh-Funktion: 1.119197400000001E-015Definitionsbereich fuer x: [ 1.000000000000000E-010, 1.797693134862316E+308]------------------------------------------------------------Fehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:/* eps(q_....) = 1.119197400000001E-015; *//* q_...m = 1 - eps(q_....) = 9.999999999999984E-001 */double q_...m = 9007199254740978.0 / 9007199254740992.0;/* q_...p = 1 + eps(q_....) = 1.000000000000002E+000 */double q_...p = 4503599627370505.0 / 4503599627370496.0;F�ur jxj � 1e�10 wird die Approximation tanh(x) � x verwendet. Ebenfalls mit Hand-rechnung erh�alt man den f�ur Ergebnisse im Bereich der normalisierten Zahlen g�ultigenrelativen Approximationsfehler (siehe auch [13], Seite 107):�����tanh x� xtanh x ����� � 53 � 11 � x23 � x2 � 1:67e� 20 := "(appN )Im Bereich der denormalisierten Zahlen gilt der absolute Fehler:jtanh x� xj = j � 13x3 + 215x5 �+ : : : j � dMinReal :=4(appD)Gesamtfehlerschranke:relative Fehlerschranke f�ur q tanh(x) 2 SN : "(q tanh) � 1:1192E � 015 = 10:09 � "�absolute Fehlerschranke f�ur q tanh(x) 2 SD: 4(q tanh) � 4:9497E � 3248.4.4 Algorithmus j tanh (Intervallfunktion)Der Gesamtalgorithmus j_tanh zur Berechnung von tanh(X) f�ur IntervallargumenteX :=[x:INF; x:SUP] stellt sich wie folgt dar:Ben�otigte Konstanten:q tnhm := (15� "(q tanh))5� (15� EpsQuer)q tnhp := (14+ "(q tanh))4� (14+ EpsQuer)I. X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUP



120 KAPITEL 8. HYPERBOLISCHE FUNKTIONENa) x:INF � �q minr:y := q tanh(x:INF)res.INF:= y2� q tnhpres.SUP:= y2� q tnhmFalls (res.INF< x.INF) dann: res.INF:= x:INFb) �q minr < x:INF < 0:res.INF:= x:INFres.SUP:= succ(x:INF)c) 0 � x:INF < q minr:Falls (x:INF = 0) dann: res.INF:= 0sonst: res.INF:= pred(x:INF)res.SUP:= x:INFd) q minr � x:INF:y := q tanh(x:INF)res.INF:= y2� q tnhmres.SUP:= y2� q tnhpFalls (res.SUP> x.INF) dann: res.SUP:= x:INFII. X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPa) Berechnung der Unterschranke res.INF:i. x:INF � �q minr:res.INF:= q tanh(x:INF)2� q tnhpFalls (res.INF< x.INF) dann: res.INF:= x:INFii. �q minr < x:INF � 0:res.INF:= x:INFiii. 0 < x:INF < q minr:res.INF:= pred(x:INF)iv. q minr � x:INF:res.INF:= q tanh(x:INF)2� q tnhmb) Berechnung der Oberschranke res.SUP:i. x:SUP � �q minr:res.SUP:= q tanh(x:SUP)2� q tnhmii. �q minr < x:SUP < 0:res.SUP:= succ(x:SUP)iii. 0 � x:SUP < q minr:res.SUP:= x:SUPiv. q minr � x:SUP:res.SUP:= q tanh(x:SUP)2� q tnhpFalls (res.SUP> x.SUP) dann: res.SUP:= x:SUPFalls (res.INF< �1:0) dann: res.INF:=�1:0Falls (res.SUP> 1:0) dann: res.SUP:= 1:0Nun gilt j tanh := res � tanh(X) mit res := [res.INF; res.SUP].



Kapitel 9Inverse Hyperbolische Funktionen9.1 Areasinus: arsinh(x)AreasinusfunktionMath. Schreibweise arsinhx = ln(x+px2 + 1)De�nitionsbereich IR1. Ableitung 1p1+x2Nullstellen x0 = 0Symmetrie Punktsymmetrie zu (0; 0)Monotonie monoton steigend -4
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arsinh(x)

9.1.1 IdeeF�ur Argumente x mit 2:5e� 8 < jxj < 1:25 wird die Formelarsinh(x) = sign(x) � ln1p0BB@x+ xr1 + � 1x�2 + 1x1CCAverwendet. F�ur Argumente 1:25 � jxj � 10150 wirdarsinh(x) = sign(x) � ln(x+px2 + 1)angewandt. F�ur gro�e Argumente jxj > 10150 kann die Approximationarsinh(x) � sign(x) � ln(2 cot x) = ln 2 + ln(x)benutzt werden. Kleine Argumente jxj < 2:5 � 10�8 k�onnen mitarsinh(x) � xapproximiert werden. 121



122 KAPITEL 9. INVERSE HYPERBOLISCHE FUNKTIONEN9.1.2 Algorithmus q asnh (Punktfunktion)I. Abpr�ufen von Spezialf�allen und deren Behandlung� x ist NaN (not a number) =) Fehlermeldung: Invalid Argument� jxj � 2:5e� 8 =) res := xII. InitialisierungFalls x < 0 dann: x := �x und neg := trueSonst: neg := falseIII. Fallunterscheidunga) x > 1e150:res := q l22+ q log(x) mit q l2 � ln 2b) 2:5 � x � 1e150 :res := q log(x2+ q sqrt((x2� x)2+ 1))c) x < 2:5 :h := 1=xres := q lg1p(x2+ x2= (q sqrt((12+ h2� h)2+ h))Falls neg = true dann: res := �resNun gilt q asnh := res � arsinh(x).9.1.3 Fehlerabsch�atzungDie Fehlerabsch�atzung wird im Intervall [2:5e � 8; maxreal] mit Hilfe des Programmsffasnh.p durchgef�uhrt.Test mit 1000 Zufallszahlen:Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 5.636156198771210E-016Test mit x:=2.5Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 5.637562879207643E-016[ 2.499999999999999E-008, 1.000000000000000E-007] 4.742833049799722E-016[ 9.999999999999999E-008, 1.000000000000001E-005] 5.196783540998713E-016[ 1.000000000000000E-005, 1.000000000000001E-003] 5.196831137784061E-016[ 1.000000000000000E-003, 1.000000000000001E-001] 5.201585860973911E-016[ 1.000000000000000E-001, 1.000000000000000E+000] 5.646009139541352E-016[ 1.000000000000000E+000, 1.250000000000000E+000] 5.616072199058608E-016[ 1.250000000000000E+000, 2.500000000000000E+000] 5.593305183271121E-016[ 2.500000000000000E+000, 3.000000000000000E+000] 5.638506148995451E-016[ 3.000000000000000E+000, 5.000000000000000E+000] 5.411984648287889E-016[ 5.000000000000000E+000, 1.000000000000000E+001] 4.896184980575515E-016[ 1.000000000000000E+001, 1.000000000000000E+002] 4.673654895459556E-016[ 1.000000000000000E+002, 1.000000000000000E+003] 3.921765351288440E-016[ 1.000000000000000E+003, 1.000000000000000E+004] 3.624301872473180E-016[ 1.000000000000000E+004, 1.000000000000000E+005] 3.465153573016590E-016



9.1. AREASINUS: ARSINH(X) 123[ 1.000000000000000E+005, 1.000000000000000E+006] 3.366049517580098E-016[ 1.000000000000000E+006, 1.000000000000000E+007] 3.298401923797823E-016[ 1.000000000000000E+007, 1.000000000000000E+008] 3.249285302716885E-016[ 1.000000000000000E+008, 1.000000000000000E+009] 3.212002543483568E-016[ 1.000000000000000E+009, 1.000000000000000E+010] 3.182736694044263E-016...[ 9.999999999999999E+146, 1.000000000000000E+148] 3.385289839186767E-016[ 9.999999999999999E+147, 1.000000000000000E+149] 3.382285882712561E-016[ 9.999999999999999E+148, 1.000000000000000E+150] 3.379322166502932E-016[ 9.999999999999999E+149, 1.000000000000001E+151] 5.190915384273793E-016[ 1.000000000000000E+151, 1.000000000000000E+152] 5.190712686484660E-016[ 9.999999999999999E+151, 1.000000000000000E+153] 5.190512650500100E-016...[ 9.999999999999999E+303, 1.000000000000000E+305] 5.175394795407465E-016[ 9.999999999999999E+304, 9.999999999999999E+305] 5.175345179474600E-016[ 9.999999999999998E+305, 9.999999999999999E+306] 5.175295887510173E-016[ 9.999999999999998E+306, 1.797693134862316E+308] 5.179524139906275E-016Relative Fehlerschranke der ffarsinh-Funktion: 5.646009139541352E-016Definitionsbereich fuer x: [ 2.499999999999999E-008, 1.797693134862316E+308]------------------------------------------------------------Fehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:/* eps(q_....) = 5.646009139541352E-016; *//* q_...m = 1 - eps(q_....) = 9.999999999999990E-001 */double q_...m = 9007199254740983.0 / 9007199254740992.0;/* q_...p = 1 + eps(q_....) = 1.000000000000001E+000 */double q_...p = 4503599627370502.0 / 4503599627370496.0;F�ur jxj > 1e150 wird bei der Berechung unter anderem die Approximation2 � x = x+ x � x+px2 + 1benutzt. Unter Ber�ucksichtigung der Monotonieeigenschaft von h(x) := px2 + 1 � x giltf�ur den absoluten Fehlerjpx2 + 1� xj = jh(x)j � h(1e150) � 5:00001e � 151:Der rechtsstehende Wert der letzten Ungleichung kann leicht mit Hilfe einer Langzahla-rithmetik bestimmt werden (siehe z.B. Programm ffasnh_1.p). Diese Fehlerabsch�atzunggeht im Programm ffasnh.p in der Funktion maxfehler3 in die Berechnung mit ein.F�ur jxj � 2:5e�8 wird die Approximation arsinh(x) � x verwendet.Mit Handrechnungerh�alt man den f�ur Ergebnisse im Bereich der normalisierten Zahlen g�ultigen relativenApproximationsfehler (siehe auch [28], Seite 60):�����arsinhx� xarsinhx ����� � 12�3x21� 12�3x2 � 1:0417e � 16 := "(appN )Im Bereich der denormalisierten Zahlen gilt der absolute Fehler:jarsinhx� xj = j � 12 � 3x3 + 1 � 32 � 4 � 5x5 �+ : : : j � dMinReal :=4(appD)



124 KAPITEL 9. INVERSE HYPERBOLISCHE FUNKTIONENGesamtfehlerschranke:Relative Fehlerschranke f�ur q asnh(x) 2 SN : "(q asnh) � 5:6461E � 016 = 5:09 � "�Absolute Fehlerschranke f�ur q asnh(x) 2 SD: 4(q asnh) � 4:9497E � 3249.1.4 Algorithmus j asnh (Intervallfunktion)Der Gesamtalgorithmus j_asnh zur Berechnung von arsinh(X) f�ur IntervallargumenteX := [x:INF; x:SUP] stellt sich wie folgt dar:Ben�otigte Konstanten:q asnm := (15� "(q asnh))5� (15� EpsQuer)q asnp := (14+ "(q asnh))4� (14+ EpsQuer)I. X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUPa) x:INF � �q minr:y := q asnh(x:INF)res.INF:= y2� q asnpres.SUP:= y2� q asnmFalls (res.INF< x.INF) dann: res.INF:= x:INFb) �q minr < x:INF < 0:res.INF:= x:INFres.SUP:= succ(x:INF)c) 0 � x:INF < q minr:Falls (x:INF = 0) dann: res.INF:= 0sonst: res.INF:= pred(x:INF)res.SUP:= x:INFd) q minr � x:INF:y := q asnh(x:INF)res.INF:= y2� q asnmres.SUP:= y2� q asnpFalls (res.SUP> x.INF) dann: res.SUP:= x:INFII. X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPa) Berechnung der Unterschranke res.INF:i. x:INF � �q minr:res.INF:= q asnh(x:INF)2� q asnpFalls (res.INF< x.INF) dann: res.INF:= x:INFii. �q minr < x:INF � 0:res.INF:= x:INFiii. 0 < x:INF < q minr:res.INF:= pred(x:INF)iv. q minr � x:INF:res.INF:= q asnh(x:INF)2� q asnm



9.2. AREACOSINUS: ARCOSH(X) 125b) Berechnung der Oberschranke res.SUP:i. x:SUP � �q minr:res.SUP:= q asnh(x:SUP)2� q asnmii. �q minr < x:SUP < 0:res.SUP:= succ(x:SUP)iii. 0 � x:SUP < q minr:res.SUP:= x:SUPiv. q minr � x:SUP:res.SUP:= q asnh(x:SUP)2� q asnpFalls (res.SUP> x.SUP) dann: res.SUP:= x:SUPNun gilt j asnh := res � arsinh(X) mit res := [res.INF; res.SUP].9.2 Areacosinus: arcosh(x)AreacosinusfunktionMath. Schreibweise arcoshx = ln(x+px2 � 1)De�nitionsbereich [1;1)1. Ableitung 1px2�1Nullstellen x0 = 1Minima xT = 1Monotonie monoton steigend -1
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arcosh(x)

9.2.1 IdeeFalls das Eingabeargument x im zul�assigen De�nitionsbereich D := [1; maxreal] liegt(andernfalls wird eine Fehlermeldung ausgegeben), werden die folgenden drei F�alle unter-schieden:� x < 1:025:arcosh := ln(1 + y) mit y := x� 1 +q(x� 1)(x+ 1)� 1:025 � x � 10150:arcosh(x) := ln(x+q(x� 1)(x+ 1))� 10150 < x:arcosh(x) := ln 2���IEEE + ln(x)Im ersten Fall mu� zur Berechnung die Funktion ln(x+1) (d.h. q_lg1p) verwendet werden.Eine Berechnung mit der Logarithmusfunktion ln(x) w�urde zu Ausl�oschung und in derFolge zu unbrauchbaren Ergebnissen f�uhren.Der Wert ln 2���IEEE wird im voraus berechnet und als Konstante abgespeichert.



126 KAPITEL 9. INVERSE HYPERBOLISCHE FUNKTIONEN9.2.2 Algorithmus q acsh (Punktfunktion)I. Abpr�ufen von Spezialf�allen und deren Behandlung� x ist NaN (not a number) =) Fehlermeldung: Invalid Argument� x < 1 =) Fehlermeldung: Invalid ArgumentII. Fallunterscheidunga) x < 1:025 :res := q lg1p(x2� 12+ q sqrt((x2� 1)2= (x2+ 1)))b) 1:025 � x � 1e150 :res := q log(x2+ q sqrt((x2� 1)2= (x2+ 1)))c) x > 1e150:res := q l22+ q log(x) mit q l2 � ln 2Nun gilt q acsh := res � arcosh(x).9.2.3 Fehlerabsch�atzungDie Fehlerabsch�atzung wird im Intervall [1; 1e150] mit Hilfe des Programms ffacsh.pdurchgef�uhrt.Test mit x:=1.025Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 1.736839599140470E-015[ 1.000000000000000E+000, 1.000000000001001E+000] 1.027976446056508E-015[ 1.000000000001000E+000, 1.000000000100001E+000] 1.643097720126808E-015[ 1.000000000100000E+000, 1.000000010000000E+000] 1.643081274585971E-015[ 1.000000009999999E+000, 1.000001000000000E+000] 1.642973945026761E-015[ 1.000000999999999E+000, 1.000100000000000E+000] 1.641896657154981E-015[ 1.000099999999999E+000, 1.025000000000000E+000] 1.415110177259564E-015[ 1.024999999999999E+000, 1.025000000001001E+000] 1.736839599140470E-015[ 1.025000000001000E+000, 1.025000000100000E+000] 1.736839599121260E-015[ 1.025000000099999E+000, 1.025000010000001E+000] 1.736839597219637E-015[ 1.025000010000000E+000, 1.025001000000001E+000] 1.736839407057038E-015[ 1.025001000000000E+000, 1.025100000000000E+000] 1.736820391306869E-015[ 1.025099999999999E+000, 1.100000000000001E+000] 1.736527399913530E-015[ 1.100000000000000E+000, 2.000000000000000E+000] 1.167659422253004E-015[ 2.000000000000000E+000, 1.000000000000000E+001] 6.651631410395162E-016[ 1.000000000000000E+001, 1.000000000000000E+002] 7.707611547418609E-016[ 1.000000000000000E+002, 1.000000000000000E+003] 5.625097936632048E-016[ 1.000000000000000E+003, 1.000000000000000E+004] 4.811559461906476E-016[ 1.000000000000000E+004, 1.000000000000000E+005] 4.376370322213856E-016[ 1.000000000000000E+005, 1.000000000000000E+006] 4.105371979677345E-016[ 1.000000000000000E+006, 1.000000000000000E+007] 3.920390797127829E-016[ 1.000000000000000E+007, 1.000000000000000E+008] 3.786082240977235E-016[ 1.000000000000000E+008, 1.000000000000000E+009] 1.374921873456078E-015



9.2. AREACOSINUS: ARCOSH(X) 127[ 1.000000000000000E+009, 1.000000000000000E+010] 1.258704435821751E-015...[ 9.999999999999999E+146, 1.000000000000000E+148] 3.548956019845365E-016[ 9.999999999999999E+147, 1.000000000000000E+149] 3.544848455522561E-016[ 9.999999999999999E+148, 1.000000000000000E+150] 3.540795915124546E-016Relative Fehlerschranke der ffarcosh-Funktion: 1.736839599140470E-015Definitionsbereich fuer x: [ 1.000000000000000E+000, 1.000000000000000E+001]------------------------------------------------------------Fehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:/* eps(q_....) = 1.736839599140469E-015; *//* q_...m = 1 - eps(q_....) = 9.999999999999979E-001 */double q_...m = 9007199254740973.0 / 9007199254740992.0;/* q_...p = 1 + eps(q_....) = 1.000000000000002E+000 */double q_...p = 4503599627370507.0 / 4503599627370496.0;Gesamtfehlerschranke:Relative Fehlerschranke f�ur q acsh(x) 2 SN : "(q acsh) � 1:7369E � 015 = 15:65 � "�9.2.4 Algorithmus j acsh (Intervallfunktion)Der Gesamtalgorithmus j_acsh zur Berechnung von arcosh (X) f�ur IntervallargumenteX := [x:INF; x:SUP] stellt sich wie folgt dar:Ben�otigte Konstanten:q acsm := (15� "(q acsh))5� (15� EpsQuer)q acsp := (14+ "(q acsh))4� (14+ EpsQuer)I. Abpr�ufen des De�nitionsbereichesx:INF < �1 =) Fehlermeldung: Invalid ArgumentII. X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUPa) x:INF = 1:res.INF:= 0res.SUP:= 0b) x:INF > 1:y := q acsh(x:INF)res.INF:= y2� q acsmres.SUP:= y2� q acspIII. X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPres.INF:= q acsh(x:INF)2� q acsmres.SUP:= q acsh(x:SUP)2� q acspNun gilt j acsh := res � arcosh(X) mit res := [res.INF; res.SUP].



128 KAPITEL 9. INVERSE HYPERBOLISCHE FUNKTIONEN9.3 Areatangens: artanh(x)AreatangensfunktionMath. Schreibweise artanhx = 12 ln(1+x1�x)De�nitionsbereich (�1; 1)1. Ableitung 11�x2Nullstellen x0 = 1Symmetrie Punktsymmetrie zu (0; 0)Monotonie monoton steigend
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9.3.1 IdeeF�ur kleine positive Argumente x mit 0 < x � � < 13 wird die Formelartanh(x) := 12 ln(1 + 2x1 � x)angewandt, alle anderen zul�assigen positiven Argumente x < 1 werden mitartanh(x) := 12 ln(1 + x1� x)berechnet. F�ur negative Argumente werden die Symmetrieeigenschaften des Areatangensausgenutzt.9.3.2 Algorithmus q atnh (Punktfunktion)I. Abpr�ufen von Spezialf�allen und deren Behandlung� x ist NaN (not a number) =) Fehlermeldung: Invalid Argument� jxj � 1 =) Fehlermeldung: Invalid ArgumentII. Fallunterscheidunga) jxj < 5(13) :res := 0:5 � ln1p((2 � jxj)=(1� jxj)Falls x < 0: res := �resb) jxj � 5(13) :res := 0:5 � ln((1 + jxj)=(1� jxj)Falls x < 0: res := �resNun gilt q atnh := res � artanh(x).



9.3. AREATANGENS: ARTANH(X) 1299.3.3 Fehlerabsch�atzungAufgrund der Symmetrieeigenschaften werden im folgenden nur positive Argumente be-trachtet. Die abschlie�ende Multiplikation mit dem Faktor 12 kann in bin�aren Gleitkomma-systemen fehlerfrei ausgef�uhrt werden und braucht daher nicht in der Fehlerabsch�atzungber�ucksichtigt werden.I) Fehlerabsch�atzung f�ur 0 < x � � < 13 :Der Ausdrucku := 2x1� xwird auf der Maschine ausgewertet, man erh�alt~u := (22� x)2= (12� x) = (2 � x)2= (12� x) = 2x1 � x(1 + "u):F�ur den relativen Fehler "u gilt nach der Formel 1.2.6 aus [28]j"uj � "(u) := 2:02"Wegen 0 < x < � gilt 0 � u � 2�1�� < 1 und damit gilt nach Abschnitt 3.4.9 f�ur dieAuswertung der Funktion Logarithmus-minus-Eins mit fehlerbehaftetemArgument:����� ln1p(u)� ln1p(~u)ln1p(u) ����� � "(ln1p) + (1 + "(ln1p)) � "(u) � 21� "(u)F�ur " := EPS52 und � := 513 kann die Fehlerschranke mit den folgenden Pascal-XSC Anweisungen berechnet werden:Eps52 := 2.220447E-16;EpsLn1p := 2.5082E-16;EpsU := 2.02 *> Eps52;relerr1 := EpsLn1p +> (1 +> EpsLn1p) *> EpsU *> (2 /> (1 -< EpsU));Man erh�alt als Ergebnis die Fehlerschranke"(artanhI) := relerr1= 1:147880588000001E � 015:II) Fehlerabsch�atzung f�ur 0 < � � x < 1:Der Ausdrucku := u(x) := 1 + x1 � x



130 KAPITEL 9. INVERSE HYPERBOLISCHE FUNKTIONENwird auf der Maschine ausgewertet, man erh�alt~u := (12+ x)2= (12� x) = 1 + x1� x(1 + "u):F�ur den relativen Fehler gilt nach der Formel 1.2.6 aus [28]j"uj � "(u) := 3:03"Wegen � � x < 1 gilt u � 1+�1�� > 1 und damit kann die Absch�atzung aus Abschnitt3.4.8 f�ur die Auswertung der Logarithmusfunktion mit fehlerbehaftetem Argumentangewandt werden:����� ln(u)� ~ln(~u)ln(u) ����� � "(ln) + (1 + "(ln)) � "(u) � 11� "(u) � 1ln(u(� ))Hierbei wird ausgenutzt, da� u(x) monoton wachsend in x ist.Mit " := EPS52 und � :=513 kann mit den Pascal-XSC AnweisungenEps52 := 2.220447E-16;EpsLn := 2.9398E-16;EpsLn1p := 2.5082E-16;EpsU := 3.03 *> Eps52;tau := 1 /< 3;LnWert := inf( ln(intval( (1 +< tau) /< (1 -> tau) )) );relerr2 := EpsLn +> (1 +> EpsLn) *> EpsU *> (1 /> (1 -< EpsU))*> 1 /> LnWert;die folgende Fehlerschranke berechnet werden:"(artanhII) := relerr2= 1:264618646263405E � 015III) Gesamtfehlerabsch�atzung:Der relative Gesamtfehler ergibt sich durch"(artanh) := maxf"(artanhI); "(artanhII)g � 1:2647E � 015Gesamtfehlerschranke:Relative Fehlerschranke f�ur q atnh(x) 2 SN : "(q atnh) � 1:2647E � 015 = 11:40 � "�Absolute Fehlerschranke f�ur q atnh(x) 2 SD: 4(q atnh) � 4:9497E � 324



9.3. AREATANGENS: ARTANH(X) 1319.3.4 Algorithmus j atnh (Intervallfunktion)Der Gesamtalgorithmus j_atnh zur Berechnung von artanh (X) f�ur IntervallargumenteX := [x:INF; x:SUP] stellt sich wie folgt dar:Ben�otigte Konstanten:q atnm := (15� "(q atnh))5� (15� EpsQuer)q atnp := (14+ "(q atnh))4� (14+ EpsQuer)I. Abpr�ufen des De�nitionsbereichesx:INF � �1 oder 1 � x:SUP =) Fehlermeldung: Invalid ArgumentII. X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUPa) x:INF � �q minr:y := q atnh(x:INF)res.INF:= y2� q atnpres.SUP:= y2� q atnmFalls (res.SUP> x.INF) dann: res.SUP:= x:INFb) �q minr < x:INF < 0:res.INF:= pred(x:INF)res.SUP:= x:INFc) 0 � x:INF < q minr:res.INF:= x:INF Falls (x:INF = 0) dann: res.SUP:= 0sonst: res.SUP:= succ(x:INF)d) q minr � x:INF:y := q atnh(x:INF)res.INF:= y2� q atnmres.SUP:= y2� q atnpFalls (res.INF< x.INF) dann: res.INF:= x:INFIII. X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPa) Berechnung der Unterschranke res.INF:i. x:INF � �q minr:res.INF:= q atnh(x:INF)2� q atnpii. �q minr < x:INF < 0:res.INF:= pred(x:INF)iii. 0 � x:INF < q minr:res.INF:= x:INFiv. q minr � x:INF:res.INF:= q atnh(x:INF)2� q atnmFalls (res.INF< x.INF) dann: res.INF:= x:INFb) Berechnung der Oberschranke res.SUP:



132 KAPITEL 9. INVERSE HYPERBOLISCHE FUNKTIONENi. x:SUP � �q minr:res.SUP:= q atnh(x:SUP)2� q atnmFalls (res.SUP> x.SUP) dann: res.SUP:= x:SUPii. �q minr < x:SUPle0:res.SUP:= x:SUPiii. 0 < x:SUP < q minr:res.SUP:= succ(x:SUP)iv. q sinh � x:SUP:res.SUP:= q atnh(x:SUP)2� q atnpNun gilt j atnh := res � artanh(X) mit res := [res.INF; res.SUP].9.4 Areacotangens: arcoth(x)AreacotangensfunktionMath. Schreibweise arcothx = 12 ln(x+1x�1)De�nitionsbereich (�1;�1) [ (1;1)1. Ableitung � 1x2�1Nullstellen keineSymmetrie Punktsymmetrie zu (0; 0)Monotonie monoton fallend
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9.4.1 IdeeF�ur alle Funktionsargumente x 2 D := [�maxreal; maxreal]n[�1; 1] soll die Formelarcoth := sign(x) � 0:5 � ln jxj+ 1jxj � 1! = sign(x) � 0:5 � ln1p 2jxj � 1!herangezogen werden.9.4.2 Algorithmus q acth (Punktfunktion)I. Abpr�ufen von Spezialf�allen und deren Behandlung� x ist NaN (not a number) =) Fehlermeldung: Invalid Argument� jxj � 1 =) Fehlermeldung: Invalid ArgumentII. Fallunterscheidunga) x > 1 :res := 0:5 � ln1p(2=(x � 1)



9.4. AREACOTANGENS: ARCOTH(X) 133b) x < �1 :res := �0:5 � ln1p(2=(jxj � 1)Nun gilt q acth := res � arcoth(x).9.4.3 Fehlerabsch�atzungAufgrund der Symmetrieeigenschaften des arcoth gen�ugt es, den Bereich 1 < x � maxrealzu untersuchen. Aus beweistechnischen Gr�unden wird dieser Bereich aufgeteilt in die zweiTeilbereiche 1 < x � 3 und 3 < x � maxreal.I) Teilbereich I mit 1 < x � 3:Die Fehlerabsch�atzung wird mit Hilfe des Programms ffacth_a.p und des Modulseps_ari durchgef�uhrt.Als Ergebnis erh�alt man die relative Fehlerschranke:"(arcothI) := 5:711660947777037E � 016II) Teilbereich II mit 3 < x � maxreal:Der Ausdrucku := 2x� 1wird auf der Maschine ausgewertet, man erh�alt~u := 22= (x2� 1) = 2x� 1(1 + "u):F�ur den relativen Fehler "u gilt nach der Formel 1.2.6 aus [28]j"uj � "(u) := 2:02"Wegen x > 3 gilt 0 < u < 1 und damit gilt nach Abschnitt 3.4.9 f�ur die Auswertungder "Logarithmusfunktion Minus Eins\ mit fehlerbehaftetem Argument:����� ln1p(u)� ln1p(~u)ln1p(u) ����� � "(ln1p) + (1 + "(ln1p)) � "(u) � 21� "(u)F�ur " := EPS52 kann die Fehlerschranke mit den folgenden Pascal-XSC Anweisun-gen berechnet werden:Eps52 := 2.220447E-16;EpsLn1p := 2.5082E-16;EpsU := 2.02 *> Eps52;relerr2 := EpsLn1p +> (1 +> EpsLn1p) *> EpsU *> (2 /> (1 -< EpsU));



134 KAPITEL 9. INVERSE HYPERBOLISCHE FUNKTIONENMan erh�alt als Ergebnis die Fehlerschranke"(arcothII) := relerr2= 1:147880588000001E � 015:III) Gesamtfehlerabsch�atzung:Der relative Gesamtfehler ergibt sich durch"(arcoth) := maxf"(arcothI); "(arcothII)g � 1:1479E � 015:Ergebnisprotokoll:Relative Fehlerschranke der ffacoth-Funktion: 1.147880588000002E-015Definitionsbereich fuer x: [ 1.000000000000000E+000, 1.797693134862316E+308]------------------------------------------------------------Fehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:/* eps(q_....) = 1.147880588000001E-015; *//* q_...m = 1 - eps(q_....) = 9.999999999999984E-001 */double q_...m = 9007199254740978.0 / 9007199254740992.0;/* q_...p = 1 + eps(q_....) = 1.000000000000002E+000 */double q_...p = 4503599627370505.0 / 4503599627370496.0;Gesamtfehlerschranke:Relative Fehlerschranke f�ur q acth(x) 2 SN : "(q acth) � 1:1479E � 015 = 10:34 � "�Absolute Fehlerschranke f�ur q acth(x) 2 SD: 4(q acth) � 4:9497E � 3249.4.4 Algorithmus j acth (Intervallfunktion)Der Gesamtalgorithmus j_acth zur Berechnung von arcoth(x) f�ur IntervallargumenteX := [x:INF; x:SUP] stellt sich wie folgt dar:Ben�otigte Konstanten:q actm := (15� "(q acth))5� (15� EpsQuer)q actp := (14+ "(q acth))4� (14+ EpsQuer)I. Falls x:SUP < �1a) X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUPy := q acth(x:INF)res.INF:= y2� q actpres.SUP:= y2� q actmb) X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPres.INF:= q acth(x:SUP)2� q actpres.SUP:= q acth(x:INF)2� q actm



9.4. AREACOTANGENS: ARCOTH(X) 135II. Falls x:INF > 1a) X ist Punktintervall, d.h. x:INF = x:SUPy := q acth(x:INF)res.INF:= y2� q actmres.SUP:= y2� q actpb) X ist echtes Intervall, d.h. x:INF 6= x:SUPres.INF:= q acth(x:SUP)2� q actmres.SUP:= q acth(x:INF)2� q actpIII. Sonst =) Fehlermeldung: Invalid ArgumentNun gilt j acth := res � arcoth(X) mit res := [res.INF; res.SUP].



136 KAPITEL 9. INVERSE HYPERBOLISCHE FUNKTIONEN



Kapitel 10Intervallarithmetik in ANSI-C10.1 De�nitionen und Mathematischer HintergrundEine Menge A := [a; a] := fx 2 IRja � x � ag mit a; a 2 IR hei�t abgeschlossenes reellesIntervall. Dabei bezeichnet a = inf A die Unterschranke und a = supA die Oberschrankevon A. Die Menge aller solcher Intervalle wird mit IIR := fA = [a; a] j a � ag bezeichnet.Die intervallarithmetischen Operationen f�ur A, B 2 IIR werden gem�a�A �B := fa � b j a 2 A; b 2 Bgde�niert, mit � 2 f+;�; �; =g. Man kann zeigen, da�A+B = [a+ b; a+ b]A�B = [a� b; a� b]A �B = [minfa � b; a � b; a � b; a � bg;maxfa � b; a � b; a � b; a � bg]A=B = [a; a] � [1=b; 1=b] f�ur 0 =2 Bgelten.Beim Rechnen mit Intervallen auf einer Rechenanlage stehen statt der Menge derreellen Intervalle IIR nur die Menge der Maschinenintervalle IS zur Verf�ugung. Ein Ma-schinenintervall X 2 ISX := [x; x] := fx 2 IRjx � x � x;x; x 2 S(b; n)gist dabei ein Intervall, dessen Endpunkte Maschinenzahlen des auf demRechner zugrunde-liegenden GleitkommarastersS(b; n) sind. Man beachte jedoch, da� ein Maschinenintervalls�amtliche reellen Werte zwischen den Endpunkten repr�asentiert, d.h. also nach wie vordas gesamte Kontinuum abdeckt.Bei der Verkn�upfung der Maschinenintervalle k�onnen die Endpunkte mit Hilfe vonGleitkommaoperationen mit gerichteter Rundung optimal berechnet werden. So kann dieEinschlie�ungseigenschaft der Intervallrechnung aufrecht erhalten werden. Dies sollte fol-gendermassen geschehen:A2+ B = [a5+ b; a4+ b]A2� B = [a5� b; a4� b]A2� B = [minfa5� b; a5� b; a5� b; a5� bg;maxfa4� b; a4� b; a4� b; a4� bg]A2= B = [a; a]2� [15= b; 14= b] f�ur 0 =2 B:137



138 KAPITEL 10. INTERVALLARITHMETIK IN ANSI-CWeitere Einzelheiten und zus�atzliche Erl�auterungen k�onnen z.B. Alefeld/Herzberger [2]entnommen werden.Die ben�otigten Operationen mit gerichteten Rundungen werden im IEEE-Standard754 [4] gefordert und werden heute von vielen Prozessoren zur Verf�ugung gestellt. Aller-dings sind diese Operationen in der ANSI-Norm f�ur die Programmiersprache C [3, 22]nicht vorgesehen und werden von den �ublichen C- und C++ - Compilern auch nicht zurVerf�ugung gestellt.Aus diesem Grund setzen wir im folgenden nur voraus, da� von Rechner und Compilerein Datenformat double verwendet wird, da� dem im IEEE-Standard 754 beschriebenenFormat (Darstellung einer Gleitkommazahl mit 64 Bit, Mantissenl�ange 53 Bit) entspricht.F�ur die Verkn�upfung zweier Gleitkommazahlen wird ebenfalls vorausgesetzt, da� sie demIEEE-Standard 754 entspricht. Dies bedeutet insbesondere, da� f�ur alle Rundungsmodidie folgende Beziehung gilt:^� 2 f+;�; �; =g ^a; b 2 S mitja � bj 2 [MinReal,MaxReal] �����a � b� a2� ba � b ����� � 2 � "� : (10.1)Dabei bezeichnet "� die relative Maschinengenauigkeit. F�ur das Gleitkommaraster S(b; l)gilt "� := 1221�l.Diese Voraussetzungen werden heute von fast allen Rechnern und Compilern erf�ullt.Insbesondere ist es bei dieser Wahl der Voraussetzungen gleichg�ultig, ob der Compiler denRundungsmodus so setzt, da� das Ergebnis einer Gleitkommaverkn�upfung zur n�achstge-legenen Maschinenzahl gerundet wird, oder ob der Compiler den Rundungsmodus �uber-haupt nicht steuert und einfach den Zufall �uberl�a�t. Im letzten Fall ist bei einem IEEE-konformen Prozessor dann einer der folgenden Modi aktiv: Rundung zur n�achstgelegenenZahl, Rundung in Richtung �1, Rundung in Richtung 1 oder Rundung zur 0.10.2 Implementierung in ANSI-CEs m�ussen zun�achst zwei Hilfsfunktionen pred(x) und succ(x) bereitgestellt werden. DieFunktion pred(x) liefert den Vorg�anger einer Double-Zahl x im Gleitkommaraster, dieFunktion succ(x) liefert entsprechend den Nachfolger.Zur Speicherung von Intervallen wird der neue Datentyp a_intvmit zwei Komponen-ten INF und SUP bereitgestellt:typedef struct a_intv { double INF, SUP; } a_intv;Der Namen dieses Datentyps wurde aus Kompabilit�atsgr�unden mit dem Laufzeitsy-stem von Pascal{XSC so gew�ahlt. Prinzipiell kann der Name dieses Datentyps mit einemzur Verf�ugung gestellten Preprozessor im Quelltext abgeaendert werden. Mit dieser Me-thode wird z.B. in der Version f�ur den FTP-Server dem Benutzer folgender Typnamevorgeben:typedef struct interval { double INF, SUP; } interval;



10.2. IMPLEMENTIERUNG IN ANSI-C 139Mit diesem Namen, der auch in dem bereitgestellten C++ { Interface verwendet wird, istsicher eine eing�angigere Programmierung m�oglich.Zusammen mit den Voraussetzungen des vorhergehenden Abschnittes l�a�t sich nuneine einfache Intervallgrundarithmetik wie folgt realisieren:A2+ B = [pred(a2+ b); succ(a2+ b)]A2� B = [pred(a2� b); succ(a2� b)]A2� B = [pred(minfa2� b; a2� b; a2� b; a2� bg);succ(maxfa2� b; a2� b; a2� b; a2� bg)]A2= B = [pred(minfa2= b; a2= b; a2= b; a2= bg);succ(maxfa2= b; a2= b; a2= b; a2= bg)]Die Operationen 2+ ; 2� ; 2� und 2= zweier Gleitkommazahlen k�onnen dabei mit einemder im IEEE-Standard beschrieben Rundungsmodi ausgef�uhrt werden.Damit bei der sp�ateren Verwendung dieser Intervallarithmetik Veri�kationsverfahrenerfolgreich ablaufen k�onnen, m�ussen bei der Implementierung einige Sonderf�alle (z.B.richtige Vorzeichenerkennung) beachtet werden. N�ahere Details k�onnen dem C-Quellcodeim File q_ari.c entnommen werden.Die beschriebenen Operationen zur Verkn�upfung zweier Intervalle werden in der Bi-bliothek fi_lib.a zur Verf�ugung gestellt. Zus�atzlich werden in dieser Bibliothek Ver-kn�upfungen f�ur ein Intervall mit einer Double-Zahl bereitgestellt.Da in ANSI-C kein Operatorkonzept verf�ugbar ist, mu�ten die Operationen als Funk-tionen bereitgestellt werden. Dies f�uhrt nat�urlich im Anwendungsprogramm zu etwasun�ubersichtlichen Funktionsaufrufen (siehe das nachfolgende Beispiel). Aus diesemGrundwurde versucht, die Namensgebung m�oglichst einfach zu gestalten. Die Funktionen be-ginnen mit einer Namensabk�urzung f�ur die Operation (add, sub, mult oder div), gefolgtvon einem Strich (_) und zwei Buchstaben (i oder d), die den Datentyp der Operanden(a_intv oder double) angeben. Z.B. hei�t die Funktion zur Addition zweier Interval-le add_ii, die Funktion zur Multiplikation eines Intervalls als erster Operand mit einerDouble-Zahl als zweiter Operand hei�t mul_id.Die folgende Intervalloperationen werden in fi ari.h f�ur den Intervalldatentyptypedef struct a_intv { double INF, SUP;} a_intv ;zur Verf�ugung gestellt (evtl. mit Hilfe eines Preprozessors in interval abge�andert):



140 KAPITEL 10. INTERVALLARITHMETIK IN ANSI-CFunktionsdeklaration Bedeutunga intv add ii(a intv x,a intv y) addiert zwei Intervalle x und ya intv add di(double x,a intv y) addiert double-Zahl x zu Intervall y Additiona intv add id(a intv x,double y) addiert Intervall x zu double-Zahl ya intv sub ii(a intv x,a intv y) subtrahiert Intervall y von Intervall xa intv sub di(double x,a intv y) subtrahiert von double-Zahl x das In-tervall y Subtraktiona intv sub id(a intv x,double y) subtrahiert von Intervall x die double-Zahl ya intv mul ii(a intv x,a intv y) multipliziert zwei Intervalle x und ya intv mul di(double x,a intv y) multipliziert double-Zahl x mit Inter-vall y Multiplikationa intv mul id(a intv x,double y) multipliziert Intervall x mit double-Zahl ya intv div ii(a intv x,a intv y) dividiert Intervall x durch Intervall ya intv div di(double x,a intv y) dividiert double-Zahl x durch Intervally Divisiona intv div id(a intv x,double y) dividiert Intervall x durch double-Zahlya intv eq ii(a intv y) Zuweisungsoperator f�ur Intervalle(kann auch weggelassen werden)a intv eq di(double y) double-Zahl wird einem Punktintervallzugewiesen Zuweisungenint in ii(a intv x,a intv y) liefert 1, falls Intervall x � Intervall y,sonst 0int in di(double x,a intv y) liefert 1, falls x 2 y, sonst 0int ieq ii(a intv x,a intv y) liefert 1, falls beide Intervalle identisch,sonst 0int is ii(a intv x,a intv y) liefert 1, falls x:INF < y:INF undx:SUP < y:SUP; sonst 0int ig ii(a intv x,a intv y) liefert 1, falls x:INF > y:INF undx:SUP > y:SUP; sonst 0 logischeint ise ii(a intv x,a intv y) liefert 1, falls x:INF � y:INF undx:SUP � y:SUP; sonst 0 Operatorenint ige ii(a intv x,a intv y) liefert 1, falls x:INF � y:INF undx:SUP � y:SUP; sonst 0int dis ii(a intv x,a intv y) liefert 1, falls x \ y = ;; sonst 0double t mid(a intv x) liefert Mittelpunkt des Intervallsdouble t diam(a intv x) liefert Durchmesser des Intervalls sonstigea intv hull(a intv x,a intv y) liefert konvexe H�ulle der Intervalle xund y Funktionena intv intsec(a intv x,a intv y) liefert das Intervall x \ y; falls es exi-stiert



Kapitel 11Bereitgestellte VersionenEs hat sich herausgestellt, da� f�ur die verschiedenen, vorhandenen Anwendungsw�unscheunterschiedliche Versionen der Bibliothek ben�otigt werden. Um bei sp�ateren �Anderungenund Korrekturen die Fehleranf�alligkeit zu minimieren, wurde eine sogenannte Urversionimplementiert (Ursprungsquelltext) aus der dann (gr�o�tenteils automatisch) mit Hilfevon Skripten und eines Preprozessors die anderen ben�otigten Versionen generiert werdenk�onnen. �Anderungen an der Bibliothek sollten damit immer an der Urversion erfolgen.Hinweise zur Generierung der abgeleiteten Versionen k�onnen dem Anhang entnommenwerden.11.1 ANSI-C Version11.1.1 Implementierung der BibliothekDie ANSI-C Version ben�otigt keine Funktionen aus dem Pascal-XSC Laufzeitsystems.Zum �Ubersetzen mu� ein eigenes Header�le o_defs.h verwendet werden.Die Header�les q_defs.h, q_fcth.hund q_errm.hunterscheiden sich in einigen Punk-ten von denen der Pascal-XSC Version. Da nicht auf die Funktionen f�ur das Fehlerhandlingvon Pascal-XSC zur�uckgegri�en werden kann, werden die Ausgabe der Fehlermeldung, so-wie eine Funktion zum Programmabruch im File q_errm.c zur Verf�ugung gestellt. DerBenutzer kann in diesem File sehr leicht ver�andern, wie sich seine Programme im Fehlerfallverhalten sollen (siehe auch Kapitel 12).Zus�atzlich steht f�ur diese Version eine einfache und schnelle Intervallgrundarithmetikzur Verf�ugung. Der hierf�ur ben�otigte Quellcode be�ndet sich in den Files fi_lib.h undfi_lib.c.11.1.2 ANSI-C Version f�ur den FTP-ServerZur Bereitstellung auf dem FTP-Server wurde die oben beschriebene ANSI-C Versionmodi�ziert. Befehle, die in dieser Version nicht ben�otigt werden, wurden mit Hilfe ei-nes Preprozessors entfernt. Dies betri�t insbesondere die Fehlerbehandlung (vergleicheKapitel 12). Weiter wurden an den Anfang jeder Datei Kommentarzeilen mit der Versi-onsnummer, Hinweisen zum Copyright usw. eingef�ugt. Alle ben�otigten Header�les wurden141



142 KAPITEL 11. BEREITGESTELLTE VERSIONENzu einer Datei names fi_lib.h zusammengefasst. Der in der urspr�unglichen ANSI-C Ver-sion aus Kompatibilit�atsgr�unden gew�ahlte Name a_intv f�ur den Intervalldatentyp wurdein interval umbenannt.Ziel dieser Modi�kationen war, eine gr�o�ere �Ubersichtlichkeit im Programmcode zuerreichen und die Benutzung der Bibliothek zu erleichtern.Zus�atzlich wurde diese Version um eine einfach Intervallgrundarithmetik (siehe Kapitel10) und erste Anwendungsbeispiele (siehe Anhang D) erg�aenzt.Die erste Version wurde am 20.8.1997 zur freien Benutzung zur Verf�ugung gestellt undist unter der Adresseiamk4515.mathematik.uni-karlsruhe.deim Verzeichnispub\iwrmm\softwareper "anonymous\ FTP erh�altlich. Alternativ kann auch im WWW �uber die Seiten desInstitus f�ur Angewandte Mathematik (IAM) bzw. die Seiten des Instituts f�ur Wissen-schaftliches Rechnen und Mathematische Modellbildung (IWRMM)http://www.uni-karlsruhe.de/~iam/lehrstuhl2.htmlhttp://www.mathematik.uni-karlsruhe.de/~iwrmmauf dem FTP-Server zugegri�en werden.11.2 Version mit C++ SchnittstelleDie ANSI-C Version f�ur den FTP-Server wurde um eine C++ Schnittstelle erweitert.Durch die in C++ vorgesehenen Konzepte der Funktions�uberladung und der Operatorde-�nition kann die Benutzung der Bibliothek im Anwendungsprogramm wesentlich verein-facht werden. Dies wird auf eindrucksvolle Weise durch die ANSI-C und C++ Beispiel-programm im Anhang D belegt. Das bereitgestellte Header�le mit den entsprechendenDe�nitionen und Deklarationen ist im Anhang C abgedruckt.11.3 Pascal{XSC VersionenIn diesen Versionen werden Funktionen des Laufzeitsystem von Pascal{XSC mitbenutzt.So werden z.B. f�ur die Bildung des Vorg�angers bzw. Nachfolgers einer Gleitkommazahldie in Pascal{XSC bereits vorhanden Funktionen benutzt oder im Fehlerfall wird dasFehlerhandling des Laufzeitsystems aufgerufen.11.3.1 Modul � ari zu Pascal{XSCUm auch in den �alteren Versionen von Pascal{XSC das Arbeiten mit den neuen Stan-dardfunktionen zu erm�oglichen, wurde ein Modul namens ff_ari.p erstellt. Nach demEinbinden dieses Moduls in ein Anwendungsprogramm mit dem Kommando use k�onnendie neuen Funktionen verwendet werden. Beim Aufruf mu� vor den bekannten Funk-tionsnamen ein ff davorgestellt werden, also z.B. ffexp statt exp f�ur den Aufruf der



11.4. C{XSC VERSION 143Exponentialfunktion. Ein Vorteil dieser Methode ist, da� die neuen und die bisherigenStandardfunktionen in einem Programm gleichzeitig verwendet werden k�onnen. Auf dieseWeise ist auch ein sehr einfaches Testen der neuen Funktionen durch Vergleich mit denbisherigen Funktionen m�oglich.11.3.2 Version f�ur LaufzeitsystemIn die neueren Versionen des Laufzeitsystems von Pascal{XSC wurden die Standard-funktionen direkt integriert (Quellcode der Dateien q_????.c und j_????.c). Bei Aufrufeiner Standardfunktion in einem Programm werden dann automatisch die neuen schnellenFunktonen verwendet.11.4 C{XSC VersionBei einem bereits geplanten Redesign von C{XSC sollen die neuen Funktionen auch hiereingebunden werden. Hierzu soll die ANSI-C Version verwendet werden.11.5 Fortran{XSC VersionIn Zusammenarbeit mit Prof. Dr. W. Walter (Universit�at Dresden) und Dr. R. Lohner(Universit�at Karlsruhe) wurde eine Version der Bibliothek in das neu entstehende Fortran{XSC integriert.Als Schnittstelle zwischen Fortran und ANSI-C wurde hierzu ein Interface xscstd.f9pals Fortran Modul von Dr. R. Lohner entwickelt. An der Bibliothek selbst mu�ten meh-rere �Anderungen durchgef�uhrt werden. So wurden alle Funktions- und Dateinamen um-benannt.



144 KAPITEL 11. BEREITGESTELLTE VERSIONENANSI-C Fortran{XSCq acos racosq acot racotq acsh racoshq acth racothq asin rasinq asnh rasinhq atan ratanq atn1 ratn1q atnh ratanhq cos rcosq cos1 rcos1q cosh rcoshq cot rcotq coth rcothq cth1 rcth1q ep1 rep1q epm1 repm1q ex10 rexp10q exp rexpq exp2 rexp2q expm rexpm1q lg10 rlog10q lg1p rlog1pq log rlogq log1 rlog1q log2 rlog2q sin rsinq sin1 rsin1q sinh rsinhq sqr rsqrq sqrt rsqrtq tan rtanq tanh rtanh

ANSI-C Fortran{XSCj acos iacosj acot iacotj acsh iacoshj acth iacothj asin iasinj asnh iasinhj atan iatanj atnh iatanhj cos icosj cosh icoshj cot icotj coth icothj ex10 iexp10j exp iexpj exp2 iexp2j expm iexpm1j lg10 ilog10j lg1p ilog1pj log ilogj log2 ilog2j sin isinj sinh isinhj sqr isqrj sqrt isqrtj tan itanj tanh itanh
Der Intervalldatentyp a_intv wurde in interval umbenannt. Alle ben�otigten Deklara-tionen wurden in einem Header�le zusammengefa�t, die entsprechenden #include An-weisungen in den einzelnen Dateien angepa�t.Weiter mu�ten Aufgrund der unterschiedlichen �Ubergabemechanismen des verwende-ten C{Compilers und Fortran{Compilers bei der Argument�ubergabe die Parameterlistenabge�andert werden. Dabei wurden alle Wertaufrufe durch Referenzaufrufe ersetzt.Die Umbenennungen k�onnen mit Hilfe eines Skripts automatisch durchgef�uhrt wer-den. Die �Anderungen in der Parameterliste der einzelnen Funktionen kann zur Zeit nichtvollautomatisch ausgef�uhrt werden, hier ist bei den einzelnen Funktionen ein manuellesEingreifen erforderlich.



11.5. FORTRAN{XSC VERSION 145F�ur die Fortran{XSC Version wurden zus�atzlich spezielle Testprogramme erstellt bzw.angepa�t, damit bei einer �Ubertragung auf eine andere Rechnerplattform die Korrektheitder Bibliothek �uberpr�uft werden kann.



146 KAPITEL 11. BEREITGESTELLTE VERSIONEN



Kapitel 12Fehlerbehandlung ("error handling\)12.1 Allgemeine Bemerkungen und HinweiseDa die Funktionsbibliothek einerseits eigenst�andig verf�ugbar sein soll (ANSI{C), ande-rerseits aber auch gemeinsam mit bestehenden Laufzeitsystemen (Pascal{XSC, C{XSC,Fortran{XSC) verwendet werden soll, mu�ten Wahlm�oglichkeiten f�ur verschiedene Artender Fehlerbehandlung (error handling) vorgesehen werden.Aus diesem Grund wurden die eigentlichen Funktionen im Ursprungsquelltext in denfolgenden Programmrahmen integriert:... /* Einbinden von Headerfiles, Kommentare usw. */#ifdef LINT_ARGSlocal double q_name(double x)#elselocal double q_name(x)double x;#endif{#ifdef PXSCTRAPE_SPUSH("q_name");#endif... /* Eigentlicher Quellcode der Funktion */#ifdef PXSCTRAPE_SPOPP("q_sqrt");#endif} Bei gemeinsamerVerwendung der Bibliothek mit dem Laufzeitsystem von Pascal{XSCkann mit Hilfe des Preprozessors durch Setzen von PXSCTRAP erreicht werden, da� zuBeginn einer Funktion der Funktionsname auf einen Stapelspeicher gelegt wird. Dadurchist im Fehlerfall eine R�uckverfolgung der Fehlerursache m�oglich. Nach dem korrekten147



148 KAPITEL 12. FEHLERBEHANDLUNG ("ERROR HANDLING\)Verlassen einer Funktion (d.h. es trat w�ahrend der Abarbeitung kein Fehler auf) wird derentsprechende Funktionsname wieder vom Stapelspeicher entfernt. Zur Manipulation desStapelspeichers werden die Routinen E_SPUSH und E_SPOPP aus dem Laufzeitsystem vonPascal{XSC verwendet.Falls der oben genannte Stapelspeicher und damit die R�uckverfolgung der Fehlerur-sache nicht benutzt wird, besteht die M�oglichkeit, die entsprechenden Befehle aus demUrsprungsquelltext mittels eines eigenen Preprozessors zu entfernen. Der Programmtextwird hierdurch �ubersichtlicher und einfacher lesbar. Bei der Bibliotheksversion, die perFTP-Server zur Verf�ugung gestellt wird (ANSI{C Version) wird dies verwendet.12.2 ANSI{C VersionEs wurde bewu�t nur eine einfache Art der Fehlerbehandlung implementiert. Dem Benut-zer wird dadurch auch die M�oglichkeit gegeben, die Fehlerbehandlung an seine Bed�urfnis-se anzupassen. �Anderungen m�ussen in diesem Fall in den beiden Dateien q_errm.h undq_errm.c durchgef�uhrt werden.Die implementierten Standardfunktionen rufen im Fehlerfall eine der folgenden Funk-tionen auf:double q_abortnan(int n, double *x, int fctn)double q_abortr1(int n, double *x, int fctn)a_intv q_abortr2(int n, double *x1, double *x2, int fctn)Beim Aufruf wird eine "Funktionsnummer\ fctnmit �ubergeben. Anhand dieser Funk-tionsnummer l�a�t sich identi�zieren, in welcher Standardfunktion der Fehler aufgetretenist. Die Zuordnung dieser Funktionsnummern kann der folgenden Tabelle entnommenwerden.Nummer Name Funktion0 q_sqrt Wurzelfunktion1 q_sqr Quadratfunktion2 q_exp Exponentialfunktion3 q_expm Exponentialfkt.-minus-Eins4 q_exp2 Exponentialfkt. Basis 25 q_ex10 Exponentialfkt. Basis 106 q_log Logarithmusfunktion7 q_lg1p Logarithmusfkt. von (x+ 1)8 q_log2 Logarithmusfkt. Basis 29 q_lg10 Logarithmusfkt. Basis 1010 q_sin Sinusfunktion11 q_cos Cosinusfunktion12 q_tan Tangensfunktion13 q_cot Cotangensfunktion
Nummer Name Funktion14 q_asin Arkussinus15 q_acos Arkuscosinus16 q_atan Arkustangens17 q_actn Arkuscotangens18 q_sinh Sinus hyperbolicus19 q_cosh Cosinus hyperbolicus20 q_tanh Tangens hyperbolicus21 q_coth Cotanges hyperbolicus22 q_asnh Areasinus23 q_acsh Areacosinus24 q_atnh Areatangens25 q_acth Areacotangens26 q_comp Mant., Expo., Vz.F�ur die Intervallfunktionen j_????werden die gleichen Funktionsnummern verwendet,wie f�ur die zugeh�origen Punktfunktionen q_????.Die Fehlerart wird durch den Parameter n bestimmt.Die folgenden Fehlerarten werdenin der Datei o_defs.h de�niert und verwendet:



12.3. �UBERSICHT FEHLERVERHALTEN 149Nummer Name Bedeutung1 INV_ARG Unzul�assiges Eingabeargument2 OVER_FLOW Ergebnis im �Uberlaufbereich12.3 �Ubersicht FehlerverhaltenIm folgenden ist eine Tabelle angegeben, aus der das Verhalten bei den wichtigsten Feh-lerursachen f�ur die elementaren Punktfunktionen entnommen werden kann.Funktion sNaN/qNaN �1 1 x =2 Dsqr Error: NaN OVER FLOW OVER FLOW OVER FLOWsqrt Error: NaN INV ARG 1 INV ARGexp Error: NaN 0 OVER FLOW OVER FLOWexpm1 Error: NaN �1 OVER FLOW OVER FLOWlog Error: NaN INV ARG INV ARG INV ARGlog1p Error: NaN INV ARG INV ARG INV ARGsinh Error: NaN OVER FLOW OVER FLOW OVER FLOWcosh Error: NaN OVER FLOW OVER FLOW OVER FLOWtanh Error: NaN �1 +1 INV ARGcoth Error: NaN �1 +1 INV ARGarsinh Error: NaN INV ARG INV ARG INV ARGarcosh Error: NaN INV ARG INV ARG INV ARGartanh Error: NaN INV ARG INV ARG INV ARGarcoth Error: NaN INV ARG INV ARG INV ARGsin Error: NaN INV ARG INV ARG INV ARGcos Error: NaN INV ARG INV ARG INV ARGtan Error: NaN INV ARG INV ARG INV ARGcot Error: NaN INV ARG INV ARG INV ARGarcsin Error: NaN INV ARG INV ARG INV ARGarccos Error: NaN INV ARG INV ARG INV ARGarctan Error: NaN INV ARG INV ARG INV ARGarccot Error: NaN INV ARG INV ARG INV ARGexp2 Error: NaN 0 OVER FLOW OVER FLOWexp10 Error: NaN 0 OVER FLOW OVER FLOWlog2 Error: NaN INV ARG INV ARG INV ARGlog10 Error: NaN INV ARG INV ARG INV ARGDer Tabelleneintrag "Error: NaN\ bedeutet, da� das Programm abgebrochen wird. Inder vorhandenen Implementierung wird dabei nicht zwischen sNaN und qNaN ("signaling\



150 KAPITEL 12. FEHLERBEHANDLUNG ("ERROR HANDLING\)und "quiet\ NaN) unterschieden. Diese Unterscheidung und ein daraus resultierendesunterschiedliches Verhalten kann allerdings leicht in den Quellcode der beiden Dateienq_errm.h und q_errm.c eingebaut werden.



Kapitel 13Tests und Laufzeitvergleiche13.1 Testen der StandardfunktionenZun�achst wurden die Routinen der neuen Bibliothek fi_lib gegen bestehende XSC{Versionen und gegen Langzahlintervallversionen (unter Verwendung von mpi_ari) gete-stet (Inklusionstest). Siehe hierzu auch Abschnitt F.3.Desweiteren wurde ein Testprogramm (z.B. ANSI{C Version: fi_test.c) zum �Uber-pr�ufen der Korrektheit einer Installation entwickelt.13.2 LaufzeitmessungenAufgrund der beobachteten starken Schwankungen bei den Laufzeitmessungen sollten diefolgenden Tabellen nur als Anhaltspunkt interpretiert werden. Die Tests wurden mit derPascal-XSC Version ff_ari realisiert (siehe Abschnitt 11.3.1).13.2.1 Pascal-XSC Version auf PC unter LINUXGeschwindigkeit der ff-Funktionen (Punktversionen)Mit wieviel Zufallszahlen ? 100Fkt-Name ff_ari P-XSC Faktor------------------------------------------------exp 0.2794 69.9000 250.1790exp2 0.2754 72.6000 263.6166exp10 0.2731 72.3000 264.7382ln 0.5636 52.1000 92.4414log2 0.8163 54.3000 66.5197log10 0.8298 55.8000 67.2451sin 0.4403 138.5000 314.5583cos 0.6607 175.5000 265.6274tan 0.8092 100.0000 123.5788cot 0.8256 99.7000 120.7607arcsin 0.3537 90.2000 255.0184151



152 KAPITEL 13. TESTS UND LAUFZEITVERGLEICHEarccos 0.3390 95.9000 282.8909arctan 0.2832 34.0000 120.0565arccot 0.3127 46.6000 149.0246sinh 0.2696 76.6000 284.1246cosh 0.4549 72.0000 158.2765tanh 0.3007 79.4000 264.0505coth 0.6183 74.3000 120.1682arsinh 0.6057 82.3000 135.8758arcosh 0.8137 104.3000 128.1799artanh 0.4339 83.4000 192.2102arcoth 0.7022 56.4000 80.3190expm1 0.2828 72.9000 257.7793ln1p 0.3008 16.2000 53.8564sqrt 0.3277 54.5000 166.3106Geschwindigkeit der ff-Funktionen (Intervallversionen mit Punktintervallen)Mit wieviel Zufallszahlen ? 100Fkt-Name ff_ari P-XSC Faktor------------------------------------------------exp 0.4452 151.2000 339.6226exp2 0.4601 161.1000 350.1413exp10 0.4906 160.5000 327.1504ln 0.6616 116.0000 175.3325log2 0.9047 124.2000 137.2831log10 0.9409 129.1000 137.2091sin 0.6523 272.7000 418.0592cos 0.8874 331.6000 373.6759tan 1.2839 195.0000 151.8810cot 1.1845 197.4000 166.6526arcsin 0.2580 182.3000 706.5891arccos 0.3815 195.4000 512.1887arctan 0.2445 76.4000 312.4744arccot 0.3517 103.8000 295.1379sinh 0.3767 156.9000 416.5118cosh 0.5533 149.5000 270.1970tanh 0.4164 170.8000 410.1825coth 0.7107 157.9000 222.1753arsinh 0.7279 173.1000 237.8074arcosh 0.8530 213.4000 250.1758artanh 0.6111 166.5000 272.4595arcoth 0.9057 121.6000 134.2608expm1 0.4088 160.0000 391.3894ln1p 0.3892 72.1000 185.2518sqrt 0.8388 57.6000 68.6695Geschwindigkeit der ff-Funktionen (Intervallversionen)Mit wieviel Zufallszahlen ? 100



13.2. LAUFZEITMESSUNGEN 153Fkt-Name ff_ari P-XSC Faktor------------------------------------------------exp 0.7452 148.8000 199.6779exp2 0.8243 159.6000 193.6188exp10 0.8828 159.7000 180.9017ln 1.2616 117.3000 92.9772log2 1.7449 124.0000 71.0642log10 1.7341 123.1000 70.9878sin 1.4352 261.3000 182.0652cos 1.5748 312.9000 198.6919tan 2.3081 194.1000 84.0951cot 2.5268 196.2000 77.6476arcsin 0.3431 190.6000 555.5232arccos 0.7800 201.3000 258.0769arctan 0.3113 77.7000 249.5985arccot 0.6926 102.9000 148.5706sinh 0.7395 158.0000 213.6579cosh 1.0933 151.7000 138.7542tanh 0.7313 160.1000 218.9252coth 1.3272 151.3000 113.9994arsinh 1.3961 174.7000 125.1343arcosh 1.5687 211.8000 135.0163artanh 1.1693 170.9000 146.1558arcoth 1.6068 117.2000 72.9400expm1 0.8230 158.3000 192.3451ln1p 0.7329 68.8000 93.8737sqrt 1.2515 106.7000 85.257713.2.2 Pascal-XSC Version auf SUN-WorkstationGeschwindigkeit der ff-Funktionen (Punktversionen)Mit wieviel Zufallszahlen ? 100Fkt-Name ff_ari P-XSC Faktor------------------------------------------------exp 0.4460 120.3000 269.7309exp2 0.4444 125.8000 283.0783exp10 0.4379 126.6000 289.1071ln 1.1155 89.8000 80.5020log2 1.6150 93.0000 57.5851log10 1.6314 95.3000 58.4161sin 0.9230 234.9000 254.4962cos 1.1086 293.1000 264.3875tan 0.9337 167.2000 179.0725cot 1.2697 166.9000 131.4484arcsin 0.6135 155.2000 252.9747arccos 0.4804 168.1000 349.9167



154 KAPITEL 13. TESTS UND LAUFZEITVERGLEICHEarctan 0.5187 59.8000 115.2882arccot 0.4442 82.7000 186.1774sinh 0.4497 119.5000 265.7327cosh 0.8874 110.1000 124.0703tanh 0.7432 128.3000 172.6319coth 0.6590 116.6000 176.9347arsinh 0.8278 149.7000 180.8408arcosh 0.9994 184.0000 184.1105artanh 0.7819 140.8000 180.0742arcoth 1.0526 98.6000 93.6728expm1 0.7513 122.4000 162.9176ln1p 0.5514 24.9000 45.1578sqrt 0.7703 97.9000 127.0933Geschwindigkeit der ff-Funktionen (Intervallversionen)Mit wieviel Zufallszahlen ? 100Fkt-Name ff_ari P-XSC Faktor------------------------------------------------exp 1.6990 252.9000 148.8523exp2 1.1413 269.8000 236.3971exp10 1.7972 273.9000 152.4037ln 1.6925 189.3000 111.8464log2 3.4329 206.6000 60.1824log10 2.5904 205.8000 79.4472sin 1.3631 384.8000 282.2977cos 2.2152 443.9000 200.3882tan 0.8836 293.3000 331.9375cot 3.0283 297.5000 98.2399arcsin 0.4414 314.5000 712.5057arccos 1.1325 342.2000 302.1634arctan 0.4120 128.3000 311.4078arccot 1.0601 176.7000 166.6824sinh 1.3475 246.3000 182.7829cosh 1.4725 227.7000 154.6350tanh 1.5304 258.3000 168.7794coth 2.1322 237.4000 111.3404arsinh 1.9517 291.5000 149.3570arcosh 2.0986 364.3000 173.5919artanh 1.8760 277.0000 147.6546arcoth 2.1742 192.9000 88.7223expm1 1.4311 263.2000 183.9145ln1p 1.5785 110.9000 70.2566sqrt 1.8696 187.9000 100.502813.2.3 Pascal-XSC Version auf der SP/2Geschwindigkeit der ff-Funktionen (Punktversionen)



13.2. LAUFZEITMESSUNGEN 155Mit wieviel Zufallszahlen ? 100Fkt-Name ff_ari P-XSC Faktor------------------------------------------------exp 0.4300 36.9000 85.8140exp2 0.4311 38.2000 88.6105exp10 0.4257 38.2000 89.7346ln 0.5413 28.0000 51.7273log2 0.9485 28.4000 29.9420log10 0.9460 28.0000 29.5983sin 0.5793 73.7000 127.2225cos 0.5901 90.8000 153.8722tan 0.5871 50.6000 86.1863cot 0.6307 51.1000 81.0211arcsin 0.4632 44.0000 94.9914arccos 0.4602 47.4000 102.9987arctan 0.4289 18.2000 42.4341arccot 0.4417 24.4000 55.2411sinh 0.4430 38.2000 86.2302cosh 0.5137 36.3000 70.6638tanh 0.4442 41.3000 92.9761coth 0.4965 37.5000 75.5287arsinh 0.6249 43.9000 70.2512arcosh 0.6739 52.3000 77.6080artanh 0.5336 43.2000 80.9595arcoth 0.6396 29.8000 46.5916expm1 0.4257 37.3000 87.6204ln1p 0.4578 8.6000 18.7855sqrt 0.4620 24.9000 53.8961Geschwindigkeit der ff-Funktionen (Intervallversionen mit Punktintervallen)Mit wieviel Zufallszahlen ? 100Fkt-Name ff_ari P-XSC Faktor------------------------------------------------exp 0.5404 77.2000 142.8571exp2 0.5613 82.9000 147.6929exp10 0.5619 81.2000 144.5097ln 0.6096 60.0000 98.4252log2 1.0133 64.4000 63.5547log10 1.0107 63.4000 62.7288sin 0.3099 137.6000 444.0142cos 0.7233 166.0000 229.5037tan 0.7854 98.0000 124.7772cot 1.0813 98.5000 91.0941arcsin 0.2304 89.7000 389.3229arccos 0.5150 96.6000 187.5728arctan 0.2200 40.3000 183.1818



156 KAPITEL 13. TESTS UND LAUFZEITVERGLEICHEarccot 0.5039 52.2000 103.5920sinh 0.5217 79.7000 152.7698cosh 0.5951 75.5000 126.8694tanh 0.5428 84.1000 154.9374coth 0.5637 78.1000 138.5489arsinh 0.8106 91.8000 113.2494arcosh 0.7528 105.0000 139.4793artanh 0.6275 90.6000 144.3825arcoth 0.7159 62.6000 87.4424expm1 0.5095 79.6000 156.2316ln1p 0.5289 35.8000 67.6877sqrt 0.7957 26.8000 33.6810



Anhang ATabellen und Daten zu denStandardfunktionenA.1 Verzeichnisstruktur der UrversionAlle im Verlauf dieses Projekts entstandenen Programme und Dateien sind in der gepack-ten Datei ff.tgz enthalten. Beim Entpacken mitgunzip ff.tgztar xf ff.tarwird die folgende Verzeichnisstruktur (beginnend im aktuellen Verzeichnis) angelegt:Verzeichnisstruktur der Urversion:----------------------------------fastfunc||- ansi_c Verzeichnis der ANSI-C Version| || |- compile Batch-Files ('compall.cc','compall.gcc', ...) zum| | Erzeugen der Bibliothek| |- hp Enthaelt uebersetzte Version der Bibliothek| || |- linux Enthaelt uebersetzte Version der Bibliothek| || |- sun_gcc Enthaelt uebersetzte Version der Bibliothek| | (fuer SUN-Sparc mit SUNOS 5.3, GNU-C-Compiler 2.6.2)| |- test Verschiedene Testprogramme||- doku Dokumentation||- estimate Programme, die fuer die Fehlerabschaetzungen| | verwendet wurden| || |- approx Bestimmung des mathematischen Approximationsfehlers| || |- eps52 Programme zur Fehlerabschaetzung| | 157



158 ANHANG A. TABELLEN UND DATEN ZU DEN STANDARDFUNKTIONEN| |- eps53 Programme zur Fehlerabschaetzung| || |- modules Module, die fuer die Fehlerabschaetzungen| verwendet wurden||- f_xsc Testprogramme fuer Version zu Fortran-XSC| | Headerfile libstdf.h| || |- gen_utils Skripte und Preprozessordatei zur Erzeugung der| Version zu Fortran-XSC||- ftp Testprogramme fuer FTP-Version, Headerfile| | fi_lib.h, C++ Interface| || |- example Erste Beispielprogramme| || |- gen_utils Skripte und Preprozessordatei zur Erzeugung der| Version fuer FTP-Server||- misc Programme zur Konstantengenerierung, Hilfsprogramme||- p_xsc| || |- compile Batch-Files ("compall.cc','compall.gcc', ...)| | | zum Erzeugen der Bibliothek| | |- rts| | || | |- rts_hp| | || | |- rts_sun| || |- hp Enthaelt uebersetzte Version der Bibliothek| || |- linux Enthaelt uebersetzte Version der Bibliothek| || |- sun_gcc Enthaelt uebersetzte Version der Bibliothek| || |- test Testprogramme||- source Enthaelt die Quellfiles der Funktionen||- source_c Enthaelt die fuer die ANSI-C-Version benoetigten| Header-Files und weitere Funktionen|- source_p Quellfiles, die nur fuer die PASCAL-XSC-Version| benoetigt werden|- source_f Quellfiles, fuer die Version zu Fortran-XSC| (geaenderte Parameterliste bei Argumentuebergabe)Zus�atzlich werden noch die Programme aktuell.bat, gen_ftp.bat undgen_fxsc.bat zur Generierung von verschiedenen Versionen bereitgestellt.



A.2. ERZEUGEN EINER BIBLIOTHEK F�UR ANSI-C 159A.2 Erzeugen einer Bibliothek f�ur ANSI-CVerwendet werden hierzu die Quell�les in source und in source/source_c, sowie dieentsprechende compall-Datei in ansi_c/compile.Vorgehensweise:I) Im Verzeichnis source/source_cmu� die Datei o_defs.h editiert werden. Bei PCsmu� in Zeile 7 der Eintrag #define INTEL 1, auf anderen Rechnern mu� der Eintrag#define INTEL 0 stehen.II) In das Verzeichnis ansi_c/compile wechselna) HP-Workstation: Aufruf von compall.hpb) SUN-Workstation: Aufruf von compall.sunc) PC unter LINUX: Aufruf von compall.cc oder compall.gcc(je nach Aufruf des C-Compilers mit cc oder gcc)d) Sonst: Aufruf von compall.ccbzw. compall.gcc. Bei Problemenm�ussen even-tuell die Compileraufrufe in der Datei compall.ccbzw. |verb|compall.gcc|abgeaendert werden oder es m�ussen noch Compileroptionen hinzugef�ugt wer-den.III) Es m�ussen die folgenden Dateien erzeugt worden sein:fi_ari.h und fi_ari.aIV) Erster Test der Funktionen:Hierzu die Dateien fi_ari.* in das Verzeichnis ansi_c/test kopieren und dasTestprogramm testen.c �ubersetzen und starten. Dies kann mit Hilfe der Batchpro-gramme testen.cc, testen.gcc bzw. testen.hp durchgef�uhrt werden. Auf demBildschirm mu� die Meldung Test der Funktionen: Alles OK! ausgegeben wer-den.A.3 Erzeugen einer Bibliothek f�ur C++Das Vorgehen ist v�ollig analog zur Erzeugung einer Bibliothek f�ur ANSI-C.A.4 README{File der fi lib{Installation/*********************************************************************//* *//* fi_lib --- A fast interval library (Version 1.1) *//* *//* Authors: *//* -------- *//* Werner Hofschuster, Walter Kraemer *//* Institut fuer Wissenschaftliches Rechnen *//* und Mathematische Modellbildung (IWRMM) and */



160 ANHANG A. TABELLEN UND DATEN ZU DEN STANDARDFUNKTIONEN/* Institut fuer Angewandte Mathematik *//* Universitaet Karlsruhe (TH) *//* *//* Disclaimer: *//* ----------- *//* This Library is distributed in the hope that it will be useful, *//* but WITHOUT ANY WARRANTY; without even the implied warranty of *//* MERCHANTABILITY or FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. *//* Neither the Institut fuer Angewandte Mathematik nor any other *//* facility are responsible for this software. This software does *//* not grant for anything and you can't make the autors responsible *//* for any possible damages or errors! *//* *//* Copyright: *//* ---------- *//* This package is proprietary of the authors. It may be freely *//* distributed but must not be changed or used for commercial *//* purposes without permission of the authors. *//* *//*********************************************************************/Some remarks about the ANSI-C library fi_lib:---------------------------------------------The main features of the new library, called fi_lib(fast interval library) are:- Fast table look-up algortihms are used for the basic functionslike arctan, exp or log- All elementary function routines are supplied with reliable relativeerror bounds of high quality.The error estimates cover rounding errors, errors introduced bynot exactly representable constants as well asapproximation errors (best approximations with reliable error bounds).- All error estimates are reliable worst-case estimates, whichhave been derived using interval methods.- We only insist in a faithful computer arithmetic. The routines do notmanipulate the rounding mode of basic operations (setting the roundingmode may be rather expensive).- No higher precision internal data format is used. All computationsare done using the IEEE-double format (64 bit).- A C++ interface for easier use is also supplied with the library.- To get good portability all programs are written in ANSI-C.- Source code and some applications are available via anonymous ftp(public domain):FTP://iamk4515.mathematik.uni-karlsruhe.deDirectory: /pub/iwrmm/softwareImprovements and extensions of the library are still in progress.Please contact from time to time our FTP server.Please send bugs and comments per e-mail towerner.hofschuster@math.uni-karlsruhe.de orwalter.kraemer@math.uni-karlsruhe.de



A.4. README{FILE DER FI LIB{INSTALLATION 161How to unpack the source code of the library fi_lib?----------------------------------------------------Use the commandsgunzip fi_lib.tgztar xf fi_lib.tarThey generate the directory treefi_lib (source code and makefile)||------ test (integrity test )||------ example (some simple applications)To compile the source code, change the directorycd fi_liband select the correct entries in the configuration sectionat the beginning of file 'fi_lib.h', then use the commandmake allIf you have problems with the make command on MS-DOS/Windows PC's youcan use the batch file 'compall.bat'.If you have problems:---------------------1. Check the configuration section in file 'fi_lib.h'2. Check the call of the C-compiler in the Makefile (e.g. CC = cc or= gcc or ... )3. Check the call of the C++ compiler in the Makefile (e.g. CPP = CC or= g++ or ... )4. Check the options for the compiler in the Makefile(e.g. on HP-Workstations you must probably use CFLAGS= -Aa and COPT = -O)or in the batch file compall.bat5. Compile the library without any optimization options (e.g. without -O or-O2). Some compilers do some nasty things here.History-------1997/08/20 (Version 1.0) First version available on the FTP-server.1998/03/18 (Version 1.1) Some modifications in the interval routinesfor the basic operations and in the error handling routineshave been made (e.g. the input/output of intervals and thetest program fi_test have been modified).Also some simple application programs have been added.



162 ANHANG A. TABELLEN UND DATEN ZU DEN STANDARDFUNKTIONENA.5 Erzeugen einer Bibliothek f�ur Pascal-XSCVerwendet werden hierzu die Quell�les in source und in source/source_p, sowie dieentsprechende compall-Datei in p_xsc/compile.Vorgehensweise:I) In das Verzeichnis p_xsc/compile wechselna) HP-Workstation: Aufruf von compall.hpb) SUN-Workstation: Aufruf von compall.sunc) PC unter LINUX: Aufruf von compall.cc oder compall.gcc(je nach Aufruf des C-Compilers mit cc oder gcc)d) Sonst: In das Unterverzeichnis rts wechseln.Die Datei o_slct.h editieren, es mu� hier das richtige "Installation Macro\(in Abh�angigkeit von Rechner und Compiler) durch setzen von "1\ ausgew�ahltwerden, alle anderen Macros m�ussen mit "0\ gekennzeichnet sein.Anschlie�end die Datei p88rts.h editieren, im Abschnitt "con�guring secti-on\ m�ussen f�ur USING_LINT_ARGS, USING_AREALSTRU und USING_64_BITSYSgeeignete Werte (siehe Kommentarzeilen) eingetragen werden.Danach wieder in das �ubergeordnete Verzeichnis compile wechseln und dortcompall.cc bzw. compall.gcc aufrufen. Bei Problemen m�ussen eventuell dieCompileraufrufe in der Datei compall.cc bzw. compall.gcc abge�andert wer-den oder es m�ussen noch Compileroptionen hinzugef�ugt werden.II) Es m�ussen die folgenden Dateien erzeugt worden sein:ff_ari.h, ff_ari.mod und ff_ari.aIII) Erster Test der Funktionen:Hierzu die Dateien ff_ari.* in das Verzeichnis p_xsc/test kopieren und die Test-programme ff_ti.p (f�ur Punktfunktionen) und ff_tii.p (f�ur Intervallfunktionen)mit mxsc �ubersetzen und starten. Auf dem Bildschirm mu� in allen F�allen TRUEausgegeben werden.A.6 Erzeugen einer Bibliothek f�ur C-XSCF�ur C{XSC braucht keine eigene Bibliothek erzeugt werden, da die Standardfunktionen inden neuen Versionen (ab 1998) der C{XSC{Bibliothek enthalten sein werden. Verwendetwerden hierf�ur im Prinzip die gleichen Dateien wie bei der ANSI{C Version.A.7 �Ubersicht der FilenamenA.7.1 Verzeichnis source (Anzahl: 60 Files)Namen der C-Quellcode�les: (Anzahl: 60 Files)



A.7. �UBERSICHT DER FILENAMEN 163j_acos.c j_cosh.c j_log.c q_acot.c q_cos1.c q_exp2.c q_sin1.cj_acot.c j_cot.c j_log2.c q_acsh.c q_cosh.c q_expm.c q_sinh.cj_acsh.c j_coth.c j_sin.c q_acth.c q_cot.c q_glbl.c q_sqr.cj_acth.c j_ex10.c j_sinh.c q_asin.c q_coth.c q_lg10.c q_sqrt.cj_asin.c j_exp.c j_sqr.c q_asnh.c q_cth1.c q_log.c q_tan.cj_asnh.c j_exp2.c j_sqrt.c q_atan.c q_ep1.c q_log1.c q_tanh.cj_atan.c j_expm.c j_tan.c q_atn1.c q_epm1.c q_log2.cj_atnh.c j_lg10.c j_tanh.c q_atnh.c q_ex10.c q_rtrg.cj_cos.c j_lg1p.c q_acos.c q_cos.c q_exp.c q_sin.cA.7.2 Verzeichnis source/source p (Anzahl: 4 Files)Namen der C-Quellcode�les: (Anzahl: 1 File)q_errm.cNamen der Header�les: (Anzahl: 3 Files)q_defs.h q_errm.h q_fcth.hA.7.3 Verzeichnis source/source c (Anzahl: 9 Files)Namen der C-Quellcode�les: (Anzahl: 5 Files)q_comp.c q_errm.c q_pred.c q_succ.c q_ari.cNamen der Header�les: (Anzahl: 5 Files)o_defs.h q_defs.h q_errm.h q_fcth.h q_ari.hA.7.4 Verzeichnis p xsc/compile (Anzahl: 5 Files)Namen des Pascal-XSC Moduls: (Anzahl: 1 File)ff_ari.pNamen der Batchdateien ("Make�le\-Ersatz): (Anzahl: 5 Files)compall.bat compall.cc compall.gcc compall.hp compall.sunA.7.5 Verzeichnis ansi c/compile (Anzahl: 4 Files)Namen des Header�les: (Anzahl: 1 File)fi_ari.hNamen der Batchdateien ("Make�le\-Ersatz): (Anzahl: 4 Files)compall.bat compall.cc compall.gcc compall.hp



164 ANHANG A. TABELLEN UND DATEN ZU DEN STANDARDFUNKTIONENA.8 De�nitionsbereicheDe�nitionsbereiche der PunktfunktionenFunktion De�nitionsbereichsqrt [0,maxreal]exp [-maxreal, expmax]expm1 [-maxreal, expm1max]log [ nminreal, maxreal]log1p [-(one-eps),maxreal]sinh [-expmax,expmax]cosh [-expm1max,expm1max]tanh [-maxreal,maxreal]coth [-maxreal,cotmin] oder [cotmin,maxreal]arsinh [-maxreal,maxreal]arcosh [1,maxreal]artanh [-(one-eps),(one-eps)]arcoth [-maxreal,-(one+eps)] oder [(one+eps),maxreal]sin [-trimax,trimax]cos [-trimax,trimax]tan [-trimax,trimax]cot [-trimax,-nminreal] oder [nminreal,-trimax]arcsin [-1,1]arccos [-1,1]arctan [-maxreal,maxreal]arccot [-maxreal,maxreal]exp2 [-maxreal,exp2max]exp10 [-maxreal,exp10max]log2 [nminreal,maxreal]log10 [nminreal,maxreal]



A.8. DEFINITIONSBEREICHE 165De�nitionsbereiche der IntervallfunktionenFunktion De�nitionsbereichsqrt [0,maxreal]exp [-maxreal, expmax]expm1 [-maxreal, expm1max]log [ nminreal, maxreal]log1p [-(one-eps),maxreal]sinh [-expmax,expmax]cosh [-expm1max,expm1max]tanh [-maxreal,maxreal]coth [-maxreal,cotmin] oder [cotmin,maxreal]arsinh [-maxreal,maxreal]arcosh [1,maxreal]artanh [-(one-eps),(one-eps)]arcoth [-maxreal,-(one+eps)] oder [(one+eps),maxreal]sin [-maxreal,maxreal]cos [-maxreal,maxreal]tan [-maxreal,maxreal]cot [-maxreal,-nminreal] oder [nminreal,-maxreal]arcsin [-1,1]arccos [-1,1]arctan [-maxreal,maxreal]arccot [-maxreal,maxreal]exp2 [-maxreal,exp2max]exp10 [-maxreal,exp10max]log2 [nminreal,maxreal]log10 [nminreal,maxreal]wobei die Konstanten die folgenden numerischen Werte haben:Funktion dezimal hexadezimalmaxreal 1.797 693 134 862 315 8 E+308 7FEFFFFF FFFFFFFFdminreal 4.940 656 458 412 465 4 E-324 00000000 00000001nminreal 2.225 073 858 507 201 3 E-308 00100000 00000000expmax 7.097 827 128 933 840 E+002 40862E42 FEFA39EFexpm1max 7.090 895 657 128 240 E+002 408628B7 6E3A7B60cotmin 5.562 684 646 268 013 E-309 00040000 00000002trimax 3.373 259 425 345 106 E+009 41E921FB 542B0B1Cexp2max 1.023 E+003 408FF800 00000000exp10max 3.082 547 155 599 1 E+002 4008A90E 7BAD685D(one-eps) 0.999 999 999 999 999 9 3FEFFFFF FFFFFFFF(one+eps) 1.000 000 000 000 000 2 3FF00000 00000001



166 ANHANG A. TABELLEN UND DATEN ZU DEN STANDARDFUNKTIONENA.9 FehlerschrankenEs gilt: "� = 122�52 = 1:11022 : : : 10�16. Die Tabelle listet die Fehlerschranken der in derBibliothek fi_lib implementierten Funktionen. Dabei wird keine Voraussetzung �uber denRundungsmodus der Grundoperationen gemacht.Funktion rel. Fehlerschrankesqr 2:2205 � 10�16 2:00 � "�sqrt 2:2205 � 10�16 2:00 � "�exp 2:3580 � 10�16 2:13 � "�expm1 2:5926 � 10�16 2:34 � "�log 2:9398 � 10�16 2:65 � "�log1p 2:5082 � 10�16 2:26 � "�sinh 7:0933 � 10�16 6:39 � "�cosh 4:5817 � 10�16 4:13 � "�tanh 1:0546 � 10�15 9:50 � "�coth 8:3253 � 10�16 7:50 � "�arsinh 7:2075 � 10�16 6:50 � "�arcosh 1:6180 � 10�15 14:58 � "�artanh 1:2647 � 10�15 11:40 � "�arcoth 1:1479 � 10�15 10:34 � "�sin 1:0718 � 10�15 9:66 � "�cos 1:0718 � 10�15 9:66 � "�tan 2:9777 � 10�15 26:83 � "�cot 2:9777 � 10�15 26:83 � "�arcsin 2:1489 � 10�15 19:36 � "�arccos 2:1485 � 10�15 19:36 � "�arctan 1:3588 � 10�15 12:24 � "�arccot 1:8029 � 10�15 16:24 � "�exp2 2:3305 � 10�16 2:10 � "�exp10 2:4181 � 10�16 2:18 � "�log2 2:7754 � 10�15 25:00 � "�log10 2:7754 � 10�15 25:00 � "�



A.10. FEHLERSCHRANKEN BEI MAXIMAL GENAUER ARITHMETIK 167A.10 Fehlerschranken bei maximal genauerArithmetikIm folgenden werden die bereits vorhanden Ergebnisse der Fehlerabschaetzungen bei Rech-nung mit " := "� = 2�53 = 1:11022 : : : 10�16 angegeben. Die Fehlerschranken werdensich nahezu halbieren. Man beachte, dass bei der versch�arften �uber den Rundungsmo-dus die Approximationsgenauigkeit nicht ge�andert wird und dass bereits bei Annahmeeines beliebigen Rundungsmodus (wie in A.9 angenommen) alle verwendeten Konstantenround-to-nearest abgespeichert sind.Funktion expm1 (vergleiche mit den Ergebnissen auf Seite 52):Test mit 1000 Zufallszahlen (Bereich I):Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 1.257640815122943E-016Test mit 1000 Zufallszahlen (Bereich II):Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 1.220239774332858E-016Bereich Ia: Max. rel. Fehler = 1.171301864727144E-016Bereich Ib: Max. rel. Fehler = 1.225259470548786E-016Bereich IIa: Max. rel. Fehler = 1.274432066933006E-016Bereich IIb: Max. rel. Fehler = 1.243354537645288E-016Bereich IIc: Max. rel. Fehler = 1.233948443989451E-016Bereich IId: Max. rel. Fehler = 1.193419835087194E-016Bereich Ic: Max. rel. Fehler = 1.301739721374002E-016Bereich Id: Max. rel. Fehler = 1.236443521987139E-016Bereich Ie: Max. rel. Fehler = 1.186229075642638E-016Max. rel. Fehlerschranke der ffexpm1-Funktion: 1.301739721374002E-016------------------------------------------------------------Fehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:/* eps(q_....) = 1.301739721374002E-016; *//* q_...m = 1 - eps(q_....) = 9.999999999999996E-001 */double q_...m = 9007199254740988.0 / 9007199254740992.0;/* q_...p = 1 + eps(q_....) = 1.000000000000001E+000 */double q_...p = 4503599627370499.0 / 4503599627370496.0;



168 ANHANG A. TABELLEN UND DATEN ZU DEN STANDARDFUNKTIONENA.11 Programme zur Fehlerabsch�atzungDie folgenden Tabelle listet die Namen der Dateien der in Pascal{XSC implementierenFehlerabsch�atzungsprogramme auf. Beispielhaft ist das Programm ffexpm1.p ab Seite 41abgedruckt. Funktion Programmnameexp ffexp.pexpm1 ffexpm1.plog fflog.plog1p fflog1p.psinh ffsinh.pcosh ffcosh.ptanh fftanh.pcoth ffcoth.parsinh ffasinh.parcosh ffacosh.partanh ffatanh.parcoth ffacoth.psin ffsin.pcos ffcos.ptan fftan.pcot ffcot.parcsin ffasin.parccos ffacos.parctan ffatan.parccot ffacot.pexp2 ffexp2.pexp10 ffex10.plog2 fflog2.plog10 fflg10.p



A.12. �UBERSICHT DER IMPLEMENTIERTEN FUNKTIONEN 169A.12 �Ubersicht der implementierten Funktionen undUnterprogrammeImplementierung verwendete verwendeteFunktionsname in File Bedeutung Funktionen Konstantenq_acos q_acos.c arccos-Punktfunktion q_abortnan q_pihaq_abortr1sqrtq_atn1q_acot q_acot.c arccot-Punktfunktion q_abortnan q_pihaq_atn1 q_piq_acsh q_acsh.c arcosh-Punktfunktion q_abortnan q_l2sqrtq_log1q_l1p1q_acth q_acth.c arcoth-Punktfunktion q_abortnanq_abortr1q_l1p1q_asin q_asin.c arcsin-Punktfunktion q_abortnan q_pihaq_abortr1 q_atntsqrtq_atn1q_asnh q_asnh.c arsinh-Punktfunktion q_abortnan q_l2q_log1q_l1p1sqrtq_atan q_atan.c arctan-Punktfunktion q_abortnan q_pihaq_atnb[*]q_atnc[*]q_atnd[*]q_atn1 q_atn1.c arctan-Punktfunktion, q_pihaohne Fehlerabbruch, q_atnb[*]darf nur mit zul�assigen q_atnc[*]Argumenten aufgerufen q_atnd[*]werdenq_atnh q_atnh.c artanh-Punktfunktion q_abortnanq_abortr1q_log1q_l1p1q_cos q_cos.c cos-Punktfunktion q_abortnan q_pi2iq_abortr1 q_sint[*]q_rtrg q_sins[*]q_sinc[*]q_cos1 q_cos1.c cos-Punktfunktion, q_abortnan q_pi2ies wird keine q_abortr1 q_sint[*]Argumentreduktion q_sins[*]durchgef�uhrt q_sinc[*]



170 ANHANG A. TABELLEN UND DATEN ZU DEN STANDARDFUNKTIONENImplementierung verwendete verwendeteFunktionsname in File Bedeutung Funktionen Konstantenq_cosh q_cosh.c cosh-Punktfunktion q_abortnan q_ex2cq_abortr1q_ep1q_cot q_cot.c cot-Punktfunktion q_abortnan q_pi2iq_abortr1 q_sint[*]q_rtrg q_sins[*]q_sinc[*]q_minrq_coth q_coth.c coth-Punktfunktion q_abortnan q_ln2hq_abortr1q_ep1q_epm1q_cth1 q_cth1.c coth-Punktfunktion, q_ep1 q_ln2hohne Fehlerabbruch, q_epm1darf nur mit zul�assigenArgumenten aufgerufenwerdenq_ep1 q_ep1.c exp-Punktfunktion, q_abortr1 q_ext1ohne Pr�ufung auf NaN, q_ex2adarf nur mit zul�assigen q_ex2bArgumenten aufgerufen q_exilwerden q_exl1q_exl2q_exa[*]q_exld[*]q_extl[*]q_epm1 q_epm1.c (exp-1)-Punktfunktion, q_abortr1 q_ext1ohne Pr�ufung auf NaN, q_ex2cdarf nur mit zul�assigen q_ext3Argumenten aufgerufen q_ext4werden q_ext5q_p2mhq_exilq_exl1q_exl2q_exa[*]q_exb[*]q_exld[*]q_extl[*]q_ex10 q_ex10.c Exponential- q_abortnan q_ext1Punktfunktion q_abortr1 q_e10izur Basis 10 q_e1l1q_e1l2q_exd[*]q_exld[*]q_extl[*]



A.12. �UBERSICHT DER IMPLEMENTIERTEN FUNKTIONEN 171Implementierung verwendete verwendeteFunktionsname in File Bedeutung Funktionen Konstantenq_exp q_exp.c exp-Punktfunktion, q_abortnan q_ext1q_abortr1 q_ex2aq_exilq_exl1q_exl2q_exa[*]q_exld[*]q_extl[*]q_exp2 q_exp2.c Exponential- q_abortnan q_ext1Punktfunktion q_abortr1 q_exc[*]zur Basis 2 q_exld[*]q_extl[*]q_expm q_expm.c (exp-1)-Punktfunktion, q_abortnan q_ext1q_arbortr1 q_ex2cq_ext3q_ext4q_ext5q_p2hq_p2mhq_exilq_exl1q_exl2q_exa[*]q_exb[*]q_exld[*]q_extl[*]q_glbl.c Globale Konstanten,Fehlerkonstanten f�urdie Intervallfunktionenq_lg10 q_lg10.c Logarithmus- q_abortnan q_l10iPunktfunktion q_logzur Basis 10q_log q_log.c log-Punktfunktion q_abortnan q_minrq_arbortr1 q_lgt1q_lgt2q_lgb[*]q_lgc[*]q_lgld[*]q_lgtl[*]q_lg1p q_log.c log(1+x)-Punktfunktion q_abortnan q_lgt3q_abortr1 q_lgt4q_lgt5q_lgt6q_lgb[*]q_lgc[*]q_lgld[*]q_lgtl[*]



172 ANHANG A. TABELLEN UND DATEN ZU DEN STANDARDFUNKTIONENImplementierung verwendete verwendeteFunktionsname in File Bedeutung Funktionen Konstantenq_log1 q_log1.c log-Punktfunktion, q_abortr1 q_minrVersion ohne q_lgt1Argumentpr�ufung q_lgt2q_lgb[*]q_lgc[*]q_lgld[*]q_lgtl[*]q_l1p1 q_log1.c log(1+x)-Punktfunktion, q_abortr1 q_lgt3Version ohne q_lgt4Argumentpr�ufung q_lgt5q_lgt6q_lgb[*]q_lgc[*]q_lgld[*]q_lgtl[*]q_log2 q_log2.c Logarithmus- q_abortnan q_l2iPunktfunktion q_logzur Basis 2q_rtrg q_rtrg.c Argumentreduktion q_r2tr q_pih[*]f�ur die trig.Funktionenq_r2tr q_rtrg.c Argumentreduktion q_pih[*]f�ur die trig.Funktionenq_sin q_sin.c sin-Punktfunktion q_abortnan q_pi2iq_arbortr1 q_sint[*]q_rtrg q_sinc[*]q_sins[*]q_sin1 q_sin1.c sin-Punktfunktion q_abortnan q_sint[*]ohne Argumentreduktion q_arbortr1 q_sinc[*]q_rtrg q_sins[*]q_sinh q_sinh.c sinh-Punktfunktion q_abortnanq_arbortr1q_ep1q_epm1q_sqr q_sqr.c sqr-Punktfunktion q_abortnanq_arbortr1q_sqrt q_sqrt.c sqrt-Punktfunktion q_abortnanverwendet sqrt q_arbortr1aus <math.h> sqrtq_tan q_tan.c tan-Punktfunktion q_abortnan q_pi2iq_arbortr1 q_sint[*]q_rtrg q_sinc[*]q_sins[*]q_tanh q_tanh.c tanh-Punktfunktion q_abortnanq_arbortr1q_cth1



A.12. �UBERSICHT DER IMPLEMENTIERTEN FUNKTIONEN 173Implementierung verwendete verwendeteFunktionsname in File Bedeutung Funktionen Konstantenj_acos j_acos.c arccos- q_acos q_ccspIntervallfunktion q_ccsmj_acot j_acot.c arccot- q_acot q_cctpIntervallfunktion q_cctmj_acsh j_acsh.c arcosh- q_abortr2 q_acspIntervallfunktion q_acsh q_acsmj_acth j_acth.c arcoth- q_abortr2 q_actpIntervallfunktion q_acth q_actmj_asin j_asin.c arcsin- r_pred q_csnpIntervallfunktion r_succ q_csnmq_asin q_atntj_asnh j_asnh.c arsinh- r_pred q_asnpIntervallfunktion r_succ q_asnmq_asnh q_minrj_atan j_atan.c arctan- r_pred q_ctnpIntervallfunktion r_succ q_ctnmq_atan q_atntj_atnh j_atnh.c artanh- r_pred q_atnpIntervallfunktion r_succ q_atnmq_abortr2 q_minrq_atnhj_cos j_cos.c cos- q_cos q_sint[*]Intervallfunktion q_rtrg q_cospq_cos1 q_cosmq_piq_pi2iq_sinpq_sinmj_cosh j_cosh.c cosh- q_cosh q_cshpIntervallfunktion q_cshmj_cot j_cot.c cot- q_cot q_sint[*]Intervallfunktion q_abortr2 q_cotpq_cos1 q_cotmq_pi2ij_coth j_coth.c coth- q_abortr2 q_cthpIntervallfunktion q_coth q_cthmj_ex10 j_ex10.c Exponential- q_ex10 q_minrIntervallfunktion q_e10pzur Basis 10 q_e10mj_exp j_exp.c Exponential- q_exp q_minrIntervallfunktion q_exepzur Basis e q_exemq_minej_exp2 j_exp2.c Exponential- q_exp2 q_minrIntervallfunktion q_e2epzur Basis 2 q_e2em



174 ANHANG A. TABELLEN UND DATEN ZU DEN STANDARDFUNKTIONENImplementierung verwendete verwendeteFunktionsname in File Bedeutung Funktionen Konstantenj_expm j_expm.c (exp-1)- q_expm q_minrIntervallfunktion r_succ q_exmpq_exmmj_lg10 j_lg10.c Logarithmus- q_lg10 q_l10pIntervallfunktion q_l10mzur Basis 10j_lg1p j_lg1p.c log(x+1) - q_lg1p q_lgppIntervallfunktion q_lgpmj_log j_log.c Logarithmus - q_log q_logpIntervallfunktion q_logmj_log2 j_log2.c Logarithmus- q_log2 q_lg2pIntervallfunktion q_lg2mzur Basis 2j_sin j_sin.c sin- q_sin q_sint[*]Intervallfunktion q_rtrg q_sinpq_sin1 q_sinmr_pred q_pir_succ q_pi2ij_sinh j_sinh.c sinh- q_sinh q_minrIntervallfunktion r_pred q_snhmr_succ q_snhpj_sqr j_sqr.c Quadrat- q_sqrIntervallfunktion q_abortnanq_abortr2r_predr_succj_sqrt j_sqrt.c Quadratwurzel- q_sqrtIntervallfunktion r_predr_succj_tan j_tan.c tan- q_abortr2 q_sint[*]Intervallfunktion q_tan q_tanpr_pred q_tanmr_succ q_pi2ir_succj_tanh j_tanh.c tanh- q_tanh q_minrIntervallfunktion r_pred q_tnhpr_succ q_tnhmVersion P-XSC q_defs.h Header�le q_errm.henth�alt Makros,KonstantenvereinbarungenPOWER2 q_defs.h Makro, Ersatz f�urVersion P-XSC ldexp aus math.hFREXPO q_defs.h Makro, Ersatz f�urVersion P-XSC frexp aus math.hCUT24 q_defs.h Makro, AbschneidenVersion P-XSC auf 24 Bit L�angeCUTINT q_defs.h Makro, ZuweisungVersion P-XSC double an int



A.12. �UBERSICHT DER IMPLEMENTIERTEN FUNKTIONEN 175Implementierung verwendete verwendeteFunktionsname in File Bedeutung Funktionen KonstantenVersion P-XSC q_errm.h Header�le q_defs.hFehlerhandling q_fcth.hNANTEST q_errm.h Makro, Test t_exc_.hVersion P-XSC x = NAN t_defs.hq_abortnan q_errm.c Abbruch und ieee_abortr1Version P-XSC Fehlermeldungq_abortr1 q_errm.c Abbruch und ieee_abortr1Version P-XSC Fehlermeldungq_abortr2 q_errm.c Abbruch und ieee_abortr2Version P-XSC FehlermeldungVersion P-XSC q_fcth.h Header�lePrototypenVersion ANSI-C o_defs.h Header�le math.hSteuerung bed. �Ubers.r_succ o_defs.h Makro, ersetztVersion ANSI-C r_succ durch q_succr_pred o_defs.h Makro, ersetztVersion ANSI-C r_pred durch q_predVersion ANSI-C q_errm.h Header�le q_defs.hFehlerhandling q_fcth.hstdlib.hNANTEST q_errm.h Makro, Test t_exc_.hVersion ANSI-C x = NAN t_defs.hq_abortnan q_errm.c Abbruch und exitVersion ANSI-C Fehlermeldungq_abortr1 q_errm.c Abbruch und exitVersion ANSI-C Fehlermeldungq_abortr2 q_errm.c Abbruch und exitVersion ANSI-C FehlermeldungVersion ANSI-C q_defs.h Header�le q_errm.henth�alt Makros,KonstantenvereinbarungenPOWER2 q_defs.h Makro, Ersatz f�urVersion ANSI-C ldexp aus math.hFREXPO q_defs.h Makro, Ersatz f�urVersion ANSI-C frexp aus math.hCUT24 q_defs.h Makro, AbschneidenVersion ANSI-C auf 24 Bit L�angeCUTINT q_defs.h Makro, ZuweisungVersion ANSI-C double an intVersion ANSI-C q_fcth.h Header�lePrototypenq_pred q_pred.c Gleitkomma-Version ANSI-C vorg�angerq_succ q_succ.c Gleitkomma-Version ANSI-C nachfolger



176 ANHANG A. TABELLEN UND DATEN ZU DEN STANDARDFUNKTIONENImplementierung verwendete verwendeteFunktionsname in File Bedeutung Funktionen KonstantenVersion ANSI-C ti_ari.h Header�le o_defs.hIntervallgrund- q_fcth.harithmetik... ti_ari.c Intervall- q_predVersion ANSI-C grundarithmetik q_succAlle Funktionen verwenden die Headerdateien o_defs.h, q_defs.h und q_fcth.h.A.13 Verwendete Funktionen des Pascal-XSC Lauf-zeitsystemsDie Version f�ur Pascal-XSC verwendet die folgenden Funktionen aus dem Laufzeitsystemvon Pascal-XSC:E_SPUSH()E_SPOPP()ieee_abortr1()ieee_abortr2()r_pred()r_succ()Die folgenden Header�les des Laufzeitsystems werden eingebunden:o_defs.ht_exc_.ht_defs.hA.14 Redundanter ProgrammcodeAus Laufzeitgr�unden wurde an manchen Stellen bestimmter Programmcode mehrfachimplementiert. Da dies bei sp�ateren �Anderungen und Modi�kationen eine Fehlerquellesein k�onnte, sind diese Stellen hier aufgef�uhrt:� Berechnung der arctan-Punktfunktion:q_atan.c und q_atn1.c� Berechnung des cos-Punktfunktion:q_cos.c und q_cos1.c� Teile der Argumentreduktion bei den trigonometrischen Funktionen:q_cos.c, q_cot.c, q_rtrg.c, q_sin.c, q_tan.c, j_cos.c, j_cot.c, j_sin.c,q_tan.c



A.14. REDUNDANTER PROGRAMMCODE 177� Approximation Sinusfunktion:q_cos.c, q_cot.c, q_sin.c, q_sin1.c, q_tan.c� Approximation Cosinusfunktion:q_cos.c, q_cot.c, q_sin.c, q_sin1.c, q_tan.c� "Intervalllogik\ der Sinus-/Cosinusfunktion:j_cos.c und j_sin.c� Berechnung der Exponentialfunktion:q_ep1.c und q_exp.c� Berechnung der Exponentialfunktion minus 1:q_epm1.c und q_expm.c� Berechnung der Logarithmusfunktion und der Funktion log(1 + x):q_log.c und q_log1.cEine Modi�kation am Programmquellcode mu� immer in allen betro�enen Dateien erfol-gen!



178 ANHANG A. TABELLEN UND DATEN ZU DEN STANDARDFUNKTIONEN



Anhang BModul abs arimodule abs_ari;{---------------------------------------------------------------------------}{ F e h l e r s c h r a n k e n a r i t h m e t i k }{ }{ zur sicheren Abschaetzung von a b s o l u t e n Fehlern }{ }{ Werner Hofschuster und Walter Kraemer }{ }{ Letzte Aenderung am Modul: 29.10.1997 }{---------------------------------------------------------------------------}use i_ari; { Intervallarithmetik einbinden }use iostd; { Ermoeglicht sauberen Programmabbruch }$offuse ff_ari; { fuer Funktion expm1 }$on{---------------------------------------------------------------------------}{ Globale Vereinbarung des Fehlerdatentyps }{---------------------------------------------------------------------------}global type BoundType = global record { Neuer Datentyp }Enclosure: interval; { Einschliessung der korrekten Werte }AbsErr: real; { Zugehoeriger max. absoluter Fehler }end;{ }{ Ist a eine Variable vom Typ BoundType, so liegt die durch diese }{ Variable repraesentierte exakte Groesse im Intervall a.Enclosure. Fuer }{ die gestoerten Groessen gilt die absolute Fehlerschranke a.AbsErr }{---------------------------------------------------------------------------}{---------------------------------------------------------------------------}{ Einige globale Groessen }{---------------------------------------------------------------------------}global const Eps53 = 1.110224E-16;{ Maschinenepsilon: IEEE RoundToNearest, 2**(-53)= 1.110223...E-16 }global const Eps52 = 2.220447E-16;{ Maschinenepsilon: IEEE RoundToDown/Up, 2**(-52)= 2.220446...E-16 }179



180 ANHANG B. MODUL ABS ARIglobal const MinReal = 2.2250738585072013E-308;{ Kleinste positive normalisierte Gleitkommazahl }global const dMinReal = 4.9406564584124654e-324;{ Kleinste positive normalisierte Gleitkommazahl }global const MaxReal = 1.7976931348623158e308;{ Groesste positive Gleitkommazahl }var UnflowRange: interval;{ Bereich des gradual Underflows und Underflows }var EpsQuer: real;{ Relativer Fehler fuer eine Maschinenoperation }var EpsArctan,EpsExp,EpsExpm1,EpsLn,EpsLn1p,EpsCoth : real;{ Relative Fehler fuer Auswertung von Funktionen mit exaktem Argument }var DelArctan,DelExp,DelExpm1 : real;{ Absolute Fehler fuer Auswertung von Funktionen mit exaktem Argument }global var EpsAriTest: boolean; { Unterlaufwarnungen ein/ausschalten }{---------------------------------------------------------------------------}{ Einige globale Hilfsfunktionen }{---------------------------------------------------------------------------}global procedure Set_EpsQuer(EpsAkt:real);beginEpsQuer:=EpsAkt;end;global function pred(x:real; n:integer):real;var i:integer;beginfor i:=1 to n do x:=pred(x);pred:=x;end;global function succ(x:real; n:integer):real;var i:integer;beginfor i:=1 to n do x:=succ(x);succ:=x;end;



181global function MaxAbs(x: interval): real;beginMaxAbs:= sup( abs(x) );end;global function MinAbs(x: interval): real;beginMinAbs:= inf( abs(x) );end;global function Max(x, y: real): real;beginif x >= y then Max:=x else Max:=y;end;global function Min(x, y: real): real;beginif x <= y then Min:=x else Min:=y;end;{------- Hilfsfunktion: Umwandlung relativer in absoluter Fehler -----------}global function rel2abs(a:interval; eps_a:real):real;beginrel2abs:= MaxAbs(a)*>eps_a;end;{------- Hilfsprozedur: Ausgabe von Fehlerkonstanten fuer ANSI-C -----------}global procedure em1_ep1(eps_f:real);var {Hilfsvariablen fuer Zerlegung}rr: real;ss: real;cc: real;ex: integer;beginwriteln('------------------------------------------------------------');writeln('Fehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:');cc:= (1 -< eps_f) *< (1 -< EpsQuer);ex:= expo(cc);rr:= cc*power(2, 53-ex); { transform to integer }ss:= power(2, 53-ex); { denominator = 2** }writeln('/* eps(q_....) =',eps_f,'; */');writeln('/* q_...m = 1 - eps(q_....) =',cc:23,' */');writeln('double q_...m =', rr:19:1, ' / ', ss:18:1, ';');cc:= (1 +> eps_f) *> (1 +> EpsQuer);ex:= expo(cc);rr:= cc*power(2, 53-ex); { transform to integer }ss:= power(2, 53-ex); { denominator = 2** }writeln('/* q_...p = 1 + eps(q_....) =',cc:23,' */');writeln('double q_...p =', rr:19:1, ' / ', ss:18:1, ';');end;



182 ANHANG B. MODUL ABS ARI{---------------------------------------------------------------------------}global function EpsInv(Eps: real; var code: integer): real;{ 1/(1+Eps) = 1+EpsInv; Eps<=0.5 ! }begincode:= 0;if Eps > 0.5 then beginEpsInv:= -1;code:= 1endelse EpsInv:= Eps *> (1 +> 2*>Eps)end;{---------------------------------------------------------------------------}{ F e h l e r s c h r a n k e n a r i t h m e t i k }{ fuer +, -, *, /. }{ Absolute Fehlerschranken der beiden Operanden sind bekannt. }{ Die exakten Werte der Operanden liegen in den Intervallen }{ alpha und beta. }{---------------------------------------------------------------------------}global function DeltaAdd(alpha, beta: interval; DeltaA, DeltaB: real ): real;{--------------------------------------------------------------}{ Berechnet wird die absolute Fehlerschranke bei einer }{ Addition von fehlerbehafteten Groessen. }{--------------------------------------------------------------}{ Die exakten Werte des 1. Summanden liegen im Intervall alpha.}{ Der absolute Fehler der fehlerbehafteten Werte ist durch }{ DeltaA beschraenkt. }{ Die exakten Werte des 2. Summanden liegen im Intervall beta. }{ Der absolute Fehler der fehlerbehafteten Werte ist durch }{ DeltaB beschraenkt. }{--------------------------------------------------------------}var u, v: real;ResultSet: interval;beginif (DeltaA=0) and (DeltaB=0) and ((alpha=0) or (beta=0)) thenDeltaAdd:= 0else beginif EpsAriTest then begin { Unterlaufwarnung }ResultSet:= alpha + intval(-DeltaA, DeltaA)+ beta + intval(-DeltaB, DeltaB);if not (ResultSet >< UnflowRange) then beginwrite(' DeltaAdd: Ergebnis im Unterlauf! Weiter mit <Return> ');readln;end;end; { Unterlaufwarnung }u:= EpsQuer *> MaxAbs(alpha+beta);v:= (DeltaA +> DeltaB) *> (1 +> EpsQuer);DeltaAdd:= u +> v +> MinReal;



183end;end;global function DeltaSub(alpha, beta: interval; DeltaA, DeltaB: real ): real;{--------------------------------------------------------------}{ Berechnet wird die absolute Fehlerschranke bei einer }{ Subtraktion von fehlerbehafteten Groessen. }{--------------------------------------------------------------}{ Die exakten Werte des 1. Operanden liegen im Intervall alpha.}{ Der absolute Fehler der fehlerbehafteten Werte ist durch }{ DeltaA beschraenkt. }{ Die exakten Werte des 2. Operanden liegen im Intervall beta. }{ Der absolute Fehler der fehlerbehafteten Werte ist durch }{ DeltaB beschraenkt. }{--------------------------------------------------------------}beginDeltaSub:=DeltaAdd(alpha, -beta, DeltaA, DeltaB);end;global function DeltaMul(alpha, beta: interval; DeltaA, DeltaB: real ): real;{--------------------------------------------------------------}{ Berechnet wird die absolute Fehlerschranke bei einer }{ Multiplikation von fehlerbehafteten Groessen. }{--------------------------------------------------------------}{ Die exakten Werte des 1. Faktors liegen im Intervall alpha. }{ Der absolute Fehler der fehlerbehafteten Werte ist durch }{ DeltaA beschraenkt. }{ Die exakten Werte des 2. Faktors liegen im Intervall beta. }{ Der absolute Fehler der fehlerbehafteten Werte ist durch }{ DeltaB beschraenkt. }{--------------------------------------------------------------}var u, v: real;var ResultSet: interval;beginif (alpha=1) and (DeltaA=0) thenDeltaMul:= DeltaBelse if (beta=1) and (DeltaB=0) thenDeltaMul:= DeltaAelse beginu:= MaxAbs(alpha) *> DeltaB + MaxAbs(beta) *> DeltaA;v:= (1 +> EpsQuer) *> (u +> DeltaA *> DeltaB);DeltaMul:= EpsQuer *> MaxAbs(alpha*beta) +> v +> MinReal;if EpsAriTest then begin { Unterlaufwarnung }ResultSet:= ( alpha + intval(-DeltaA,DeltaA) )* ( beta + intval(-DeltaB,DeltaB) );if not (ResultSet >< UnflowRange) then beginwrite(' DeltaMul: Ergebnis im Unterlauf! Weiter mit <Return> ');readln;end;



184 ANHANG B. MODUL ABS ARIend; { Unterlaufwarnung }end;end;global function DeltaDiv(alpha, beta: interval; DeltaA, DeltaB: real ): real;{--------------------------------------------------------------}{ Berechnet wird die absolute Fehlerschranke bei einer }{ Division von fehlerbehafteten Groessen. }{--------------------------------------------------------------}{ Die exakten Werte des 1. Operanden liegen im Intervall alpha.}{ Der absolute Fehler der fehlerbehafteten Werte ist durch }{ DeltaA beschraenkt. }{ Die exakten Werte des 2. Operanden liegen im Intervall beta. }{ Der absolute Fehler der fehlerbehafteten Werte ist durch }{ DeltaB beschraenkt. }{--------------------------------------------------------------}var u:real;var code:integer;var ResultSet: interval;beginif (intval(0) <+ beta) then DeltaDiv:=(1.0/0);{Programmabbruch ! ( 0 in beta ) }if (beta=1) and (DeltaA=0) and (DeltaB=0) thenDeltaDiv:= 0else beginu:= DeltaB /> MinAbs(beta);u:=EpsInv(u, code);if code=1 then writeln('Fehler bei EpsInv !');u:=EpsQuer+>u;u:=u*>(MaxAbs(alpha)+>DeltaA)+>DeltaA;DeltaDiv:=u /> ( MinAbs(beta) -< DeltaB ) +> MinReal;if EpsAriTest then begin { Unterlaufwarnung }ResultSet:= ( alpha + intval(-DeltaA,DeltaA) )/ ( beta + intval(-DeltaB,DeltaB) );if not (ResultSet >< UnflowRange) then beginwrite(' DeltaDiv: Ergebnis im Unterlauf! Weiter mit <Return> ');readln;end;end; { Unterlaufwarnung }end;end;{--------------------------------------------------------------------------}{ }{ F e h l e r s c h r a n k e n a r i t h m e t i k }{ }{ fuer Funktionen SQRT, EXP, EXPM1:=exp(x)-1, LN, LN1P:=ln(1+x) }



185{ und ARCTAN ... }{ }{ Die absolute Fehlerschranke DELTA des Argumentes ist bekannt. }{ Der exakte Wert des Operanden liegt im Intervall alpha. }{--------------------------------------------------------------------------}global function DeltaSqrt(Alpha: interval; DeltaA: real): real;beginif (Alpha.inf > DeltaA) thenDeltaSqrt:= EpsQuer *> MaxAbs(sqrt(alpha))+> 0.5 *> (1 +> EpsQuer) *> DeltaA/> MinAbs(sqrt(Alpha-intval(-DeltaA,DeltaA) ) )+> dminrealelse beginwriteln('*** DeltaSqrt: Argument <= 0!');exit(1); { Programmabbruch }end;end;global function DeltaArctan(Alpha: interval; DeltaA: real): real;beginDeltaArctan:= EpsArctan *> MaxAbs(arctan(alpha))+> (1 +> EpsArctan) *> DeltaA/> ( 1 +< MinAbs(sqr(Alpha+intval(-DeltaA,DeltaA) ) ) )+> DelArctan;end;global function DeltaExp(Alpha: interval; DeltaA: real): real;beginDeltaExp:= EpsExp *> MaxAbs(exp(alpha))+> (1 +> EpsExp) *> DeltaA*> MaxAbs(exp(Alpha+intval(-DeltaA,DeltaA)))+> DelExp;end;global function DeltaExpm1(Alpha: interval; DeltaA: real): real;beginDeltaExpm1:= EpsExpm1 *> MaxAbs(exp(alpha)-1)+> (1 +> EpsExpm1) *> DeltaA*> MaxAbs(exp(Alpha+intval(-DeltaA,DeltaA)))+> DelExpm1;$offif MaxAbs(Alpha) <= MinReal then { Alpha ganz im Unterlaufbereich }DeltaExpm1:= DelExpm1elseDeltaExpm1:= EpsExpm1 *> MaxAbs(ffexpm1(alpha))+> (1 +> EpsExpm1) *> DeltaA*> MaxAbs(exp(Alpha+intval(-DeltaA,DeltaA))){+> DelExpm1};$onend;global function DeltaLn(Alpha: interval; DeltaA: real): real;begin



186 ANHANG B. MODUL ABS ARIDeltaLn:= EpsLn *> MaxAbs(ln(alpha))+> (1 +> EpsLn) *> DeltaA/> MinAbs(Alpha+intval(-DeltaA,DeltaA));end;global function DeltaLn1p(Alpha: interval; DeltaA: real): real;var ResultSet: interval;beginDeltaLn1p:= EpsLn1p *> MaxAbs(ln(alpha+1))+> (1 +> EpsLn1p) *> DeltaA/> (1 +< MinAbs(Alpha+intval(-DeltaA,DeltaA)));if EpsAriTest then begin { Unterlaufwarnung }ResultSet:= ln( alpha + intval(-DeltaA,DeltaA) + 1 );if not (ResultSet >< UnflowRange) then beginwrite(' DeltaLn1p: Ergebnis im Unterlauf! Weiter mit <Return> ');readln;end;end; { Unterlaufwarnung }end;global function DeltaCoth(Alpha: interval; DeltaA: real): real;beginDeltaCoth:= EpsCoth *> MaxAbs(coth(alpha))+> (1 +> Epscoth) *> DeltaA/> MinAbs( sqr( sinh( Alpha+intval(-DeltaA,DeltaA) ) ) );end;{----------------------------------------------------------------------------}{ F u n k t i o n s u e b e r l a d u n g e n fuer neuen Datentyp BoundType }{----------------------------------------------------------------------------}global function sqrt(x: BoundType): BoundType;var erg: BoundType;beginerg.AbsErr := DeltaSqrt(x.Enclosure, x.AbsErr); { abs. Fehlerschranke }erg.Enclosure := Sqrt(x.Enclosure); { Werteeinschliessung }sqrt:= erg;end;global function arctan(x: BoundType): BoundType;var erg: BoundType;beginerg.AbsErr := DeltaArctan(x.Enclosure, x.AbsErr); { abs. Fehlerschranke }erg.Enclosure := Arctan(x.Enclosure); { Werteeinschliessung }arctan:= erg;end;global function exp(x: BoundType): BoundType;var erg: BoundType;beginerg.AbsErr := DeltaExp(x.Enclosure, x.AbsErr); { abs. Fehlerschranke }erg.Enclosure := Exp(x.Enclosure); { Werteeinschliessung }exp:= erg;end;



187global function expm1(x: BoundType): BoundType;var erg: BoundType;beginerg.AbsErr := DeltaExpm1(x.Enclosure, x.AbsErr); { abs. Fehlerschranke }erg.Enclosure := Exp(x.Enclosure)-1; { Werteeinschliessung }$offerg.Enclosure := ffexpm1(x.Enclosure);$onexpm1:= erg;end;global function ln(x: BoundType): BoundType;var erg: BoundType;beginerg.AbsErr := DeltaLn(x.Enclosure, x.AbsErr); { abs. Fehlerschranke }erg.Enclosure := Ln(x.Enclosure); { Werteeinschliessung }ln:= erg;end;global function ln1p(x: BoundType): BoundType;var erg: BoundType;beginerg.AbsErr := DeltaLn1p(x.Enclosure, x.AbsErr); { abs. Fehlerschranke }erg.Enclosure := Ln(1+x.Enclosure); { Werteeinschliessung }ln1p:= erg;end;global function coth(x: BoundType): BoundType;var erg: BoundType;beginerg.AbsErr := DeltaCoth(x.Enclosure, x.AbsErr); { abs. Fehlerschranke }erg.Enclosure := coth(x.Enclosure); { Werteeinschliessung }coth:= erg;end;{-----------------------------------------------------------------------------}{ O p e r a t o r d e f i n i t i o n e n }{-----------------------------------------------------------------------------}global operator := ( var res: BoundType; rhs: real);beginres.Enclosure.inf := pred(rhs);res.Enclosure.sup := succ(rhs);res.AbsErr := succ(abs(rhs)) *> EpsQuer ;end;global operator := ( var res: BoundType; rhs: interval);beginres.Enclosure := rhs;res.AbsErr := MaxAbs(rhs) *> EpsQuer;end;global function rnd_to_n ( rhs: real):BoundType;



188 ANHANG B. MODUL ABS ARIbeginrnd_to_n.Enclosure.inf := pred(rhs);rnd_to_n.Enclosure.sup := succ(rhs);rnd_to_n.AbsErr := succ(abs(rhs)) *> Eps53; { round-to-nearest !!! }end;global function Exact( rhs: real):BoundType;beginExact.Enclosure := rhs;Exact.AbsErr := 0.0;end;global function Exact( rhs: interval):BoundType;beginExact.Enclosure := rhs;Exact.AbsErr:= 0.0;end;global operator + (x, y: BoundType) erg: BoundType;beginerg.AbsErr := DeltaAdd(x.Enclosure, y.Enclosure, x.AbsErr, y.AbsErr);erg.Enclosure := x.Enclosure + y.Enclosure;end;global operator + (x: integer; y: BoundType) erg: BoundType;beginerg.AbsErr := DeltaAdd(intval(x), y.Enclosure, 0.0, y.AbsErr);erg.Enclosure := x + y.Enclosure;end;global operator - (x: BoundType) erg: BoundType;beginerg.AbsErr := x.AbsErr;erg.Enclosure := -x.Enclosure;end;global operator - (x, y: BoundType) erg: BoundType;beginerg.AbsErr := DeltaAdd(x.Enclosure, -y.Enclosure, x.AbsErr, y.AbsErr);erg.Enclosure := x.Enclosure - y.Enclosure;end;global operator - (x: integer; y: BoundType) erg: BoundType;beginerg.AbsErr := DeltaAdd(intval(x), -y.Enclosure, 0.0, y.AbsErr);erg.Enclosure := x - y.Enclosure;end;global operator - (x: BoundType; y: integer) erg: BoundType;beginerg.AbsErr := DeltaAdd(x.Enclosure, intval(-y), x.AbsErr, 0.0);erg.Enclosure := x.Enclosure - y;end;



189global operator * (x, y: BoundType) erg: BoundType;beginerg.AbsErr := DeltaMul(x.Enclosure, y.Enclosure, x.AbsErr, y.AbsErr);erg.Enclosure := x.Enclosure * y.Enclosure;end;global operator * (x: integer; y: BoundType) erg: BoundType;beginerg.AbsErr := DeltaMul(intval(x), y.Enclosure, 0.0, y.AbsErr);erg.Enclosure := x * y.Enclosure;end;global operator / (x, y: BoundType) erg: BoundType;beginerg.AbsErr := DeltaDiv(x.Enclosure, y.Enclosure, x.AbsErr, y.AbsErr);erg.Enclosure := x.Enclosure / y.Enclosure;end;global operator / (x: integer; y: BoundType)erg: BoundType;beginerg.AbsErr := DeltaDiv(intval(x), y.Enclosure, 0.0, y.AbsErr);erg.Enclosure := intval(x) / y.Enclosure;end;{---------------------------------------------------------------------------}begin { Initialisierungen }UnflowRange:= intval(-MinReal, MinReal);EpsAriTest := false;EpsQuer:= Eps52;EpsArctan := (> 1.358774060669230E-015);DelArctan := dminreal;EpsExp := (> 2.3580e-16);DelExp := dminreal;EpsExpm1 := (> 2.5926e-16);DelExpm1 := dminreal;EpsLn := (> 2.9398e-16);EpsLn1p := (> 2.5082e-16);EpsCoth := (> 8.3253e-16);end. { module abs_ari }{----------------------------------------------------------------------------}



190 ANHANG B. MODUL ABS ARI



Anhang CC++ { Schnittstelle der ANSI-CVersion/*********************************************************************//* *//* fi_lib --- A fast interval library (Version 1.1) *//* *//* Authors: *//* -------- *//* Werner Hofschuster, Walter Kraemer *//* Institut fuer Wissenschaftliches Rechnen *//* und Mathematische Modellbildung (IWRMM) and *//* Institut fuer Angewandte Mathematik *//* Universitaet Karlsruhe (TH) *//* *//* Disclaimer: *//* ----------- *//* This Library is distributed in the hope that it will be useful, *//* but WITHOUT ANY WARRANTY; without even the implied warranty of *//* MERCHANTABILITY or FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. *//* Neither the Institut fuer Angewandte Mathematik nor any other *//* facility are responsible for this software. This software does *//* not grant for anything and you can't make the autors responsible *//* for any possible damages or errors! *//* *//* Copyright: *//* ---------- *//* This package is proprietary of the authors. It may be freely *//* distributed but must not be changed or used for commercial *//* purposes without permission of the authors. *//* *//*********************************************************************/#include "fi_lib.h"#include <iostream.h>#include <iomanip.h>/* ------------------------------------------------------------------- *//* --- assignment --- */191



192 ANHANG C. C++ { SCHNITTSTELLE DER ANSI-C VERSION/* ------------------------------------------------------------------- */interval _interval (double x) {interval w;w.INF = x;w.SUP = x;return w;}interval _interval (double x, double y) {interval w;if (x > y) {cout << "Error: Invalid arguments in function _interval" << endl;}w.INF = x;w.SUP = y;return w;}/* ------------------------------------------------------------------- *//* --- IO (input/output) --- *//* ------------------------------------------------------------------- */istream& operator>> (istream& is, interval& a) {double help, ioconst;ioconst = (1e17-1)*1e27;is >> help;if ((help<ioconst) || (help>ioconst))a.INF = q_pred(q_pred(help));elsea.INF = q_pred(help);is >> help;if ((help<ioconst) || (help>ioconst))a.SUP = q_succ(q_succ(help));elsea.SUP = q_succ(help);return is;}ostream& operator<< (ostream& os, interval a) {interval help;help.INF = q_pred(q_pred(a.INF));help.SUP = q_succ(q_succ(a.SUP));long int aktform = cout.flags();



193os << "[" << setprecision(15) << setw(23) << setiosflags(ios::scientific);os << help.INF;cout.flags(aktform);os << "," << setprecision(15) << setw(23) << setiosflags(ios::scientific);os << help.SUP;cout.flags(aktform);os << " ]";return os;}/* ------------------------------------------------------------------- *//* --- interval arithmetic (basic operations) --- *//* ------------------------------------------------------------------- */interval operator+ (interval a, interval b) {return add_ii (a, b);}interval operator+ (interval a, double b) {return add_id (a, b);}interval operator+ (double a, interval b) {return add_di (a, b);}interval operator+ (interval a) {return a;}interval operator- (interval a, interval b) {return sub_ii (a, b);}interval operator- (interval a, double b) {return sub_id (a, b);}interval operator- (double a, interval b) {return sub_di (a, b);}interval operator- (interval a) {return _interval (-a.SUP, -a.INF);}interval operator* (interval a, interval b) {return mul_ii (a, b);}interval operator* (interval a, double b) {return mul_id (a, b);}



194 ANHANG C. C++ { SCHNITTSTELLE DER ANSI-C VERSIONinterval operator* (double a, interval b) {return mul_di (a, b);}interval operator/ (interval a, interval b) {return div_ii (a, b);}interval operator/ (interval a, double b) {return div_id (a, b);}interval operator/ (double a, interval b) {return div_di (a, b);}/* ------------------------------------------------------------------- *//* --- interval arithmetic (logical operations) --- *//* ------------------------------------------------------------------- */int operator== (interval a, interval b) {return ieq_ii (a, b);}int operator== (interval a, double b) {return ieq_ii (a, _interval(b));}interval operator| (interval a, interval b) {return hull (a, b);}int operator<= (double a, interval b) {return in_di (a, b);}int in (double a, interval b) {return in_di (a, b);}int in (interval a, interval b) {return in_ii (a, b);}interval operator& (interval a, interval b) {return intsec (a, b);}int operator< (interval a, interval b) {return in_ii (a, b);}int operator< (double a, interval b) {



195if (b.INF<a && a<b.SUP) return 1; else return 0;}int operator>= (interval a, double b) {if (a.INF<=b && b<=a.SUP) return 1; else return 0;}int operator> (interval a, double b) {if (a.INF<b && b<a.SUP) return 1; else return 0;}int operator!= (interval a, interval b) {if (!(a.INF==b.INF && a.SUP==b.SUP)) return 1; else return 0;}int operator<= (interval a, interval b) {if (b.INF<=a.INF && a.SUP<=b.SUP) return 1; else return 0;}int operator>= (interval a, interval b) {if (b.INF>=a.INF && a.SUP>=b.SUP) return 1; else return 0;}int operator> (interval a, interval b) {if (b.INF>a.INF && a.SUP>b.SUP) return 1; else return 0;}/* ------------------------------------------------------------------- *//* --- utilities, mid, diam, ... --- *//* ------------------------------------------------------------------- */double inf (interval a) {return a.INF;}double sup (interval a) {return a.SUP;}double mid (interval a) {return q_mid (a);}int disjoint (interval a, interval b) {return dis_ii (a, b);}double diam (interval a) {return q_diam (a);}double drel (interval a){ if ((a.SUP<=-q_minr) || (q_minr<=a.INF)) {



196 ANHANG C. C++ { SCHNITTSTELLE DER ANSI-C VERSIONif (a.INF > 0) return diam(a)/a.INF;else return diam(a)/(-a.SUP);} else {return diam(a);}}interval blow ( interval x, double eps) {interval y;y = (1.0 +eps) * x - eps*x;return (_interval(q_pred(y.INF),q_succ(y.SUP)));}/* ------------------------------------------------------------------- *//* --- interval arithmetic (elementary functions) --- *//* ------------------------------------------------------------------- */interval exp (interval a) {return j_exp (a);}interval expm (interval a) {return j_expm (a);}interval sinh (interval a) {return j_sinh (a);}interval cosh (interval a) {return j_cosh (a);}interval coth (interval a) {return j_coth (a);}interval tanh (interval a) {return j_tanh (a);}interval log (interval a) {return j_log (a);}interval ln (interval a) {return j_log (a);}interval lg1p (interval a) {return j_lg1p (a);}



197interval sqrt (interval a) {return j_sqrt (a);}interval sqr (interval a) {return j_sqr (a);}interval asnh (interval a) {return j_asnh (a);}interval asinh (interval a) {return j_asnh (a);}interval acsh (interval a) {return j_acsh (a);}interval acosh (interval a) {return j_acsh (a);}interval acth (interval a) {return j_acth (a);}interval acoth (interval a) {return j_acth (a);}interval atnh (interval a) {return j_atnh (a);}interval atanh (interval a) {return j_atnh (a);}interval asin (interval a) {return j_asin (a);}interval acos (interval a) {return j_acos (a);}interval acot (interval a) {return j_acot (a);}interval atan (interval a) {return j_atan (a);



198 ANHANG C. C++ { SCHNITTSTELLE DER ANSI-C VERSION}interval sin (interval a) {return j_sin (a);}interval cos (interval a) {return j_cos (a);}interval cot (interval a) {return j_cot (a);}interval tan (interval a) {return j_tan (a);}interval exp2 (interval a) {return j_exp2 (a);}interval ex10 (interval a) {return j_ex10 (a);}interval log2 (interval a) {return j_log2 (a);}interval lg10 (interval a) {return j_lg10 (a);}



Anhang DErste AnwendungsbeispieleIn den folgenden Unterabschnitten �nden sich Beispiele zu:� Intervallm�a�iges Hornerschema� Aufruf einer Intervallfunktion� Veri�zierte Nullstellenbestimmung mit Bisektionsverfahren� Einschlie�ung aller Nullstellen mit dem erweiterten Intervall-Newton-VerfahrenD.1 Intervallgrundarithmetik in ANSI-C und C++/*********************************************************************//* *//* Example: hornerc.c (Interval Horner's scheme in ANSI-C) *//* (For copyright and info's see file "fi_lib.h") *//* *//*********************************************************************/#include<stdio.h>#include<string.h>#include"fi_lib.h" /* use library fi_lib *//* --- main program ------------------------------------------------------ */int main(){ interval coeff[16];interval p, x, res;int i;/* --- Computation of the coefficients -------------------------------- */coeff[0] = eq_id(1.0);coeff[1] = eq_id(1.0);p = eq_id(1.0);for (i=2; i<=15; i++){p = mul_id(p,(double)i); 199



200 ANHANG D. ERSTE ANWENDUNGSBEISPIELEcoeff[i] = div_di(1.0,p);}printf("Interval Horner's scheme in ANSI-C with fi_lib\n");printf("==============================================\n\n");printf("Computation of the polynom (sum_i=0^15 1/i! x^i), \n");printf(" that means the first terms of the taylor series \n");printf(" of the exponential function.\n\n");printf("Enclosures for the polynom coefficients:\n");for (i=0; i<=15; i++){printf(" coeff[%2d] = ",i);printInterval(coeff[i]);printf("\n");}printf("\n");printf("Now, you can choose an interval argument (e.g. 'x = 1 1', \n");printf("'x = 1.01 1.02', 'x= -1 -1' or 'x= -2.0 -1.99' ...): \n\n");printf("x = ");x = scanInterval();/* --- interval Horner's scheme ---------------------------------------- */res = coeff[15];for (i=14; i>=0; i--) {res = mul_ii(res,x);res = add_ii(res,coeff[i]);}printf("Result: ");printInterval(res);printf("\n");return 0;}/*********************************************************************//* *//* Example: hornercpp.C (Interval Horner's scheme in C++) *//* (For copyright and info's see file "fi_lib.h") *//* *//*********************************************************************/#include<stdio.h>#include<string.h>#include"interval.hpp" /* use library fi_lib with C++ - interface *//* --- main program ----------------------------------------------------- */int main(){



D.2. AUFRUF VON STANDARDFUNKTIONEN 201interval coeff[16];interval p, x, res;int i;/* --- Computation of the coefficients -------------------------------- */coeff[0] = _interval(1.0);coeff[1] = _interval(1.0);p = _interval(1.0);for (i=2; i<=15; i++){p = p*(double)i;coeff[i] = 1.0/p;}cout << "Interval Horner's scheme in C++ with fi_lib" << endl;cout << "===========================================" << endl << endl;cout << "Computation of the polynom (sum_i=0^15 1/i! x^i)," << endl;cout << "that means the first terms of the taylor series" << endl;cout << "of the exponential function." << endl << endl;cout << "Enclosures for the polynom coefficients:" << endl;for (i=0; i<=15; i++)cout << " coeff[" << setw(2) << i << "] = " << coeff[i] << endl;cout << endl;cout << "Now, you can choose an interval argument (e.g. 'x = 1 1', " << endl;cout << "'x = 1.01 1.02', 'x= -1 -1' or 'x= -2.0 -1.99' ...): " << endl;cout << endl;cout << "x = ";cin >> x;/* --- interval Horner's scheme ---------------------------------------- */res = coeff[15];for (i=14; i>=0; i--)res = res*x + coeff[i];cout << "Result: " << res << endl;return 0;}D.2 Aufruf von Standardfunktionen/*********************************************************************//* *//* Example: comp_exp.c (Computation of the exponential function) *//* (For copyright and info's see file "fi_lib.h") *//* *//*********************************************************************/#include<stdio.h>



202 ANHANG D. ERSTE ANWENDUNGSBEISPIELE#include<string.h>#include"fi_lib.h" /* use library fi_lib *//* --- main program ------------------------------------------------------ */int main(){ interval x;printf("\n");printf("Computation of the exponential function in ANSI-C with fi_lib\n");printf("=============================================================\n\n");printf("Insert an interval argument (e.g. 'x = 1 1' or 'x = 1.01 1.02') \n");printf("x = ");x = scanInterval();printf("Argument x = ");printInterval(x);printf("\n");printf(" exp(x) = ");printInterval( j_exp(x) );printf("\n\n");return 0;}/*********************************************************************//* *//* Example: comp_sin.c (Computation of the sine function) *//* (For copyright and info's see file "fi_lib.h") *//* *//*********************************************************************/#include<stdio.h>#include<string.h>#include"fi_lib.h" /* use library fi_lib *//* --- main program ------------------------------------------------------ */int main(){ interval x;printf("\n");printf("Computation of the sine function in ANSI-C with fi_lib\n");printf("======================================================\n\n");printf("Insert an interval argument (e.g. 'x = 1 1' or 'x = 1.01 1.02') \n");printf("x = ");x = scanInterval();



D.3. EINSCHLUSS VON NULLSTELLEN (BISEKTIONSVERFAHREN) 203printf("Argument x = ");printInterval(x);printf("\n");printf(" sin(x) = ");printInterval( j_sin(x) );printf("\n\n");return 0;}D.3 Einschlu� von Nullstellen (Bisektionsverfahren)/*********************************************************************//* *//* Example: bisection.C (finding zeros with bisection-method) *//* (For copyright and info's see file "fi_lib.h") *//* *//*********************************************************************/#include "interval.hpp"#include "iostream.h"// --------------------------------------------------------------------// --- Test function f1 = e^(-3x) - (sin x)^3 ---// --------------------------------------------------------------------interval f1(interval x) {return ( exp(-3.0*x) - sin(x)*sin(x)*sin(x) );}// --------------------------------------------------------------------// --- Test function f2 = - \sum_k=1^5 (k*sin((k+1)x+k)) ---// --------------------------------------------------------------------interval f2(interval x) {int k;interval res=_interval(0.0);for (k=1; k<=5; k++)res = res - k * sin( (k+1)*x + k );return ( res );}// --------------------------------------------------------------------// --- Test function f3 = x^3 - 2x^2 + x ---// --------------------------------------------------------------------interval f3(interval x) {return ( x*sqr(x) - 2*sqr(x) + x);}



204 ANHANG D. ERSTE ANWENDUNGSBEISPIELE// --------------------------------------------------------------------// --- Test function f4 = 0 ---// --------------------------------------------------------------------interval f4(interval x) {return _interval(0.0);}// --------------------------------------------------------------------// --- Test function f5 = 1 ---// --------------------------------------------------------------------interval f5(interval x) {return _interval(1.0);}// --------------------------------------------------------------------// --- Test function f6 = (sin x)^2 - (1-cos 2x)/2 = 0 ---// --------------------------------------------------------------------interval f6(interval x) {return ( sqr(sin(x)) - ( 1.0 - cos(2*x) ) / 2.0 );}// --------------------------------------------------------------------// --- Test function f7 = x^3-x^2-17x-15 = (x-5)(x+1)(x+3) ---// --------------------------------------------------------------------interval f7(interval x) {return( x*sqr(x) - sqr(x) - 17*x - 15 );}// --------------------------------------------------------------------// --- Initialisation, data type list ---// --------------------------------------------------------------------const int MaxDepth = 10000; // Maximum number of bisection stepsstruct list // Data type for resulting list{ interval intval;list* next;list() {intval=_interval(0.0); next=NULL;}};// --------------------------------------------------------------------// --- a special sign function (for verification test) ---// --------------------------------------------------------------------int VZ( interval (*fct) (interval), interval x) {



D.3. EINSCHLUSS VON NULLSTELLEN (BISEKTIONSVERFAHREN) 205return ( sup( (*fct)(_interval(inf(x))) * (*fct)(_interval(sup(x))) ) < 0 );}// --------------------------------------------------------------------// --- function PrintZeros (output and verfication) ---// --------------------------------------------------------------------void PrintZeros( interval (*fct) (interval), list* reslist, int Depth) {int k=0;if (reslist==NULL)cout << "Function contains no zeros in the search interval!" << endl;else {cout << "Ranges for zeros:" << endl;while (reslist != NULL) {cout << " k=" << ++k << " " << reslist->intval << " verified: ";if (VZ((*fct),reslist->intval)) cout << "Yes" << endl;else cout << "No" << endl;reslist=reslist->next;}}cout << "Number of bisection steps: " << Depth << endl << endl;}// --------------------------------------------------------------------// --- function Bisect (bisection-method) ---// --------------------------------------------------------------------void Bisect( interval (*fct) (interval), interval x, double eps,list* &reslist, int &Depth) {interval fx, x1, x2;double infx, supx, m;int k;int absorbed;list* pointer;pointer = reslist;Depth++;fx = (*fct)(x);if (0 <= fx) {infx = inf(x);supx = sup(x);m = mid(x);if ((diam(x)<eps) || (m==infx) || (m==supx) || (Depth > MaxDepth) ) {k=1;absorbed=0;//- Try to absorb x by an already computed element of resulting list -if (reslist != NULL) while ((pointer != NULL) && (!absorbed)) {absorbed = ( (inf(pointer->intval)<=sup(x) &&sup(x)<=sup(pointer->intval))|| (inf(pointer->intval)<=inf(x) &&



206 ANHANG D. ERSTE ANWENDUNGSBEISPIELEinf(x)<=sup(pointer->intval))|| (inf(x)<=sup(pointer->intval) &&sup(pointer->intval)<=sup(x))|| (inf(x)<=inf(pointer->intval) &&inf(pointer->intval)<=sup(x)));if (absorbed) pointer->intval = ((pointer->intval) | x);pointer = pointer -> next;}if (!absorbed) { // Store x in the resulting listpointer=reslist;if (reslist != NULL) {while (pointer->next != NULL) pointer = pointer->next;list* insert = new list;pointer->next = insert;insert->next = NULL;insert->intval = x;} else {reslist = new list;reslist->next = NULL;reslist->intval = x;}}if (Depth> MaxDepth)cout << "Maximal number of bisection steps is reached!" << endl;} else {x1 = _interval(infx,m);Bisect( (*fct), x1, eps, reslist, Depth);x2 = _interval(m,supx);Bisect( (*fct), x2, eps, reslist, Depth);}}}// --------------------------------------------------------------------// --- function PrintAllZeros (root finding and output) ---// --------------------------------------------------------------------void PrintAllZeros( interval (*fct) (interval), interval x, double eps) {int Depth = 0;list* reslist;reslist = NULL;Bisect( (*fct), x, eps, reslist, Depth );PrintZeros( (*fct), reslist, Depth );}// --------------------------------------------------------------------// --- function main ---// --------------------------------------------------------------------int main() {



D.3. EINSCHLUSS VON NULLSTELLEN (BISEKTIONSVERFAHREN) 207double eps;interval y;cout << "Bisection method in C++ with fi_lib" << endl;cout << "===================================" << endl << endl;cout << "Toleranz (relativ): (e.g. 'eps = 1e-3' or 'eps = 1e-8') \n eps = ";cin >> eps;cout << endl;cout << "Test function f1 = e^(-3x) - (sin x)^3:" << endl;y = _interval( 0, 20);cout << "Search interval: " << y << endl;PrintAllZeros( f1, y, eps);cout << "Test function f2 = - sum_k=1^5 (k*sin((k+1)x+k)):" << endl;y = _interval( -5, 5);cout << "Search interval: " << y << endl;PrintAllZeros( f2, y, eps);cout << "Test function f3 = x^3 - 2x^2 + x = x(x-1)^2:" << endl;y = _interval( -1, 2);cout << "Search interval: " << y << endl;PrintAllZeros( f3, y, eps);cout << "Test function f4 = 0:" << endl;y = _interval( 1, 2);cout << "Search interval: " << y << endl;PrintAllZeros( f4, y, eps);cout << "Test function f5 = 1:" << endl;y = _interval( 1, 2);cout << "Search interval: " << y << endl;PrintAllZeros( f5, y, eps);cout << "Test function f6 = (sin x)^2 - (1-cos 2x)/2 = 0:" << endl;y = _interval( -1, 1);cout << "Search interval: " << y << endl;PrintAllZeros( f6, y, eps);cout << "Test function f7 = x^3-x^2-17x-15 = (x-5)(x+1)(x+3):" << endl;y = _interval( -10, 10);cout << "Search interval: " << y << endl;PrintAllZeros( f7, y, eps);return 0;}/* --------------------------- output -------------------------------Toleranz (relativ): (e.g. 'eps = 1e-3' or 'eps = 1e-8')



208 ANHANG D. ERSTE ANWENDUNGSBEISPIELEeps = 1e-3Test function f1 = e^(-3x) - (sin x)^3:Search interval: [-9.881312916824931e-324, 2.000000000000001e+01 ]Ranges for zeros:k=1 [ 5.883789062499998e-01, 5.889892578125002e-01 ] verified: Yesk=2 [ 3.096313476562499e+00, 3.096923828125001e+00 ] verified: Yesk=3 [ 6.284790039062498e+00, 6.285400390625002e+00 ] verified: Yesk=4 [ 9.424438476562496e+00, 9.425048828125004e+00 ] verified: Yesk=5 [ 1.256591796875000e+01, 1.256652832031250e+01 ] verified: Yesk=6 [ 1.570739746093750e+01, 1.570800781250000e+01 ] verified: Yesk=7 [ 1.884948730468749e+01, 1.885009765625001e+01 ] verified: YesNumber of bisection steps: 191Test function f2 = - sum_k=1^5 (k*sin((k+1)x+k)):Search interval: [ -5.000000000000002e+00, 5.000000000000002e+00 ]Ranges for zeros:k=1 [ -4.946289062500002e+00, -4.945068359374998e+00 ] verified: Yesk=2 [ -4.488525390625002e+00, -4.486083984374998e+00 ] verified: Yesk=3 [ -3.977050781250001e+00, -3.975219726562499e+00 ] verified: Yesk=4 [ -3.505859375000001e+00, -3.504028320312499e+00 ] verified: Yesk=5 [ -3.015136718750001e+00, -3.013916015624999e+00 ] verified: Yesk=6 [ -2.511596679687501e+00, -2.510375976562499e+00 ] verified: Yesk=7 [ -2.055664062500001e+00, -2.054443359374999e+00 ] verified: Yesk=8 [ -1.455078125000000e+00, -1.454467773437500e+00 ] verified: Yesk=9 [ -7.861328125000002e-01, -7.855224609374998e-01 ] verified: Yesk=10 [ -1.470947265625001e-01, -1.464843749999999e-01 ] verified: Yesk=11 [ 3.521728515624999e-01, 3.527832031250001e-01 ] verified: Yesk=12 [ 8.209228515624998e-01, 8.221435546875002e-01 ] verified: Yesk=13 [ 1.336669921875000e+00, 1.338500976562500e+00 ] verified: Yesk=14 [ 1.795043945312500e+00, 1.796875000000000e+00 ] verified: Yesk=15 [ 2.305908203124999e+00, 2.308349609375001e+00 ] verified: Yesk=16 [ 2.777099609374999e+00, 2.778930664062501e+00 ] verified: Yesk=17 [ 3.268432617187499e+00, 3.269653320312501e+00 ] verified: Yesk=18 [ 3.771362304687499e+00, 3.772583007812501e+00 ] verified: Yesk=19 [ 4.227905273437498e+00, 4.228515625000002e+00 ] verified: Yesk=20 [ 4.827880859374998e+00, 4.828491210937502e+00 ] verified: YesNumber of bisection steps: 811Test function f3 = x^3 - 2x^2 + x = x(x-1)^2:Search interval: [ -1.000000000000000e+00, 2.000000000000001e+00 ]Ranges for zeros:k=1 [ -2.441406250000001e-04, 4.882812500000002e-04 ] verified: Yesk=2 [ 9.460449218749998e-01, 1.054443359375000e+00 ] verified: NoNumber of bisection steps: 709Test function f4 = 0:Search interval: [ 9.999999999999998e-01, 2.000000000000001e+00 ]Ranges for zeros:k=1 [ 9.999999999999998e-01, 2.000000000000001e+00 ] verified: NoNumber of bisection steps: 2047Test function f5 = 1:Search interval: [ 9.999999999999998e-01, 2.000000000000001e+00 ]



D.4. ERWEITERTES INTERVALL-NEWTON-VERFAHREN 209Function contains no zeros in the search interval!Number of bisection steps: 1Test function f6 = (sin x)^2 - (1-cos 2x)/2 = 0:Search interval: [ -1.000000000000000e+00, 1.000000000000000e+00 ]Ranges for zeros:k=1 [ -1.000000000000000e+00, 1.000000000000000e+00 ] verified: NoNumber of bisection steps: 4095Test function f7 = x^3-x^2-17x-15 = (x-5)(x+1)(x+3):Search interval: [ -1.000000000000000e+01, 1.000000000000000e+01 ]Ranges for zeros:k=1 [ -3.001098632812501e+00, -2.999267578124999e+00 ] verified: Yesk=2 [ -1.000366210937500e+00, -9.991455078124998e-01 ] verified: Yesk=3 [ 4.999389648437498e+00, 5.000610351562502e+00 ] verified: YesNumber of bisection steps: 179--------------------------------------------------------------------------*/D.4 Erweitertes Intervall-Newton-Verfahren/*********************************************************************//* *//* Example: xinterval.hpp (Extended interval arithmetic) *//* (For copyright and info's see file "fi_lib.h") *//* *//*********************************************************************/#include"interval.hpp"typedef enum { Finite, PlusInfty, MinusInfty, Double, Empty } KindType;//----------------------------------------------------------------------------class xinterval { // Extended intervals accordingpublic: // to the above definitionKindType kind; //-----------------------------double inf, sup;xinterval ( );xinterval ( const KindType&, const double&, const double& );xinterval ( const xinterval& );xinterval& operator= ( const xinterval& );friend xinterval operator% (const interval& A, const interval& B );friend xinterval operator- ( const double a, const xinterval B );friend interval* operator& ( interval X, const xinterval Y );};//----------------------------------------------------------------------------



210 ANHANG D. ERSTE ANWENDUNGSBEISPIELEinterval EmptyIntval ( ); // Irregular (empty) interval//----------------------------------------------------------------------------interval EmptyIntval ( ) // Irregular (empty) interval{ //---------------------------interval x;x.INF = 999999999.0;x.SUP = -999999999.0;return x;}xinterval::xinterval ( ){ kind = Finite;inf = 0.0;sup = 0.0;}xinterval::xinterval ( const KindType& k, const double& i, const double& s ){ kind = k;inf = i;sup = s;}xinterval::xinterval ( const xinterval& a ){ kind = a.kind;inf = a.inf;sup = a.sup;}xinterval& xinterval::operator= ( const xinterval& a ){ kind = a.kind;inf = a.inf;sup = a.sup;return *this;}//----------------------------------------------------------------------------// Extended interval division 'A / B' where 0 in 'B' is allowed.//----------------------------------------------------------------------------xinterval operator% (const interval& A, const interval& B ){ interval c;xinterval Q;if ( in(0.0, B) ) {if ( in(0.0, A) ) {Q.kind = Double; // Q = [-oo,+oo] = [-oo,0] v [0,+oo]Q.sup = 0.0; //----------------------------------



D.4. ERWEITERTES INTERVALL-NEWTON-VERFAHREN 211Q.inf = 0.0;}else if ( B == 0.0 ) { // Q = [/]Q.kind = PlusInfty; //--------Q.inf = q_pred(sup(A)/inf(B));}else if ( (sup(A) < 0.0) && (sup(B) == 0.0) ) { // Q = [Q.inf,+oo]Q.kind = PlusInfty; //----------------Q.inf = q_pred(sup(A)/inf(B));}else if ( (sup(A) < 0.0) && (inf(B) < 0.0) && (sup(B) > 0.0) ) {Q.kind = Double; // Q = [-oo,Q.sup] v [Q.inf,+oo]Q.sup = q_succ(sup(A)/sup(B)); //------------------------------Q.inf = q_pred(sup(A)/inf(B));}else if ( (sup(A) < 0.0) && (inf(B) == 0.0) ) { // Q = [-oo,Q.sup]Q.kind = MinusInfty; //----------------Q.sup = q_succ(sup(A)/sup(B));}else if ( (inf(A) > 0.0) && (sup(B) == 0.0) ) { // Q = [-oo,Q.sup]Q.kind = MinusInfty; //----------------Q.sup = q_succ(inf(A)/inf(B));}else if ( (inf(A) > 0.0) && (inf(B) < 0.0) && (sup(B) > 0.0) ) {Q.kind = Double; // Q = [-oo,Q.sup] v [Q.inf,+oo]Q.sup = q_succ(inf(A)/inf(B)); //------------------------------Q.inf = q_pred(inf(A)/sup(B));}else { // if ( (Inf(A) > 0.0) && (Inf(B) == 0.0) )Q.kind = PlusInfty; // Q = [Q.inf,+oo]Q.inf = q_pred(inf(A)/sup(B)); //----------------}} // in(0.0,B)else { // !in(0.0,B)c = A / B; // Q = [C.inf,C.sup]Q.kind = Finite; //------------------Q.inf = inf(c);Q.sup = sup(c);}return Q;}//----------------------------------------------------------------------------// Subtraction of an extended interval 'B' from a double value 'a'.//----------------------------------------------------------------------------xinterval operator- ( const double a, const xinterval B ){ xinterval D;switch (B.kind) {case Finite : D.kind = Finite; // D = [D.inf,D.sup]D.inf = q_pred(a-B.sup); //------------------



212 ANHANG D. ERSTE ANWENDUNGSBEISPIELED.sup = q_succ(a-B.inf);break;case PlusInfty : D.kind = MinusInfty; // D = [inf,+oo]D.sup = q_succ(a-B.inf); //--------------break;case MinusInfty : D.kind = PlusInfty; // D = [-oo,sup]D.inf = q_pred(a-B.sup); //--------------break;case Double : D.kind = Double; // D = [-oo,D.sup] v [D.inf,+oo]D.inf = q_pred(a-B.sup); //----------------------------D.sup = q_succ(a-B.inf);if (D.inf < D.sup) D.inf = D.sup;break;case Empty : D.kind = Empty; // D = [/]D.inf = q_pred(a-B.sup); //--------break;} // switchreturn D;}//----------------------------------------------------------------------------// Intersection of an interval 'X' and an extended interval 'Y'. The result// is given as a pair (vector) of intervals, where one or both of them can// be empty intervals.//----------------------------------------------------------------------------interval* operator& ( interval X, const xinterval Y ){ interval H;interval* IS = new interval[3];IS[1] = EmptyIntval();IS[2] = EmptyIntval();switch (Y.kind) {case Finite : // [X.inf,X.sup] & [Y.inf,Y.sup]//------------------------------H = _interval(Y.inf,Y.sup);if ( !disjoint(X,H) ) IS[1] = X & H;break;case PlusInfty : // [X.inf,X.sup] & [Y.inf,+oo]//----------------------------if (sup(X) >= Y.inf)if (inf(X) > Y.inf)IS[1] = X;elseIS[1] = _interval(Y.inf,sup(X));break;case MinusInfty : // [X.inf,X.sup] & [-oo,Y.sup]//----------------------------if (Y.sup >= inf(X))if (sup(X)<Y.sup)



D.4. ERWEITERTES INTERVALL-NEWTON-VERFAHREN 213IS[1] = X;elseIS[1] = _interval(inf(X),Y.sup);break;case Double : if ( (inf(X) <= Y.sup) && (Y.inf <= sup(X)) ) {IS[1] = _interval(inf(X),Y.sup); // X & [-oo,Y.sup]IS[2] = _interval(Y.inf,sup(X)); // X & [Y.inf,+oo]}else if (Y.inf <= sup(X)) // [X.inf,X.sup] & [Y.inf,+oo]if (inf(X) >= Y.inf) //----------------------------IS[1] = X;elseIS[1] = _interval(Y.inf,sup(X));else if (inf(X) <= Y.sup) // [X.inf,X.sup] & [-oo,Y.sup]if (sup(X) <= Y.sup) //----------------------------IS[1] = X;elseIS[1] = _interval(inf(X),Y.sup);break;case Empty : break; // [X.inf,X.sup] ** [/]} // switch //---------------------return IS;} // operator&/*********************************************************************//* *//* Example: xinewton.c (Compute all zeros of a function) *//* (For copyright and info's see file "fi_lib.h") *//* *//*********************************************************************/#include "xinterval.hpp"#include <iostream.h>#include <stdio.h> // for function sprintf// --------------------------------------------------------------------// --- Initialisation, data type list ---// --------------------------------------------------------------------struct list // Data type for resulting list{ interval intval;int info;list* next;list() {intval=_interval(0.0); next=NULL;}};static int MaxZeroNo=10;



214 ANHANG D. ERSTE ANWENDUNGSBEISPIELEconst int NoError = 0, // Error constantsIllMaxZeroNo = 1,NotAllZeros = 2;const int MaxCount = 10000;//----------------------------------------------------------------------------// Definition of the function f(x) and the derivate df(x)// Test function f = cosh(x) + 10 * x^2 * sin(x)^2 - 34//----------------------------------------------------------------------------interval f(interval x) {return ( cosh(x)+10*sqr(x)*sqr(sin(x))-34 );}interval df(interval x) {return( sinh(x)+20*x*sqr(sin(x))+20*sqr(x)*sin(x)*cos(x) );}//----------------------------------------------------------------------------// main function xinewton//----------------------------------------------------------------------------void xinewton(interval fy, interval y, double eps, int yUnique,list* &zerolist, int& zerono){ if (zerono > MaxZeroNo) return;interval* V;xinterval z;double c;interval ci;int i;int absorbed;list* pointer;pointer = zerolist;if (!in(0.0,fy)) return;c = mid(y);ci=_interval(c);z = c - f(ci)%df(y);V = y & z;if (V[1] == y) { // bisectionV[1] = _interval(y.INF,c);V[2] = _interval(c,y.SUP);}if ( (V[1] != EmptyIntval() ) && (V[2] == EmptyIntval()))yUnique = yUnique || in(V[1],y);elseyUnique = 0;for (i=1;i<=2;i++) {if (V[i] == EmptyIntval()) continue;



D.4. ERWEITERTES INTERVALL-NEWTON-VERFAHREN 215if (drel(V[i])<=eps) {fy=f(V[i]);if (in(0.0,fy)) {zerono ++;if (zerono > MaxZeroNo) return;absorbed=0;pointer=zerolist;//- Try to absorb V[i] by an already computed element of list -if (zerolist != NULL) {while ((pointer != NULL) && (!absorbed)) {absorbed = !( (sup(V[i])<inf(pointer->intval)) ||(sup(pointer->intval)<inf(V[i]) ));if (absorbed) {pointer->intval = ((pointer->intval) | V[i]);pointer->info = 0;zerono --;}pointer = pointer -> next;}}if (!absorbed) { // Store x in the resulting listpointer=zerolist;if (zerolist != NULL) {while (pointer->next != NULL) pointer = pointer->next;list* insert = new list;pointer->next = insert;insert->next = NULL;insert->intval = V[i];insert->info = yUnique;} else {zerolist = new list;zerolist->next = NULL;zerolist->intval = V[i];zerolist->info = yUnique;}}}} else {xinewton(f(V[i]),V[i],eps,yUnique,zerolist,zerono);}}}// --------------------------------------------------------------------// --- function AllZerosErrMsg (error message) ---// --------------------------------------------------------------------char* AllZerosErrMsg (int Err){ static char Msg[80] = "";



216 ANHANG D. ERSTE ANWENDUNGSBEISPIELEswitch (Err) {case NoError: break;case IllMaxZeroNo: sprintf(Msg,"Error: Parameter for maximum number of zeros must lie in 1,...,%1d!", MaxCount);break;case NotAllZeros: sprintf(Msg,"Warning: Not all zeros found due to the user limit of %l1d zero(s)!",MaxZeroNo);break;default: sprintf(Msg,"Error Code not defined");}return (Msg);}// --------------------------------------------------------------------// --- function VerificationStep ---// --------------------------------------------------------------------static void VerificationStep(interval& y, int& unique){ const int kmax= 10;interval yIn, yOld, fc, dfy;double c,eps;int k;k = 0;yIn = y;eps = 0.25;unique = 0;while (!unique && (k < kmax) ) {yOld = blow(y,eps);dfy = df(y);if (in(0.0,dfy)) break;k++;c = mid(yOld);fc=f(_interval(c));y = c - fc / dfy;if (disjoint(y, yOld)) break;unique = in(y,yOld);y = y & yOld;if (y == yOld) eps=eps*8.0;}if (!unique) y = yIn;}// --------------------------------------------------------------------// --- function AllZeros (root finding and verification) ---// --------------------------------------------------------------------void AllZeros(interval Start, double Epsilon, list* &zerolist,int& NumberOfZeros, int& Err, int MaxNumberOfZeros) {double MinEpsilon;list* pointer;



D.4. ERWEITERTES INTERVALL-NEWTON-VERFAHREN 217if (1<=MaxNumberOfZeros && MaxNumberOfZeros <= MaxCount) {MaxZeroNo = MaxNumberOfZeros;Err = NoError;NumberOfZeros = 0;MinEpsilon = q_succ(1.0)-1.0; // 1ulpif (Epsilon < MinEpsilon)Epsilon = MinEpsilon;xinewton(f(Start), Start, Epsilon, 0 , zerolist, NumberOfZeros);if (NumberOfZeros > MaxNumberOfZeros) {Err = NotAllZeros;NumberOfZeros = MaxNumberOfZeros;}} else {Err = IllMaxZeroNo;NumberOfZeros = 0;}pointer = zerolist;while (pointer != NULL) {if (pointer->info==0) {VerificationStep(pointer->intval,pointer->info);}pointer = pointer->next;}}// --------------------------------------------------------------------// --- function main ---// --------------------------------------------------------------------int main (){ interval SearchInterval;double Tolerance;int NumberOfZeros, Error;list* Zero;Zero = NULL;cout << "Extended-Interval-Newton method in C++ with fi_lib" << endl;cout << "==================================================" << endl << endl;cout << "Computing all zeros of the function f(x) = cosh(x) + 10 * x^2 * sin(x)^2 - 34 "<< endl;cout << "Search interval (e.g. '-10 10'): " ;cin >> SearchInterval;cout << endl << "Search interval = " << SearchInterval << endl;cout << "Tolerance (relative) (e.g. '1e-3' or '1e-15'): ";cin >> Tolerance;cout << endl;AllZeros(SearchInterval, Tolerance, Zero, NumberOfZeros,Error, MaxCount);



218 ANHANG D. ERSTE ANWENDUNGSBEISPIELEif (Zero==NULL)cout << "Function contains no zeros in the search interval!" << endl;else {cout << "Ranges for zeros:" << endl;while (Zero != NULL) {cout << Zero->intval << endl;if (Zero->info)cout << " encloses a locally unique zero !" << endl;elsecout << " may contain a zero (not verified unique)!"<< endl;Zero = Zero->next;}}cout << endl << NumberOfZeros << " interval enclosure(s)" << endl;if (Error) cout << endl << AllZerosErrMsg(Error) << endl;return 0;}



Anhang EErweiterungen, AusblickE.1 Bekannte FehlerEs sind derzeit keine Fehler bekannt (Stand: Juli 1998).E.2 Ideen, Verbesserungsvorschl�ageAreacosinus: Fehlerschranke kann evtl. verbessert werden, wenn der Teilpunkt 1:025gr�o�er gew�ahlt wird. Evtl. auch �Ubersch�atzung durch eps_ari { mit Handrechung �uber-pr�ufen?Logarithmus:Bei der Intervallfunktion sollten m�ogliche exakte Ergebnisse (z.B. log2(2k),log10(10k)) getrennt behandelt werden.Potenzfunktion: xy zur Verf�ugung stellen.
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220 ANHANG E. ERWEITERUNGEN, AUSBLICK



Anhang FSonstige HinweiseF.1 Schaubilder der FunktionenDie Schaubilder der Funktionen, die in diese Dokumentation eingebunden sind, wurdenalle mit dem Programm "Gnuplot\ erzeugt. Es wurden jeweils Bilder im eps-Format(encapsulated postscript) generiert. Verwendet wurden dazu die generell die folgendenBefehle:set size 0.5,0.5set terminal postscript epsset output "<filename>"Die Funktionen selbst wurden dann mit dem entsprechenden Plot-Befehl gezeichnet:Dateiname Plot-Befehl------------------------------------------------------------------------sqr.eps plot [x=-5:5] [0:10] x**2 title "sqr(x)"sqrt.eps plot [x=-0.2:7] [-1.5:4.5] sqrt(x)exp.eps plot [x=-5:5] [0:10] exp(x)expm1.eps plot [x=-5:5] [-1:9] exp(x)-1 title "expm1"exp2.eps plot [x=-5:5] [0:10] 2**x title "exp2(x) "exp10.eps plot [x=-5:5] [0:10] 10**x title "10^x"log1p.eps plot [x=-1.1:6] [-3.5:3.5] log(1+x) title "ln(1+x)"log.eps plot [x=-0.1:7] [-3.5:3.5] log(x) title "ln(x)"log2.eps plot [x=-0.1:7] [-3.5:3.5] log(x)/log(2) title "log2(x)"log10.eps plot [x=-0.1:7] [-3.5:3.5] log10(x) title "log10(x)"sin.eps set size 0.5,0.25plot [x=-9.5:9.5] [-1.2:1.2] sin(x)cos.eps set size 0.5,0.25plot [x=-9.5:9.5] [-1.2:1.2] cos(x)tan.eps plot [x=-4.7:4.7] [-10:10] tan(x)cot.eps plot [x=-6.2:6.2] [-10:10] 1/tan(x) title "cot(x)"asin.eps plot [x=-1.5:1.5] asin(x) title "arcsin(x)"acos.eps plot [x=-1.5:1.5] [0:3.15] acos(x) title "arccos(x)"atan.eps plot [x=-10:10] [-5:5] atan(x) title "arctan(x)"acot.eps plot [x=-10:10] [-3:7] pi/2-atan(x) title "arccot(x)"sinh.eps plot [x=-4.9:4.9] [-4.9:4.9] sinh(x)cosh.eps plot [x=-4.9:4.9] [-0.9:8.9] cosh(x)tanh.eps set size 1,0.25plot [x=-4.9:4.9] [-1.2:1.2] tanh(x)221



222 ANHANG F. SONSTIGE HINWEISEcoth.eps plot [x=-4.9:4.9] [-4.9:4.9] coth(x)asnh.eps plot [x=-4.9:4.9] [-4.9:4.9] log(x+sqrt(x**2+1)) title "arsinh(x)"acsh.eps plot [x=-0.1:9.8] [-1.9:4.9] log(x+sqrt(x**2-1)) title "arcosh(x)"atnh.eps plot [x=-1.4:1.4] [-3.2:3.2] 0.5*log((1+x)/(1-x)) title "artanh(x)"acth.eps plot [x=-4.9:4.9] 0.5*log((x+1)/(x-1)) title "arcoth(x)"In das LaTeX-Dokument wurden die Schaubilder dann mit Hilfe der folgenden Befehleeingebunden:\usepackage{graphicx}\includegraphics{<filename>}F.2 Unterschiede PC - WorkstationDie in PC's verwendeten Prozessoren (z.B. INTEL) verwenden intern ein 80-Bit Zahlenfor-mat, Workstations f�uhren die gesamte Berechnung im 64-Bit double-Format durch. Diesf�uhrt (je nach verwendetem Compiler) dazu, da� die folgenden Programmanweisungen inC unterschiedlich berechnet werden:...a = k * konst;a = x - a;b = x - k * konst;...Nach Ausf�uhrung auf einer Workstation gilt a=b, auf einem PC unter Linux (Gnu-C-Compiler) gilt dies jedoch f�ur bestimmte Werte von x und konst nicht!F.3 Fehler in fr�uheren ImplementierungenDie im folgenden aufgelisteten Fehler in fr�uheren Implementierungen der Standardfunk-tionen wurden bei der Entwicklung der neuen Bibliothek entdeckt.F.3.0.1 PASCAL-XSC - Linux-Version T3.01� Gro�e �Ubersch�atzung bei der Logarithmusfunktion zur Basis 10:log10(10) = [0; 1]log10(100) = [1; 2]� Potenzfunktion[�2;�1][2;3]



F.3. FEHLER IN FR�UHEREN IMPLEMENTIERUNGEN 223F.3.0.2 PASCAL-XSC-Modul mpi ari� In den Kommentarzeilen des PASCAL-XSC-Moduls bei der Funktion powermu� esim 4. Fall hei�en: x.inf < 1 < x.supFalls weitere Ungereimtheiten auftreten sollten, werden diese in der Dateierror_reports.xsc dokumentiert.
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