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Kapitel 1

Vorwort

Die in dieser Projekt Dokumentation beschriebene ANSI C Unterprogrammbibliothek
fi_1ib fiir die Berechnung der elementaren mathematischen Funktionen exp, log, sin ...
stellt einen guten Kompromifl zwischen hoher Ergebnisgenauigkeit mit gesicherten relati-
ven Fehlerschranken (Intervallrechnung), kurzen Ausfithrungszeiten und breiter Verwend-
barkeit (Portabilitiat) auf vielen Rechnerplattformen dar. Die vorliegende Dokumentation
beschreibt im wesentlichen den aktuellen Stand des vom IWRMM gefoérderten Projekts
wochnelle und verldfliche Funktionen®. Sie ist vorwiegend als interne Arbeitsgrundlage
fiir Weiterentwicklungen gedacht und ist insofern als Zwischenbericht (Stand Juli 1998)
7u verstehen.
Der frei erhaltliche Quelltext der Bibliothek befindet sich auf dem Server

iamk4515.mathematik.uni-karlsruhe.de
im Verzeichnis

/pub/iwrmm/software .
Die entsprechende README Datei ist im Anhang A.4 abgedruckt.

1.1 Implementierte Funktionen

Der in Programmiersprachen wie C, Pascal, Fortran vorhandene Satz mathematischer
Standardfunktionen' ist in der Regel eine Teilmenge der nachfolgen aufgelisteten Funk-
tionen: exp, In, sin, cos, tan, cot, arcsin, arccos, arctan, arccot, sinh, cosh, tanh, coth,
arsinh, arcosh, artanh, arcoth, exp(z) — 1 und In(1 4+ ). Die realisierte Bibliothek umfaft
diese Funktionen. Dabei wurden die beiden zuletzt genannten Hilfsfunktionen (Gefahr der
Ausloschung fiir x| klein) bereits zur Implementierung der anderen Funktionen verwen-
det, sind aber insbesondere auch bei der Realisierung von komplexwertigen Funktionen
nitzlich [11]. Tm Hinblick auf den Einsatz im stark wachsenden Bereich der Numerik
mit Ergebnisverifikation, wurden die angegebenen Routinen auch fiir Intervallargumente
(WertebereichseinschlieBungen) implementiert.

'Die Begriffe ,,Standardfunktionen® und ,elementare Funktionen® werden in dieser Dokumentation

synonym benutzt.
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1.2 Der IEEE Standard 754

Der TEEE Standard 754 [4] fiir bindre Gleitkommaarithmetik zielte in erster Linie auf
eine Vereinheitlichung der Gleitkommaarithmetik von Mikroprozessoren. Er wurde sehr
schnell akzeptiert und ist inzwischen weit verbreitet. Auch im Bereich der Workstations
und auf einigen Grofirechnern hat er sich etabliert.

Dieser Standard legt vor allem Datenformate und FEigenschaften der arithmetischen
Grundoperationen +, —, %, / fest. Er verlangt, daf} alle Gleitkommaoperationen so aus-
gefiihrt werden, als ob zundchst ein exaktes Zwischenergebnis mit unbeschréankter Genau-
igkeit und unbeschranktem FExponentenbereich berechnet wiirde, das anschlielend geméaf
der eingestellten Rundungsart zu einer Gleitkommazahl gerundet wird.

Fiir das sogenannte ,,double” Format werden in einer Worthreite von 64 Bit 1 Vor-
zeichenbit s sowie 11 Bit fiir die Darstellung des Exponenten e und 53 Bit fiir die (in
der Regel normalisierte) Mantisse m vorgeschrieben (siehe Abbildung 1.1). Das fiithrende
53-ste Mantissenbit ist im Fall einer normalisierten Zahl immer Fins und wird deshalb
nicht gespeichert (hidden Bit). Das Datenformat entspricht in etwa einem 16-stelligen
Dezimalformat.

1 11 52 Anzahl Bits
(r) ‘ S | e | m ‘
63 62 5251 0  Bitnummer

1) Tom - 207192 1 < e <2046 normalisierte Zahl
(—=1)-0m-2712 e=0,m+#0 denormalisierte Zahl
1)

1)

r=< (—=1)*-0 e=0,m=20 Null, vorzeichenbehaftet
(—1) -0 e=2047,m =0 ,Unendlich®, vorzeichenbehaftet
NaN e=2047,m #0 ,Not a Number®

Abbildung 1.1: TEEE double Format

Leider stellt der zitierte Standard, mit Ausnahme der Wurzelfunktion (diese wird
wie eine Grundoperation behandelt), keine Forderung an die Frgebnisgenauigkeit der
mathematischen Funktionen.

1.3 Generelles Vorgehen bei der Funktionswertebe-
rechnung

Die Funktionswertbestimmung geschieht iiblicherweise in den drei Schritten Argumentre-
duktion, eigentliche Approximation und Ergebnisanpassung. Diese Schritte werden in der
Regel in einem hohergenauen, internen Gleitkommasystem durchgefithrt (Mitfithrung von
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Schutzziffern). AbschlieBend wird das vorlaufige Ergebnis in das 64 Bit Format zuriickge-
rundet.

Mathematische Coprozessoren, wie z.B. die Prozessoren von Intel, Cyrix oder Moto-
rola, verwenden intern ein 80 Bit Datenformat. Auch die Berechnung der hochgenauen
Standardfunktionen in den bisherigen Implementierungen von PASCAT-XSC [23] und C-
XSC [26] geschieht mit Hilfe eines 80 Bit Gleitkommadatenformates, welches allerdings aus
Griinden der Portabilitét dieser Sprachen bzw. deren Laufzeitsystemen durch ganzzahlige
Arithmetik simuliert wird. Diese Simulation fithrt zu ganz erheblichen Laufzeiteinbufien.

Im Augenblick stehen sich sehr schnelle Standardfunktionen (inshesondere hei Ver-
wendung von Coprozessoren) mit ungewisser Genauigkeit, und die um eine Grofen-
ordnung langsameren, nicht hardwareunterstiitzten, aber hochgenauen (durch mnach-
vollziehbare a priori Fehlerabschdtzungen abgesicherten) Funktionsunterprogramme der
XSC-Sprachen gegeniiber. Die Unsicherheit beziiglich der Genauigkeit der Coprozes-
sorroutinen dokumentiert z.B. die Berechnung von sin(a) in BTAS [27] fir das Punk-
targument x:=400921FB54442D18. Mit BIAS ergibt sich die sehr grobe Einschliefung
[-3.3E-016, 5.7E-016], aus der nichteinmal das Vorzeichen des exakten Funktionswer-
tes ablesbar ist, wohingegen die entsprechende PASCAT-XSC Intervallroutine, das ma-
ximal genaue Ergebnisintervall [1.224646799147353E-016, 1.224646799147354E-016]
liefert.

Die hier beschriebene Bibliothek stellt einen Kompromifi dar zwischen dem Wunsch
nach maximaler Genauigkeit, dem Wunsch nach hochsten Ausfithrungsgeschwindigkeiten
und dem Wunsch nach moglichst portablen Routinen. Dazu wird folgendermafien vorge-
gangen:

1. Es wird keine Emulation mittels Integer-Arithmetik durchgefiirt.

2. Es werden nur die Hardware-Grundoperationen des IEEE double Formates verwen-
det.

3. Die Approximationsgenauigkeit wird nur auf double Genauigkeit ausgelegt, was auf
niederere Approximationsgrade fithrt.

4. Zentrale Routinen (z.B. exp und log) werden als schnelle Tabellenverfahren realisiert.

5. Die Rundungsart des Prozessors wird nicht gedndert (u.U. zeitaufwendige Opera-
tion). Wiirde man den Rundungsmodus ,round-to-nearest* erzwingen, so kénnten
die worst-case-Fehlerschranken nahezu halbiert werden.

6. 7Zur Realisierung der Intervallversionen wird keine Maschinenintervallarithmetik ver-
wendet, sondern es werden a priori Fehlerabschiatzungen herangezogen (Laufzeitge-

winn).
7. Die Portabilitat wird durch Tmplementierung in ANSI-C gewahrleistet.

Das beschriebene Vorgehen gewéhrleistet Ergebnisse mit verlafilichen Fehlerschranken,
ermoglicht sichere Intervallrechnung und liefert Routinen mit recht guter relativer Genau-
igkeit bei gleichzeitig kurzen Ausfithrungszeiten. Weiterhin laufen diese Routinen sofort

in jeder IEEE konformen Umgebung.
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Leider verliert man gegeniiber den bisherigen XSC-Realisierungen die sehr hohe hzw.

maximale Genauigkeit. Auch kann man nicht mehr erwarten, dal man bei Verwendung

dieser Routinen bitgleiche Ergehnisse auf allen Plattformen (ungewisser Rundungsmode!)

erhalt.

1.4 Projektziele

Die in dieser Dokumentation beschriebene Funktionsbibliothek entstand im Rahmen eines

gemeinsamen Projektes des Instituts fiir Wissenschaftliches Rechnen und Mathematische

Modellbildung (IWRMM) und des Instituts fiir Angewandte Mathematik (TAM) an der

Universitdt Karlsruhe.
Die vorgegebenen Projektziele werden hier nochmals zusammenfassend genannt:

e Entwicklung und softwareméfliige Bereitstellung eines Fehlerkalkiils zur
(halb-)automatischen Fehlerabschatzung.

o Entwicklung schneller Standardfunktionen im TEEE-Datenformat double (siehe
[4, 9]) fir Punkt- und Intervallargumente mit mathematisch gesicherten Fehler-

schranken.

o Implementierung dieser Funktionen aufgrund der gewiinschten Portabilitat in ANSI-
C (Vorgegebene Benutzerplattformen: PC unter DOS, OS/2 und LINUX (jeweils
mit GNU-C Compiler), SUN-Workstations, HP-Workstations, IBM-RS6000, TBM-

SP/2).

o Bereitstellung dieser Funktionen in einer Bibliothek, die eigenstandig unter ANSI-C

verwendet werden kann.

e Implementierung von schnellen Intervallgrundoperationen zur Verwendung unter

ANSI-C.

e Bereitstellung eines C++4 Interfaces (Ausmltzung der in C++4 vorhandenen Kon-

zepte wie Funktionsiiberladungen, Operatorvereinbarungen usw.)

e Die elementaren Funktionen der entstehenden Bibliothek sollen die bestehenden

Standardfunktionen von Pascal-XSC und C-XSC ergéinzen bzw. ersetzen, d.h. es

miissen bestimmte Vorgaben und Namenskonventionen eingehalten werden.

e Eine spezielle Version der entstehenden Bibliothek soll in Fortran-XSC ? (eine Fr-

weiterung von Fortran-90 bzw. Fortran-95) integriert werden.

o Erstellung eines Testprogramms mit ausfithrlichen Testlaufen.

e Beispielhafte Implementierung numerischer Verifikationsalgorithmen, wie z.B. des

Intervall-Newton-Verfahrens.

e Dokumentation der Fehlerabschatzungen und der Implementierungen.

Zgemeinsames Projekt mit dem Tnstitut fiir Wissenschaftliches Rechnen der Universitit Dresden
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o Bereitstellung der gesamten Software auf einem FTP-Server.

Die Bearbeitung der obengenannten Projektziele ist mittlerweile erfolgreich abge-
schlossen. Zur Zeit werden einige weiterfithrende Ideen und Verbesserungsmaoglichkeiten
untersucht (siehe hierzu die Bemerkungen im Anhang), die méglicherweise in eine zukiinf-
tige Version der Bibliothek eingearbeitet werden.

Die folgenden Funktionen werden derzeit in der Bibliothek £i_1ib zur Verfiigung
gestellt: sqr, sqrt, exp, expml, exp2, expl0, log, loglp, log2, log10, sin, cos, tan, cot,
arcsin, arccos, arctan, arccot, sinh, cosh, tanh, coth, arsinh, arcosh, artanh, arcoth.

Weiterhin sind die Intervallgrundoperationen, sowie ein C++  Interface implemen-

tiert.
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Kapitel 2

Notation

In der Arbeit verwendete Notation:

S =58(b,1,e70) Gleitkommaraster mit Basis b, Mantissen-
linge [ und Exponent e mit e < e <€

5(2,53,-1022,1023) ITEEE-Datenformat double

SN Menge der normalisierten Zahlen des
Gleitkommarasters .5

Sn Menge der denormalisierten Zahlen des
Gleitkommarasters .5

o€ {+,—,e/} exakte reelle Qperation

@ ,o€{+,—, e/} Gleitkommaoperator, Maschinenoperation mit
Rundung zur nachstgelegenen Gleitkommazahl

7.o€{+ — e/} Maschinenoperation mit Rundung nach unten

A ,o€ {4+, —, e/} Maschinenoperation mit Rundung nach oben

laob—a@b|:=|(aob)— (a@b)] Implizite Klammerung beachten!

MinReal kleinste positive normalisierte Gleitkommazahl,

fiir IEEE-Datenformat gilt:
MinReal:=2.22...-10 "0

MaxReal grofte normalisierte Gleitkommazahl,
fiir IEEE-Datenformat gilt:
MaxReal:=1.78...- 10

a auf der Maschine berechnete, i.a. fehler-
behaftete Grofle

ulp eine FKinheit in der letzten Mantissenstelle
(unit last place)

o relative Maschinengenauigkeit,
ex = 1911 = o~

epsb2 epsb2:= 2" =2.922044 ... - 107 "¢

epsb3 epsb3:= %21*53 =1.11022...-107'% = ¢~

EpsQuer Aktuelle relative Genauigkeit einer Maschinenoperation

succ(x), # € S Gleitkommanachfolger von x

pred(x), x € S Gleitkommavorgianger von

R* Menge der positiven reellen Zahlen



IR
IS

|Al, Ae TR
(A), AellR
diam(A), Ae IR

m|n7 T E ‘q
lippg, v € R

KAPITEL 2. NOTATION

Menge der abgeschlossenen Intervalle

iiber den reellen Zahlen

Menge der Maschinenintervalle

IS = {[a.7]a.7 € 5.a < 7)

|A| == max |a|, Betragsmaximum

(A) >:= rﬂneil‘w la], Betragsminimum
Durchmesser eines Intervalls,

diam(A) :=sup(A) — inf(A)

Die fithrenden n Mantissenbits von =

Die reelle 7Zahl x gerundet zur nichstgelegenen

Gleitkommazahl des TEFE-double-Formates



Kapitel 3

Fehlerabschitzung

3.1 Fehlerkalkiil

In diesem Abschnitt werden Techniken hergeleitet, welche es erlauben, Rundungsfehler
in Gleitkommaalgorithmen sicher abzuschatzen. Auch die Fehlerfortpflanzung wird durch
den hier vorgestellten Kalkiil (siehe auch [20, 21]) mit erfaBt. Die a priori berechenbaren
Fehlerschranken sind auf den vorgegebenen Argumentbereichen gleichméafig giiltige worst-
case-Fehlerschranken.

Fiir den Fehlerkalkiil wird vorausgesetzt, daf§ die Operationen auf der Maschine dem
IEEE-Standard [4, 9] entsprechen. Das bedeutet insbesondere, daf fiir die Grundoperation
o € {+,—,e, /} und deren Maschinenaquivalent @, o € {4+, —,, /} die folgende Beziehung
gilt:

aob—aldb

aob

‘<5*. (3.1)

A A

o€ {+,—,e/} a,b e S mit
|a 0 b| € [MinReal MaxReal]

Lemma 1 (Unterlaufbereich) Im Unterlaufbereich /' := (—MinReal, MinReal) gilt
die folgende Abschatzung:

A A la @ b— aob| <diam(]0,MinReal]) = MinReal (3.2)

o€ {4+, e/} a,be S
|a 0 b| < MinReal

Beweis:
Hier wird nur verwendet, dafl die Vorzeichen von a [@ b und « o b iibereinstimmen g

Die obigen Beziehungen sind richtig, falls als Rundungsmode ,Rundung zur néchsten
Maschinenzahl® verwendet wird. Bei Verwendung von gerichtet gerundeten Operationen

muf} e* = %b“l in Formel (3.1) durch 2e* = b' ! ersetzt werden. Dies trifft auch dann
zu, wenn man von der Maschinenarithmetik nur voraussetzt, dafl sie ,faithful“ ist (vgl.
[17, 35]).

Im folgenden soll die Fehlerfortpflanzung fiir die Grundoperationen bei Anwendung
auf bereits fehlerbehaftete Argumente untersucht werden.
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Seien dazu o € {+,—, e, /}unda€e A€ IR, be Be IR,
a=a+ A, mit |A,| <Ala),

b=a+ A, mit | Ay < A(b).

Die GroBen A, B, A(a) und A(b) seien dabei gegeben. Gesucht ist dann eine Schranke
A(o) € IR*, so daB

A A ‘aob—&@i)‘gA(o)
ac A beB la —al < A(a)
aob,aob € [-MaxReal MaxReal] |h— | < (D)

gilt.

Die folgenden Satze beantworten diese Frage fiir die arithmetischen Grundoperationen.
Generell sei dabei vorausgesetzt, dafl a o b,a o b e [-MaxReal, MaxReal|, d.h. daf} kein
Uberlanf auftritt. Die spiter angegebenen Intervallroutinen brechen bei Uberlauf mit einer
entsprechenden Fehlermeldung ab.

Satz 1 (Addition) Fiir die Addition o := + gilt die Fehlerfortpflanzungsabschéatzung

/\ /\ ‘a—l—b—& ms| i)‘ < A(add)  mit
ac A |a—al <Aa)
bEB 1 i< A

A(add) :=e*(|[A+ B])+ (1 + ) (A(a) + A(b)) + MinReal

Beweis: )
Esseiena e Abe Bia=a+ A, € A+[—Ala),ANa)],| Nu| <A(a) undb=b+ A, €
B4+ A(b),AD)],| Ay ] < A(b) beliebig aber fest gewihlt.

I) Fehlerschranke fiir |a + = i)| :

In dieser Abschitzung werden nur gestorte Argumente beriicksichtigt.

a) a+ b e U, d.h. die exakte Summe der gestorten Argumente liegt im Unterlauf-
bereich.
a+bell —=a@mbe U :=UU {—MinReal, MinReal}
temmal 2 4 & @ b| < MinReal

b) a+ b ¢ U, d.h. der Betrag der exakten Summe der gestorten Argumente liegt
in | + b| € [MinReal, MaxReal] :
it+tb¢gU=—=ambglU
— |a+b—aBbl <ela+b <e(|A+ B+ Aa) + Ah).
Dabei wird z.B. verwendet, dafl @ € A+ [~ A (a), A(a)] und damit |a] <
|Al + A(a) gilt.

IT) Fehlerschranke fiir [a+b— (a+ i))|7 d.h. Fehlerschranke bei Verwendung der exakten
Operation + S )
ot b (a4 B <|a—al +1b— 5 < Ala) + A®D)
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Gesamtfehlerabschétzung:
la+b—aBb <la+b—(a+b)|+|a+b—amb|

1).1T) MinReal, Fall T) a)
< A(a)+A(b)+{ (e A AG), T
- { b) + MinReal, Fall T) a)

- |A —I— B| + (1 4+ ) (A(a) + A(b)), FallT)b)
< A+ B+ (1 +e)(A(a)+ A(b)) + MinReal

= A(add).
Die GroBen a, b, @, b waren beliebig gewahlt, so dafl die Behauptung von Satz 1 unmittelbar
fO]gt m|

Satz 2 (Subtraktion) Fiir die Subtraktion gilt die folgende Fehlerschranke A(sub):

A(sub):=e*(|[A — B|) 4+ (1 +")(A(a) + /A(b)) + MinReal.

Beweis:
Der Beweis wird analog zum Beweis von Satz 1 gefiihrt.

Satz 3 (Multiplikation) Fiir die Multiplikation o := e gilt

/\ /\ ‘a-b—le] i)‘ < A(mul)  mit
G4 ol < Aa)
bEB i< A

A(mul) == [A[|Ble* + (JA] A (b) + | Bl A (a) + Aa) A (b)) - (1 + %) + MinReal

Beweis: )
Esseiena e Abe Bia=a+ A, € A+[—Ala),ANa)],| Nu| <A(a) undb=b+ A, €
B4+ A(b),AD)],| Ay ] < A(b) beliebig aber fest gewihlt.

1) Abschatzung fiiv [a-b—a 3] :

a)
b a

emma 1

U—=albel i -b— a0 b| < MinReal

S
Q(Jﬁ|aﬂb|§ZU
— Ja-b—a@ bl <e*ab] < e*(JA] + A(a))(|B] + A(b))
=" (|AlIBI+ [A[ A (b) + Bl A (a) + Ala) A (D)),
IT) Abschétzung fiir |a - b —a - bl :
la-b—a-bl=la-b—(a+N,)(b+Ap)|=laNy+bA, 4+ N, Ay
< [AIA () + Bl A (a) + Ala) A (D).
Gesamtfehlerabschétzung:
la-b—a@b| <l|a-b—a-bl+|a-b—a@bl
DD [ AL A (8) +[BI A () + Ala) A (b) + MinReal, Fall T) a)
(AT A (B) 1 1B A (a) + Ala) A (5))(1 1) + [AIIBle=, Fall 1) b)
ANBIE 1 (1A A () + B A (a) + Ad) A (B))(1 + =) + Minheal
= A(mul) g

@‘Z @‘Z

D Qe

IA
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Lemma 2 (Inverse)

1 .
/\ ‘r <1+ e(inv)
il <= <05 T
mit e(inv) := (1 4+ 2n*) - n*.
Beweis:
Mit |n] <n* < 0.5 gilt:
1 "< ] <T4+(1+29)-79"
n > T+q = n)-n.
Daraus folgt e(inv) = (1 +2n*) - n* o
Satz 4 (Division) Fiir die Division o := / gilt
A A la/b—a b < A(div)  mit
ZEA la —al < A(a)
€8 b < AW
1
A(div) = A (a)+ (JA| 4+ A(a))- (g7 4+ e(inv))) + MinReal
(B) - A(b)( )
und
) A(b), A(b)
E(]TIV) = (] —I— QW)W
Dabei wird vorausgesetzt, dafl
A(b) < 0.5 -(B) (3.3)
gilt.
Beweis:

FEsseiena € A,be Bia=a+ A, € A+[—A(a), A(a)], Ny < A(a) und
b=b+ A, € B+ A (b), A(b)], N\, < A(b) beliebig aber fest gewdhlt.

1) Abschatzung fiir a/b — a (b -

— Lemma 1

a) a/be U = athbeU “==2""1a/b— af b < MinReal
b) a/bg U= |amb ¢U
— |a/b—a i b] < elafb] < e (|A|+ Ala) - man

) @
Dabei wird 7.B. verwendet, daB b € B+ [~ A (b), A(b)] und damit
1

R0

=

gilt.
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1) Abschitzung fiir [a/b — a/b| :

o a (a4 A,) 1
jafb b F-egnd o

a (a4 A,)

= ) )
1

= m ‘Aa +(a+A,) - 5inv‘

mit (3.3) 4

< (A + (JA1+ Afa) - (iny))

(B
mit |e; ] <e(inv) = (14 2- %) : % nach Lemma 2.

Gesamtfehlerabschétzung:

lafb—a bl <lafb—afbl + lafb—a g

DR '
< @(Aww<|A|+A<a>>-e<mv>)+
MinReal, Fall T) a)
{ e ([Al + Afa)) - (B)jA(b)7 Fall T) b)
< GE 1 N0 (A (a)+ (JA[+ A(a)) - (67 + 2(inv))) + MinReal
= A(div) o

13

Die hergeleiteten Fehlerabschdtzungen kénnen nun mit Hilfe von Intervallrechnung in

Intervallroutinen umgesetzt werden.

Das Modul abs_ari

In diesem Modul werden die Satze 1 bis 4 in ein PASCATL-XSC Programm umgesetzt. Die
Quelltexte sind im Anhang B auszugsweise angegeben. Mit den in diesem Modul realisier-
ten Funktionen DeltaAdd, DeltaSub, DeltaMul, DeltaDiv kann die Fehlerfortpflanzung

automatisch erfalit werden. 7.B. liefert der Aufruf
DeltaRes := DeltaAdd( A, B, DeltaA, DeltaB );

eine Maschinenzahl DeltaRes als Ergebnis, fiir welche gilt

/\ /\ ‘(1, +b—a@ i)‘ < A(add) < DeltaRes
ac A |a—al < Aa)
PEB bl < A

(vergleiche Satz 1). Dabei sind A, B € IS, DeltaA, DeltaB € S. Entsprechendes gilt fiir

die anderen Funktionen.

Ein Programm zur Fehlererfassung bei der Auswertung eines Polynoms

p(x) = S0, piz' mittels des Hornerschemas kann #.B. fiir # € X € 15,7 = 2 + A\, mit

| A\, | < A(x) <DeltaX € S wie folgt programmiert werden:
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H:= pln]; DeltaH:= diam( H );
for i:= n-1 downto O do begin
DeltaH:= DeltaMul( H, X, DeltaH, DeltaX );
H:= H * X;
DeltaH:= DeltaAdd( H, p[i], DeltaH, diam( p[i] ) );
H:=H + p[il;
end;
PolX:= H;
AbsErr:= DeltaH;

Nach Ausfithrung dieses Programmstiicks gilt dann
|p(2) — p(#)| < AbsErr

fiir jedes # € X und jedes ¥ = 2 + A, mit | A, | < A(x). Weiter gilt p(z) € PolX fiir jedes
reXund jedes p(#) = (... ((p, OFEPp, 1) AT AP, o) DT H ... @pr) QDT H Py mit
pi € pli],7 = 0(1)n.

Numerisches Beispiel ' '
Betrachtet wird das Polynom p(z) = 212 pirt := 3212, :—,"r’ Als Polynomkoeffizienten p;
werden die engstmoglichen MaschinenintervalleinschlieBungen verwendet:

plL 01 := [ 1.000000000000000E+000, 1.000000000000000E+000 J;
plL 11 := [ 1.000000000000000E+000, 1.000000000000000E+000 J;
plL 21 := [ 5.000000000000000E-001, 5.000000000000000E-001 J;
pl13] := [ 1.605904383682161E-010, 1.605904383682162E-010 ];
pl14] := [ 1.147074559772972E-011, 1.147074559772973E-011 1;
pl18] := [ 7.647163731819816E-013, 7.647163731819818E-013 ];

Mit dem oben vorgestellten Programmfragment erhdlt man folgenden Werte:

x = 1:
PolX = [ 2.718281828458994E+000, 2.718281828458995E+000 ]
AbsErr 6.402573517656651E-016 (Fehlerschranke absolut)
AbsErr/MinAbs (PolX) = 2.355375167734649E-016 (Fehlerschranke relativ)

x = —4:
PolX = [ 1.814980943022E-002, 1.814980943024E-002 ]
AbsErr = 1.313450654637236E-014 (Fehlerschranke absolut)
AbsErr/MinAbs (PolX) = 7.236718708736003E-013 (Fehlerschranke relativ)

Im Fall 2 = 1 liegt die relative Fehlerschranke nahe der Maschinengenauigkeit (es werden
nur positive Grofen aufsummiert). ITm Fall @ = —4 ergibt sich aufgrund alternierender
Vorzeichen und eines wesentlich kleineren Polynomwertes eine um drei Zehnerpotenzen
groBere Fehlerschranke.

3.2 Ausnutzung des Operatorkonzepts

Die Handhabung des in Abschnitt 3.1 und in [20] beschriebenen rechnergestiitzten Fehler-
kalkiils kann unter Verwendung eines Operatorkonzeptes ganz erheblich erleichtert werden.
Die Einfithrung des neuen Datentyps BoundType geméaf}
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global type BoundType = global record { Neuer Datentyp ¥
Enclosure: interval; { Einschliessung der korrekten Werte }
AbsErr: real; { Zugehoeriger max. absoluter Fehler }

end;

erlaubt das Uberladen der Grundoperationen und Funktionen fiir diesen Datentyp.

7.. B. kann dies in PASCAL-XSC [24] fiir die Addition durch die Anweisungsfolge

global operator + (x, y: BoundType) erg: BoundType;
begin

erg.AbsErr DeltaAdd(x.Enclosure, y.Enclosure, x.AbsErr, y.AbsErr);

erg.Enclosure := x.Enclosure + y.Enclosure;

end;

geschehen. Mit den so tiberladenen Operatoren und Funktionen kénnen arithmetische
Ausdriicke wieder in ihrer gewohnten mathematischen Notation programmiert werden.
Fehlerabschdtzungen fiir ganze Programme kénnen damit oft durch einfaches Frsetzen des
Datentyps real durch BoundType und Einfiigen einiger Schreibanweisungen durchgefiihrt
werden.

3.3 Ausloschung fithrender Ziffern

Bei der Subtraktion zweier fehlerbehafteter Gleitkommazahlen @ und b mit gleichem Vor-
zeichen und mit @ & b 1éschen sich u.U. fithrende Ziffern aus. Fine Oberschranke A(e)
fiir den absoluten Fehler von ¢ := a 8 b wird vom verwendeten Fehlerkalkiil automatisch
richtig erfafit.

Ein gerade bei Funktionsberechnungen wichtiger Sonderfall der Subtraktion ist, daf}
bei exakten, d.h. ungestorten Eingangsgrofien bei der Ergebnisberechnung Ausléschung
stattfindet. Der folgende Satz gibt hieriiber Auskunft.

Satz 5 a,b,c € S(2,53), a =: s, - m, - 2° und b =: s, - my - 2° seien normalisierte
Gleitkommazahlen (d.h. 1T < m,,my < 2, s,,8, € {—1,41}, e,, e € Z) mit gleichem
Vorzeichen (d.h. s, = s3), weiter seien a und b exakt, d.h. nicht fehlerbehaftet gegeben.
Mit c:=a B b=:s,.-m,.- 2% gilt:

a) e, =ep=—=c=a—b
b) |ea — | = 1,e. <max{e,, ey} = c=a—b
¢) lea —ep] > 2,e. <min{eg, e} = c=a—b

In allen drei Fallen hat eine Ausléschung fithrender Ziffern stattgefunden, das Frgebnis
kann in S(2,53) rundungsfehlerfrei berechnet werden.

Satz 6 Die Aussagen von Satz 5 gelten analog fiir die Addition von Gleitkommazahlen
mit unterschiedlichem Vorzeichen.
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Beweis:
Die Addition ¢ := a B b kann durch eine rundungsfehlerfreie Vorzeichendanderung in eine
Subtraktion iibergefithrt werden ¢ = a 83 (—b). o

Anmerkung: Bei den in dieser Dokumentation beschriebenen Fehlerabschatzungen
wurden die Aussagen der obigen Sétze z.T. noch manuel beriicksichtigt. In den neueren
Implementierungen des Moduls abs_ari werden die Voraussetzungen dieser Satze auto-
matisch abgepriift und die entsprechenden Aussagen beriicksichtigt. Siehe hierzu auch die
Hinweise im Anhang.

3.4 Funktionen mit fehlerbehaftetem Argument

Im folgenden wird davon ausgegangen, dafl fiir die Funktion f und ihre Maschinenreali-
sierung f bei Anwendung auf exakt darstellbare Argumente eine relative Fehlerschranke
e(f) bekannt ist, die relative Schranke e(f) gilt natiirlich nur bei Anwendung auf die
Argumente 2 € S, fiir die f(x) € Sy bzw. ]E("r) € Sy gilt', d.h. der berechnete Funkti-
onswert liegt im Bereich der normalisierten Gleitkommazahlen. Falls Funktionswerte im
Bereich der denormalisierten Gleitkommazahlen liegen kénnen, wird davon ausgegangen,
daB fiir alle exakt darstellbaren Argumente 2 € S mit f(x) € Sp baw. ]E("r) € Sp eine
absolute Fehlerschranke A(f) bekannt ist.

Der Definitionsbereich der Funktion f sei D; C IR, der Definitionsbereich der Maschi-
nenrealisierung f sei Dimit Dy CDyNS.

Gesucht wird nun eine Oberschranke A(Res) fiir den maximalen Betrag des absoluten
Fehlers, der bei Anwendung von ]E auf ein bereits fehlerbehaftetes Argument a := a + A,

mit | A, | < A(a) entstehen kann, d.h.
[Fla) = F(a)] < ARes, | ARes | < AlRes) =7.

Satz 7 Esseiena e A€ 1S,e(f),A(f),Na)e RT,a=a+ A, €S mit | A\,| < /A(a).
Weiter sei die Funktion

IR 2D Dy — TR auf dem Intervall A 4+ [— A (a), A(a)]

differenzierbar. Das Maschinenanalogon fouf moge fiir alle exakt darstellbaren Argu-
mente a € A+ [— A (a), A(a)]N S mit f(a) € Sy die relative Fehlerschranke £(f)

einhalten, d. h., es moge fiir alle zuldssigen a die Abschatzung

[F(a) — f(a)] < [F(@)l(f) (3.4)

erfiillt sein. Weiter gelte fiir alle darstellbaren Argumente a € A 4+ [~ A (a), Ala)]N S
mit f(a) € Sp die absolute Fehlerschranke A(f), d. h.; es moge fiir alle zuldssigen a die
Abschatzung

Fla) — f(a)] < Af) (3.5)

'"Mit Sy wird die Menge der normalisierten Gleitkommazahlen, mit Sp wird die Menge der denorma-

lisierten Gleitkommazahlen bezeichnet, es gilt S = Sy U Sp.
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erfiillt sein. Dann gilt die Darstellung

)
flay = fla)+ A, f'(a+OA,) mit ©=0(a,a)e (0,1) (3.6)

Beweis:
7u a): Fir die Funktion f sind beziiglich des Intervalls A + [~ A (a), A(a)] die Voraus-

setzungen des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung erfiillt. Aus diesem folgt
unmittelbar die Darstellung (3.6).

[m]

Satz 8 Mit den Bezeichnungen von Satz 7 und den dort angegebenen Voraussetzungen

gilt fiir die Funktionsauswertung die Abschatzung

A A 1f(a) — f(@)] < A(Res) mit
a € A ac S
la — &) < A(a)

ARes) := Af) +e(f) - LA+ (T +2(f) - Ala) - [f(A+[= Ala), Aa)])]-

Beweis:

I) Abschatzung fir @ € S mit f(a) € Sy:
Mit Satz 7 gilt

e - fl@)] <e(f) - [F(A) +e(f) - Ala) - [f(A+[= Ala), Ala)])]

und damit

[f(a) — f(a)l
< [fla) = fa)- (1 + &)
< [fla) = fla)l + ey - fla)]
< Ala)- [f(A+[= A (a), Ala))]
+e(f) - LA +e(f) - Ala) - L (A4 [= Afa), Ala)])]

)
e(f) - [FA+ (1 +e(f) - Ala) - (A +[= A (a), Ala)])]

IT) Abschatzung fiir @ € S mit f(a) € Sp:

[f(a) = fla)] < [f(a) = (f(a) + A
< [fla) = fla)| + A(S)
< AW+ Aa) - (A + [ A(a), Ala)])]
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Gesamtfehlerabschiatzung fiir # € S und f(2) € Sy USp = S:

fa) — J(@)]
DI { () LAY+ (4 e(h) - Ala) - [f(A+ - Aa), A()])], Fall T
< LA T Al A+ LA (o) A, Fall 11)
< A ) A () - Ala) 1A+ [ A (a), Aa))]

3.4.1 Die Wurzelfunktion (absoluter Fehler)

Betrachtet wird die Funktion f(z):= /z mit Dy := [0, 00), sowie die Maschinenrealisie-
rung f(x) := sqrt(z) mit D; := [0, maxreal].
Die Funktion f ist differenzierbar, es gilt

1
f(x) = :
=57

Weiter ist
Dy :={x € S|f(x) € Sy} = [dminreal maxreal] N S

und
Dp:={x € S|f(x) e Sp}=1]0,0].
Die Auswertung fiir « := 0 erfolgt fehlerfrei, d.h. es gilt A(\/‘) = 0.
Anwendung von Satz 8 ergibt:
|[Va — sqrt(a)] < A(Res) mit

ARes) = =) - WAL (1 +e() - Alo) - g ]A (a), Ala)])

Diese Abschatzung ist allerdings nur fiir @ > /A(a) giiltig, dies wird bei der Umsetzung in
das Modul abs_ari abgepriift.

3.4.2 Die Exponentialfunktion (absoluter Fehler)

Betrachtet wird die Funktion f(2) := ¢” mit Dy := (—o00, 00), sowie die Maschinenreali-

sierung f(x) := exp(x) mit D :=[-maxreal, expmax|.
Die Funktion f ist differenzierbar, es gilt
fl(x)=€".
Weiter ist

={x € 5|f(x) € Sy} = (In(minreal), expreal]| N S
und
Dp:={x € S|f(x) € Sp} = [ -maxreal, In(minreal)] N S.
Anwendung von Satz 8 ergibt:
le” — exp(a)] < A(Res) mit
A(Res) = Aexp) + =(exp) - |e4] 1 (1 4 c(axp)) - Afa) - | H-ABAGI]
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3.4.3 Die Funktion ¢” — 1 (absoluter Fehler)

Betrachtet wird die Funktion f(x) := " — 1 mit Dy := (—o00,00), sowie die Maschinen-

realisierung f(2) := expmi(z) mit D; = [-maxreal, expmimax|.
Die Funktion f ist differenzierbar, es gilt
F) =
Weiter ist
Dv = {reS|f() € Sx)

= ([-maxreal,In(1 — minreal))U (In(1 4+ minreal), expreal]) N S
und
Dp:={x € S|f(x) € Sp} = [In(1 — minreal),In(] + minreal)] N S.
Anwendung von Satz 8 ergibt:
[(e" — 1) — expmi(a)| < A(Res) mit

A(Res) := A(expm1) + e(expmi) - |e* — 1] 4 (1 + e(expml)) - A(a) - |eFTAEAW]]

3.4.4 Die Logarithmusfunktion (absoluter Fehler)

Betrachtet wird die Funktion f(z) :=Inx mit Dy := (0, 00), sowie die Maschinenrealisie-
rung f(z) := 1n(x) mit D7 := (0, maxreal].
Die Funktion f ist differenzierbar, es gilt

, 1
iy =1,
T
Weiter ist

_ (07 efminreal) U (eminrealjmaxreal]) ns

und
Dp = {r € S|f(x) € Sn} — [-Minreal minrealjr ¢
Anwendung von Satz 8 ergibt:
[Ina —1n(a)| < A(Res) mit

A(Res) := A(1n) + e(1n) - |In Al + (1 + &(1n)) - A(a) - (A1 A](a) A(a)])’

Diese Abschatzung ist allerdings nur fiir @ > /A(a) giiltig, dies wird bei der Umsetzung in
das Modul abs_ari abgepriift.
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3.4.5 Die Funktion In(x + 1) (absoluter Fehler)

Betrachtet wird die Funktion f(z) :=In(z +1) mit Dy := (—1,00), sowie die Maschinen-
realisierung f(z) := 1nlp(x) mit D; := (—1,maxreal].
Die Funktion f ist differenzierbar, es gilt

, 1
Weiter ist
Dy = {x e S|f(x) € Sn}

— (—1,eminreal gy minreal y payreal])n S
1nd
Dp = {x € S|f(z) € Sp} — [¢ Minreal |  minreal ¢
Anwendung von Satz 8 ergibt:
|[In(a+1) — Intp(a)] < A(Res) mit
A(Res) = A(1nip)+e(1nip)-|In(A+1)]

1
+{A+ = Ala), Ala)])

+(1 4+ e(1n1p)) - A(a) - ]

3.4.6 Die Arkustangensfunktion (absoluter Fehler)

Betrachtet wird die Funktion f(2) := arctan 2 mit D; := (—o00, 00), sowie die Maschinen-

realisierung ]E("r) := arctan(z) mit D; := (-~ maxreal,maxreal].
Die Funktion f ist differenzierbar, es gilt
1
! —
Weiter ist

= (-maxreal,tan(—minreal))U (tan(minreal), maxreal]) N S
und
Dp:={x € S|f(x) € Sp} = [tan(—minreal), tan(minreal)] N S.
Anwendung von Satz 8 ergibt:

|arctan @ — arctan(a)| < A(Res) mit

A(Res) := Al(arctan)+ e(arctan) - |arctan A|
1

+{(A+[=A(a), Ala)])?)

+(1 4 e(arctan)) - A(a) - ]
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3.4.7 Die hyperbolische Cotangensfunktion (absoluter Fehler)

Betrachtet wird die Funktion f(z) := cothz mit Dy := (—o0,0)U(0, o), sowie die Maschi-

nenrealisierung f(x) := coth(x) mit 1; := ([-maxreal,-cotmin]U(cotmin, maxreal])Ns.
Die Funktion f ist differenzierbar, es gilt
1
/ JR—
)= (sinh )%
Weiter ist
= i
und
DD = {}

Anwendung von Satz 8 ergibt:

| cotha — coth(a)| < A(Res) mit

A(Res) := e(coth) - |coth A|
1

((sinh(A +[= Afa), Ala)]))?)

+(1 4 e(coth)) - A(a) -

3.4.8 Die Funktion In(z) (relativer Fehler)

Gesucht ist eine Oberschranke fiir den relativen Fehler

In(z) — In(F) <9
In(x) -7
fiir das Argument 2 wird dabei @ > v > 1 vorausgesetzt und es sei ¥ := z(1 4+ &,.) mit
les| <e(x) < 1.

7Zunédchst wird eine Fehlerschranke fiir die Auswertung des Logarithmus mit fehlerbe-

haftetem Argument hergeleitet:

In(z) — In(F)
In(x)

In(z) — In(x + 2¢,)
In(x)

Mws |In(z) — (In(z) 4+ 2ep - ——)
In(x)

TE,

(x4 xe,) - In(x)
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Mit ey, wird der relative Fehler bei der Auswertung der Logarithmusfunktion fiir exakt
darstellbare Argumente bezeichnet, es gilt || < e(In). Damit 146t sich die folgende

Abschéatzung durchfithren:
- TE,
Eln -
: (x + xe,) - In(x)

< e<1n>-(1+g<m> ! 1)

T2 in(y)

Mit diesen beiden Abschatzungen kann jetzt eine Oberschranke fiir den Gesamtfehler

En * ]Tl(”i‘)

In(x)

MWS

angegeben werden:

In(z) — (@) (1 + &)
In(x)

In(z) — ]}1("7')
In(x)

In(z) — In(#) Em - In(F)
= In(x) In(x)
1 1 1 1
< T ey T (] te Ty lnm)

1 1

< el (T e(in)) - e(0) - o5 1oy

3.4.9 Die Funktion Inlp(z):=In(x + 1) (relativer Fehler)

Gesucht ist eine Oberschranke fiir den relativen Fehler

Inlp(x) — Inlp(F) <9
InTp(x) -
fiir das Argument 2 wird dabei 0 < 2 < 1 angenommen und es sei & := (1 4 &,) mit
lex] <e(x)<1.

7Zunédchst wird eine Fehlerschranke fiir die Funktionsauswertung mit fehlerbehaftetem
Argument hergeleitet:

Inlp(x) — Inlp(F) B Intp(x) — Inlp(x + xe,)
InTp(x) InTp(x)
MWS Inlp(x) — (]n]p(m)—l—mam-m)

InTp(x)

B TEL

B (1+m+mgm)-(m§+§§+...)‘

_ Ea

- <1+m+mm>-<1%+§§+--->‘

1 1
= €(m>.]—€(m).]—%
< e(w) 2

1 ()
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Mit e1,1, wird der relative Fehler bei der Auswertung der Funktion InTp(z) fiir exakt
darstellbare Argumente bezeichnet, es gilt |e),1,| < e(In1p). Damit 1aBt sich die folgende
Abschatzung herleiten:

TE,

(1 + 24 a2e,)-Inlp(x)

)

€lnlp ]ﬂ]p(fi?)
Inlp(x)

MWS

>\

Enlp - (] +

< g(Inlp)- (1 +5(7)ﬁ

Mit diesen beiden Abschatzungen kann jetzt eine Oberschranke fiir den Gesamtfehler
angegeben werden:

]n]p(m)—]nip(%) InTp(z) — InTp(2)(1 + e1n1p)

InTp(x) - InTp(x)
Intp(x) — Inlp(F) Elntp - InTp(E)
- InTp(x) Inlp(x)
2 2
< E(m)-m—l-a(ln]p)-(] +€(T)m)
< e(lnlp) + (1 —I—e(ln]p))-a(m)-]Qm

3.5 Verliflliche Approximationsgenauigkeit,

In diesem Abschnitt wird eine in [34] ausfithrlich beschriebene Methode verwendet, die es
erlaubt, bei gegebenen Approximationskoeffizienten (i.a. ist dies ein Satz von Maschinen-
zahlen, welcher aus einem Satz von Langzahlwerten gewonnen wird) eine sichere Ober-
schranke fiir den absoluten /relativen maximalen Approximationsfehler zu bestimmen.

Zunachst wird mit Hilfe von Langzahlintervallrechnung (siehe [32]) ein Intervallpo-
lynom berechnet, dessen Graphenmenge die tatsédchliche Fehlerkurve mit Sicherheit ein-
schliefit. In einem zweiten Schritt werden fiir dieses Intervallpolynom, dessen Intervallko-
effizienten i.a. Maschinenintervalle von wenigen ulp Durchmesser sind, mittels gewohnli-
cher Intervallrechnung (z.B. mittels eines Branch-and-Bound-Verfahrens [36]) die betrags-
groften Funktionswerte sicher eingeschlossen. Das Maximum der Oberschranken dieser
EinschlieBungen ist dann eine sichere obere Schranke des Approximationsfehlers. Diese
Schranke gilt fiir alle Argumente im vorgegebenen Approximationsintervall.

In [34] ist ebenfalls beschrieben, wie man den Graph des Approximationsfehlers mit-
tels Treppenfunktionen einschlieflen kann. Die folgenden Abbildungen sind mit diesem
Verfahren erzeugt. In jeder Spalte, die einer Bildpunktbreite entspricht, sind zwei Be-
grenzungspixel gezeichnet. Der wahre Verlauf der Fehlerkurve befindet sich fiir alle Ar-
gumente, die einer solchen Spalte zugeordnet sind, mit Sicherheit zwischen diesen beiden
Begrenzungspunkten. Die Treppenstufen sind sehr klein gewahlt, was den Findruck einer
stetigen Funktion vermittelt. Das trifft jedoch nicht zu. Vielmehr steht jeder gezeichnete
Bildpunkt fiir eine der Spaltenbreite entsprechenden stiickweise konstanten Funktion. Die
folgende VergroBlerung soll dies noch einmal verdeutlichen:
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Oberschranke

exakter Funktionsverlauf

Unterschranke

Im vorliegenden Fall der Implementierung der Funktion ¢” — 1 sind die beiden Funk-

tionen
e —1—x X 2F In(2) In(2)
r)i=— = — x €[ =: Bereich | 3.7
P [ = 2 3 )
R 2 = Y] —- :
g(x) := = = 72_(:) s x € []n(4),]n(4)] =: Bereich T1 (3.8)
polynomial zu approximieren.
"expmlpl"ang.gnu“ : ‘ ',n ‘ ‘ "expm‘lpl.gnu“
3+ /\ — 15 ’[xf \\\ /\\ B
2k / \‘ 4 1t ; \ “\ i

EN ) \\ / N/ , 05 ! \‘ v’/‘ |

2t | B at ‘\*.\ \ ;
st \/ I \ -
| \

4 L L L L 2 L L L L
-0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015 -0.015 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015

Abbildung 3.1: Fehlerkurven Bereich 1

035 P~ . . 0.06 .
/ \ "expmip2tang.gnu” a "expm1p2.gnu”
03 / \
/ | 2 ~
/ \ 004 | o /,??‘Y:\,\ ~ A
025 ! &
/ \ oy [\
i ! [
02 \ 002 g |
/ i f
015 { "‘ [
|
0 /
! i i
0.1 | § / 4
' ! [ |
/ | P \
0.05 ] i 0.02 ; | j \
i
: \ WV vi
o / L 23 k kv
iy 7N
o V. -0.04 -

-0.05 KW B

o1 . . . . 0.06 . . . .

03 02 01 0 01 0.2 03 03 02 01 0 01 0.2 03

Abbildung 3.2: Fehlerkurven Bereich T1
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Die Abbildungen 3.1 und 3.2 zeigen jeweils links den Fehlerverlauf der Approximati-
on, wie sie in [39] angegeben ist. Rechts ist der Fehlerverlauf einer mit Hilfe des Compu-
teralgebrapakets Maple [19] berechneten Approximation abgebildet. Der maximale Fehler
ist hier deutlich kleiner, so daf} diese Approximation in der hier besprochenen Imple-
mentierung von €’ — 1 Verwendung findet. Man beachte, dafi die Funktionswerte mit
PlotScale = 10'° skaliert sind (Programmlisting per FTP erhaltlich). Als Schranken fiir
die maximalen Approximationsfehler findet man

Maxi: 1.850454976079262E-015
im Fall (3.7) und
Maxi: 4.101904694867334E-017
im Fall (3.8). Dabei wird f(x) approximiert durch >>3_q apz® mit

hexadezimal dezimal
a0 3FE0000000000000 5.000000000000000E-001
al 3FC555555554DD45 1.666666666658136E-001
a2 3FA555555554B94D 4.166666666638950E-002
a3 3F811114F8A7T7TAAA 8.333362425159880E-003
a4 3F56C1718EQF9DDC 1.388893979532449E-003

und g(a) durch }:?ZObjmj mit,

hexadezimal dezimal
b0 3FC5555555555554 .666666666666666E-001
b1 3FA5555555555503 .166666666666610E-002
b2 3F81111111113FE1 .333333333354122E-003
b3 3FE6C16C16CATFF7 .388888889017890E-003
b4 3F24A01A0159D7CFF .984126964158297E-004
b5 3EFAQ019F817DAFAE .480157863209126E-005
b6 3EC71E05122BF5CB .755792722352050E-006
b7 3E928240725839F5 .758025508816736E-007
b8 3E5A496317DE7DCF .448136759253856E-008

NN NNRFR P~ 0 -~

Im spéateren Programm werden die hier hexadezimal angegebenen Koeffizienten ver-
wendet.

Die mittleren Kurven in Abbildung 3.2 ergeben sich, wenn man zusétzlich zu den Be-
grenzungsbildpunkten noch einen Funktionswert der Fehlerkurve an einer zufillig gewéhl-
ten Stelle in jedem einer Spalte entsprechenden Abszissenintervall einzeichnet. Die hier
berechneten Oberschranken fiir die absoluten Approximationsfehler werden in Abschnitt

5.1.4 bendtigt.
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Kapitel 4

Quadrat- und Wurzelfunktion

Sehr einfache Algorithmen ergeben sich fiir Quadrat- und Wurzelfunktion. Diese dienen
auch als Hilfsfunktion fiir viele andere Routinen.

4.1 Quadratfunktion

Quadratfunktion 10— ' ' '
Math. Schreibweise | 2.2 gl s |
Definitionsbereich R
1. Ableitung 2z 6 1
Nullstellen 1o = ()
Minima xrr =0 ‘r i
Symmetrie Symmetrie zur y-Achse 2 | ]
Monotonie monoton fallend fiir 2 < 0

monoton steigend fiir 2 > () 0 _'4 '2 0 é ;1
4.1.1 Idee

Die Quadratfunktion wird durch Ausfithren einer Multiplikation 22 = 2 - 2 berechnet. Bei
der Intervallfunktion sind einige zusétzliche Fallunterscheidungen nétig.

4.1.2 Algorithmus q_sqr (Punktfunktion)

Der Gesamtalgorithmus q_sqr zur Berechnung von 2?2 stellt sich wie folgt dar:
I. Abpriifen von Spezialfille und deren Behandlung

o 2 ist NaN (not a number) = Fehlermeldung: Invalid Argument

o v < —1.34...¢l54 oder x > 1.34... 154 (Test des Definitionsbereiches)
— Fehlermeldung: Overflow

IT. Berechnung mit Hilfe der Multiplikation
res:=x [x

27
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Nun gilt q_sqr := res ~ 22

4.1.3 Fehlerabschitzung

Es wird genau eine Grundoperation mit entsprechendem Rundungsfehler ausgefiihrt.

Gesamtfehlerschranke:
relative Fehlerschranke fiir q_sqr(z) € Sy:  e(q_sqr) < 2.2205FK — 016 = 2.00 - &*
absolute Fehlerschranke fiir q_sqr(z) € Sp:  A(q_sqr) < 4.9497F — 324

4.1.4 Algorithmus j_sqr (Intervallfunktion)

Der Gesamtalgorithmus j_sqr zur Berechnung von X? fiir Intervallargumente

X := [2.INF, 2.SUP] stellt sich wie folgt dar:

I. Abpriifen von Spezialfille und deren Behandlung

o 2.INF oder .SUP ist NaN (not a number)
— Fehlermeldung: Invalid Argument

o 2.INF < —1.34...¢154 oder .SUP > 1.34...¢154 (Test des Definitionsberei-
ches) = Fehlermeldung: Overflow

IT. Berechnung mit Hilfe der Multiplikation

a) Falls 2.INF = 0:
res.INF:= 0
res.SUP:= succ(2.SUP @ 2.SUP)

b) Falls 2.INF > 0:
res.INF:= pred(z.INF & 2.INF)
res.SUP:= succ(2.SUP @ 2.SUP)

¢) Falls 2.SUP = 0:
res.INF:= 0
res.SUP:= succ(2.INF @ 2.INF)

d) Falls 2.SUP < 0:
res.INF:= pred(z.SUP @ 2.SUP)
res.SUP:= succ(2.INF @ 2.INF)

e) Sonst:
res.INF:= 0
Falls (—2.INF > 2.SUP) dann: res.SUP:= suce(x.INF & 2.INF)
Sonst: res.SUP:= succ(2.SUP & 2.SUP)

Nun gilt j_sqr := res D X? mit res := [res.INF, res.SUP].
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4.2 Wurzelfunktion

Wurzelfunktion — T

Math. Schreibweise | /& T sartg = 7
Definitionsbereich | [0, 00) 3+ ]
1. Ableitung 2\1/; L i
Nullstellen 1o = () L |
Minima xrr =0
Monotonie monoton steigend 0

al -

4.2.1 Idee

Im TEEE-Standard [4] wird gefordert, dai die Wurzelfunktion als Grundoperation mit
den entsprechenden Rundungen zur Verfiigung gestellt wird. Aus diesem Grund wird
hier die Wurzelfunktion sqrt verwendet, die iiber die mathematische Bibliothek (1ibm,
zugehoriges Headerfile math.h) des C-Compilers zur Verfiigung gestellt wird.

Anmerkung: Der Benutzer mufl somit sicherstellen, dafl die auf seinem System vor-
handene Wurzelfunktion dem TEEE-Standard entspricht (iiblicherweise ist dies heute der
Fall).

Bei der Intervallfunktion sind wiederum einige zuséatzliche Fallunterscheidungen nétig.

4.2.2 Algorithmus g sqrt (Punktfunktion)

Der Gesamtalgorithmus q_sqrt zur Berechnung von /x stellt sich wie folgt dar:
I. Abpriifen von Spezialfille und deren Behandlung

o 2 ist NaN (not a number) = Fehlermeldung: Invalid Argument
o 2 < 0 (Test des Definitionsbereiches) = Fehlermeldung: Invalid Argument,

IT. Berechnung

res := sqrt(x)

Nun gilt q_sqrt := res & \/x.

4.2.3 Fehlerabschitzung

Es wird genau eine Grundoperation mit entsprechendem Rundungsfehler ausgefiihrt.

Gesamtfehlerschranke:
relative Fehlerschranke fiir q_sqrt(z) € Sy:  e(qusqrt) < 2.2205FK — 016 = 2.00 - &*
absolute Fehlerschranke fiir q_sqrt(z) € Sp: A(q_sqrt) < 4.9497F — 324
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4.2.4 Algorithmus j_sqrt (Intervallfunktion)

Der Gesamtalgorithmus j_sqrt zur Berechnung von /X fiir Intervallargumente
X := [2.INF, 2.SUP] stellt sich wie folgt dar:

I. X ist Punktintervall, d.h. #.INF = 2.SUP

a) Falls 2.INF = 0:
res.INF:= 0
res.SUP:= 0

b) Falls 2.INF # 0:
y := q_sqrt(z.INF)
res.INF:= pred(y)
res.SUP:= succ(y)

IT. X ist echtes Intervall, d.h. 2.INF # 2.SUP

a) Berechnung der Unterschranke res.INF:
Falls 2.INF = 0 dann: res.INF:= 0
Sonst: res.INF:= pred(q_sqrt(z.INF))

b) Berechnung der Oberschranke res.SUP:
res.SUP:= succ(q_sqrt(z.SUP))

Nun gilt j_sqrt :=res D vV X mit res := [res.INF, res.SUP].
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Exponential- und
Logarithmusfunktionen

5.1 Exponentialfunktion-minus-Eins: ¢” — 1

Exponentialfunktion-minus-Eins . . . .
Math. Schreibweise | e” — 1 8 expml T
Definitionsbereich R 6L ]

) ok o 2?28
Potenzreihe ;—':74_?4_?4- Al |

M x
1. Ableitung e .l ]
Nullstellen 29 =10
Symmetrie - 0
Monotonie monoton steigend ) P 0 > 4

Es wird im folgenden ein sehr schnelles und gleichzeitig hochgenaues Tabellenverfahren
zur Berechnung der Funktion ¢” — 1 fiir 2 € 5(2,53, —1022,1023) vorgestellt (siehe auch
39))

5.1.1 Idee
Die gesamte Funktionsberechnung erfolgt im Zieldatenformat (IEEE double, 64 Bit), d.h.

fiir Zwischenrechnungen wird kein héhergenaues Datenformat benutzt. Die Berechnung
erfolgt wie iiblich in drei Schritten:

I) Argumentreduktion
IT) Polynomapproximation im reduzierten Bereich
ITT) FErgebnisanpassung, dabei Verwendung von tabellierten Konstanten

Tm Tntervall [In(1 — 1), In(1 + )] erfolgt die Berechnung mit Hilfe einer zweiten Polyno-
mapproximation. In diesem Fall ist eine abschlielende Frgebnisanpassung nicht notwen-
dig. Dies sichert auch im Bereich um die Null (hier ist ¢” — 1 & 0) die gewiinschte hohe
relative Frgebnisgenauigkeit.
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5.1.2 Verfahren
Ausnahmefille und Bereichsaufspaltung

7Zunéchst werden anhand des Fingabearguments = mehrere Sonderfille abgepriift. Fiir
x = NAN (not a number) wird eine Fehlerbehandlungsroutine aufgerufen. In dieser
Routine kann festgelegt werden, ob das Programm grundsatzlich abgebrochen und ei-
ne Fehlermeldung ausgegeben werden soll, oder ob eine Unterscheidung nach , signa-
ling NAN® bzw. ,quiet NAN® mit unterschiedlicher Fehlerbehandlung erfolgen soll. Fiir
x > qExpT2c = 709.0895657128240 erfolgt ein Programmabbruch, eine Fehlermeldung'
wird ausgegeben. Der Fall # = 400 wird hier miterfafit und muf} nicht getrennt abgepriift
werden. Fiir x < —37.42994775023704 braucht nicht mehr gerechnet zu werden, als Er-
gebnis wird der Wert —1 zuriickgegeben. Der Fall # = —oo wird hier ebenfalls miterfafit.
Fiir 2 = 0 sowie fiir kleine Eingabeargumente 0 # |2| < 277 wird 2 selbst zuriickgegeben.

Liegt keiner der oben genannten Félle vor werden ausgehend vom Argument = die
folgenden beiden Félle unterschieden:

Bereich I: 2 <In(1 — ]I) oder In(1+ ]I) <
Bereich TT:  In(1 — ]I) <z <In(l+ ]I)

Nur im Bereich T wird ein Tabellenverfahren verwendet.

Bereich T (2 <In(1 — ]I) oder In(1 4+ ]I) < )

Ausgehend vom Argument = wird ein reduziertes Argument r mit r €
[ In(2)/64,In(2)/64] berechnet. Dazu wird m € Z und 7 € {0,1,...,31} so gewéhlt,
daff in der Darstellung

r=(32m 4+ j)In(2)/32 +r (5.1)

der Rest |r| <1In(2)/64 ist.

Um r zu berechnen wird also vom Argument z ein geeignetes ganzzahliges Viel-
faches des Wertes In(2)/32 subtrahiert. Da es hierbei zu Ausloschung kommen kann,
wird die Ndherung des Wertes In(2)/32 im TEEE-Datenformat als Summe (die Addi-
tion wird nicht explizit ausgefithrt) von 2 Maschinenzahlen l1caq, liras1 € S5(2,53) mit
Head + lirail &= In(2)/32 héhergenau dargestellt. [1.,q wird so gewahlt, dafi die letzten 20
bindren Mantissenziffern den Wert 0 haben. Dadurch kann [j.,q mit einer ganzen Zahl
n,|n| < 2% rundungsfehlerfrei multipliziert werden. Das reduzierte Argument r selbst
wird mit einigen zusdtzlichen Mantissenziffern berechnet, die Darstellung erfolgt eben-
falls als Summe zweier Maschinenzahlen riaad, el € 5(2,53).

Mit Hilfe einer Polynomapproximation der Form

p(r):r+a0r2—|—a1r3—|—...—|—a4r6:r+r2(a0+...—|—a4r4)

wird eine Naherung fiir (¢” — 1) berechnet.

"Fiir 2 > 709.78271289338399 liegt das Frgebnis €” — 1 im Uberlaufbereich. Fiir 709.0895657128240 <
r < 709.78271289338399 ist fiir eine Zwischenrechnung eine zusatzliche Fallunterscheidung nétig, aus
Griinden der Laufzeit wird darauf verzichtet.
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Die Koeffizienten a;,2 = 0,1,...,4 wurden mit Hilfe eines RemezAlgorithmus (Com-
puteralgebrapaket, z.B. Maple) gefunden (siehe Abschnitt 3.5). Die Berechnung des Po-
lynoms 7“2((1,0 +ar+ ...+ (1,4r4) erfolgt in der Genauigkeit des TEEE-Datenformats, zur
abschlieBenden Addition von r bei der Berechnung von p(r) wird jedoch die hohergenaue
Darstellung r.,q + ripay) benutzt:

7= Tlead B Tirail
= rOrQ(aBrO(eaB...)...)
Tead B (Ptrail B q) (Klammerung beachten!)

Die Ergebnisanpassung erfolgt durch Anwendung der Gleichung
eF — 1 =2m (2132 4 92132 (er 1)) — 1, (5.2)

wobei m und j die gemaB (5.1) bestimmten und bekannten GroBen sind. Die benotigte Po-
tenz 27732, 5 € {0,1,2,...,31} wird im voraus berechnet. Naherungen fiir 2//%2_ 5 = 0(1)31
werden vorab in jeweils 2 Konstanten lead(7), trail(7) auf ungefahr 100 Mantissenbits in
einer Tabelle abgespeichert. Die Summe lead(7)+trail(j) dieser beiden Konstanten ergibt

/32

also eine Naherung fiir 2//°% mit zusatzlichen Ziffern. Um den Fehler bei der Berech-

nung der rechten Seite von (5.2) auf dem Rechner moglichst klein zu halten, werden in
Abhéangigkeit von m die folgenden drei Ausdriicke verwendet:

m >53:  27[lead(j) B ]
m < —8: 2™[lead(7) A (s O p A trail(j))] B
Sonst: 2™ [(lead(7) B2 ™) H (lead(y) @ p B trail(y) @ (1 B p))]
jeweils mit s :=lead () B trail(j) a2 27/%2

j @DPEGMM)EQWM

Bereich IT  (In(1 — ]I) <z <In(l+ ]I))
Ausgehend von der Rethenentwicklung
72 77 2

e—%w+?+Z—ZT+?+TTﬂ@

7?'

wird eine polynomiale Bestapproximation p(z) fiir g(2) verwendet. Mit dieser in Abschnitt
3.5 angegebenen Bestapproximation wird zundchst ¢ := 2 @ (¢ @ 2) @ p(x) berechnet.
Dies kann in normaler IEEE-Genauigkeit geschehen. Zur Addition des Terms x + 7”2—2 muf
eine hohere Genauigkeit simuliert werden. Dazu wird die Mantisse von = in zwei Teile u,
v aufgespalten, u := x|,, enthidlt die fithrenden 24 Bits der Mantisse, v ergibt sich durch
v :=a — u. Sowohl u als auch v sind auf dem Rechner exakt darstellbar.

Damit wird y := w-u 15 und z == 0@ ("r m] u) . 15 berechnet. Da von « nur die ersten 24
Bit ungleich Null sind, ist «-u mit maximal 48 Bit ebenfalls exakt darstellbar, woraus sich
schlieBlich y durch eine einfache und ebenfalls rundungsfehlerfreie Exponentenanpassung
ergibt. Die Summe y + 2z ist dann eine hohergenaue Naherung fiir é Dies wird durch die

folgende Handrechnung (vgl. [28]) gezeigt:
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Fssei 0.B.d A2 > 0. Mit 2 = 0.2y29... 253 - %, u = Tlyy = 0920 . 20y - b* und

eX —24
T*T|24:0000T25T26T¢gb —v<?2 r
24 Stiick

erhalt man:

_ 1. 1
y+z = 27/, —|—27)|Z|(.7:EIEI7/,)

1

= ()" + (= 1) B (7 B 2l,,))

= )+ (a8 )1+ <)

B %((m|24)2 + (7 = 2ly) (@ + 2y, (1 + 5)2)

- %((ﬂu)z + (27— (w],)")(1 + 2¢))
= (e 2e((x]y, —v)" — (2],,)7)

= —(.7:2 +2e(2-v- 2], + 7)2))

N — DN — DN —

(.7:2 + 252722.7:)
2

=3

= + 6(2722.77)

|

T2

——(y+2)

<e-2 %%
2

—

Wegen x € [—0.29,0.244] und somit |z| € [0,0.29] ergibt sich die folgende Abschétzung:

2

)l <e 2P <2

Die Summe y + z ist damit eine Naherung fiir % mit 22 zusatzlichen Mantissenstellen.

Im Fehlerkalkiil wird diese Handrechnung automatisch mit erfaBt (siehe vollstandiges
Programmlisting ffexpm.p).

7Zum Schlufl miissen die Werte =, y, z und ¢ in Abhédngigkeit ihrer Grofle geeignet
aufaddiert werden. Dazu werden die folgenden beiden Félle unterschieden:

. (vBy)B(@EMEA2), y>27,
e’ — 1 ~ _
x @ (y B8 (¢ @ 2)), y <277,

5.1.3 Algorithmus g expm (Punktfunktion)

Der Gesamtalgorithmus expm1 zur Berechnung von e” — 1 stellt sich wie folgt dar:
I. Abpriifen von Spezialfille und deren Behandlung

o 2 ist NaN (not a number) = Fehlermeldung: Invalid Argument
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e v >qExpT2a= 709.7827... = Fehlermeldung: Overflow
Der Fall x = 400 wird mit abgedeckt!

o x = () = res := x = +0, d.h. der exakte Funktionswert ¢ — 1 = 0 wird

zuriickgegeben?.
o |7| <qExpT1=2"" =55511...-107'7 = res(x) :=
o 1 <qExpT3= —37.4299... = res(z) := —1

x = —oo mufl damit nicht gesondert behandelt werden.

IT. Fallunterscheidung

1.) Bereich It 2 <In(1 — ]I) oder In(1 + ]I) <z
(a) Reduktion (red. Argument r wird berechnet als rj..q + Ttrail)

32
n := round(x [ qExpInvl), mit qExpInvL & 5
n
ney = n mod 32
4 = n —No9
] In(2)
Mead = (T Hn llead) mit llead + ltra,ﬂ R %—2
Ttrajl = —n [ ltra,ﬂ {:> Tlead F Ttrail = T — - (llead + ltra,ﬂ)}
m = ny/32
J = na

(b) Approximation p(r) =r + agr’® + a1r® + ... + asr®,
r e [—0.01083....0.01083. . ]

7= Tlead B Terail
g = rArd(eBrO(cBra(eBra(eBrdaw))))
P = Tiead B (Tirai B q)

(¢) Ergebnisanpassung
Falls m > 53:

res := 2" [lead(j) B (s O p A (trail(7) @ 27 "))]

Falls m < —8:
res := 2" [lead(j) B (s O p A trail(j))] B 1

Falls —7 < m < 52:
tes <= 27[(lead () B2 ) 8 (lead(j) B p 8 trail(j) 0 (1 8 )

mit s := lead(j) B trail(j) = 2//32  { anf 100 Bit }

2.) Bereich IT: In(1 — ]I) <z <In(l+ ]I)
(a) Genaue Berechnung von x2/2

u = CUT24(x), { die ersten 24 Bits von = }

Tm TEEE-Standard wird 40 unterschieden.
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Vo= ox—u
y = u-u-05
= v (xBu)-0.5

2
T
{=y+z~ 5 mit zusitzlichen Bits }

(b) Approximation (Horner-Schema)
q:=a2p(x) = a®(bo + bix' + ...+ bga®), 2 € [-0.28768...,0.22314 .. ]

g = rOr0x0 B BzOG B2 (... BxObg)...))

(c) Genaue Addition von @ + y 4+ z + ¢ durch Fallunterscheidung;:
Falls y > 277

res:=(uMBy)@A (¢ (v B 2))
Falls y < 277
res: =z H (yH (¢ H=2))
Nun gilt q_expm := res & (em - ]>-

Beispielhaft sei fiir diese Funktion die C Quelle angegeben (der Quellcode der weiteren
Funktionen findet sich in der frei erhaltlichen Bibliothek fi_lib):

/****************************************************************/

/* */
/* Entries : a_real q_expm(a_real x) */
/* a_real x ; */
/* */
/* Arguments : x = real argument of exp(x)-1 */
/* */
/* Description : Fast real exponential function - 1 */
/* for double IEEE Floating-Point */
/* Arithmetic */
/* */
/* Date : 1997-07-07 */
/* */
/* Author : W. Hofschuster */
/* */

/****************************************************************/

#ifndef ALL_IN_ONE

#ifdef AIX

#include "/u/p88c/runtime/o_defs.h"
#else

#include "o_defs.h"

#endif

#define local

#endif

#include "q_defs.h"
#include "q_fcth.h"
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[k */
/* — Computation of exp(x)-1, table lookup method - x/
/* - Idea goes back to P.T.P. Tang - */
[k */
[k ———— Prozedure for Range 1  ——————————————————————— */

#ifdef LINT_ARGS

local double gq_plex(double x)
#else

local double q_plex(x)

double x;
#endif

{

int j;

long int n,m;
double r,r1,r2,q,s;
double res;

/* Step 1 */
if (x>0) n=CUTINT((x*q_exil)+0.5);

else n=CUTINT((x*q_exil)-0.5);
j=n % 32;

if (j<0) j+=32;

n=(n-j)/32;

ri=x-n*q_exl1;
r2=-(n*q_ex12);

/* Step 2 */
r=ri+r2;

/% round (x) */
/* n2=n mod 32 */
/* We force n2>=0 */

q=(((q_exal[4] *r+q_exa[3] ) *r+q_exal[2] )*r+q_exal1])*r+q_exal0];

Q=T*T*q;
g=ri+(r2+q);

/* Step 3 */
S:q_exld [J] +q_ext1 [J] H
if (m>=653)

if (m<1023) { res=1.0; POWER2(res

res=(q_ex1ld[jl+(s*q+(q_extl[jl-res)));
POWER2(res,m);

}

else

{ if (m<=-8)

{
res=(q_ex1ld[jl+(s*q+q_ext1[j1));
POWER2(res,m);
res—=1;

,~m); } else res=0.0;
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POWER2(res,—m);

EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONEN

res=((q_ex1ld[jl-res)+(q_exld[jl*q+q_extl[jI1*(1+q)));

POWER2(res,m);
¥
¥

return(res);

}

[k ———— Prozedure for Range 2  ———————————————————————————— */

#ifdef LINT_ARGS

local double gq_p2ex(double x)
#else

local double q_p2ex(x)

double x;
#endif
{
double u,v,y,z,q;

/* Step 1 */
u=(double) (CUT24(x));
v=x-1u;

y=u*u*x0.5;
z=v*(x+u)*0.5;

/* Step 2 */

q=(((((((g_exb[8]*x+q_exb[7])*x+q_exb[6])*x+q_exb[5])
*x+q_exb[4])*x+q_exb[3]) *x+q_exb[2]) *x+q_exb[1])*x+q_exb[0] ;

q:x*x*x*q;

/* Step 3 */

if (y>=7.8125e-3) /* = 2°-7 %/
return ((u+y)+(g+(v+z)) );
else
return (x+(y+(g+z)) );
}
[k ———— Main program with different cases  ——————————————————————- */

#ifdef LINT_ARGS

local double gq_expm(double x)
#else

local double q_expm(x)

double x;
#endif
{

double fabsx,res;

#ifdef PXSCTRAP
E_SPUSH("q_expm");
#endif
if NANTEST(x)

/* Test: x=NaN */

res=q_abortnan(INV_ARG, &x,3);
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else {
if (x<0) fabsx=-x; else fabsx=x;
if (fabsx<q_ext1)
{
res = (q_p2h * x + fabsx) * q_p2mh;
T
else
{
if (q_ex2a<x)
res=q_abortr1(0OVER_FLOW, &x,3);
else
{ if (x<q_ext3)
{
res=-1.0+q_p2mh;
T
else
{ if (x==0)
res=x;
else
{ if ((q_ext4<x) && (x<q_ext5))
res=q_p2ex(x);

else
res=q_plex(x);
T
T
T
T
T

#ifdef PXSCTRAP
E_SPOPP("q_expm");
#endif
return(res);

}

5.1.4 Fehlerabschitzung

Im folgenden wird eine relative Fehlerschranke fiir die Berechnung von ¢” — 1 nach dem
im Abschnitt 5.1 vorgestellten Verfahren hergeleitet. Diese Fehlerschranke soll fiir alle
zuldssigen Kingabeargumente aus dem Bereich der normalisierten TEEE-Zahlen gelten.

Die Fehlerabschatzung wird grofitenteils auf dem Rechner mit PASCATL-XSC unter
Verwendung des Moduls abs_ari (sieche Abschnitt 3.1) durchgefiihrt. Das zugehorige Pro-
gramm ffexpml.p ist in der Programmsammlung enthalten. Die Fehlerabschatzung wird
unter der Annahme durchgefithrt, dafl das exakte reelle Ergebnis einer Grundoperation
(4, —, e, /) auf dem Rechner zu einer benachbarten Gleitkommazahl gerundet wird (,,faith-
ful arithmetic*). Der maximale relative Fehler einer Gleitkommaoperation ist demnach
eps52= 2772 Der IEEE-Standard schreibt sogar einen Rundungsmodus zur nichstgelege-
nen Gleitkommazahl vor. Um nicht durch Umschalten des Rundungsmodus Laufzeiteinbu-
Ben 7zu verursachen, werden keine speziellen Annahmen iiber den eingestellten Rundungs-
modus bei Programmaufruf vorausgesetzt. Dies bedeutet, daf} die fiir alle Rundungsmodi
giiltige Fehlerschranke eps52 verwendet werden mu8.
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Erzwingt man bei Programmausfithrung die Rundung zur néchstgelegenen Gleitkom-
mazahl, so darf man die in dieser Arbeit angegebene Gesamtfehlerschranke auf nahezu die
Halfte (1.302-107'%) reduzieren. Diese Aussage kann sehr einfach bewiesen werden, indem
man in den Fehlerabschitzungsprogrammen iiberall die Grofe eps52 durch eps53= 2757
ersetzt!

Die im Algorithmus verwendeten Konstanten- und Tabellenwerte sind jeweils die zur
nachstgelegenen Gleitkommazahl gerundeten exakten Werte, d.h. thr maximaler relativer
Fehler betragt epsb3.

Bei der automatische Fehlerabschétzung wird analog zum Algorithmus zwischen Be-
reich T und Bereich IT unterschieden. Fiir beide Bereiche wird jeweils ein eigenes Unter-
programm erstellt:

Unterprogrammname | Abschitzung fiir Argument 2 € T mit
fehlerl I =[—37.44077...,—0.27076] U [0.223143...,709.79...]
fehler2 I =[—0.287682..., —5.55...e — 17] U [5.55...e — 17,0.223144...]

Tabelle 5.1: Teilbereiche mit unterschiedlichen Fehlerabhschéatzung

Die Funktion fehlerl berechnet eine Oberschranke des maximalen relativen Gesamt-
fehlers bei der Auswertung von €”—1 fiir ein Argument x aus einem vorgegebenen Intervall
I* = [a,b] mit I* C I. In diesem Gesamtfehler sind alle Rundungsfehler, der Approxi-
mationsfehler und die Konstantenfehler beriicksichtigt. Das Intervall 7 wird durch die
Parameter kk_1b, kk_ub, k_1b und k_ub festgelegt. Diese Parameter werden beim Aufruf
der Funktion fehler1 iibergeben. Es gilt:

I* = [((kk_1b-32 — 0.5)4 k_1b ) vy L2

32
(( kKk_ub -32 — 0.5)+ k_ub +1) A Aé';”)]

Da bei der Ergebnisanpassung 32 verschiedene Konstanten verwendet werden, miissen
bei der Fehlerabschatzung 32 Teilfélle betrachtet werden. Dies bedeutet, dafl im folgenden
die Teilintervalle

= [((kk-32 —05)+ k) 2, R
((kk-32 —0.5) 4+ k+1) A 22

mit k& =k_1b(1)k_ub, kk =kk_1b(1)kk_ub untersucht werden. Diese Intervalle [y ;. sind so
gewahlt, daf fiir alle x € I im Algorithmus die gleiche Fallunterscheidung ausgewahlt
wird. Bei der Realisierung im Programm muf} beachtet werden, das die folgende Bedingung

gilt:

* CUU Tiww

kk k

fir & =k_1b(1)k_ub und kk =kk_1b(1)kk_ub. Aufgrund der Uberschéi,tmmg durch die
Intervallarithmetik miissen die Teilintervalle [ 1 eventuell noch weiter unterteilt werden,
um zu brauchbaren, scharfen Fehleraussagen zu kommen. Die Funktion fehler1 wird vom
Hauptprogramm aus mit 5 verschiedenen Parametersitzen aufgerufen:
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Anzahl Unterteilung
kk_1b kk_ub k_1b k_ub Intervall T* = [a*, b*] von Tk
-h4 -2 0 31 [-37.44077...,—0.703977..]] 1
-1 -1 0 19 [-0.703977...,—0.27076...] 3 200
0 0 10 31 [0.223143...,0.6823...] 4 500
1 1023 0 31 [0.6823...,709.77...] 1
1024 1024 0 0 [709.77...,709.79...] 1

In der Funktion fehleril werden fiir jedes Teilintervall alle Berechnungen des Al-
gorithmus mit Hilfe der Intervallarithmetik von PASCAT-XSC nachvollzogen. Der bei
normaler Gleitkommarechnung entstehende Rundungsfehler wird als absoluter Fehler mit
Hilfe der Funktionen des Moduls abs_ari erfaflt. Die Konstantenfehler werden ebenfalls
als absolute Fehler erfafit, der absolute Approximationsfehler wird an geeigneter Stelle
aufaddiert. Zum Schlufl wird, sofern maoglich, der maximale relative Gesamtfehler von
allen betrachteten Teilintervallen bestimmt und an das Hauptprogramm iibergeben.

Mit Hilfe der Funktion fehler2 wird der Fehler fiir Argumente = mit = € [In(1 —
5, 27U [In(1 + §),277*] bestimmt. Um sowohl die Vorzeichen als anch die Fallun-
terscheidung bhei der Summation des Ergebnisses von €” — 1 richtig zu erfassen, miissen
hier 4 Teilbereiche getrennt untersucht werden. Diese Teilbereiche konnen Tabelle 5.2
entnommen werden.

Unterprogrammname | Teilbereich | Abschdtzung fiir Argument 2 € T mit
fehler2 a I =[—0.287682...,—0.125]
b I =[-0.125,-5.55...e — 17]
c I =[5.55...e — 17,0.125]
d I =10.125,0.223144...]

Tabelle 5.2: Teilbereiche des Bereichs 11

7ur Bestimmung von scharfen Fehlerschranken ist es auch hier wieder nétig, die zu
untersuchenden Teilbereiche in kleine Teilintervalle zu unterteilen. Eine Unterteilung in
50 bzw. 20 Teilintervalle hat sich als ausreichend erwiesen.

Analog zur Funktion fehlerl wird auch hier wieder der Algorithmus nachvollzogen,
samtliche Fehler werden mit Hilfe der Funktionen des Moduls abs_ari erfafit. Die Fehler-
abschdtzung wird mit folgendem Programm durchgefiihrt (die anderen Fehlerahschéatzung-
programme haben einen dhnlichen Aufbau; sie werden deshalb in diesem Dokument nicht
aufgelistet):

- "--"-""-"""-""""""""""""""""""" b
{- Fehlerabschaetzung fuer expmi-Funktion, Tabellenverfahren -}
{- Version: getrennte Rechnung fuer alle 32 Tabellenwerte, -}
{- Rechnung mit absoluten Fehlern !!! -}
- "--"-""-"""-""""""""""""""""""" b

program ffexpmi(input,output);
use eps_ari, { Fehlerschrankenarithmetik }

3b* wird explizit gesetzt.

*a* wird explizit, gesetzt.
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i_ari; { Intervallarithmetik 3

{-globale Variablen-}

var gqExpInvL,qExpL1,qExpL2:real; { Tabellenwerte der exp-Funktion }
gExpA:array [0..4] of real; { Tabellenwerte der exp-Funktion }
gExpB:array [0..8] of real; { Tabellenwerte der exp-Funktion }
gExpLead, { Tabellenwerte der exp-Funktion }
gExpTrail:array[0..31] of real; { Tabellenwerte der exp-Funktion }

{-Variablen Hauptprogramm -}
var relfehler ,maxrelfehler:real;

‘- T
{- Initialisierungsteil -}
‘- T
procedure init;
begin
{-——- Tabellenwerte der exp-Funktion ———————————————————— }
{ gExpInvL:= 4.616624130844683E+001 }

qExpInvL:= 6497320848556798.0 / 140737488355328.0;
{ gExplLi:= 2.166084939017310E-002 }

qExpL1:= 6243314767495168.0 / 288230376151711744.0;
{ qExpL2:= 2.325192846878874E-012 }

qExpL2:= 5756898648422637.0 / 2475880078570760549798248448.0;

{ qExpA[0]:= 5.000000000000000E-001 }

qExpA[0]:= 4503599627370496.0 / 9007199254740992.0;
{ qExpA[1]:= 1.666666666658136E-001 }

qExpA[1]:= 6004799503129925.0 / 36028797018963968.0;
{ qExpA[2]:= 4.166666666638950E-002 }

qExpA[2]:= 6004799503120717.0 / 144115188075855872.0;
{ qExpA[3]:= 8.333362425159880E-003 }

qExpA[3]:= 4803856372824746.0 / 576460752303423488.0;
{ qExpA[4]:= 1.388893979532449E-003 }

qExpA[4]:= 6405142946487772.0 / 4611686018427387904.0;

{ qExpB[0]:= 1.666666666666666E-001 }

qExpB[0]:= 6004799503160660.0 / 36028797018963968.0;
{ qExpB[1]:= 4.166666666666610E-002 }

qExpB[1]:= 6004799503160579.0 / 144115188075855872.0;
{ qExpB[2]:= 8.333333333354122E-003 }

qExpB[2]:= 4803839602540513.0 / 576460752303423488.0;
{ qExpB[3]:= 1.388888889017890E-003 }

qExpB[3]:= 6405119470632951.0 / 4611686018427387904.0;
{ qExpB[4]:= 1.984126964158297E-004 }

qExpB[4]:= 7320136463514879.0 / 36893488147419103232.0;
{ qExpB[5]:= 2.480157863209126E-005 }

qExpB[6]:= 7320133978402734.0 / 205147905179352825856.0;
{ qExpB[6]:= 2.755792722352050E-006 }

qExpB[6]:= 6506931592885707.0 / 2361183241434822606848.0;
{ qExpB[7]:= 2.758025508816736E-007 }

qExpB[7]:= 5209762888694261.0 / 18889465931478580854784.0;

{ qExpB[8]:= 2.448136759253856E-008 }
qExpB[8]:= 7399039345524175.0 /  302231454903657293676544.0;
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4] :
5]:
5]:
6]:
6]:
7]:
7]:
8]:
8]:
9]:
9]:
[10]:
[10]:
[11]:
[11]:
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[18]:
[18]:
[19]:
[19]:
[20]:
[20]:
[21]:
[21]:
[22]:
[22]:
[23]:
[23]:
[24]:
[24]:
[25]:
[25]:

1.000000000000000E+000 ¥
4503599627370496.0 /
1.021897148654105E+000 ¥
4602215617889600.0 /
1.044273782427410E+000 }
4702991017412864.0 /
1.067140400676820E+000 ¥
4805973110840128.0 /
1.090507732665245E+000 }
4911210218475840.0 /
1.114386742595883E+000 }
5018751718701440.0 /
1.138788634756679E+000 }
5128648071143936.0 /
1.163724858777570E+000 }
5240950840352448.0 /
1.189207115002716E+000 }
5355712719992576.0 /
1.215247359980467E+000 }
5472987557571008.0 /
1.241857812073476E+000 }
5592830379701248.0 /
1.269050957191723E+000 }
5715297417922816.0 /
1.296839554651001E+000 }
5840446135085568.0 /
1.325236643159741E+000 }
5968335252311936.0 /
1.354255546936884E+000 }
6099024776549376.0 /
1.383909881963831E+000 }
6232576028726656.0 /
1.414213562373092E+000 }
6369051672525760.0 /
1.445180806977035E+000 }
6508515743784768.0 /
1.476826145939498E+000 }
6651033680544128.0 /
1.509164427593419E+000 }
6796672353750528.0 /
1.542210825407935E+000 }
6945500098633920.0 /
1.575980845107878E+000 }
7097586746770880.0 /
1.610490331949251E+000 }
7253003658850432.0 /
1.645755478153959E+000 }
7411823758157120.0 /
1.681792830507419E+000 }
7574121564787584.0 /
1.718619298122476E+000 }
7739973230616128.0 /

EXPONENTIALFUNKTION-MINUS-EINS: £¥ —1

4503599627370496.
4503599627370496.
4503599627370496.
4503599627370496.
4503599627370496.
4503599627370496.
4503599627370496.
4503599627370496.
4503599627370496.
4503599627370496.
4503599627370496.
4503599627370496.
4503599627370496.
4503599627370496.
4503599627370496.
4503599627370496.
4503599627370496.
4503599627370496.
4503599627370496.
4503599627370496.
4503599627370496.
4503599627370496.
4503599627370496.
4503599627370496.
4503599627370496.

4503599627370496.
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{ qgExpLead [26]:

1.756252160373293E+000 }

qExpLead [26]:= 7909456575025792.0 / 4503599627370496.0;
{ qExplead [27]:= 1.794709075003098E+000 }

qExpLead [27]:= 8082651121422400.0 / 4503599627370496.0;
{ qExplead [28]:= 1.834008086409341E+000 }

qExpLead [28]:= 8259638134547584.0 / 4503599627370496.0;
{ qExplead [29]:= 1.874167634110293E+000 }

qExpLead [29]:= 8440500658608960.0 / 4503599627370496.0;
{ qExplead [30]:= 1.915206561397142E+000 }

qExpLead [30]:= 8625323556245696.0 / 4503599627370496.0;
{ qExplead [31]:= 1.957144124175400E+000 }

qExpLead [31]:= 8814193548346688.0 / 4503599627370496.0;

{ qExpTraill 0]:= 0.000000000000000E+000 }

gExpTraill 0]:= 0.0;
{ qExpTraill 1]:= 1.159741170639136E-014 }

qExpTraill 1]:= 7350732955350452.0 / 633825300114114700748351602688.0;
{ qExpTraill 2]:= 3.416187970930849E-015 }

qExpTraill 2]:= 8661065463685896.0 / 2535301200456458802993406410752.0;
{ qExpTraill 3]:= 3.695759744057116E-015 }

qExpTraill 3]:= 4684932057853331.0 / 1267650600228229401496703205376.0;
{ qExpTraill 4]:= 1.307016386977872E-014 }

qExpTraill 4]:= 8284200537303158.0 / 633825300114114700748351602688.0;
{ qExpTraill 5]:= 9.429976191419770E-015 }

qExpTraill 5]:= 5976957489595592.0 / 633825300114114700748351602688.0;
{ qExpTraill 6]:= 1.252362600256201E-014 }

qExpTraill 6]:= 7937791009590795.0 / 633825300114114700748351602688.0;
{ qExpTraill 7]:= 7.365764010895274E-015 }

qExpTraill 7]:= 4668607584775442.0 / 633825300114114700748351602688.0;
{ qExpTraill 8]:= 4.702756855740314E-015 }

qExpTraill 8]:= 5961452550906630.0 / 1267650600228229401496703205376.0;
{ qExpTraill 9]:= 2.365364347248530E-015 }

qExpTraill 9]:= 5996911069096105.0 / 2535301200456458802993406410752.0;
{ qExpTraill10]:= 7.596096843369434E-015 }

qExpTrail[10]:= 4814598361444511.0 / 633825300114114700748351602688.0;
{ qExpTraill11]:= 9.994675153757751E-015 }

qExpTraill11]:= 6334877978873592.0 / 633825300114114700748351602688.0;
{ qExpTraill[12]:= 8.685122094871109E-015 }

qExpTraill[12]:= 5504850118309409.0 / 633825300114114700748351602688.0;
{ qExpTraill[13]:= 4.155018977496740E-016 }

qExpTraill13]:= 8427379681253482.0 / 20282409603651670423947251286016.0;
{ qExpTraill[14]:= 9.180838285724313E-015 }

qExpTraill14]:= 5819047581748367.0 / 633825300114114700748351602688.0;
{ qExpTraill[15]:= 1.042517908037209E-015 }

qExpTraill[15]:= 5286193807488183.0 / 5070602400912917605986812821504.0;
{ qExpTraill[16]:= 2.789906930890878E-015 }

qExpTraill16]:= 7073254391049437.0 / 2535301200456458802993406410752.0;
{ qExpTraill17]:= 1.151608187475169E-014 }

qExpTraill17]:= 7299184050403205.0 / 633825300114114700748351602688.0;
{ qExpTraill[18]:= 1.519472288906291E-015 }

qExpTraill[18]:= 7704639836248887.0 / 5070602400912917605986812821504.0;
{ qExpTraill[19]:= 4.117201960800166E-015 }

qExpTraill[19]:= 5219173536869173.0 / 1267650600228229401496703205376.0;

{ qExpTraill20]:

6.074702681072822E-015 }
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end;

7700600499869997.0 /

8.205513465754880E-015 }

5200862035022496.0 /

3.577420871370299E-015 }

4534919714861555.0 /

6.338036743689160E-015 }

8034416082406136.0 /

1.007399732183222E-014 }

6385154375859097.0 /

1.535798430292588E-015 }

7787423207959887.0 /

6.246850344855366E-015 }

7918823589191826.0 /

9.122056260354196E-015 }

5781790046876837.0 /

1.587143306717675E-015 }

8047772661635512.0 /

6.822155118545929E-015 }

8648109030874835.0 /

5.666960267488855E-015 }

7183725584551774.0 /

8.960767791036668E-017 }

7269838508040587.0 / 81129638414606681695789005144064 .

EXPONENTIALFUNKTION-MINUS-EINS: £¥ —1

1267650600228229401496703205376.

633825300114114700748351602688.
1267650600228229401496703205376.
1267650600228229401496703205376.

633825300114114700748351602688.
5070602400912917605986812821504.
1267650600228229401496703205376.

633825300114114700748351602688.
5070602400912917605986812821504.
1267650600228229401496703205376.

1267650600228229401496703205376.

function fehleri(kk_1b,kk_ub,k_1b,k_ub,jmax:integer) :real;
var d1,d2,d3,d4,d5,d6,d6a:real;q{

dmax:real;
el,
emax:real;

{
{
{

n,n2,nl,m,j:integer;

ri,r2:interval;

arg:interval;

kkonst:interval;

harg:real;

maxjj,

maxk ,maxkk ,maxn,maxm
maxd,maxe:real;

-~

maxarg:interval;

i)
kk:integer;
jj:integer;

jmin, jdiff:real;

h)

{
{

A T

abs.
max. abs.
rel.

max.

Fehler der Zwischenergebnisse
Fehler der exp-Funktion
Fehler einer Funktionsauswertung
rel. Fehler der exp-Funktion

}
}
}
}

{ Var. zur Arg.red. der exp-Funktion }

{ Var. zur Arg.red. der exp-Funktion }

Var. fuer die

Var. fuer die

Var. fuer die

Fall mit max.
Fall mit max.

Laufvariable
Laufvariable
Laufvariable

fuer Teilintervalle
fuer Teilintervalle

Hilfsgroesse

32 Fallunterscheidungen }
32 Fallunterscheidungen }
32 Fallunterscheidungen }

:integer;{ Fall mit max. rel. Fehler speichern }

rel. Fehler speichern }
rel. Fehler speichern }

Hornerschema
32 Fallunterscheidungen
gesamter Wertebereich

i

fuer Zwischenrechnungen }
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X’
r, { Var. der exp-Fkt. fuer red. Argument }
q,ql:interval; { Var. der exp-Fkt. fuer Hornerschema J}
begin
{--- Initialisierung der Schleifenvariablen -—-}

dmax:=0; emax:=0;
kkonst:=1n(intval(2.0))/32.0;
maxk:=0; maxkk:=0; maxn:=0; maxm:=0; maxjj:=0;

{--- Durchlaufen des gesamten Wertebereichs der Funktion -—-}
for kk:=kk_1b to kk_ub do begin {-54..-2, -1..-1, 0..0, 1..1023, 1024..1024}

harg:=kk#32-0.5; { Hilfsargument fuer die 32 Fallunterscheidungen }

{--- Durchlaufen der 32 Fallunterscheidungen -—-}
for k:=k_1b to k_ub do {0..31%}
for jj:=0 to jmax-1 do begin

{ intval( (harg+k) *<kkonst.inf , (harg+k+1)*>kkonst.sup ) }
{ wird unterteilt in jmax Intervalle ¥

jmin :=(harg+k) #*<kkonst.inf;
jdiff:=( (harg+k+1)*>kkonst.sup - (harg+k)#*<kkonst.inf ) /jmax;

arg:=intval( jmin + jj*jdiff , jmin + (jj+1)*jdiff );

if (jj=jmax-1) then arg.sup:= (harg+k+1)*>kkonst.sup;
if ((kk=0) and (k=10)) then begin
if (arg.inf<0.223143) then arg.inf:=0.223143;
if arg.sup<arg.inf then arg.sup:=arg.inf;
end;
if ((kk=-1) and (k>=19)) then begin
if (arg.sup>—0.287682072451781) then arg.sup:=-0.287682072451781;
if arg.inf>arg.sup then arg.inf:=arg.sup;

end;

{ Integer—-Groessen n,nl,n2,m,j werden bestimmen }
n:=round((mid(arg)*qExpInvL)); { round () 3
n2:=n mod 32; { n2=n mod 32 }
if (n2<0) then n2:=n2+32; { Es muss gelten n2>=0 }
nl:=n-n2;

m:=nl div 32; { Ganzzahlige Div. T
j:=n2;

{--- Argumentreduktion: r2:=-n*L2 -—-}
h:=qExpL2#intval(1-<Epsb3,1+>Eps53);
di:=DeltaMul(intval(n),h,0.0,rel2abs(h,Eps53));

r2:=—n*h;

{--- alle anderen Berechnungen der Argumentreduktion sind exakt -—-}

ri:=arg-—n*qExpL1;
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{--- Red. Argument als eine IEEE-Zahl: r:=ri+r2 --—-}
d2:=Deltalhdd(r1,r2,0.0,d1);

r:=ri+r2;

{--- Hornerschema: Polynomauswertung --—1}
q:=qExpA[4]*intval (1-<Eps53, 1+>Epsb3);
d3:=rel2abs(q,Epsb3); { abs. Fehler von q }

for i:=3 downto O do begin
d3:=DeltaMul(r,q,d2,d3);
qQ:=r*q;
h:=qExpA[il*intval(1-<Eps53,1+>Epsb3); { h Hilfsvariable }
d3:=Deltahdd(h,q,rel2abs(h,Eps53),d3);
q:=h+q;
end;

{-—- absoluten Approximationsfehler aufaddieren ---}
d3:=d3+1.86e-15;

{-—- Multiplikation mit r*r -—-}
d4:=DeltaMul(r,r,d2,d2);
d4:=DeltaMul (r*r,q,d4,d3);

q:=T*r*(q;

{--- Red. Argument hoehergenau aufaddieren: p=ri+(r2+q) -—-}
d5:=DeltalAdd(r2,q,d1,d4);

q:=r2+q;

d5:=Deltahdd(r1,q,0.0,d5);

q:=ri+q;

{--- Ergebnisanpassung mit Fallunterscheidungen -—-}

if m>=53 then begin

h:=qExpTrail[jl*intval (1-<Epsb3, 1+>Eps53);
d6:=DeltaAdd(intval(qExpLead[j]1),h,0.0,rel2abs(h,Eps53));
h:=qExpLead[j]+h;

d6:=DeltaMul(h,q,d6,d5);

q:=h*q;

h:=qExpTrail[jl*intval (1-<Epsb3, 1+>Eps53);
d6a:=DeltaAdd(h,intval (-power(2.0,-m)),rel2abs(h,Eps53),0);
h:=h-power(2.0,-m);

d6:=Deltalhdd(q,h,d6,d6a);

q:=q+h;

h:=qExpLead[j];

d6:=Deltalhdd(h,q,0.0,d6);

q:=q+qExpLead[j];

{ Multiplikation mit 2°m, kein zusaetlicher Fehler }

end else if m<=-8 then begin

h:=qExpTrail[jl*intval (1-<Epsb3, 1+>Eps53);



48

KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONEN

d6:=DeltaAdd(intval(gExpLead[j]),h,0.0,rel2abs(h,Eps53));
gExpLead [j]+h;

d6:=DeltaMul(h,q,d6,d5);

q:=h*q;

=
1]

h:=qExpTrail[jl*intval (1-<Epsb3, 1+>Eps53);
d6:=Deltalhdd(h,q,rel2abs(h,Eps53),d6);
q:=h+q;

h:=qExpLead[j];
d6:=DeltaAdd(h,q,0.0,d6);
q:=q+qExpLead[j];

{ Multiplikation mit 2°m, kein zusaetlicher Fehler }
q:=q*power(2,m);
d6:=d6*power(2,m); { abs. Fehler wird mit 2°m multipliziert }

d6:=Deltalhdd(q,intval(-1.0),d6,0.0);
q:=q-1.0;

end else begin

d6:=DeltaAdd(intval(1.0),q,0.0,d45);
ql:=1+q;

h:=qExpTrail[jl*intval (1-<Epsb3, 1+>Eps53);
d6:=DeltaMul(h,ql,rel2abs(h,Eps53),d6);
ql:=h*ql;

h:=qExpLead[j];
d6a:=DeltaMul(h,q,0.0,d5);
q:=h*q;

d6:=Deltahdd(q,ql,d6a,d6);
q:=q+ql;

d6a:=0; { h+2"-m ist exakt }
gql:=h-power(2,-m);

d6:=Deltahdd(ql,q,d6a,d6);
q:=ql+q;

{ Multiplikation mit 2°m, kein zusaetzlicher Fehler }

end;
{--- Berechnung des relativen Fehlers -—-}
if ((q.inf<=0) and (q.sup>=0)) then
writeln (’Relativer Fehler kann nicht berechnet werden !!1?)

else begin
if abs(q.inf)<abs(q.sup) then
el:=d6/>abs(q.inf)
else
el:=d6/>abs(q.sup);
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if emax<el then begin { Fall mit max. rel. Fehler speichern }

emax:=el;
maxk:=k;
maxkk:=kk;
maxjj:=jj;
maxn:=n;
maxm:=m;
maxe:=el;
maxd:=d6;
maxarg:=arg;
end;
end;

if dmax<d6 then dmax:=d6;
end;
end;

fehler1:=maxe;

end;

R }
{- Fehlerabschaetzung fuer Argument aus dem Bereich II -}
e }

function fehler2(jmax,ubereich:integer):real;
var di1,d2,d3,d4,d5,d6,d7,d8:real;{ abs. Fehler der Zwischenergebnisse }

dmax:real; { max. abs. Fehler der exp-Funktion ¥
el, { rel. Fehler einer Funktionsauswertung }
emax:real; { max. rel. Fehler der exp-Funktion ¥
i, { Laufvariable Hornerschema }
i,ij, { Laufvariablen fuer Teilintervalle ¥
{ Anzahl der Unterteilungen T
jjmin, jjmax,
maxj,maxjj:integer; { Fall mit max. rel. Fehler speichern 7}
h, { Hilfsgroesse fuer Zwischenrechnungen }
X ,maxarg,maxq,
u,v,y,2, { Var. der exp-Fkt. fuer red. Argument }
q,ql:interval; { Var. der exp-Fkt. fuer Hornerschema J}
begin

{--- Initialisierung der Schleifenvariablen -—-}

dmax:=0; emax:=0; {Max. Fehler speichern}

maxj:=0; maxjj:=0; {Fallunterscheidung mit max. Fehler festhalten}

if ubereich=1 then begin
{ Definitionsbereich D = [ -0.287682,-2"-3 ] - Teilbereich IIa }
jjmin:=0; jjmax:=0; {Schleife soll einmal durchlaufen werden!}

end else

if ubereich=2 then begin
{ Definitionsbereichs D = [ -2°-3,-2"-54 ] - Teilbereich IIb }
jjmin:=-53; jjmax:=-3; { Betrachte Teilintervall Djj=[-2"jj, -2°(jj-1]1 }
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end else
if ubereich=3 then begin
{ Definitionsbereichs D = [ 2°-564 , 2°-3 ] - Teilbereich IIc }
jjmin:=-54; jjmax:=-4; { Betrachte Teilintervall Djj=[ 2~jj, 2~ (jj+11 }
end else begin { ubereich=4 }
{ Definitionsbereichs D = [ 2°-3 , 0.223144 ] - Teilbereich IId }
jjmin:=0; jjmax:=0; {Schleife soll einmal durchlaufen werden!}
end;

{--- Durchlaufen des vorgegebenen Definitionsbereichs D ---}
for jj:=jjmin to jjmax do
for j:=0 to jmax-1 do begin { Betrachte D unterteilt in jmax Intervalle }

if ubereich=1 then
x:=intval(-0.287682 + j *(-0.125 + 0.287682)/jmax ,
-0.287682 + (j+1)*(-0.125 + 0.287682)/jmax)
else if ubereich=2 then
x:=intval(-power(2,jj)+ j *(-power(2,jj-1) + power(2,jj))/jmax ,
—power(2,jj)+(j+1)*(-power(2,jj-1) + power(2,jj))/jmax)
else if ubereich=3 then
x:=intval(power(2,jj)+ j *(power(2,jj+1) - power(2,jj))/jmax ,
power(2,jj)+(j+1)*(power(2,jj+1) - power(2,jj))/jmax)
else { ubereich=4 }
x:=intval(0.125 + j *(0.223144 - 0.125)/jmax ,
0.125 + (j+1)*(0.223144 - 0.125)/jmax);

{--- Benoetigte Hilfsvariablen berechnen ---}
d1:=0; { d1 = abs. Fehler von u, u ist exakt }
if (ubereich=1) or (ubereich=2) then
u:=x*intval(1.0, 1+<power(2,-23))
else { ubereich=3 or ubereich=4 }
u:=x*intval(1-<power(2,-23),1.0);
{ u enthaelt die ersten 24 Bits von x }

d2:=0; { d2 = abs. Fehler von v, v ist exakt }
if (ubereich=1) or (ubereich=2) then
v:=intval(-power(2,-23+expo(x.inf)),0.0) {v=x-u?l?}

else { ubereich=3 or ubereich=4 }
v:=intval(0.0,power(2,-23+expo(x.sup))); { v =x - u }

d3:=0; { d3 = abs. Fehler von y, y ist exakt }
y:=u*u*0.5;

d4:=DeltaAdd(x,u,0.0,d1);

Z:=x+u;

d4:=DeltaMul(v,z,d2,d4); { d4 = abs. Fehler von z }
Z:=v*z*0.5; {z=v % (x+tu) * 0.5 }
{--- Hornerschema: Polynomauswertung --—1}
q:=qExpB[8]*intval (1-<Epsb53, 1+>Epsb3);

d5:=rel2abs(q,Epsb3); { abs. Fehler von q }

for i:=7 downto O do begin
d5:=DeltaMul(x,q,0.0,d5);

q:=x*q;
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h:=qExpB[il*intval(1-<Eps53,1+>Epsb3); { h Hilfsvariable }
d5:=Deltalhdd(h,q,rel2abs(h,Eps53),d5);
q:=h+q;

end;

{-—- absoluten Approximationsfehler aufaddieren ---}
d5:=d5+4.11e-17;

{-—- Multiplikation mit x*x*x ---}
d6:=DeltaMul(x,x,0.0,0.0);
d6:=DeltaMul (x*x,x,d6,0.0);
d6:=DeltalMul (x*x*x,q,d6,d5);
q:=x*x*X*q;

if (ubereich=1) or (ubereich=4) then begin
{--- Ergebnisanpassung, Fall: y >= 2°-7 ——-}

d7:=DeltaAdd(v,z,d2,d4);
d7:=DeltaAdd(q,v+z,d6,d7);
q:=g+(v+z);

d8:=Deltahdd(u+y,q,0.0,d7); { u+y ist exakt, da u max. 48 Bits}
q:=(ut+y)+q;

end else begin { ubereich=2 or ubereich=3 }
{--- Ergebnisanpassung, Fall: y < 2°-7 ——-}

d7:=Deltahdd(q,z,d6,d4);
q:=q+z;
d7:=Deltahdd(y,q,d3,d47);
q:=y+q;
d8:=DeltalAdd(x,q,0.0,d47);
q:=x+q;

end;

{--- Berechnung des relativen Fehlers -—-}
if ((q.inf<=0) and (q.sup>=0)) then
writeln (’Relativer Fehler kann nicht berechnet werden !!!?)
else begin
if abs(q.inf)<abs(q.sup) then
el:=d8/>abs(q.1inf)
else
el:=d8/>abs(q.sup);
if emax<el then begin { Fall mit max. rel. Fehler speichern }
emax:=el;
dmax:=d8;
maxj:=j;
maxarg:=x;
maxq:=q;
end;
end;
end;

fehler2:=emax;
end;
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{- Beginn des Hauptprogramms -}

begin
init;
maxrelfehler:=0;

relfehler:=fehler1(-54,-2,0,31,1);
if relfehler>maxrelfehler then maxrelfehler:=relfehler;
writeln(’Bereich Ia: Max. rel. Fehler = ’,relfehler:23:0:1);

relfehler:=fehler1(-1,-1,0,19,200);
if relfehler>maxrelfehler then maxrelfehler:=relfehler;
writeln(’Bereich Ib: Max. rel. Fehler = ’,relfehler:23:0:1);

relfehler:=fehler2(50,1);
if relfehler>maxrelfehler then maxrelfehler:=relfehler;
writeln(’Bereich IIa: Max. rel. Fehler = ’,relfehler:23:0:1);

relfehler:=fehler2(20,2);
if relfehler>maxrelfehler then maxrelfehler:=relfehler;
writeln(’Bereich IIb: Max. rel. Fehler = ’,relfehler:23:0:1);

relfehler:=fehler2(20,3);
if relfehler>maxrelfehler then maxrelfehler:=relfehler;
writeln(’Bereich IIc: Max. rel. Fehler = ’,relfehler:23:0:1);

relfehler:=fehler2(50,4);
if relfehler>maxrelfehler then maxrelfehler:=relfehler;
writeln(’Bereich IId: Max. rel. Fehler = ’,relfehler:23:0:1);

relfehler:=fehler1(0,0,10,31,500);
if relfehler>maxrelfehler then maxrelfehler:=relfehler;
writeln(’Bereich Ic: Max. rel. Fehler = ’,relfehler:23:0:1);

relfehler:=fehler1(1,1023,0,31,1);
if relfehler>maxrelfehler then maxrelfehler:=relfehler;
writeln(’Bereich Id: Max. rel. Fehler = ’,relfehler:23:0:1);

relfehler:=fehler1(1024,1024,0,0,1);
if relfehler>maxrelfehler then maxrelfehler:=relfehler;
writeln(’Bereich Ie: Max. rel. Fehler = ’,relfehler:23:0:1);

writeln;

writeln(’Max. rel. Fehlerschranke der ffexpml—Funktion:’,maxrelfehler:23:0:1);
end.

Die Ausfithrung des Programmes liefert das folgende Ergebnis:

Test mit 1000 Zufallszahlen (Bereich I):
Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 2.507476018027458E-016



5.1. EXPONENTIALFUNKTION-MINUS-EINS: £Y — 1 53

Test mit 1000 Zufallszahlen (Bereich II):
Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 2.395891220728322E-016

.340427167524933E-016
.443828079287488E-016
.489959377170005E-016
.476426669537622E-016
.458824792336060E-016
.359601148103171E-016
.592561649228401E-016
.468390169928835E-016
.370185165851906E-016

Bereich Ta: Max. rel. Fehler =
Bereich Ib: Max. rel. Fehler =
Bereich ITa: Max. rel. Fehler =
Bereich IIb: Max. rel. Fehler =
Bereich IIc: Max. rel. Fehler =
Bereich IId: Max. rel. Fehler =
Bereich Ic: Max. rel. Fehler =
Bereich Id: Max. rel. Fehler =
Bereich Te: Max. rel. Fehler =

NN NDNNDNDDNDDNDN

Als Gesamtfehlerschranke aller bisher untersuchten Teilbereiche ergibt sich somit

Max. rel. Fehlerschranke der ffexpml-Funktion: 2.592561649228401E-016

Jetzt mufd noch gezeigt werden, dafl der relative Fehler in den bisher noch nicht unter-
suchten Teilintervallen (siche Tabelle 5.1) kleiner als diese mit dem Programm berechnete
Fehlerschranke ist. Die Schranke gilt dann fiir alle Eingabeargumente aus dem Bereich
der normalisierten Gleitkommazahlen.

Finfache Handrechnung ergibt®:

o v < —37.4298...
Fs ist e 374298 — 5 5519 ... - 107'7 und aufgrund der Monotonie der Exponential-
funktion gilt e” < 5.5519...- 1077 fiir alle z < —37.4298 . ..
— (" — 1) e [-1,—1 4+ &% fiir v < —37.4298 ..., &% := 27"
Als Frgebnis fiir die Punktfunktion wird der Wert —1 zuriickgeliefert, fiir den rela-
tiven Fehler gilt damit:

(DD _, e

= - <56-107""
e’ — 1 e’ — 1

o x € [-270)
Es gilt x < 0:

(emf])—m é(”ﬁ)

e’ — 1 I

< *% <27 =55511...-107"7

e v =10
Es gilt (¢” — 1) = 0, das Ergebnis wird direkt gesetzt und ist damit exakt.

e x € (0,277
Es gilt x > 0:
- |
|<P )] T < 2(‘“3) <ale— <2 555111077
e’ — e’ — T

5Um zu verdeutlichen, daB hier die Funktion e” — 1 untersucht wird, wird dieser Ausdruck geklammert.
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Damit ist gezeigt, dafl

fiir alle zuldssigen normalisierten Fingabeargumente zutrifft.

(e" — 1) — expml(x)

e’ — 1

| < 2.592561649228397 - 10" =: £(expm1)

Die gefundene relative Fehlerschranke gilt nicht fiir Argumente aus dem Bereich der
denormalisierten Zahlen. Es kann aber zumindest eine Aussage iiber den absoluten Fehler
gemacht werden. Ausgehend von der Reithenentwicklung

2 3

( ) Z}j! 2 6

o0

sind die folgenden beiden Aussagen fiir 2 € [-q_minr.q_minr| (mit
g_minr:= 2.225073... - 107" kleinste positive normalisierte Zahl) sofort einsichtig:

(" —1)>ux (5.3)

PO
|(em—])—m|§%(] ) < 2.475...- 107916 (5.4)

7:17 -

Der Abstand d zweier benachbarter denormalisierter Zahlen ist immer gleich und betréigt
d = 271022752 = 4 9406... - 10~ ***. Zusammen mit (5.3), (5.4) folgt, daB fiir die Einschlie-

Bung des Funktionswertes # € [-q_minr,q_minr] gilt®:
(e — 1) € [z, succ(x)] .

Der absolute Fehler ist kleiner als der Abstand zweier benachbarter denormalisierter Zah-

len.

Gesamtfehlerschranke:
Relative Fehlerschranke fiir q_expm(z) € Sy:  e(q_expm) < 2.5926F — 016 = 2.34 - £*
Absolute Fehlerschranke fiir g_expm(2) € Sp: A(q_expm) < 4.9497F — 324

5.1.5 Algorithmus j_expm (Intervallfunktion)

Der Gesamtalgorithmus j_expm zur Berechnung von ¥ — 1 fiir Intervallargumente X :=
[2.INF, 2.SUP] stellt sich wie folgt dar:
Benotigte Konstanten:

qexmm := (17 &(q-expm))\/ (1 7 EpsQuer)
gexmp := (1 A e(q_expm)) A (1 A EpsQuer)

I. X ist Punktintervall, d.h. #.INF = 2.SUP

a) ©.INF < —qminr:
y := q_expm(z.INF)
res.INF:= y [ q_exmp

res.SUP:= y [ q_exmm
Falls (res.INF< 2.INF) dann: res.INF:= 2.INF

SMit suce(x) wird der Gleitkommanachfolger der Gleitkommazahl 2 bezeichnet.
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b) —gminr < 2.INF < 0:
res.INF:= . INF
res.SUP:= succ(2.INF)

¢) 0 <a2.INF < qminr:

res.INF:= . INF
Falls (2. INF = 0) dann: res.SUP:=0

sonst:  res.SUP:= succ(2.INF)

d) qminr < z.INF:
y := q_expm(z.INF)
res.INF:= y [ q_exmm
res.SUP:= y [ q_exmp

IT. X ist echtes Intervall, d.h. 2.INF # 2.SUP

a) Berechnung der Unterschranke res.INF:
i. 2.INF < —qminr:
res.INF:= q_expm(x.INF) [ q_exmp

1. —qminr < 2.INF <0:
res.INF:= . INF

. 0 < 2.INF < qminr:
res.INF:= . INF

iv. qminr < 2.INF:
res.INF:= q_expm(z.INF) @ q_exmm
b) Berechnung der Oberschranke res.SUP:
i. ©.5UP < —qminr:
res.SUP:= q_expm(2.SUP) [0 q_exmm

1. —qminr < z.SUP < 0:
res.SUP:= succ(2.SUP)

ii. 0 < 2.5UP < gminr:
res.SUP:= succ(2.SUP)

iv. gminr < z.SUP:
res.SUP:= q_expm(2.SUP) [ q_exmp

Falls (res.INF< —1.0) dann: res.INF:= —1.0

Nun gilt j_expm:=res D ¥ — 1 mit res := [res.INF, res.SUP].

55
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5.2 Exponentialfunktion zur Basis e: ¢’

Exponentialfunktion 10 — . . .
Math. Schreibweise | &7 expi)
Definitionsbereich R 8
Pot ih iTk 1+m+m2+m3+ 6

otenzreihe — = -t =+ =+...
= k! 1 2! 3!

1. Ableitung e’ N
Nullstellen keine 2
Symmetrie - -
Monotonie monoton steigend 0 _'4 5 0 é ;1

Es wird im folgenden wiederrum ein Tabellenverfahren verwendet (siehe auch [39]).

5.2.1 Idee

Es wird die gleiche Idee verwendet, die auch der Berechnung der Funktion ¢” —1 zugrunde
liegt. Im Bereich um die Null kann hier jedoch die Berechnung ebenfalls mit Hilfe des
Tabellenverfahrens ausgefithrt werden, eine eigene Fallunterscheidung ist nicht notwendig.

5.2.2 Verfahren

Ausnahmefille und Bereichsaufspaltung

7Zunéchst werden anhand des Fingabearguments = mehrere Sonderfille abgepriift. Fiir
x = NAN (not a number) wird eine Fehlerbehandlungsroutine aufgerufen. In dieser
Routine kann festgelegt werden, ob das Programm grundsatzlich abgebrochen und ei-
ne Fehlermeldung ausgegeben werden soll, oder ob eine Unterscheidung nach ,,signa-
ling NAN® bzw. ,quiet NAN® mit unterschiedlicher Fehlerbehandlung erfolgen soll. Fiir
x> qExp2a = 709.7827128933840 erfolgt ein Programmabbruch, eine Fehlermeldung wird
ausgegeben. Der Fall # = 400 wird hier miterfait und mufl nicht getrennt abgepriift wer-
den. Fiir » < gmine = —708.39641853226410626 braucht nicht mehr gerechnet zu werden,
als Ergebnis wird bei der Punktfunktion der Wert 0 zuriickgegeben. Der Fall 2 = —o0
wird hier ebenfalls miterfait. Fiir |z| < 275 wird als Ergebnis 2 + 1 berechnet.

In allen anderen Féllen wird wie im folgenden beschrieben vorgegangen:

Ausgehend vom Argument = wird ein reduziertes Argument r mit r €
[ In(2)/64,In(2)/64] berechnet. Dazu wird m € Z und 7 € {0,1,...,31} so gewéhlt,
daff in der Darstellung

r=(32m 4+ j)In(2)/32 +r (5.5)

der Rest |r| <1In(2)/64 ist.

Um r zu berechnen wird also vom Argument z ein geeignetes ganzzahliges Viel-
faches des Wertes In(2)/32 subtrahiert. Da es hierbei zu Ausloschung kommen kann,
wird die Ndherung des Wertes In(2)/32 im TEEE-Datenformat als Summe (die Addi-
tion wird nicht explizit ausgefithrt) von 2 Maschinenzahlen l1caq, liras1 € S5(2,53) mit
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Nead + lirail &= In(2)/32 héhergenau dargestellt. [1o,q wird so gewéhlt, dafi die letzten 20
bindren Mantissenziffern den Wert 0 haben. Dadurch kann [j.,q mit einer ganzen Zahl
n,|n| < 2% rundungsfehlerfrei multipliziert werden. Das reduzierte Argument r selbst
wird mit einigen zusdtzlichen Mantissenziffern berechnet, die Darstellung erfolgt eben-
falls als Summe zweier Maschinenzahlen riaad, el € 5(2,53).

Mit Hilfe einer Polynomapproximation der Form

p(r):r+a0r2—|—a1r3+...+a4r6:r+r2(a0+...—|—a4r4)

wird eine Naherung fiir (¢” — 1) berechnet.

Die Koeffizienten a;,72 = 0,1,...,4 wurden mit Hilfe eines Remez-Algorithmus gefun-
den (siehe Abschnitt 3.5). Die Berechnung des Polynoms r?(ag + air + ... + aqr*) erfolgt
in der Genauigkeit des TEEE-Datenformats, zur abschliefenden Addition von r bei der
Berechnung von p(r) wird jedoch die hohergenaue Darstellung ri..q + 7irai) benutzt:

= Tlead B Ttrail

= rOrQ(aBrO(eaB...)...)
Tead B (Ptrail B q) (Klammerung beachten!)

Die Ergebnisanpassung erfolgt durch Anwendung der Gleichung
em — 27)7(27/22 ‘I’ 2.7/32(67" _ ]))7 (56)

wobei m und j die gemaB (5.5) bestimmten und bekannten Groien sind. Die benotigte Po-
tenz 27732, 5 € {0,1,2,...,31} wird im voraus berechnet. Naherungen fiir 2//%2_ 5 = 0(1)31
werden vorab in jeweils 2 Konstanten lead(7), trail(7) auf ungefahr 100 Mantissenbits in
einer Tabelle abgespeichert. Die Summe lead(7)+trail(j) dieser beiden Konstanten ergibt
also eine Naherung fiir 2//%2 mit zusitzlichen Ziffern. Um den Fehler bei der Berechnung
auf dem Rechner méglichst klein zu halten, wird der folgende Ausdruck verwendet:

2™lead(7) B (s @ p B trail(y))] mits := lead(y) B trail(j) ~ 9i1/32

5.2.3 Algorithmus g exp (Punktfunktion)

Der Gesamtalgorithmus q_exp zur Berechnung von e” stellt sich wie folgt dar:

I. Abpriifen von Spezialfille und deren Behandlung

x ist NaN (not a number) = Fehlermeldung: Invalid Argument

x >qExp2a= 709.7827... = Fehlermeldung: Overflow
Der Fall x = 400 wird mit abgedeckt!

|7] <qExpT1=2""* =55511...- 107" = res(z) ==z + 1

o » <q_mine= —708.3964... = res(x):=0
x = —oo mufl damit nicht gesondert behandelt werden.

IT. Berechnung der Exponentialfunktion
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(a) Reduktion (red. Argument r wird berechnet als rjead + Ttrail)

. 32
n = round(x [ qExpInvlL), mit qExpInvL & ]
n
ne = n mod 32
4 = n —No9
. In(2 ]
Mead = (T —n llead) mit Nead + lrail & 39 { auf 86 Bit }
Pirail = —1 O lipai) {:> Tlead T Ttrail = T — N (llead + ltra,ﬂ)}
m = ny/32
J = e

(b) Approximation p(r) =r + agr® + a1r® + ... + asr®,
r e [-0.01083....0.01083. ]

= Tlead B Ttrail

rOrO(aoBrO(aBra(eeBrA(azBrHaq))))
Tlead B (rtra,ﬂ B Q)

(¢) Ergebnisanpassung

res 1= 2"[lead(j) B (s & p A trail(y))]

mit s := lead(j) B trail(j) & 27/32  { anf 100 Bit }

Nun gilt g_exp := res &~ ¢”.

5.2.4 Fehlerabschitzung

I'm folgenden wird eine relative Fehlerschranke fiir die Berechnung von ¢” nach dem eben
vorgestellten Verfahren hergeleitet. Diese Fehlerschranke soll fiir alle zuléssigen Fingabe-
argumente aus dem Bereich der normalisierten IEEE-Zahlen gelten.

Die Fehlerabschatzung wird grofitenteils auf dem Rechner mit PASCATL-XSC unter
Verwendung des Moduls eps_ari (siehe Abschnitt 3.1) durchgefiihrt. Es wird das Pro-
gramm ffexp.p verwendet.

Ein wesentlicher Bestandteil des Verfahrens ist die fehlerfreie Berechnung von

Mead *— (T —n- llead)

im Gleitkommaraster des IEEE double-Formates.
Hierzu wird bendétigt, dafl bei der Subtraktion zweier exakter Groflen das Frgebnis
wieder exakt ist, wenn Ausloschung fithrender Ziffern auftritt (siehe Satz 5).
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Im folgenden wird nun der Teil X := [-708.39...,709.78...] des zulédssigen Defini-
tionshereiches der FExponentialfunktion betrachtet, fiir den das Tabellenverfahren ange-

wandt wird. Mit /o, :=3F962E42 FEF00000=1.011000101110...-27% ~ '22 oilt

[ [
X Co[2-(-2) 1) 25 (2020 4 1) 20

= U [(277/1)-119’73’(]7(277/—{—])-]]‘3‘—3(]]

n=—215(1)215 2

— U [(277/ — ]) ’ l]e;d ’ (n : llead] U U [n ' lleadv ((Qn T ]) . l]e;d]

n=-215(1)215 n=-215(1)215

n,1 =: n,2

Es miissen die folgenden Fille untersucht werden:

I) n=0: Es gilt

Tlead -= (T —0- llead) =7,
d.h. es entsteht kein Rundungsfehler.

IT) n > 0: Im folgenden sei n beliebig, aber fest gewdhlt. Das Argument  mufi damit
in einem der beiden zugehérigen Intervalle X, 1, X, 5 liegen, d.h. 2 € X, ; U X, 5.

a) Fall z € X, ;:
Bestimme m € INy mit 27 < n < 2% (wegen n > 0 gilt m > 0).
Dann gilt:

1.011...-277% < p - fjgpqg < 1.011...-2777

Daraus folgt: expo(n - ljaaq) = m — 6.
Wegen @ < n - ljaaq gilt expo(z) < m — 6.
Mit der Ungleichungskette

[

"lea

2 2

on
=~
D
o)
on

0 < —rjgaq < - llead —r<n- llead - (277/ - ]) ’

folgt expo(—read) = expo(read) < —7
und daraus:

expO(Tiend) < —7 < —6 < m — 6 < maxfexpo(s),expo(n - hua)}
Nun kann Satz (5) angewandt werden und liefert das gewiinschte Frgebnis.

Damit wurde gezeigt, dafl r.,q auf der Maschine fehlerfrei berechnet werden kann.

Da bei der Ergebnisanpassung 32 verschiedene Konstanten verwendet werden, miissen
bei der Fehlerabschatzung 32 Teilfélle betrachtet werden. Dies bedeutet, dafl im folgenden
die Teilintervalle

= [((kk-32 —05)+ k) 2, R
((kk-32 — 0.5) + k + 1) A 202

mit k& =k_1b(1)k_ub, kk =kk_1b(1)kk_ub untersucht werden. Diese Intervalle [y ;. sind so
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gewahlt, daf fiir alle x € I im Algorithmus die gleiche Fallunterscheidung ausgewahlt
wird. Bei der Realisierung im Programm muf} beachtet werden, das die folgende Bedingung
gilt:

" CUU Tiew

Bk k
fir & =k_1b(1)k_ub und kk =kk_1b(1)kk_ub. Aufgrund der Uberschéi,tmmg durch die
Intervallarithmetik miissen die Teilintervalle [ 1 eventuell noch weiter unterteilt werden,

um zu brauchbaren, scharfen Fehleraussagen zu kommen.
Als Gesamtfehlerschranke aller bisher untersuchten Teilbereiche ergibt sich somit

Max. rel. Fehlerschranke der expml-Funktion: 2.357962555295842E-016

Jetzt mufl noch gezeigt werden, dafl der relative Fehler in den bisher noch nicht un-
tersuchten Teilintervallen kleiner als diese mit dem Programm berechnete Fehlerschranke
ist. Die Schranke gilt dann fiir alle Eingabeargumente aus dem Bereich der normalisierten
Gleitkommazahlen.

FEinfache Handrechnung ergibt:
o v < —708.3964...

Fs ist e 7083964 — 9 995 .- 1077 und aufgrund der Monotonie der Exponential-
funktion gilt e” < 2.225...- 1077 fiir alle z < —708.3964 . ...

—> ¢” € [0,nminreal] fiir ¥ < —708.3964 ...

Da das FErgebnis im Unterlaufbereich liegt, wird kein relativer angegeben.

o x € [-270)
Es gilt x < 0:

e v =10
Es gilt ¢” =1, das Frgebnis ist exakt.

e x € (0,277
Es gilt x > 0:

Damit ist gezeigt, dafl

fiir alle zuldssigen Eingabeargumente zutrifft.

e ) 357069555295842 8 — 016+ 100 = ¢(exp)

Pﬂ’?

Gesamtfehlerschranke:
Relative Fehlerschranke fiir q_exp(z) € Sy:  e(q-exp) < 2.3580F — 016 = 2.13 - &*

5.2.5 Algorithmus j_exp (Intervallfunktion)

Der Gesamtalgorithmus j_exp zur Berechnung von eX fiir Intervallargumente X :=
[2.INF, 2.SUP] stellt sich wie folgt dar:

Benotigte Konstanten:
gmine := —708.396418...
q-exem := (17 &(q-exp))
qexep = (1 A c(q.exp))

(1 7 EpsQuer)

\V4
/A (1 A EpsQuer)
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I. X ist Punktintervall, d.h. #.INF = 2.SUP

a) x.INF =0:
res.INF:=1.0
res.SUP:= 1.0

b) #.INF < —qgmine:
res.INF:= 0.0

res.SUP:= q_minr
Falls (res.INF< 2.INF) dann: res.INF:= 2.INF

¢) Sonst:
y := q_exp(z.INF)
res.INF:= y [ q_exem
res.SUP:= y [0 q_exep

IT. X ist echtes Intervall, d.h. 2.INF # 2.SUP

a) Berechnung der Unterschranke res.INF:

i. 2.INF < gqmine:
res.INF:= 0.0

1. Sonst:

res.INF:= q_exp(#.INF) [ q_exem
b) Berechnung der Oberschranke res.SUP:

i. 2.SUP < gmine:
res.SUP:= q_minr

1. Sonst:

res.SUP:= q_exp(2.SUP) @ q_exep

Falls (res.INF< 0.0) dann: res.INF:= 0.0
Falls (x.SUP<0.0) und (res.SUP> 1.0) dann: res.SUP:= 1.0
Falls (x.INF>0.0) und (res.INF< 1.0) dann: res.INF:= 1.0

Nun gilt j_exp :=res D e* mit res := [res.INF, res.SUP].

5.3 Exponentialfunktion zur Basis 2: 27

(zIn 2)2

=142z R 4

1. Ableitung

27 1n 2

Nullstellen

keine

Monotonie

monoton steigend

Exponentialfunktion zur Basis 2 10 —
Math. Schreibweise | 27
Definitionsbereich R, 8
“ (xn2)F
Potenzreihe Z (1n 2) 6
k=0 k'

exp2(x)

61
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5.3.1 Idee

Das bei der Exponentialfunktion zur Basis e beschriebene Tabellenverfahren wird so mo-
difiziert, daf} es fiir die Exponentialfunktion zur Basis 2 verwendet werden kann. Bei der
Berechnung kénnen fiir beide Exponentialfunktionen die gleichen Tabellenwerte verwen-

det werden.

5.3.2 Algorithmus g exp2 (Punktfunktion)

Der Gesamtalgorithmus q_exp2 7zur Berechnung von 27 stellt sich wie folgt dar:
I. Abpriifen von Spezialfille und deren Behandlung

o 2 ist NaN (not a number) = Fehlermeldung: Invalid Argument

o v > 1023 = Fehlermeldung: Overflow
Der Fall x = 400 wird mit abgedeckt!

|7] <qExpT1=2""* =55511...- 107" = res(z) ==z + 1

r < —1022 = res(x) : =0
x = —oo mufl damit nicht gesondert behandelt werden.

o 1 ist ganzzahlig = res = 27 (Realisierung iiber rundungsfehlerfreie Anderung
des Exponenten)

IT. Berechnung der Exponentialfunktion zur Basis 2

(a) Reduktion

n = round(x [ 32)

7 := n mod 32
no= n—j

r = xHBn0.03125
m = ny/32

(b) Approximation p(r) =1 (co+ air + ...+ cer%),
reflo., ]

coBrAccBrA(cBrO(cBArO(aBrd(cBric))))))
= rldg

(¢) Ergebnisanpassung

res := 2" [lead(j) B (s @ ¢ B trail(y))]
mit s := lead(j) B trail(j) & 27/32  { anf 100 Bit }
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Nun gilt q_exp2 := res &~ 27.

5.3.3 Fehlerabschitzung

Gesamtfehlerschranke:
Relative Fehlerschranke fiir q_exp(z) € Sy:  e(q-exp) < 2.3305F — 016 = 2.10 - &*

5.3.4 Algorithmus j _exp2 (Intervallfunktion)

Der Gesamtalgorithmus j_exp2 zur Berechnung von 2% fiir Intervallargumente X :=
[2.INF, 2.SUP] stellt sich wie folgt dar:
Benotigte Konstanten:

q-e2em := (17 ¢&(q-exp2))\/ (1 7 EpsQuer)
ge2ep = (1 Ae(qexp2)) A (1 A EpsQuer)

I. X ist Punktintervall, d.h. #.INF = 2.SUP

a) x.INF < —1022:
res.INF:= 0.0
res.SUP:= q_minr

b) x.INF ganzzahlig:
y := q_exp2(x.INF)

res.INF:= y
res.SUP:=y
¢) Sonst:

y := q_exp2(x.INF)
res.INF:= y [ q_e2em
res.SUP:= y [ q_e2ep

IT. X ist echtes Intervall, d.h. 2.INF # 2.SUP

a) Berechnung der Unterschranke res.INF:
ox INF < —1022:
res.INF:= 0.0

. #.INF ganzzahlig:
res.INF:= q_exp2(z.INF)

i11. Sonst:

res.INF:= q_exp2(2.INF) @ q_e2emn
b) Berechnung der Oberschranke res.SUP:

i z.SUP < —1022:
res.SUP:= q_minr
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. 2.5UP ganzzahlig:
res.SUP:= q_exp2(2.SUP)

i11. Sonst:

res.SUP:= q_exp2(2.SUP) [0 q_e2ep
Falls (res.INF< 0.0) dann: res.INF:= 0.0
Falls (x.SUP<0.0) und (res.SUP> 1.0) dann: res.SUP:= 1.0
Falls (x.INF>0.0) und (res.INF< 1.0) dann: res.INF:= 1.0

Nun gilt j_exp2:=res O 2% mit res := [res.INF, res.SUP].

5.4 Exponentialfunktion zur Basis 10: 10"

Exponentialfunktion zur Basis 10 10 — : : :
Math. Schreibweise | 107 107
Definitionsbereich R 8

o0 k
Potenzreihe Z % 6
k=0
=14 ainlo g G0y *
1. Ableitung 271n 10 2
Nullstellen keine
Monotonie monoton steigend 0 B

5.4.1 Idee

Hier wird ebenfalls das Tabellenverfahren zur Berechnung der Exponentialfunktion zur

Basis e modifiziert und eingesetzt.

5.4.2 Algorithmus q ex10 (Punktfunktion)

Der Gesamtalgorithmus q_ex10 zur Berechnung von 107 stellt sich wie folgt dar:

I. Abpriifen von Spezialfille und deren Behandlung

x ist NaN (not a number) = Fehlermeldung: Invalid Argument

x> 307.9536... = Fehlermeldung: Overflow
Der Fall x = 400 wird mit abgedeckt!

|7] <qExpT1=2""* =55511...- 107" = res(z) ==z + 1

o » <q_mine= —708.3964... = res(x):=0
x = —oo mufl damit nicht gesondert behandelt werden.

IT. Berechnung der Exponentialfunktion zur Basis 10
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(a) Reduktion (red. Argument r wird berechnet als rjead + Ttrail)

. ) . 32
n = rvound(x [ q_el0i), mit qelli+=
log, 2
7 := n mod 32
no= n—j
. log,6(2)
Tead = (T Hn [ e]lead) mit ellead + e]tra,ﬂ ~ %;
Tirail = — 1 [ €lgpajl {:> Tead T+ Ttrail = & — N - (e]lead + thrai])}
m = ny/32
(b) Approximation p(r) = r* (do + dir' + ... + der®),
reflo., ]
T = Tlead B Tirail
q doEﬂTB(d] HHTB((]QEHTB((]@EHTD((]4B3T|:|((]5EHTE(]6))))))
q rLlg
P 1= Tlead B (rtra,ﬂ H Q)

(¢) Ergebnisanpassung

res := 2" [lead(7) B (s @ p B trail(j))]
mit s := lead(j) B trail(j) & 27/32  { anf 100 Bit }

Nun gilt g_ex10 := res &~ 10".

5.4.3 Fehlerabschitzung

Gesamtfehlerschranke:
Relative Fehlerschranke fiir q_ex10(x) € Sy:  &(q_ex10) < 2.4181F — 016 = 2.18 - &*

5.4.4 Algorithmus j ex10 (Intervallfunktion)

Der Gesamtalgorithmus j_ex10 zur Berechnung von 10% fiir Intervallargnmente X :=
[2.INF, 2.SUP] stellt sich wie folgt dar:

Benotigte Konstanten:

qel0m := (17 &(q-ex10))\/ (1 7 EpsQuer)
gel0op = (1 Ae(qex10)) A (1 A EpsQuer)

I. X ist Punktintervall, d.h. #.INF = 2.SUP
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a) 0 < 2.INF <22 und 2.INF ganzzahlig:
y := q_ex10(x.INF)
res.INF:= y
res.SUP:=y

b) x.INF < —307.6526. . .:
res.INF:= 0.0
res.SUP:= q_minr

¢) Sonst:
y := q_ex10(x.INF)
res.INF:=y 1 q_e10m
res.SUP:=y [ q_e10p

IT. X ist echtes Intervall, d.h. 2.INF # 2.SUP

a) Berechnung der Unterschranke res.INF:

1. 2. INF < —307.6526 .. .:
res.INF:= 0.0

. 0 < 2.INF < 22 und 2.INF ganzzahlig:
res.INF:= q_ex10(x.INF)

i11. Sonst:

res.INF:= q_ex10(x.INF) [ q_e10m
b) Berechnung der Oberschranke res.SUP:

. 2.5UP < —307.6526. . .
res.SUP:= q_minr

. 0 < 2.SUP <22 und x.SUP ganzzahlig:
res.SUP:= q_ex10(2.SUP)

i11. Sonst:

res.SUP:= q_ex10(2:.SUP) [0 q_e10p

Falls (res.INF< 0.0) dann: res.INF:= 0.0
Falls (x.SUP<0.0) und (res.SUP> 1.0) dann: res.SUP:= 1.0
Falls (x.INF>0.0) und (res.INF< 1.0) dann: res.INF:= 1.0

Nun gilt j_ex10 := res D 10% mit res := [res.INF, res.SUP].
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5.5 Logarithmusfunktion: In(1 + =)

Logarithmusfunktion . e
Math. Schreibweise | In(1 + ) sr In(1+x) 7
Definitionsbereich (—1,00) 2r 7
P h = 1 k1 mk 1F u
tenzreihe 1) —
otenzreihe ;( ) 7 .
=1 2 3 4
fir =1 <2 <1 :m,%+%,%+,_“ -1 F g
1. Ableitung 11? 2t .
Nullstellen xg =10 3 ]
Monotonie monoton steigend 41 0o 1 2 3 4 5 &
5.5.1 Idee

Es wird ein Tabellenverfahren nach der Idee von Tang [38] realisiert. Im wesentlichen
werden dabei zwei Félle unterschieden.

1. Der Fall e /16 | < 2 < /16 1.

Mit der Transformation o =

In(14+2)=1n (%) —a+a.(%<g)2+%<g)4+...)_

Nun wird eine Bestapproximation p mit

a’pla®) ~ ]; (]n (%) — a)

bestimmt. Die eigentliche Funktionsberechnung besteht dann aus einer sorgfiltigen

Auswertung von o + a’p(a?).

2. Der Fall 1 <2 <e ' 1 oder e /"0 — 1 < a:
Ausgehend vom Argument o wird zunachst eine ganze Zahl m mit

1<2™(142)<?2

bestimmt. Weiter werden zwei Gleitkommazahlen F' und f so bestimmt, daf§ gilt:

T+2 ~ 27(F4f)
Fo=14+35-27", j7=0,1,...,2", und
Ifl< 27

AnschlieBend wird die Umformung

mE2™(F 4+ f))=m-(2)+In(F)+In(1+ %)



68

KAPITEL 5. EXPONENTIAL- UND LOGARITHMUSFUNKTIONEN

verwendet. Die Werte In(2) sowie In(F') fiir alle zulassigen F' (F kann 128 verschiede-
ne Werte annehmen) werden im voraus berechnet und in einer Tabelle abgespeichert.
7ur Berechnung von In(1 + %) wird die Approximation

S NEONIRNS
]n(]+F)~ﬂ+ﬁ(§(§) +g(§) _|_)

mit 3 :=

verwendet,.

2F + f

Fiir betragsmiBig sehr kleine Argumente wird die Approximation

In(1 4+ 2)~x

angewandt.

5.5.2 Algorithmus g Inip (Punktfunktion)

Der Gesamtalgorithmus q_1n1p zur Berechnung von In(1 + ) stellt sich wie folgt dar:

I. Abpriifen von Spezialfille und deren Behandlung

o 2 ist NaN (not a number) = Fehlermeldung: Invalid Argument
o v < —1 — Fehlermeldung: Invalid Argument

o —q_lgts= 2" <2 <q_1gts=2"" = res(z) ;===

IT. Berechnung von In(x 4+ 1)

1. Fall: q_1gt3= AL R AL =q_lgt4

i. Transformation

g:=102+x)

u:=2-x0Hg
ii. Approximation

vi=uldu

g =ulvE (cocBvE(c; Ao (2 BovEes)))
. Ergebnisanpassung

Uy 1=y,

.f1 ::'77|24

for=2—fi

uy = ((2-(xBw)Buy- f1)Bur- fo) g
res := uy B (ug A q)

2. Fall: ~1 <2 <e 6 _1odere /1% 1<z
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i. Berechnung des reduzierten Arguments, d.h. Bestimmung von m, F, f
Falls # < 2 dann y := 1 @ x, sonst y 1= x
m = expo(y) — 1023
y:=2""-y
F:=2"" vound (2" - y)
Berechnung von f mit folgenden Fallunterscheidungen:

A. Falls m < —2 dann

fi=y—F

B. Falls —1 < m < 52 dann
f=10-27m
hi=x-277

f=arah
C. Falls m > 52 dann
fi=10-2m
h:=z-277
f=hB8F@Eh
1. Initialisierungen
j = floor((F —1)-128)
Head := m [ lead(128) A lead(7)
livasl := m O trail(128) A trail(j)

iii. Approximation

wi= (2 [) P (y+ )

vi=uldu
g:=ulv(bgBovb)
iv. Frgebnisanpassung

res := loaq B (v B (¢ B livail))

Nun gilt q_1nlp:=res & In(x + 1).

5.5.3 Fehlerabschitzung

Gesamtfehlerschranke:
Relative Fehlerschranke fiir q_1nip(x) € Sy:  e(q-lnip) < 2.5082F — 016 = 2.26 - £*

5.5.4 Algorithmus j 1gip (Intervallfunktion)

Der Gesamtalgorithmus j_1gip zur Berechnung von log(X 4+ 1) fiir Intervallargumente
X := [2.INF, 2.SUP] stellt sich wie folgt dar:
Benotigte Konstanten:

q-lgpm := (177 &(q-1g1p)) ¥ (1 V EpsQuer)
q-lgpp = (1 A=(q1gip)) A (1 A EpsQuer)

I. X ist Punktintervall, d.h. #.INF = 2.SUP
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a) x.INF < 0:
y :=q-lgip(x.INF)
res.INF:= y [0 q_1gpp
res.SUP:= y [ q_1gpm
b) x.INF > 0:
y :=q-lgip(x.INF)
res.INF:=y [ q_1gpm
res.SUP:= y [0 q_1gpp

IT. X ist echtes Intervall, d.h. 2.INF # 2.SUP

a) Berechnung der Unterschranke res.INF:
. 2. INF < 0:
res.INF:= q_1gip(x.INF) @ q_1gpp
. 2. INF > 0:
res.INF:= q_1gip(x.INF) @ q_1gpm
b) Berechnung der Oberschranke res.SUP:
i. 2.SUP < 0:
res.SUP:= q_1g1p(x.SUP) @ q_1gpm

. 2.SUP > 0:
res.SUP:= q_1g1p(2.SUP) @O q_1gpp

Nun gilt j1gip:=res D In(X + 1) mit res := [res.INF, res.SUP].

5.6 Logarithmusfunktion: Inz

Logarithmusfunktion zur Basis e —
Math. Schreibweise | In z 3 () T
Definitionsbereich (0, 00) 21 .
> z— 1)k 1 -
Potenzreihe )7
otenzreihe ];( ) 7 .
fiir 0 < 2 < 2 e e 1t :
1. Ableitung % 2 g
Nullstellen xg =1 3l ]
Monotonie monoton steigend 0 i é é "1 é ('5 .
5.6.1 Idee

Es wird ein Tabellenverfahren nach der Idee von Tang [38] realisiert. Im wesentlichen

werden wiederrum zwei Falle unterschieden.
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1. Der Fall ¢ /16 < 5 < '/16.
2y

Mit y := 2 — 1 wird die Transformation o := 2_{'_ angewandt:
)

In(z) = In(1 +y) = In (1+zg) —a+a-(%(g)2+%(§)4+---)-

Nun wird eine Bestapproximation p mit

o’p(a’) = ]; (]n (1 +z§§) — a)

bestimmt. Die eigentliche Funktionsberechnung besteht dann aus einer sorgfiltigen

Auswertung von o + a’p(a?).

2. Der Fall -1 < 2 < e "0 oder ¢ /16 < 4
Ausgehend vom Argument o wird zunachst eine ganze Zahl m mit

1<27™r <2
bestimmt. Weiter werden zwei Gleitkommazahlen F' und f so bestimmt, daf§ gilt:

o= 2"(F+[)
Fo=14+35-27", j7=0,1,...,2", und
fl < 27

AnschlieBend wird die Umformung

mE2™(F 4+ f))=m-(2)+In(F)+In(1+ %)

verwendet. Die Werte In(2) sowie In(F') fiir alle zulassigen F' (F kann 128 verschiede-
ne Werte annehmen) werden im voraus berechnet und in einer Tabelle abgespeichert.
7ur Berechnung von In(1 + %) wird die Approximation

£ NEONIRNS
]n(]+F)~ﬂ+ﬁ(§(§) +g(§) _|_)

2f
0+ f

verwendet,.

mit 3 :=
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5.6.2 Algorithmus g log (Punktfunktion)
Der Gesamtalgorithmus q_log zur Berechnung von In(z) stellt sich wie folgt dar:

I. Abpriifen von Spezialfille und deren Behandlung

o 2 ist NaN (not a number) = Fehlermeldung: Invalid Argument

o v < gminr —> Fehlermeldung: Invalid Argument
IT. Berechnung von In(x)

1. Fall: q_lgti< = <q_1lgt2

i. Transformation

y:=xB81
g =1012+y)
uw:=2-yOHyg

ii. Approximation
vi=uldu

g =ulvE (cocBvE(c; Ao (2 BovEes)))

. Ergebnisanpassung
=y,
fi=xly,
Jfor=a—fi
uy = ((2-(xBw)Buy- f1)Bur- fo) g
res := uy B (ug A q)

2. Fall: 0 < x <q_lgtl oder q_lgt2< x

i. Berechnung des reduzierten Arguments, d.h. Bestimmung von m, F, f
m = expo(x) — 1023

y:=2""-x
F:=2"" vound (2" - y)
f=y—F

1. Initialisierungen
j = floor((F —1)-128)
Head := m [ lead(128) A lead(7)
livasl := m O trail(128) A trail(j)

iii. Approximation

wi=(2-N)Ay+F)

vi=uldu
g:=ulv(bgBovb)
iv. Frgebnisanpassung

res 1= ljoag A (v A (¢ B lipain))

Nun gilt q_log := res ~ In(x).
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5.6.3 Fehlerabschitzung

Gesamtfehlerschranke:
Relative Fehlerschranke fiir q_log(z) € Sy:  e(q-log) < 2.9398F — 016 = 2.65 - £*

5.6.4 Algorithmus j_log (Intervallfunktion)

Der Gesamtalgorithmus j_log zur Berechnung von log( X)) fiir Intervallargumente X :=
[2.INF, 2.SUP] stellt sich wie folgt dar:

Benotigte Konstanten:

alogn = (17 <(ql0g) ¥ (I 7 FpsQuer)
qglogp = (1 Ace(qlog)) A (1 A EpsQuer)

I. X ist Punktintervall, d.h. #.INF = 2.SUP

a) x.INF < 0:
y := q-log(z.INF)
res.INF:=y 1 q_logp
res.5SUP:=y [ q_logm

b) x.INF > 0:
y := q-log(z.INF)
res.INF:=y [ g_logm
res.SUP:= y [0 q_logp

IT. X ist echtes Intervall, d.h. 2.INF # 2.SUP

a) Berechnung der Unterschranke res.INF:
. 2. INF < 0:
res.INF:= q_log(x.INF) @ q_logp
. 2. INF > 0:
res.INF:= q_log(x.INF) [0 q_logm
b) Berechnung der Oberschranke res.SUP:
i. 2.SUP < 0:
res.SUP:= q_log(».SUP) [ q_logn

. 2.SUP > 0:
res.SUP:= q_log(2x.SUP) @ q_logp

Nun gilt j_log:=res O In(X) mit res := [res.INF, res.SUP].
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5.7 Logarithmusfunktion zur Basis 2: log, =

Logarithmusfunktion zur Basis 2 3t log2(x) e
Math. Schreibweise | log, = oL i
Definitionsbereich (0, 00) 1L |
- 1
1. Ableitung I3 0
Nullstellen Tg =1
. . 1t .
Monotonie monoton steigend
_2 = .
3k i

5.7.1 Idee

Die Funktion log, = wird mit Hilfe der Formel

logyz =Inx - —
In

auf die Berechnung des natiirlichen Logarithmus zuriickgefithrt. Der Wert I;—z wird im

voraus berechnet und gerundet zur nachstgelegenen Gleitkommazahl als Konstante unter
dem Namen q_121 abgespeichert.

5.7.2 Algorithmus g log2 (Punktfunktion)

Der Gesamtalgorithmus q_log2 7zur Berechnung von log, x stellt sich wie folgt dar:
I. Abpriifen von Spezialfille und deren Behandlung
o 2 ist NaN (not a number) = Fehlermeldung: Invalid Argument

IT. Berechnung mit Hilfe der Logarithmusfunktion
res:= q_log(wx) [0 q_121

Nun gilt q_log2 := res = log, =.

5.7.3 Fehlerabschitzung

Die Fehlerabschétzung wird mit dem Programm fflog2.p durchgefiihrt, man erhélt als
Ergebnis:

rel. Fehlerschranke der fflog2-Funktion: 2.775305637122755E-015

Gesamtfehlerschranke:
Relative Fehlerschranke fiir q_log2(x) € Sy:  e(qlog2) < 2.7754F — 015 = 25.0 - £*
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5.7.4 Algorithmus j log2 (Intervallfunktion)

75

Der Gesamtalgorithmus j_log2 zur Berechnung von log,( X) fiir Intervallargumente X :=
[2.INF, 2.SUP] stellt sich wie folgt dar:
Benotigte Konstanten:

q-lg2m := (17 e(q-log2)) W/ (1 7 EpsQuer)
qlg2p = (1 Ae(qlog2)) A (1 A EpsQuer)

I. X ist Punktintervall, d.h. #.INF = 2.SUP

a) x.INF < 0:

y := q-log2(x.INF)
res.INF:=y (1 q_1g2p

res.SUP:=
b) x.INF > 0:

y [ qlg2m

y := q-log2(x.INF)
res. INF:=y [ q_1g2m

res.SUP:=

IT. X ist echtes Intervall, d.h. 2.INF # 2.SUP

a) Berechnung der Unterschranke res.INF:

i. z.INF

res.INF:= q_log2(x.INF) @ q_1g2p

. . INF

res.INF:= q_log2(x.INF) @ q_1g2m
b) Berechnung der Oberschranke res.SUP:

y[1q-1g2p

< 0:

> 0:

i. x.SUP < 0:

res.SUP:= q_log2(x.SUP) @ q_1g2m

. z.SUP > 0:

res.SUP:= q_log2(x.SUP) [0 q_1g2p

Nun gilt j_log2:= res D log,(X) mit res := [res.INF res.SUP].

5.8 Logarithmusfunktion zur Basis 10: log,, =

Logarithmusfunktion zur Basis 10

10g10(x)

Math. Schreibweise | log; Oz
Definitionsbereich (0, 00)
1. Ableitung ﬁ

Nullstellen Tg =1

Monotonie

monoton steigend
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5.8.1 Idee

Die Funktion log,, wird mit Hilfe der Formel

log,qz =1Inax-

In10

auf die Berechnung des natiirlichen Logarithmus zuriickgefithrt. Der Wert 1771? wird im

voraus berechnet und gerundet zur nachstgelegenen Gleitkommazahl als Konstante unter
dem Namen q_1101 abgespeichert.

5.8.2 Algorithmus q 1g10 (Punktfunktion)

Der Gesamtalgorithmus q_1g10 zur Berechnung von log,, x stellt sich wie folgt dar:
I. Abpriifen von Spezialfille und deren Behandlung
o 2 ist NaN (not a number) = Fehlermeldung: Invalid Argument

IT. Berechnung mit Hilfe der Logarithmusfunktion
res:= q_log(z) [ q-1101

Nun gilt q_1g10 := res & log;, =.

5.8.3 Fehlerabschitzung

Die Fehlerabschatzung wird mit dem Programm fflog10.p durchgefiihrt, man erhélt als
Ergebnis:

rel. Fehlerschranke der ffloglO-Funktion: 2.775305637122755E-015

Gesamtfehlerschranke:
Relative Fehlerschranke fiir q_1g10(x) € Sy:  e(q-1g10) < 2.7754F — 015 = 25.0 - £*

5.8.4 Algorithmus j 1g10 (Intervallfunktion)

Der Gesamtalgorithmus j_1g10 zur Berechnung von log,,( X) fir Intervallargumente X :=
[2.INF, 2.SUP] stellt sich wie folgt dar:
Benotigte Konstanten:

q-110m := (17 &(q-1g10)) \/ (1 7 EpsQuer)
q110p = (1 Ae(q1g10)) A (1 A EpsQuer)

I. X ist Punktintervall, d.h. #.INF = 2.SUP

a) x.INF < 0:
y :=q-1g10(x.INF)
res.INF:=y 1 q_-110p
res.SUP:=y [ q_-110m
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b) x.INF > 0:
y :=q-1g10(x.INF)
res.INF:=y 1 q-110m
res.SUP:=y [ q_110p

IT. X ist echtes Intervall, d.h. 2.INF # 2.SUP

a) Berechnung der Unterschranke res.INF:
. 2. INF < 0:
res.INF:=q_1g10(x.INF) @ q_110p

. 2. INF > 0:
res.INF:=q_1g10(x.INF) [ q_110m

b) Berechnung der Oberschranke res.SUP:

i. 2.SUP < 0:
res.SUP:= q_1g10(2.SUP) [ q_110m

. 2.SUP > 0:
res.SUP:= q_1g10(2:.SUP) [0 q_110p

Nun gilt 71g10]| := res D log;o( X') mit res := [res.INF, res.SUP].

7
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Kapitel 6

Trigonometrische Funktionen

Fiir die trigonometrischen Funktionen Sinus und Cosinus ist es ausreichend, eine Ap-
proximation fiir Eingabeargumente 2 mit = € [—7/2,7/2] zur Verfigung 7u stellen. 7u
allen anderen Eingabeargumenten x kann ein reduziertes Argument r mit r € [—7/2, 7/2]
berechnet werden. Es werden dabei die Periodizitit der Sinus- bzw. Cosinusfunktion

sin(x) = sin(2kr +2), « € R, k€,
cos(x) = cos(2kr + ), x € R, k€,
und die Reduktionsformeln
sin(m/2 + x) = cos(x), sin(m+ )= —sin(x)
cos(m/2 4+ x) = —sin(x), cos(m + 1) = — cos(x)

ausgenutzt.

Um den Aufwand bei der Funktionsberechnung auf dem Rechner moglichst klein zu
halten wird der maximal mogliche Definitionsbereich [—maxreal, maxreal] eingeschrankt
auf den Bereich [—trimax, trimax] mit trimax := 2°" - Z 4 2. Bei den Punktfunktionen
wird fiir Argumente 22 >trimax eine Fehlermeldung (,,invalid argument®) ausgegeben. Die
Sinus- bzw. die Cosinusintervallfunktion liefert fiir Argumente X = [X.inf X.sup| mit
X.inf < —trimax oder X.sup >trimax das Frgebnisintervall [—1, 1].

Bei der Ausfithrung der Argumentreduktion auf dem Rechner mufl aufgrund mogli-
cher Ausléschung sehr sorgfiltig vorgegangen werden. Dies wird im folgenden Abschnitt
beschrieben.

6.1 Argumentreduktion

6.1.1 Idee

Ausgehend von einem gegebenen Argument x € S mit |z| <trimax wird eine moglichst
gute Naherung r € S fiir 2 — k-7 gesucht. Die ganze Zahl k wird dabei durch k := round(z-
q_pi2i ) bestimmt, die Konstante stellt die dem Wert 2 nachstgelegene Maschinenzahl
dar.
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Da sich bei der Subtraktion # — k- Z fithrende Ziffern ausléschen kénnen, mufl die
> !
dargestellt werden. Hierzu die folgenden Uberlegungen:

Bekannt ist, daff fiir den Abstand d einer Maschinenzahl x (# # 0) zu einem ganz-
zahligen Vielfachen von Z gilt: d > 4.6871 - 1077 (siehe z.B. [33]). Daraus folgt fiir das

reduzierte Argument:

auf der Maschine héhergenau, d.h. mit ausreichend vielen Mantissenziffern

Néherung fiir

lr| >d > 4.6871-107" > 2761,

Bei der Berechnung von r kénnen sich damit maximal 32461 = 93 Bits ausloschen. Damit
nach der Ausfiihrung der Subtraktion eine volle Mantissenlange (53 Bits) des Frgebnisses
zur Verfiigung steht, muf die Naherung fiir £ mit mindestens 53 + 93 = 146 Binarziffern
Genauigkeit zur Verfiigung stehen.

6.1.2 Berechnung der Konstanten 7/2

3
metik mpi_ari von Pascal XSC berechnet. Zur Speicherung wird die Binardarstellung

Die benotigte Naherung fiir die Konstante £ wird mit Hilfe der Langzahlintervallarith-

der Naherung in 7 Portionen mit jeweils 22 Bits aufgeteilt, d.h. es werden 7 -22 = 154
Binarstellen gespeichert. Die 7 Portionen werden in einem Feld q_pih[.] mit 7 Speicher-
platzen vom Typ double abgelegt.

Diese Art der Speicherung ermdéglicht es spéater, eine Portion der Konstanten mit
einer 31 stelligen Binédrzahl zu multiplizieren und das Frgebnis rundungsfehlerfrei im
Datenformat double abzuspeichern.

6.1.3 Algorithmus q rtrg(x,k) (Argumentreduktion)
Der Algorithmus q_rtrg zur Argumentreduktion sieht wie folgt aus:

I) Falls |[k| < 512 dann:

r2 := x—k-(qpih[0] 4+ q_pih[1])
res = qr2tr(r2 k)

IT) Falls |k| > 512 dann:

rl = x — k-qpih[0]
h = k-qpih[1]
r2 = rlB8h

a) Falls expo(rl) = expo(r2) dann:

res := r1 B3 (((((k-qpih[6] B k-qpih[5])H k- qpih[4])
Mk-qpih[3])H k- qpih[2]) @A)

b) Sonst:
res := qr2tr(r2, k)
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6.1.4 Algorithmus q r2tr(x,k) (Hilfsfunktion)

Der Algorithmus der Hilfsfunktion q_r2tr zur Argumentreduktion sieht wie folgt aus:

r2 = r
h = k-qpih[2]
rl = r28h

I) Falls expo(rl) = expo(r2) dann:

res := 128 ((((k-qpih[6]1 B k-qpih[5]) B k-q_pih[4])
M k-qpih[3]) @ h)

IT) Sonst:

h = k-qpih[3]
r2 = r1@3Ah

a) Falls expo(rl) = expo(r2) dann:
res := r1 3 (((k-qpih[6] B k-qpih[5])H k- qpih[4]) B h)
b) Sonst:
h = k-qpih[4]
rl = r28h
i. Falls expo(rl) = expo(r2) dann:
res := r1 B ((k-qpih[6] B k-qpih[5]) B h)
. Sonst:
h := k-qpih[5]
r2 = rlB8h
A. Falls expo(rl) = expo(r2) dann:
res := rl1 3 (k-qpih[6]1 B h)
B. Sonst:
res = r2Hk-qpih[6]

6.2 Sinusfunktion: sinz

Sinusfunktion T S B
Math. Schreibweise | sin(z) 05 sin()
Definitionsbereich R _02 \ |
i . 2R F1 aL ]
Potenzreihe () L ea— R, L
8 6 -4 2 0 2 4 6 8
= (2k + 1)!
.. 773 .775 .777
fiir 2] < oo =2 T+ w4t ...
1. Ableitung cos(x)
Nullstellen T, =n- -7 firn €%
Minima, 7, = —5 +2nn fiirn €%

Maxima THn, = 5 +2nn fiivn €7
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6.2.1 Algorithmus g sin (Punktfunktion)

Der Gesamtalgorithmus q_sin zur Berechnung von sin z stellt sich wie folgt dar:

I. Abpriifen von Spezialfille und deren Behandlung

o 2 ist NaN (not a number) = Fehlermeldung: Invalid Argument
o || >q_sint[2]=13.3732... ¢ 4+ 09 = Fehlermeldung: Invalid Argument

IT. Argumentreduktion

y = x[qpi2i
k= round(y)
y = qrtrg(r, k)
n := kmod4
m := n mod 2

ITI. Approximation
ysq:=y Ly
a) Falls (m = 0) dann: (Approximation der Sinus-Funktion)

i. Falls |#| < q_sint [3] = 2.5809¢ — 8 dann:
A. Falls (n = 0) dann:

res ==y
B. Falls (n # 0) dann:
res 1= —y

ii. Falls |#| > q_sint [3] = 2.5809¢ — 8 dann:
G :=ysqE (soBysqE (si HysqQ (s: BysqE (s3Bysq O (s4Bysqss)))))
A. Falls (n = 0) dann:
res:=yHBHylgqg
B. Falls (n # 0) dann:
res == —(y By B q)
b) Falls (m # 0) dann: (Approximation der Cosinus-Funktion)
q:= ysqEysqO (coBysq B (et Bysq B (2 Bysql (s BysqE (eaBysqLes)))))
i. Falls (ysq > q_sint[0]) dann:
res := 0.625 B (0.375 8 (0.5 - ysq) H q)
ii. Falls (q_sint[0] > ysq > q_sint[1]) dann:
res := 0.8125 B ((0.1875 8 (0.5 - ysq)) H q)
iii. Falls (q_sint [1] > ysq) dann:
res := 1.0 8 (0.5 - ysq B q)
Falls (n = 3) dann:

res 1= —Tres

Nun gilt q_sin := res & sin .
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6.2.2 Fehlerabschitzung

Gesamtfehlerschranke:
Relative Fehlerschranke fiir q_sin(z) € Sy: e(q-sin) < 1.0718F — 015 = 9.66 - £*

6.2.3 Algorithmus j_sin (Intervallfunktion)

Der Gesamtalgorithmus j_sin zur Berechnung von sin(X) fiir Intervallargumente X :=
[2.INF, 2.SUP] stellt sich wie folgt dar:
Benotigte Konstanten:

(1 7 EpsQuer)
(1 A EpsQuer)

g-sinm := (17 &(qg-sin)) W/
gsinp = (1 Ae(qsin)) A
I. X ist Punktintervall, d.h. #.INF = 2.SUP

a) ©.INF < —q_sint[2]:
res.INF:= —1.0
res.SUP:= 1.0

b) q_sint[2] < 2.INF:
res.INF:= —1.0
res.SUP:= 1.0

¢) Sonst:
y := q_cos(z.INF)

Loy <0:
res.INF:= y [ q_sinp
res.SUP:=y [0 q_sinm

.y > 0:
res.INF:=y 1 q_sinm
res.SUP:=y [0 q_sinp

IT. X ist echtes Intervall, d.h. 2.INF # 2.SUP
a) Intervall-Logik der Sinus-/Cosinusfunktion

Nun gilt j_sin :=res D sin( X)) mit res := [res.INF, res.SUP].
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6.3 Cosinusfunktion: cos

Cosinusfunktion T ——T—T
Math. Schreibweise | cos(z) 0.5 - cos(X)
Definitionsbereich R, _02 | |
= o N
Potenzreihe 2(71)’(2]{)! % 6 4 2 0 2 4 5 B
k=0
.. 772 .774 .776
fiir 2] < oo =1 -G+ G+
1. Ableitung —sin(x
Nullstellen T, =5 +n-nfirne€l
Minima xr, = (2n 4 )7 fiirn € Z
Maxima THy, =2nw fiirn €7

6.3.1 Algorithmus g cos (Punktfunktion)

Der Gesamtalgorithmus q_cos zur Berechnung von cos(x) stellt sich wie folgt dar:
I. Abpriifen von Spezialfille und deren Behandlung

o 2 ist NaN (not a number) = Fehlermeldung: Invalid Argument
o || >q_sint[2]=13.3732... ¢ 4+ 09 = Fehlermeldung: Invalid Argument

IT. Argumentreduktion

y = x[qpi2i

k round(y)

y = qrtrg(r, k)
n = (k+1) mod4
m := n mod 2

ITI. Approximation
ysq:=y Ly
a) Falls (m = 0) dann: (Approximation der Sinus-Funktion)

i. Falls |#| < q_sint [3] = 2.5809¢ — 8 dann:
A. Falls (n = 0) dann:

res ==y
B. Falls (n # 0) dann:
res 1= —y

ii. Falls |#| > q_sint [3] = 2.5809¢ — 8 dann:
g :=ysqE(soBysqE(s1BysqE (s2BysqE(s3BysqE (s4Bysqss))))))
A. Falls (n = 0) dann:
res:=yHBHylgqg
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B. Falls (n # 0) dann:
res == —(y By B q)

b) Falls (m # 0) dann: (Approximation der Cosinus-Funktion)
q := ysqQlysqC (coBysq (e BysqE (2 Bysqi (e BysqO (csBysqLles))))))
i. Falls (ysq > q_sint[0]) dann:
res := 0.625 B (0.375 8 (0.5 - ysq) H q)

ii. Falls (q_sint[0] > ysq > q_sint[1]) dann:
res := 0.8125 B ((0.1875 8 (0.5 - ysq)) H q)

iii. Falls (q_sint [1] > ysq) dann:
res := 1.0 8 (0.5 - ysq B q)

Falls (n = 3) dann:

res 1= —Tres

Nun gilt q_cos := res & cos(x).

6.3.2 Fehlerabschitzung

Gesamtfehlerschranke:
Relative Fehlerschranke fiir q_cos(z) € Sy:  e(q-cos) < 1.0718F — 015 = 9.66 - £*

6.3.3 Algorithmus j_cos (Intervallfunktion)

Der Gesamtalgorithmus j_cos zur Berechnung von cos(X) fiir Intervallargumente X :=
[2.INF, 2.SUP] stellt sich wie folgt dar:
Benotigte Konstanten:

q_sinm := (17 é&(q-sin)) 7/ (1 7 EpsQuer)
gsinp = (1 Ae(qsin)) A (1 A EpsQuer)
I. X ist Punktintervall, d.h. #.INF = 2.SUP

a) ©.INF < —q_sint[2]:
res.INF:= —1.0
res.SUP:= 1.0

b) q_sint[2] < 2.INF:

res.INF:= —1.0
res.SUP:= 1.0
¢) Sonst:

y := q_cos(z.INF)

Loy <0:
res.INF:= y [ q_sinp
res.SUP:=y [0 q_sinm
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.y > 0:
res.INF:=y 1 q_sinm
res.SUP:=y [0 q_sinp

IT. X ist echtes Intervall, d.h. 2.INF # 2.SUP
a) Intervall-Logik der Sinus-/Cosinusfunktion

Nun gilt j_cos :=res D cos(X) mit res := [res.INF, res.SUP].

6.4 Tangensfunktion: tanz

Tangensfunktion el I ' t;n(x)' '
Math. Schreibweise | tan(z) = :'0'1((:)) o L
Definitionsbhereich UneZ(*g + nx, g + nr)
1. Ableitung W 0
Nullstellen T, =n- -7 firn €%
5 i

-10 1 1 1 1 1 1 1 1

6.4.1 Algorithmus g tan (Punktfunktion)

Der Gesamtalgorithmus q_tan zur Berechnung von tan(a) stellt sich wie folgt dar:
I. Abpriifen von Spezialfille und deren Behandlung

o 2 ist NaN (not a number)
— Fehlermeldung: Invalid Argument

o || >q_sint[2]=3.3732...¢4 09
— Fehlermeldung: Invalid Argument

IT. Argumentreduktion

y T [ qpi2i

k= round(y)

y = qrtrg(r, k)

n := k mod 4

m := n mod 2
ysq = yly

ITI. Approximation

a) Falls |z| < q_sint[4] = 2.5809¢ — 8 dann:



6.4. TANGENSFUNKTION: TAN X 87

i. Falls (m = 0) dann:

res ==y
ii. Falls (m # 0) dann:
res:=—1 [y

b) Falls || < q_sint[4] dann:

i. Approximation der Sinus-Funktion

A. Falls |#| < q_sint [3] = 1.825¢ — 8 dann:
1) Falls (n = 0) dann:

si=y
2) Falls (n # 0) dann:
5= —y

B. Falls |#| > q_sint [3] dann:
q := ysqE(soEysqE (s BysqE(s:BysqE(ssMBysqCl(saBysqClss))))))
1) Falls (n = 0) dann:
s:=yHylg
2) Falls (n # 0) dann:

si=—(yByDOq)
ii. Approximation der Cosinus-Funktion
q := ysqQlysqE (coBlysq (e BysqE(c2BysqE (csBysqL (csBysqEes))))))

A. Falls (ysq > q_sint [0]) dann:
c:=0.625 0 (0.3758 (0.5 - ysq) B q)

B. Falls (q_sint [0] > ysq > q_sint[1]) dann:
c:=0.8125 8 ((0.1875 8 (0.5 - ysq)) @ q)

C. Falls (q_sint [1] > ysq) dann:
c:=1.08(0.5-ysqHq)

Falls (n = 3) dann:

c:=-—c¢
iii. Berechnung des Tangens

A. Falls (m = 0) dann:

res:=s ¢
B. Falls (m # 0) dann:
res = —c[ls

Nun gilt q_tan := res &~ tan(x).

6.4.2 Fehlerabschitzung

Gesamtfehlerschranke:
Relative Fehlerschranke fiir q_tan(z) € Sy:  e(q-tan) < 2.9777F — 015 = 26.83 - *
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6.4.3 Algorithmus j_tan (Intervallfunktion)

6.5 Cotangensfunktion: cotz

Cotangensfunktion °T | | cot ><)I —
Math. Schreibweise | cot(z) = :]0:((:)) 5 & 4
Definitionsbhereich Unez(nm, (n+ 1)m)
1. Ableitung fW 0
Nullstellen T, =5 +n-nfirne€l \
5L

10 L 1 1 1 1 1

6.5.1 Algorithmus g cot (Punktfunktion)

Der Gesamtalgorithmus q_cot zur Berechnung von cot(x) stellt sich wie folgt dar:
I. Abpriifen von Spezialfille und deren Behandlung
o 2 ist NaN (not a number)

— Fehlermeldung: Invalid Argument

o || >q_sint[2]=3.3732...¢4 09
— Fehlermeldung: Invalid Argument

e |#| <q_minr
— Fehlermeldung: Invalid Argument

IT. Argumentreduktion

y = x[qpi2i

k= round(y)

y = qrtrg(r, k)

n := k mod 4

m n mod 2
ysq = yly

ITI. Approximation der Sinus-Funktion

a) Falls |z| < q_sint[3] = 2.5809¢ — 8 dann:
i. Falls (n = 0) dann:
si=y
ii. Falls (n # 0) dann:
5= —y
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b) Falls || > q_sint [3] dann:
q:=ysq [ (so B ysq [ (s1 B ysq O (s2 B ysq O (s3 B ysq [ (sa B ysq L ss))))))
i. Falls (n = 0) dann:
s:=yHylg
ii. Falls (n # 0) dann:
si=—(yByOq)

IV. Approximation der Cosinus-Funktion
q:=ysqEysq O (co Bysq O (er Bysq (2 Bysq O (es Bysq O (es BysqEes))))))

a) Falls (ysq > q_sint [0]) dann:
c:=0.625 0 (0.3758 (0.5 - ysq) B q)

b) Falls (q_sint [0] > ysq > q_sint[1]) dann:
c:=0.8125 8 ((0.1875 8 (0.5 - ysq)) @ q)

¢) Falls (q_sint[1] > ysq) dann:
c:=1.08(0.5-ysq B q)

Falls (n = 2) dann:

c:=-—c¢
V. Berechnung des Cotangens

a) Falls (m = 0) dann:

res:=c[ls
b) Falls (m # 0) dann:
res:=s[lc

Nun gilt q_cot := res & cot(x).

6.5.2 Fehlerabschitzung

Gesamtfehlerschranke:
Relative Fehlerschranke fiir q_cot(x) € Sy:  &(q_cot) < 2.9777F — 015 = 26.83 - *
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Kapitel 7

Inverse Trigonometrische Funktionen

Da die Berechnung der Funktionen arcsin(x), arccos(z) und arccot () auf die Berech-
nung der Funktion arctan(az) zuriickgefithrt wird, erfolgt zunachst die Beschreibung der
Arcustangensfunktion.

7.1 Arcustangensfunktion: arctan(z)

Arcustangensfunktion
Math. Schreibweise | arctanx ,
Definitionsbereich R N arctan(x) ——
50 e
Potenzreihe — 1) = - 1
S
fiir |2| < 1 :1977?—#%7#—{—7...
1. Ableitung 137 - i
Nullstellen 1o = ()
Symmetrie Punktsymmetrie zu (0,0) - -
Monotonie monoton steigend 10 5 10

7.1.1 Idee
Das in [28] beschriebene Verfahren wird hier modifiziert und auf das TEEE-Datenformat
angewandt.
Positive Eingabeargumente x € I, := [0, ;—] werden mit Hilfe der bekannten Summen-
formel
xr — C;
arctan x = arctan + arctan ¢;,  x¢; > —1
+ xe;

und geeignet gewédhlter Reduktionskonstanten ¢; in ein festgelegtes Approximationsinter-
vall I, := [—~,~] reduziert. Die bendtigten Konstanten a; := arctan ¢; zur Ergebnisanpas-
sung kénnen im voraus berechnet und tabelliert werden.
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Fiir Argumente r € [, wird zur Approximation des arctan im Unterschied zu [28] nicht
die abgebrochene Potenzreihe
arctan(r) = r - 2
(r) > 5

k=0

mit Polynomgrad N verwendet, sondern die polynomiale Approximation
arctan(r) ~r - (1 + re. pN(rz)) (7.1)

mit einer Bestapproximation py(r?) = S0, dy, - 2"
Fiir sehr kleine Argumente |r| <q-atnt kann die Approximation

arctan(r) s r

verwendet werden. Die Berechnung fiir Eingabeargumente = € [, := [%,maxreal] kann
mit
1 T
arctan(z) = arctan(——) + 5
T

ebenfalls auf die Approximation (7.1) zuriickgefiihrt werden, es gilt r := %1 e [,. Fir
negative Argumente kann die Formel

arctan(—xz) = — arctan(z)

angewandt werden.

7.1.2 Bestimmung der bendétigten Konstanten

I'm folgenden wird fiir den Radius des Approximationsintervalls der Wert v := 1§ verwen-
det.

I) Aufteilen von [; in Teilintervalle und Bestimmung der Reduktionskonstanten:
Das Intervall Iy wird in disjunkte Teilintervalle [b;, b41) mit U;[b;, biy1) = 1 unter-
teilt, welche mit Hilfe von geeigneten Reduktionskonstanten ¢; in das Intervall 7,
abgebildet werden kénnen.
Ausgehend vom ersten Teilintervall mit by := 0, by := v und ¢g := 0 (in diesem Teil-
intervall wird keine Reduktion durchgefiihrt) kénnen die weiteren Reduktionskon-
stanten ¢;, sowie die weiteren Endpunkte b; der Teilintervalle mit Hilfe der folgenden

Formeln sukzessive herechnete werden:

b .
ciy = ﬂ, i = 2(1)6,
] — "}/bi,1
[ mj i =2(1)7
1 — YCi—1

Die Berechnung endet, wenn erstmals ein b; mit b, > ;— berechnet wird. Die Kon-
stanten werden mit Hilfe einer Langzahlarithmetik bestimmt und dann zur néchst-
gelegenen Gleitkommazahl des double-Formates gerundet, d.h. sie stehen maximal
genau zur Verfiigung.
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IT) Frgebnisanpassungskonstanten:

Die Berechnung erfolgt unter Verwendung einer Langzahlarithmetik iiber

die Konstanten stehen maximal genau zur Verfiigung.

a; := arctan(¢;),

1) Koeffizienten des Approximationspolynoms:

93

Die bendtigen Koeffizienten d; werden mit Hilfe eines Computeralgebrapaketes (7.B.

Maple) bestimmt und anschlieBend in das double-Format gerundet.

Alle bendtigten Konstanten kénnen mit dem PASCATL-XSC Programm atankoef .p
berechnet werden, man erhélt mit den Bezeichnungen q_atnali]:= a;, q_atnb[/]:= b;,

q_atnc[i]:=¢; und q_atnd[i]:=d;:

g_atnal0]:
g_atnal1]:
g_atnal2]:
g_atnal3]:
g_atnal4]:
g_atnal5]:
g_atnal6]:

g_atnb[0]:
g_atnb[1]:
g_atnb[2]:
g_atnb[3]:
g_atnb[4]:
g_atnb[5]:
g_atnb[6]:
g_atnb[7]:

g_atnc[0]:
g_atnc[1]:
g_atnc[2]:
g_atnc[3]:
g_atnc[4]:
g_atnc[5]:
g_atnc[6]:

g_atnd[0]:
g_atnd[1]:
g_atnd[2]:
g_atnd[3]:
g_atnd[4]:
g_atnd[5]:

q_pih:=

0;

8960721713639278.
8960721713639278.
6720541285229458.
8960721713639278.
5600451071024549.
6720541285229458.

0;

4503599627370496.
7050717449407908.
6454487157372003.
5343484307627230.
4642583338069965.
5472919125137495.
4503599627370496.

0;

4575085335741456.
4890523484394786.
8326197945442628.
6934969934934130.
6633650527568543.
7153270512133541.

-6004799503160653.
7205759403717662.
-5146970946471129.
8006368526669049.
-6546869189017288.
5323534481176937.

7074237752028440.

O O O O O O
NN NN NN

O OO O O O O
NN N NN NN

O O O O O O
NN N NN N

O O O O O O
NN N N NN

/

36028797018963968.
18014398509481984.
9007199254740992.
9007199254740992.
4503599627370496.
4503599627370496.

36028797018963968.
18014398509481984.
9007199254740992.
4503599627370496.
2251799813685248.
1125899906842624.
562949953421312.

18014398509481984.
9007199254740992.
9007199254740992.
4503599627370496.
2251799813685248.

562949953421312.

18014398509481984.
36028797018963968.
36028797018963968.
72057594037927936.
72057594037927936.
72057594037927936.

4503599627370496.

A A e A

A T

0 &= NP OO OO = =, O O O O O

N OO OO

= 12.

.00000. ..
.24871. ..
.49742. ..
.74613. ..
.09484. ..
.243565. ..
.49226. ..

.00000. ..
.12500. ..
.39139. ..
.71659. ..
.18649. ..
.06172. ..
.86093. ..
.00000. ..

.00000. ..
.26397. ..
.54296. ..
.92439. ..
.53987...
.94593. ..
70676. ..

.33333...
.20000. ..
.14286. ..
11111,
.09086. ..
.07388...

.57080...

R i A e A I s Al B S S R e R i i e e

A e
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7.1.3 Abschitzung des Approximationsfehlers

Da das reduzierte Argument

xr — ¢

:]—I—mq

ro=r(x):

mit x € [57:75774-1)

mit der Figenschaft r € [, auf der Maschine nicht exakt berechnet werden kann, steht
nur das fehlerbehaftete reduzierte Argument

F=r+ A, mit | A ] <A(r)

zur Verfiigung. Aus diesem Grund mufl im folgenden anstelle des gewiinschten Approxi-
mationsintervalls [, das etwas grossere Intervall [, := [—v — A(r),y + A(r)] betrachtet

werden. Fiir den Fall ~ := 1§ kann eine obere Schranke fiir den absoluten Fehler A(r) mit
Hilfe des Programms ffatan_r.p berechnet werden:

Absolute Fehlerschranke der Argumentreduktion: 2.887070574022266E-016

Das reduzierte Argument liegt im Bereich:
[-1.250000000000003E-001, 1.250000000000003E-001]

Fiir ~ := 1§ gilt also 1, C [—0.1250000000000003, 0.1250000000000003].
7Zunédchst wird der Approximationsfehler fiir die folgende Approximation
ar‘ctan(r) 1 )
— 5~ pn(r7)

r

mit Hilfe des Programms atan.p bestimmt:

Approximationsfehler einer polynomialen Approximation fuer

(arctan(x)/x - 1) / (x"2) = -1/3 + 1/6 x"2 - 1/7 x~4 + 1/9 x"6...
Approximationsintervall = -1.250000000100000E-001 .. 1.250000000100000E-001
Funktionsauswertung ueber Gesamtintervall ergibt

C -3.37E-001, -3.30E-001 ]

Schranke fuer den Betrag des maximalen a b s o luten Fehlers:
4.7168481E-016

Es gilt somit

ar‘ctan(r) - -l

e ()] < 4T169 10716

2
und daraus folgt

‘a,rcta,n(r) —r- (1427 pN(rz))‘ < 47169 -107"% - |r]? < 0.0093 - 10712,
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7.1.4 Algorithmus g atan (Punktfunktion)

Der Gesamtalgorithmus q_atan zur Berechnung von arctan(x) stellt sich wie folgt dar:
I. Abpriifen von Spezialfille und deren Behandlung

o 2 ist NaN (not a number) = Fehlermeldung: Invalid Argument
o |7| <q_atnt=1.807032...-10 % = res:=x

IT. Tnitialisierung und Argumentreduktion

a) Falls (z < 0): y :== —2, neg:=true
sonst: y := x, neg:=false
b) Falls (y < 8): vzi:=1, y,,, := 0
sonst: vzii= —1, yp, = Zlippp, ¥ := 1 My

¢) Bestimme i := max;—1 2. {k|br <y}
d) Berechney:=(yB ¢;) A (1 By Q)

7
1. Approximation: y +y - (D d; - y*), d.h. anf dem Rechner

=2

a) ysq =y Oy
b) res :=y B (((((((d7 D ysq B da) B ysq B ds) [ ysq B da) B ysq B ds)
Ll ysq M ds) L ysq M dy) Eysq) By
IV. FErgebnisanpassung

a) res:=res B a;

b) res := vzi-res By,

¢) Falls (neg=true): res := —res
Nun gilt q_atan := res &~ arctan(x).

Die Fehlerabschédtzung fiir den eben beschriebene Algorithmus wird in folgenden Abschnitt
durchgefiihrt.

7.1.5 Fehlerabschitzung

Fiir den oben angegebenen Algorithmus kann nach Umsetzung in ein PASCAT-
XSC Programm mit einer sinnvollen Unterteilung des zu untersuchenden Bereiches

[1.807031999999999 F — 008, 1.797693134862316 I/ +308] in Teilintervalle eine relative Feh-

lerschranke hergeleitet werden.
Ergebnisprotokoll des Programms ffatan_a.p:

Test mit 1000 Zufallszahlen:
Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 6.104482422310954E-016

Test mit x:=0.125
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Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 1.798440248823969E-015

.226454219578578E-015
.349448571975024E-015
.349448571977040E-015
.349448572178637E-015
.349448592338349E-015
.349450608310623E-015
.349652215947433E-015
.254093890964245E-015
.798499017044059E-015
.157386217181264E-015
.197982221441163E-016
.497853987936468E-016
.005001402033394E-015
.381909041457355E-016
.777603396332967E-016

.807031999999999E-008,
.999999999999999E-008,
.999999999999999E-007,
.000000000000000E-005,
.000000000000000E-004,
.000000000000000E-003,
.000000000000000E-002, 1.000000000000001E-001]
.000000000000000E-001, 1.250000000000000E-001]

1.000000000000000E-007]
1
1
1
1
1
1
1
.250000000000000E-001, 3.913934426229509E-001]
7
1
2
4
8
1

.000000000000000E-006]
.000000000000001E-005]
.000000000000001E-004]
.000000000000001E-003]
.000000000000001E-002]

.913934426229508E-001, 7.165920254261774E-001]
.165920254261773E-001, 1.186491862010193E+000]
.186491862010192E+000, 2.061721166266557E+000]
.061721166266556E+000, 4.860928659711213E+000]
.860928659711212E+000, 8.000000000000000E+000]
.000000000000000E+000, 1.797693134862316E+308]

raraarirrrirririrrarrararaararrr
0P NP, NWFR, PP, PR PP B2, O 0
[T ) I N ¢ I o B N N e

Relative Fehlerschranke der ffarctan-Funktion: 1.798499017044059E-015

Definitionsbereich fuer x: [ 1.807031999999999E-008, 1.797693134862316E+308]

Fehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:

/* eps(q_....) = 1.798499017044059E-015; */
/* q_...m =1 - eps(g_....) = 9.999999999999978E-001 */
double q_...m = 9007199254740972.0 / 9007199254740992.0;
/* q_...p =1+ eps(g_....) = 1.000000000000003E+000 */
double q_...p = 4503599627370508.0 / 4503599627370496.0;

Fiir |#| < 1.807032... K — 008 wird die Approximation arctan(z) ~ z verwendet.
Mit einfacher Handrechnung erhdlt man den fiir Ergebnisse im Bereich der normalisierten
Zahlen giiltigen relativen Approximationsfehler (siehe [28], Seite 50):

- z? 1 1
- T—a22 1—(1/3)a?

arctanx — «

T
3 < 1.0885¢ — 16 := e(appy)

arctan

Im Bereich der denormalisierten Zahlen gilt der absolute Fehler:

2

T 1 )
larctan x — | < T 7T 2 < 1.66¢ — 616 < dMinReal := A(app))
¢ - :I:

Gesamtfehlerschranke:
Relative Fehlerschranke fiir q_atan(z) € Sy:  e(q-atan) < 1.7985F — 015 = 16.20 - £*
Absolute Fehlerschranke fiir q_atan(x) € Sp: A(q.atan) < 4.9497F — 324

7.1.6 Algorithmus j atan (Intervallfunktion)

Der Gesamtalgorithmus j_atan zur Berechnung von arctan(X) fiir Intervallargumente

X := [2.INF, 2.SUP] stellt sich wie folgt dar:
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Benotigte Konstanten:

g-atnt := 1.807032...-10®

qgctnm := (157 &(qg-atan)) \/ (1 7 EpsQuer)
gctnp = (1 Ae(qatan)) A (1 A EpsQuer)

I. X ist Punktintervall, d.h. #.INF = 2.SUP

a) x.INF < —q_atnt:
y := q-atan(z.INF)
res.INF:=y [ q_ctnp
res.SUP:= y [ q_ctnm
Falls (res.INF< 2.INF) dann: res.INF:= 2.INF

b) —qg-atnt < 2.INF < 0:
res.INF:= . INF
res.SUP:= succ(2.INF)

¢) 0 <a2.INF < q_atnt:
Falls (x.INF = 0) dann: res.INF:= 0
sonst:  res.INF:= pred(z.INF)
res.SUP:= z.INF

d) q.atnt < z.INF:
y := q-atan(z.INF)
res.INF:= y [ q_ctnm

res.SUP:=y [ q_ctnp
Falls (res.SUP< 2.INF) dann: res.SUP:= 2.INF

IT. X ist echtes Intervall, d.h. 2.INF # 2.SUP

a) Berechnung der Unterschranke res.INF:

i. 2. INF < —q_atnt:
res.INF:= q_atan(x.INF) @ q_ctnp
Falls (res.INF< 2.INF) dann: res.INF:= 2.INF
1. —q_atnt < 2.INF < 0:
res. INF:= z.INF
. 0 < 2.INF < q_atnt:
res.INF:= pred(z.INF)

iv. g_atnt < 2.INF:
res.INF:= q_atan(z.INF) @ q_ctnm
b) Berechnung der Oberschranke res.SUP:
i. ©.5UP < —q_atnt:
res.SUP:= q_atan(2.SUP) @ q_ctnm

1. —q.atnt < z.SUP < 0O:
res.SUP:= succ(2.SUP)

97
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ii. 0 < 2.5UP < g_atnt:
res.SUP:= 2.SUP

iv. g-atnt < 2.SUP:
res.SUP:= q_atan(2.SUP) [ q_ctnp
Falls (res.SUP> 2.SUP) dann: res.SUP:= 2.SUP

Nun gilt j_atan := res D arctan(X') mit res := [res.INF, res.SUP].

7.2 Arcussinusfunktion: arcsin(z)

Arcussinusfunktion 15 . . . .
Math. Schreibweise | arcsin L aresinGg —— i
Definitionsbereich | [—1,1]
. T 05 -
1. Ableitung —
Nullstellen 1o = () 0
Minima rr = —1 05 F i
Symmetrie Punktsymmetrie zu (0,0) L |
Monotonie monoton steigend
15 I 1 1 1
45 1 05 0 05 1 15
7.2.1 Idee

Die Berechnung wird mit Hilfe der Formel

arcsin(x) := arctan v
! (\/(]+f17)(1m))

auf die Berechnung es Arkustangens zuriickgefithrt. Fiir sehr kleine Argumente # <q_atnt

wird die Approximation
arcsin(x) & x

verwendet. Die Eingabeargumente x = +1 werden als Sonderfall behandelt, fiir x = 41

gesetzt.

fir x = —1 wird arcsin := —E‘IFEE

wird arcsin 1= 1‘
2 TEEE’

7.2.2 Algorithmus g asin (Punktfunktion)

Der Gesamtalgorithmus q_asin zur Berechnung von arcsin(a) stellt sich wie folgt dar:
I. Abpriifen von Spezialfille und deren Behandlung

o 2 ist NaN (not a number) = Fehlermeldung: Invalid Argument

o v < —1.0 oder # > 1.0 (Test des Definitionshereiches) = Fehlermeldung:
Invalid Argument

e 1 — — ] — res :— —E‘IFEE
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e r — 1 — res :—

s
2

TEEE

o 7| <q_atnt=1.807032...-10® = res := x

IT. Berechnung mit Hilfe des Arkustangens
res := q_atan(z [1 q_sqrt((1.0H ) @ (1.0 @ 2)))

Nun gilt g_asin := res & arcsin(z).
q

99

Hinweis: In der ANSI-C Tmplementierung wird aus Laufzeitgriinden nicht die Funktion

q_sqrt, sondern die Funktion sqrt verwendet. Ebenso wird anstelle der Funktion q_atan

die Funktion gq_atn1 aufgerufen, in dieser Funktion werden im Unterschied zu q_atan

bestimmte Spezialfille nicht abgepriift.

schnitt durchgefiihrt.

7.2.3 Fehlerabschitzung

Die Fehlerabschatzung fiir den eben beschriebene Algorithmus wird in folgenden Ab-

Die Fehlerabschatzung fiir Argumente 2 € [suce(—1.0), —q_atnt]U[q_atnt, pred(1.0)] wird
mit Hilfe des PASCAT-XSC Programms ffasin.p durchgefithrt, das Ergebnisprotokoll

ist im folgenden angegeben:

Test mit 1000 Zufallszahlen:

Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke :

rariririrarrrhrarrnrr

-9
-9
-9
-9
-5
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
1
9
9
1
1
1
1
1
5
9
9
9
9

.999999999999999E-001,-9.
.999999999000000E-001,-9.
.999900000000001E-001,-9.
.000000000000001E-001,-5.
.000000000000000E-001,-1.
.000000000000001E-001,-1.
.000000000000001E-002,-1.
.000000000000001E-003,-1.
.000000000000001E-004,-1
.000000000000001E-005,-9.
.000000000000000E-006,-9.
.000000000000000E-007,-1.
.807031999999999E-008, 1
.999999999999999E-008, 1
.999999999999999E-007, 1
.000000000000000E-005, 1
.000000000000000E-004, 1
.000000000000000E-003, 1
.000000000000000E-002, 1
.000000000000000E-001, 5.
.000000000000000E-001, 9
.000000000000000E-001, 9
.999900000000000E-001, 9
.999999990000000E-001, 9
.999999998999999E-001, 9

Relative Fehlerschranke der

999999998999999E-0011]
999900000000000E-0011]
000000000000000E-0011]
000000000000000E-0011]
000000000000000E-0011]
000000000000000E-002]
000000000000000E~-003]
000000000000000E-0041]
.000000000000000E-005]
999999999999999E-007]
999999999999999E-008]
807031999999999E-008]
.000000000000000E-007]
.000000000000000E-006]
.000000000000001E-005]
.000000000000001E-004]
.000000000000001E-003]
.000000000000001E-002]
.000000000000001E-001]
000000000000000E-001]
.000000000000001E-001]
.999900000000001E-001]
.999999990000001E-001]
.999999999000000E-001]
.999999999999999E-001]

ffarcsin-Funktion:

N P, N DNNNNMNNDMNMNNMNNDMNDNNNDNMNDNDNDNDNDNDDNDNDNDN

2.575656450000008E-015

.201640632253669E-015
.575072504195729E-015
.571973678196994E-015
.473982614671442E-015
.585009878638179E-015
.591266638712048E-015
.591130768054251E-015
.591112474187027E-015
.591110597724613E-015
.591110409608210E-015
.591110390789878E-015
.583441691724714E-015
.587334312588489E-015
.587246905590743E-015
.587246919681883E-015
.590144713415197E-015
.590146471621126E-015
.590163583485816E-015
.590287690402380E-015
.585009878638189E-015
.473982614671445E-015
.173435210172913E-015
.423557170868157E-015
.798524415263348E-015
.201569143709489E-015

2.591266638712048E-015
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Definitionsbereich fuer x: [-9.999999999999999E-001,-1.807031999999999E-008]
und [ 1.807031999999999E-008, 9.999999999999999E-001]

Fehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:

/* eps(q_....) = 2.591266638712048E-015; */
/* q_...m =1 - eps(g_....) = 9.999999999999970E-001 */
double q_...m = 9007199254740965.0 / 9007199254740992.0;
/* q_...p =1+ eps(g_....) = 1.000000000000003E+000 */
double q_...p = 4503599627370511.0 / 4503599627370496.0;

Fiir |2] < 1.807032... F — 008 wird die Approximation arcsin(2) & a verwendet. Mit
einfacher Handrechnung erhélt man den fiir Ergebnisse im Bereich der normalisierten
Zahlen giiltigen relativen Approximationsfehler (siehe [13], Seite 78):

1 1 2

x
35 1 .3 < 5.4423¢ — 17 := e(appy)

arcsinz — x T

. <
arcsin .

Im Bereich der denormalisierten Zahlen gilt der absolute Fehler:

, L B P .
larcsing — | < — - — - < dMinReal := A(appp)
3 2 1 —a?
Bei den beiden Spezialfallen # = —1.0 und & = 1.0 ist der relative Fehler jeweils kleiner

oder gleich Epsb3.

Gesamtfehlerschranke:
Relative Fehlerschranke fiir q_asin(z) € Sy:  e(qoasin) < 2.5913F — 015 = 23.34 - &*
Absolute Fehlerschranke fiir q_asin(x) € Sp: A(qasin) < 4.9497F — 324

7.2.4 Algorithmus j asin (Intervallfunktion)

Der Gesamtalgorithmus j_asin zur Berechnung von arcsin( X)) fiir Intervallargumente
X := [2.INF, 2.SUP] stellt sich wie folgt dar:

Benotigte Konstanten:

g-atnt := 1.807032...-10®

gcsnm := (17 é&(q-asin)) \/ (1 7 EpsQuer)
gcsnp = (1 Ae(qeasin)) A (1 A EpsQuer)

I. X ist Punktintervall, d.h. #.INF = 2.SUP

a) x.INF < —q_atnt:
y := q-asin(z.INF)
res.INF:=y 1 q_csnp

res.SUP:= y [ q_csnm
Falls (res.SUP> 2.INF) dann: res.SUP:= 2.INF

b) —qg-atnt < 2.INF < 0:
res.INF:= pred(z.INF)
res.SUP:= z.INF
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¢) 0 <a2.INF < q_atnt:
res.INF:= 2.INF Falls (z.INF = 0) dann: res.SUP:=0

sonst:  res.SUP:= succ(2.INF)

d) q.atnt < z.INF:
y := q-asin(z.INF)
res.INF:= y [ q_ctnm

res.SUP:=y [ q_ctnp
Falls (res.INF< 2.INF) dann: res.INF:= 2.INF

IT. X ist echtes Intervall, d.h. 2.INF # 2.SUP

a) Berechnung der Unterschranke res.INF:

i

1.

2.INF < —qg_atnt:
res.INF:= q_asin(x.INF) @ q_csnp
Falls (res.INF< 2.INF) dann: res.INF:= 2.INF

. —q.atnt < 2.INF < 0:

res.INF:= pred(z.INF)

0 < 2.INF < gq_atnt:
res.INF:= . INF

iv. g_atnt < 2.INF:

res.INF:= q_asin(z.INF) @ q_csnm
Falls (res.INF< 2.INF) dann: res.INF:= 2.INF

b) Berechnung der Oberschranke res.SUP:

i

1.

x.SUP < —q_atnt:
res.SUP:= q_asin(2.SUP) @ q_csnm

. —q-atnt < z.5UP < 0:

res.SUP:= 2.SUP

0 < 2.SUP < g_atnt:
res.SUP:= succ(2.SUP)

iv. geatnt < x.SUP:

res.SUP:= q_asin(2.SUP) [0 q_csnp

Nun gilt j_asin:= res D arcsin(X') mit res := [res.INF, res.SUP].

101
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7.3 Arcuscosinusfunktion: arccos(z)

Arcuscosinusfunktion 3 arccos(d) — |
Math. Schreibweise | arccos z o5 L ]
Definitionsbereich | [—1,1] oL |
1. Ableitung — 11m2 .l |
Nullstellen Tg =1
Minima, rr =1 1r 7
Monotonie monoton fallend 05 - i

0 . . . .

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

7.3.1 Idee

Zuerst wird iiberpriift, ob das Funktionsargument = innerhalb des Definitionsbereiches
D :=[—1,1] liegt. Fiir 2 mit || > 1 wird eine Fehlermeldung ausgegeben.
Fiir —1 <2 < 1077 erfolgt die Berechnung iiber

VO )1 >) |

r

arccos(x

)= W‘TFF‘F’ + arctan (

Fiir 1077 < 2 < 1 wird die Formel

V4 >)

arccos(x) = arctan (
T

ausgewertet.
Fiir |2 < 107'7 wird die Approximation

m
arccos(r) = 5 ‘TF]FE

verwendet,.

7.3.2 Algorithmus g acos (Punktfunktion)

Der Gesamtalgorithmus q_acos zur Berechnung von arccos(x) stellt sich wie folgt dar:
I. Abpriifen von Spezialfille und deren Behandlung

o 2 ist NaN (not a number) = Fehlermeldung: Invalid Argument

o v < —1.0 oder # > 1.0 (Test des Definitionshereiches) = Fehlermeldung:
Invalid Argument

s

o || <le-17=—= res := 7

TEEE

IT. Berechnung mit Hilfe des Arkustangens
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a) x> le—17:
res := q_atan(q_sqrt((1.0AB )3T (1.08 =)) A =)

b) # < —le—1T:

res ‘IFFF

=TT

Nun gilt g_acos := res &2 arccos(z).
q

7.3.3 Fehlerabschitzung

Die Fehlerabschatzung fiir Argumente 22 € [suce(—1.0), —1le—17]U[le—17,pred(1.0)] wird
mit Hilfe des PASCAT-XSC Programms ffacos.p durchgefithrt, das Ergebnisprotokoll

ist im folgenden angegeben:

Test mit
Minimale

Test mit
Minimale

1000 Zufallszahlen:

Groessenordnung der Fehlerschranke :

x:=pred(1.0)

Groessenordnung der Fehlerschranke :

.999999999999999E-001,-9.
.999900000000001E-001,-9.
.000000000000001E-001,-5.
.000000000000000E-001,-1.
.000000000000001E-004,-1.
.000000000000001E-008,-9.
.000000000000000E-012,-1.

raririrrararhrhrrnrrrr

Relative Fehlerschranke der ffarccos-Funktion:

O O © O W O O© O W OV O U~ = ©F P =201 © OO

.000000000000000E-017,
.999999999999999E-013,
.000000000000000E-008,
.000000000000000E-004,
.000000000000000E-001,
.000000000000000E-001,
.899999999999999E-001,
.989999999999999E-001,
.999000000000000E-001,
.999900000000000E-001,
.999989999999999E-001,
.999999000000000E-001,
.999999899999999E-001,
.999999990000000E-001,
.999999998999999E-001,
.999999999899999E-001,

1

999900000000000E-0011]
000000000000000E-0011]
000000000000000E-0011]
000000000000000E-0041]
000000000000000E~-008]
999999999999999E-013]
000000000000000E-017]

.000000000000000E-012]
.000000000000001E-008]
.000000000000001E-004]
.000000000000000E-001]
.000000000000001E-001]
.900000000000000E-001]
.990000000000000E-001]
.999000000000001E-001]
.999900000000001E-001]
.999990000000000E-001]
.999999000000001E-001]
.999999900000000E-001]
.999999990000001E-001]
.999999999000000E-001]
.999999999900000E-001]
.999999999900000E-001]

(Test mit Punktintervallen)

Definitionsbereich fuer x:

.999999999999998E-001, 9.999999999999999E-001]

NNNNNDNMNNMNNDMNDMNNNMNDMNEERE,RPRPNNDNDMNDR O

M qatan(qsqrt((1.0B )3 (1.0 3 2)) [ =)

2.475551026406628E-015

2.575656450000005E-015

.282114837290963E-015
.580552724543393E-016
.500503938154643E-015
.372926040646923E-015
.247547425868874E-015
.242589995783036E-015
.242589500494861E-015
.798500000494959E-015
.798500496788968E-015
.803468016941919E-015
.139073788707985E-015
.477636204606855E-015
.571918939192369E-015
.581165609583567E-015
.582092410855208E-015
.582185128574106E-015
.582194269949106E-015
.582194231640566E-015
.582194308189621E-015
.582323329940879E-015
.582967036195150E-015
.590450110913059E-015
.575656449989645E-015

.575656450000005E-015
2.590450110913059E-015

[-9.999999999999999E-001,-1.000000000000000E-017]
und [ 1.000000000000000E-017, 9.999999999900000E-001]
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Fehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:

/* eps(q_....) = 2.590450110913058E-015; */
/* q_...m =1 - eps(g_....) = 9.999999999999970E-001 */
double q_...m = 9007199254740965.0 / 9007199254740992.0;
/* q_...p =1+ eps(g_....) = 1.000000000000003E+000 */
double q_...p = 4503599627370511.0 / 4503599627370496.0;

Gesamtfehlerschranke:
Relative Fehlerschranke fiir q_acos(z) € Sy:  e(q.acos) < 2.5905F — 015 = -23.34¢*

7.3.4 Algorithmus j acos (Intervallfunktion)

Der Gesamtalgorithmus j_acos zur Berechnung von arccos(X) fiir Intervallargumente
X := [2.INF, 2.SUP] stellt sich wie folgt dar:

Benotigte Konstanten:

qgccsm := (17 é&(q-acos)) \/ (1 7 EpsQuer)
gccsp = (1 Ae(qeacos)) A (1 A EpsQuer)

I. X ist Punktintervall, d.h. #.INF = 2.SUP
y := q-acos(z.INF)
res.INF:= y [ q_ccsm
res.SUP:= y [0 q_ccsp

IT. X ist echtes Intervall, d.h. 2.INF # 2.SUP
res.INF:= q_acos(2.SUP) [ q_ccsm
res.SUP:= q_acos(2.INF) [ q_ccsp

Nun gilt j_acos := res D arccos(X') mit res := [res.INF, res.SUP].

7.4 Arcuscotangensfunktion: arccot(z)

Arcuscotangensfunktion

Math. Schreibweise | arccotz

Definitionsbereich IR 6 - arccot(x) — -
1T el g 2R+

Potenzreihe — — Z(,])k v 4l i
2 = 2% + 1

-l ” - .773 .775 ﬁ .

fiir |2| < 1 :717(337?4_?*4_“_) 2

1. Ableitung e o \¥

Nullstellen keine

Symmetrie Punktsymmetrie zu (0,0) 2 | .

Monotonie monoton fallend ' :
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7.4.1 Idee

Die Berechnung wird fiir negative Argumente 2 < —107'" mit Hilfe der Formel

1.0
arccot := 7 + arctan(—),

‘TEEE .
fiir positive Argumente 1077 < z < 10" mit der Formel

1.0
arccot := arctan(—)
Z

auf die Berechung des Arkustangens zuriickgefiihrt. Fiir groBe Argumente 10'? < 2 erfolgt
die Approximation mit

1.0
arccot 1= —,
T

fiir |2 < 107'7 wird

m
arccot (1) 1= 5 ‘TF?EF?

verwendet,.

7.4.2 Algorithmus g acot (Punktfunktion)

Der Gesamtalgorithmus q_acot zur Berechnung von arccot (x) stellt sich wie folgt dar:
I. Abpriifen von Spezialfille und deren Behandlung

o 2 ist NaN (not a number) = Fehlermeldung: Invalid Argument

o || <le-17T= res := g‘TFF‘F’

IT. Approximation der Funktion

a) ¥ < —le—1T:
‘TF?EF? M q-atan(1.0 [ )

b) le — 17 <z < 1el0:
res := q_atan(1.0 (1 x)

c) lel0 < a:
res:= 1.0z

res =

Nun gilt q_acot := res & arccot ().
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7.4.3 Fehlerabschitzung

Die Fehlerabschiatzung fiir Argumente # € [-maxreal, —1le — 17] U [le — 17, 1¢10] wird
mit Hilfe des PASCAT-XSC Programms ffacot.p durchgefithrt, das Ergebnisprotokoll

ist im folgenden angegeben:

Test mit 1000 Zufallszahlen:

Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke :

raraiaririrrarirrarararrarrraa
e T T (» B N L

.797693134862316E+308,-1.
.000000000000000E+000,-1.
.000000000000001E-004,-1.
9.
1.
.000000000000000E-012]
.000000000000001E-008]
.000000000000001E-004]
.000000000000001E-001]
.000000000000000E+001]
.000000000000000E+002]
.000000000000000E+003]
.000000000000000E+004]
.000000000000000E+005]
.000000000000000E+006]
.000000000000000E+007]
.000000000000000E+008]
.000000000000000E+009]
.000000000000000E+010]

.000000000000001E-008, -
.000000000000000E-012, -

.000000000000000E-017,
.999999999999999E-013,
.000000000000000E-008,
.000000000000000E-004,
.000000000000000E-001,
.000000000000000E+001,
.000000000000000E+002,
.000000000000000E+003,
.000000000000000E+004,
.000000000000000E+005,
.000000000000000E+006,
.000000000000000E+007,
.000000000000000E+008,
.000000000000000E+009,

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

000000000000000E+0001]
000000000000000E-0041]
000000000000000E~-008]
999999999999999E-013]
000000000000000E-017]

NNNDNMNNMNNMNNMNDMNMNERERPR,RPR R NNDNDNDR-

2.242589500000005E-015

.137828164246288E-015
.242554849088074E-015
.242589660833739E-015
.242589500016087E-015
.242589500000019E-015
.798500000000144E-015
.798500001426446E-015
.798514265345811E-015
.813579929327843E-015
.021066184397226E-015
.200019387426096E-015
.202369798627842E-015
.202393483738031E-015
.202393720607381E-015
.202393722976076E-015
.202393722999764E-015
.202393723000000E-015
.202393723000003E-015
.202393723000003E-015

Relative Fehlerschranke der ffarccot-Funktion: 2.242589660833739E-015

Definitionsbereich fuer x: [-1.797693134862316E+308,-1.000000000000000E-017]
und [ 1.000000000000000E-017, 1.000000000000000E+010]

Fehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:

/* eps(q_....) = 2.242589660833738E-015; */
/* q_...m =1 - eps(g_....) = 9.999999999999973E-001 */
double q_...m = 9007199254740968.0 / 9007199254740992.0;
/* q_...p =1+ eps(g_....) = 1.000000000000003E+000 */
double q_...p = 4503599627370510.0 / 4503599627370496.0;

REE verwendet. Mit einfa-

cher Handrechnung erhdlt man den fiir Ergebnisse im Bereich der normalisierten Zahlen

Fiir |2[ < Te — 17 wird die Approximation arccot (z) ~ 7

giiltigen relativen Approximationsfehler (siehe auch [28], Seite 56):

arccotr — T arctan x

2

< 1.000Te — 17

1
S <y —_—
arccot x arccotxr | =1 1T —(1/3)22

Fiir 110 < 2 wird die Approximation 1/z verwendet:

(1= 1 1
3 1 (/22 1 (1/3) (/)

arccotr — 1/x

<

> <5.4423¢ — 17 := s(appy)

arccot x
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Zuséatzlich muf} hier noch der Rundungsfehler bei Ausfithrung der Division 1 [1 x beriick-

sichtigt werden. Im Bereich der denormalisierten Zahlen gilt der absolute Fehler:

(2 1 1
3 1 (/22 1 (1/3) (/)

Zusétzlich mufl in den beiden letzten Féllenhier der Rundungsfehler bei Ausfithrung der

arccotr — 1/x

<

- < dMinReal := A(appp)

arccot x

Division 1 [1 = beriicksichtigt werden.

Gesamtfehlerschranke:
Relative Fehlerschranke fiir q_acot(z) € Sy:  e(qacot) < 2.2426F — 015 = 20.20 - £*
Absolute Fehlerschranke fiir q_acot(x) € Sp: A(qacot) < 4.9497F — 324

7.4.4 Algorithmus j acot (Intervallfunktion)

Der Gesamtalgorithmus j_acot zur Berechnung von arccot (X)) fiir Intervallargumente
X := [2.INF, 2.SUP] stellt sich wie folgt dar:
Benotigte Konstanten:

qgcctm := (17 e(q-acot)) \/ (1 7 EpsQuer)
gecctp = (1 Ae(qeacot)) A (1 A EpsQuer)

I. X ist Punktintervall, d.h. #.INF = 2.SUP
y := q-acot(x.INF)
res.INF:= y [ q_cctm
res.SUP:= y [ q_cctp

IT. X ist echtes Intervall, d.h. 2.INF # 2.SUP
res.INF:= q_acot(».SUP) [ q_cctm
res.SUP:= q_acot(z.INF) @ q_cctp

Nun gilt j_acot := res D arccot (X') mit res := [res.INF, res.SUP].
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Kapitel 8

Hyperbolische Funktionen

8.1 Sinus Hyperbolicus - Funktion: sinh(z)

hyperbolische Sinusfunktion

Math. Schreibweise | sinh 2z = % — —

Definitionsbereich R ar SIANGY i
o 2R 3r T

Potenzreihe RN 2 T
= 2k + 1)1 1k i

- x° x° z7 0

fiir 2] < oo —r4+ Gt e+ )

1. Ableitung cosh () :2

Nullstellen 29 =10 3

Symmetrie Punktsymmetrie zu (0,0) -4

Monotonie monoton steigend " 1 2 3

8.1.1 Idee

Die sinh-Funktion wird mit Hilfe der folgenden Formeln auf die exp- bzw. expm1-Funktion
zuriickgefithrt.
Fiir || > tpktl:

1
sinh(z) = sign(x) - 0.5 - (elml )

e|T|

Fiir tpkt2< |2| <tpktl:

(# - 1)

sinh(x) = sign(x) - 0.5 - ((€|m| —1)+ m

)

Fiir || <tpkt2 wird die Approximation
sinh(z) =«

verwendet,.
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Der Teilpunkt tpkt2 wird so gewéhlt, daf fiir den relativen Fehler |%| < e gilt.

(Hinweis: Die Punktfunktion liefert dann im entsprechenden Bereich ein maximalgenaues
Frgebnis)

Der Teilpunkt tpkt1 wird so gewahlt, dafl der relative Fehler in den Teilbereichen links
und rechts von tpktl ungefahr gleichgrof} ist.

Konkret werden die folgenden beiden Werte verwendet: tpktl= 0.662 und tpkt2=
2.5783798¢ — 8.

8.1.2 Algorithmus g sinh (Punktfunktion)

Der Gesamtalgorithmus q_sinh zur Berechnung von sinh(a) stellt sich wie folgt dar:
I. Abpriifen von Spezialfille und deren Behandlung

o 2 ist NaN (not a number) = Fehlermeldung: Invalid Argument
o 1 >q_ex2a= 709.78... = Fehlermeldung: Overflow (Uberlauf)
o || < 2.5783798¢ — 8 = res :=x

IT. Berechnung mit Hilfe der Exponentialfunktionen

a) |x| > 0.662:

h = q.exp(jx])
res :=sign(z)-0.5-(h B 1.0 ")

b) || < 0.662:
h := q_expmi(|z|)
res :=sign(x)-0.5-(h B A (hE1.0))

Nun gilt q_sinh := res & sinh(x).

8.1.3 Fehlerabschitzung

Es wird nur der Fall # > 0 betrachtet, da die Funktion punktsymmetrisch zum Ursprung
ist (Vorzeichenwechsel ist fehlerfrei moglich). Die Fehlerabschatzung wird mit Hilfe des
Programms ffsinh.p, durchgefiihrt, es wird das folgende Ergebnisprotokoll ausgegeben:

Test mit 1000 Zufallszahlen:
Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 7.040422463697968E-016

Test mit x:=0.662
Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 7.093087374122772E-016

.578379799999999E-008,
.999999999999999E-008,
.999999999999999E-007,

2 .000000000000000E-007]
9

9

1.000000000000000E-005,

1

1

1

.000000000000000E-006]
.000000000000001E-005]
.000000000000001E-004]
.000000000000001E-003]
.000000000000001E-002]
.000000000000001E-001]

.037543112958781E-016
.054594518766065E-016
.054594697955710E-016
.0564596632433388E-016
.054615972928992E-016
.0564808215656063E-016
.056614837102176E-016

.000000000000000E-004,
.000000000000000E-003,
.000000000000000E-002,

rarrararrrr
e
N NN NN NN
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.000000000000000E-001,
.620000000000000E-001,
.999999999999999E-001,
.000000000000000E+001,
.000000000000000E+002,

.620000000000001E-001]
.000000000000000E-001]
.000000000000000E+001]
.000000000000000E+002]
.097827128933840E+002]

.054676898859712E-016
.093147399533771E-016
.990794400370803E-016
.481396262403598E-016
.077487262633923E-016

r
[ e e ) B
Nk e,
~N oo NN

Relative Fehlerschranke der ffsinh-Funktion: 7.093147399533771E-016

Definitionsbereich fuer x: [ 2.578379799999999E-008, 7.097827128933840E+002]

Fehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:

/* eps(q_....) = 7.093147399533771E-016; */
/* q_...m =1 - eps(g_....) = 9.999999999999989E-001 */
double q_...m = 9007199254740982.0 / 9007199254740992.0;
/* q_...p =1+ eps(g_....) = 1.000000000000002E+000 */
double q_...p = 4503599627370503.0 / 4503599627370496.0;

Fiir |2| < 2.5783798¢ — 8 wird die Approximation sinh(x) & 2 verwendet. Mit einfa-
cher Handrechnung erhdlt man den fiir Ergebnisse im Bereich der normalisierten Zahlen
giiltigen relativen Approximationsfehler:

2n,

sinh(a) — z DD =
|— | <| el < Z -
sinh(x) smh(./) = (2n+1) ?. 1—=x

277, 2

=

< 1.10801e — 16

Im Bereich der denormalisierten Zahlen gilt der absolute Fehler:

o] 2n 3

|S]nh.’l’7*.77| S |T;m

=

<5 . ] 5 < dMinReal
3! —

Gesamtfehlerschranke:
relative Fehlerschranke fiir q_sinh(x) € Sy:  e(q-sinh) < 7.0932F — 016 = 6.39 - &*
absolute Fehlerschranke fiir q_sinh(x) € Sp:  A(q_sinh) < 4.9497F — 324

8.1.4 Algorithmus j sinh (Intervallfunktion)

Der Gesamtalgorithmus j_sinh zur Berechnung von sinh(X) fiir Intervallargumente X :=
[2.INF, 2.SUP] stellt sich wie folgt dar:
Benotigte Konstanten:

g-snhm := (17 &(g-sinh))\/ (1 7 EpsQuer)
gsnhp = (1 A e(q_sinh)) A (1 A EpsQuer)

I. X ist Punktintervall, d.h. #.INF = 2.SUP

a) ©.INF < —qminr:
y := q_sinh(z.INF)
res.INF:= y 1 q_snhp
res.SUP:= y [ q_snhm
Falls (res.SUP> 2.INF) dann: res.SUP:= 2.INF
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b) —gminr < 2.INF < 0:
res.INF:= pred(z.INF)
res.SUP:= z.INF

¢) 0 <a2.INF < qminr:
Falls (2. INF = 0) dann:  res.SUP:=0
res. INF:= 2. INF sonst:  res.SUP:= succ(2.INF)

d) qminr < z.INF:
y := q_sinh(z.INF)
res.INF:= y 1 q_snhm
res.SUP:= y [0 q_snhp
Falls (res.INF< 2.INF) dann: res.INF:= 2.INF

IT. X ist echtes Intervall, d.h. 2.INF # 2.SUP

a) Berechnung der Unterschranke res.INF:

i. 2.INF < —qminr:
res.INF:= q_sinh(x.INF) @ q_snhp

1. —qminr < 2. INF < 0:
res.INF:= pred(z.INF)

. 0 < 2.INF < qminr:
res. INF:= z.INF

iv. qminr < 2.INF:

res.INF:= q_sinh(2.INF) [ q_snhm
Falls (res.INF< 2.INF) dann: res.INF:= 2.INF

b) Berechnung der Oberschranke res.SUP:

i. ©.5UP < —qminr:
res.SUP:= q_sinh(2.SUP) [ q_snhm
Falls (res.SUP> 2.SUP) dann: res.SUP:= 2.SUP

1. —qminr < x.SUP/e0:
res.SUP:= z.SUP

. 0 < 2.SUP < gqminr:
res.SUP:= succ(2.SUP)

iv. q_sinh < z.SUP:
res.SUP:= q_sinh(2.SUP) [0 q_snhp

Nun gilt j_sinh:= res D sinh(X') mit res := [res.INF, res.SUP].



8.2. COSINUS HYPERBOLICUS - FUNKTION: COSH(X)

8.2 Cosinus Hyperbolicus - Funktion: cosh(z)

hyperbolische Cosinusfunktion

Math. Schreibweise | cosh 2z = %
Definitionsbereich R,
00 ngk
Potenzreihe 2h)!
k=0 e
fiir || < oo — 14Ty
1. Ableitung sinh (z)
Nullstellen keine
Minima xrr =0

Symmetrie

Symmetrie zur y-Achse

Monotonie

monoton fallend fiir 2 < 0
monoton steigend fiir 2 > ()

8.2.1 Idee

Die cosh-Funktion wird auf die exp-Funktion zuriickgefiihrt. Fs gilt:

cosh(z) = 0.5 - (elml + ei|m|) =0.5-(e"4+e )

8.2.2 Algorithmus g cosh (Punktfunktion)

Der Gesamtalgorithmus q_cosh zur Berechnung von cosh(x) stellt sich wie folgt dar:

I. Abpriifen von Spezialfille und deren Behandlung

O P N W O O N ©

113

T T T
cosh(x)

o 2 ist NaN (not a number) = Fehlermeldung: Invalid Argument

o || >q_ex2c=709.089... = Fehlermeldung: Overflow (Uberlauf)

IT. Berechnung mit Hilfe der Exponentialfunktion

res := 0.5 - (q_exp(x) A q_exp(—x))

Nun gilt q_cosh := res & cosh(x).

8.2.3 Fehlerabschitzung

Es wird nur der Fall # > 0 betrachtet, da die Funktion achsensymmetrisch zur y-Achse
ist. Die Fehlerabschatzung wird mit Hilfe des Programms ffcosh.p durchgefiihrt, es wird
das folgende Ergebnisprotokoll ausgebegen:

Test mit 1000 Zufallszahlen:
Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke :

[ 0.000000000000000E+000, 1.000000000000000E+000]
[ 1.000000000000000E+000, 1.000000000000000E+001]
[ 1.000000000000000E+001, 5.000000000000000E+001]

4.578447000000007E-016

4.580736795901527E-016
4.579133818615485E-016
4.581500315658812E-016



114 KAPITEL 8. HYPERBOLISCHE FUNKTIONEN

[ 5.000000000000000E+001, 1.000000000000000E+002] 4.580736795901290E-016
[ 1.000000000000000E+002, 5.000000000000000E+002] 4.589907438747163E-016
[ 5.000000000000000E+002, 7.097827128933840E+002] 4.588061871968667E-016

Relative Fehlerschranke der ffcosh-Funktion: 4.589907438747163E-016

Definitionsbereich fuer x: [ 0.000000000000000E+000, 7.097827128933840E+002]

Fehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:

/* eps(q_....) = 4.589907438747163E-016; */
/* q_...m =1 - eps(g_....) = 9.999999999999991E-001 */
double q_...m = 9007199254740984.0 / 9007199254740992.0;
/* q_...p =1+ eps(g_....) = 1.000000000000001E+000 */
double q_...p = 4503599627370502.0 / 4503599627370496.0;

Gesamtfehlerschranke:
relative Fehlerschranke fiir q_cosh(x) € Sy:  e(q_cosh) < 4.5900F — 016 = 4.13 - £*

8.2.4 Algorithmus j cosh (Intervallfunktion)

Der Gesamtalgorithmus j_cosh zur Berechnung von cosh( X)) fiir Intervallargumente X :=
[2.INF, 2.SUP] stellt sich wie folgt dar:

Benotigte Konstanten:

qg-cshm := (17 &(q-cosh))\/ (1 7 EpsQuer)
gcshp = (1 A e(qcosh)) A (1 A EpsQuer)
I. 2.SUP <0

a) X ist Punktintervall, d.h. 2.INF = 2.SUP
y := q_cosh(z.INF)
res.INF:= y 1 q_cshm
res.SUP:= y [ q_cshp

b) X ist echtes Intervall, d.h. 2. INF # 2.SUP
res.INF:= q_cosh(x2.SUP) [ q_cshm
res.SUP:= q_cosh(x.INF) [ q_cshp

Falls (res.INF< 1.0) dann: res.INF:= 1.0
IT. 2.INF > 0

a) X ist Punktintervall, d.h. 2.INF = 2.SUP
y := q_cosh(z.INF)
res.INF:= y 1 q_cshm
res.SUP:= y [ q_cshp
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b) X ist echtes Intervall, d.h. 2. INF # 2.SUP
res.INF:= q_cosh(z.INF) [ q_cshm
res.SUP:= q_cosh(2.SUP) [ q_cshp

Falls (res.INF< 1.0) dann: res.INF:= 1.0
M. 0 e X

a) —2.INF > 2.SUP
res.INF:= 1.0
res.SUP:= q_cosh(x.INF) [ q_cshp

b) —a.INF < 2.SUP
res.INF:= 1.0
res.SUP:= q_cosh(2.SUP) [ q_cshp

Nun gilt j_acosh :=res D cosh(X) mit res := [res.INF, res.SUP].

8.3 Cotangens Hyperbolicus - Funktion: coth(z)

hyperbolische Cotangensfunktion 4T coth(x) ]
Math. Schreibweise | coth z = :Tf:,T 5L
Definitionsbereich (—00,0) U (0,00) 1k

i T 0
1. Ableitung Eh ) b ]
Nullstellen keine Sl i
Symmetrie Punktsymmetrie zu (0,0) sl i
Monotonie monoton fallend -4+ .

4 3 2 10 1 2 3 4
8.3.1 Idee

Die coth-Funktion wird fiir |#| < 22 mit

2

oth(z) = sign(z) - (1 + —————¢
coth(i) = sign () (1 4 )
und fir |z > IHTQ mit
‘ 2
coth(x) = sign(x) - (1 + m>

auf die Berechnung der exp- bzw. expm1-Funktion zuriickgefithrt. Fir |z| > 22.875 kann
als Frgebnis direkt +1 bzw. —1 gesetzt werden.
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8.3.2 Algorithmus g coth (Punktfunktion)

Der Gesamtalgorithmus q_coth zur Berechnung von coth(a) stellt sich wie folgt dar:
I. Abpriifen von Spezialfille und deren Behandlung

o 2 ist NaN (not a number) = Fehlermeldung: Invalid Argument
o || < 5.56268...c — 309 = Fehlermeldung: Overflow (Uberlanf)
o || > 22.875 = res := sign(x)

IT. Berechnung mit Hilfe der Exponentialfunktionen

a) |¥| > q-1n2h = 0.34657 .. .:

res :=sign(z) - (1 B2 (qeexp(2 - [2|) B 1))
b) |x| < q-1n2h:

res := sign(x) - (1 @2 1 g_expm1(2 - |z]))

Nun gilt q_coth := res & coth(x).

8.3.3 Fehlerabschitzung

Es wird nur der Fall # > 0 betrachtet, da die Funktion punktsymmetrisch zum Ursprung
ist (Vorzeichenwechsel ist fehlerfrei maglich). Die Fehlerabschatzung wird im Intervall

[5.56268 ... e — 309, 22.875] mit Hilfe der Programme ffcoth.p durchgefiihrt.

Test mit 1000 Zufallszahlen:
Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 8.202139303014012E-016

[ 5.562684646268013E-309, 1.000000000000000E-308] 8.882494592480248E-016
[ 9.999999999999999E-309, 1.112536929253601E-308] 6.911300005978952E-016
[ 1.112536929253600E-308, 2.225073858507202E-308] 8.882674277110517E-016
[ 2.225073858507201E-308, 1.000000000000001E-307] 7.900522053740879E-016
[ 1.000000000000000E-307, 1.000000000000001E-306] 7.340312742583798E-016
[ 1.000000000000000E-306, 1.000000000000001E-305] 8.155935556340593E-016
[ 1.000000000000000E-004, 1.000000000000001E-003] 8.148710359082969E-016
[ 1.000000000000000E-003, 1.000000000000001E-002] 8.143923301000462E-016
[ 1.000000000000000E-002, 1.000000000000001E-001] 8.095978332097705E-016
[ 1.000000000000000E-001, 3.465735902799727E-001] 6.779492434414347E-016
[ 3.465735902799726E-001, 7.000000000000000E-001] 8.328083581166275E-016
[ 6.999999999999999E-001, 2.287500000000000E+001] 7.885211217079232E-016

Relative Fehlerschranke der ffcoth-Funktion: 8.882674277110517E-016

Definitionsbereich fuer x: [ 3.465735902799726E-001, 3.465735902799727E-001]

Fehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:
/* eps(q_....) = 8.882674277110517E-016; */
/* g_...m =1 - eps(q_....) = 9.999999999999987E-001 */
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double q_...m

/*

double q_...p

q_...p

9007199254740980.0 / 9007199254740992.0;
1 + eps(g_....) = 1.000000000000002E+000 */
4503599627370504.0 / 4503599627370496.0;
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Gesamtfehlerschranke:

relative Fehlerschranke fiir q_coth(x) € Sy:  e(q_coth) < 8.8827F — 016 = 8.01 - &*

Hinweis: Nach Finschréankung des zuldssigen Definitionsbereiches auf Argumente x € Sy
last sich eine etwas kleinere relative Fehlerschranke herleiten, es gilt dann auf jeden Fall

e(

8.3.4 Algorithmus j coth (Intervallfunktion)

g-coth) < 8.0 - &*.

Der Gesamtalgorithmus j_coth zur Berechnung von coth(z) fiir Intervallargumente X :=
[2.INF, 2.SUP] stellt sich wie folgt dar:
Benotigte Konstanten:

Nun gilt j_coth:= res D coth(X') mit res := [res.INF, res.SUP].

qcthm := (17 &(q-coth))\/ (1 7 EpsQuer)
gcthp = (1 A e(qcoth)) A (1 A EpsQuer)
I. 2.SUP <0

a) X ist Punktintervall, d.h. 2.INF = 2.SUP
y := q_coth(z.INF)
res.INF:=y 1 q_cthp
res.SUP:= y [ q_cthm

b) X ist echtes Intervall, d.h. 2. INF # 2.SUP
res.INF:= q_coth(x.SUP) [ q_cthp
res.SUP:= q_coth(z.INF) [ q_cthm

Falls (res.SUP> —1.0) dann: res.SUP:= —1.0

. 2. INF >0

a) X ist Punktintervall, d.h. 2.INF = 2.SUP
y := q_coth(z.INF)
res.INF:= y [ q_cthm
res.SUP:= y [ q_cthp

b) X ist echtes Intervall, d.h. 2. INF # 2.SUP
res.INF:= q_coth(x.SUP) [ q_cthm
res.SUP:= q_coth(x.INF) [ q_cthp

Falls (res.INF< 1.0) dann: res.INF:= 1.0

ITI. 0 € X = Fehlermeldung: Invalid Argument
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8.4 Tangens Hyperbolicus - Funktion: tanh(z)

hyperbolische Tangensfunktion
Math. Schreibweise | tanh z = ::_:::
Definitionsbereich R
: T
1. Ableitung (o ()]
Nullstellen 1o = ()
Symmetrie Punktsymmetrie zu (0,0)
Monotonie monoton steigend
1 C T T T T T T T T
05 L tanh(x) — |
0
05 | i
-1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
4 3 2 1 0 1 2 3 4
8.4.1 Idee

Die tanh-Funktion wird fiir |z| < Te — 10 mit

1
coth(x)

tanh(z) =

auf die Berechnung der coth-Funktion zuriickgefithrt. Fiir || < 1e — 10 wird die Appro-
ximation

tanh(z) ~ z

verwendet,.

8.4.2 Algorithmus g tanh (Punktfunktion)

Der Gesamtalgorithmus q_tanh zur Berechnung von tanh(x) stellt sich wie folgt dar:
I. Abpriifen von Spezialfille und deren Behandlung

o 2 ist NaN (not a number) = Fehlermeldung: Invalid Argument

o 2] <le—10 = res:=x

IT. Berechnung mit Hilfe der hyperbolischen Cotangensfunktion
res := 1 [1 (q_coth(x)

Nun gilt q_tanh := res & tanh(x).
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8.4.3 Fehlerabschitzung

Es wird nur der Fall # > 0 betrachtet, da sowohl tanh, wie auch die Funktion coth
punktsymmetrisch zum Ursprung sind (Vorzeichenwechsel ist fehlerfrei moglich).

Die Fehlerschranke fiir @ € [le — 10, maxreal] ldst sich am schnellsten mit folgender
Handrechnung herleiten:

— 1 14+e¢ 1
1 oth(z) = <
(A coth(z) coth(z) 1 + £q_cotn ~ coth(x)

(1+241.1-2(qcoth) 4+ 1.1 -2-&(q_coth))

Das numerische Ergebnis, sowie die Konstanten fiir das ANSI-C Programm werden mit
Hilfe des Programms fftanh.p berechnet:

Relative Fehlerschranke der fftanh-Funktion: 1.119197400000001E-015

Definitionsbereich fuer x: [ 1.000000000000000E-010, 1.797693134862316E+308]

Fehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:

/* eps(q_....) = 1.119197400000001E-015; */
/* q_...m =1 - eps(g_....) = 9.999999999999984E-001 */
double q_...m = 9007199254740978.0 / 9007199254740992.0;
/* q_...p =1+ eps(g_....) = 1.000000000000002E+000 */
double q_...p = 4503599627370505.0 / 4503599627370496.0;

Fiir |2| < Te—10 wird die Approximation tanh(z) & 2 verwendet. Ebenfalls mit Hand-
rechnung erhélt man den fiir Frgebnisse im Bereich der normalisierten Zahlen giiltigen
relativen Approximationsfehler (siche auch [13], Seite 107):

tanhox —2| 5 1
tanh v — o <167 20:=e(appy)

3

<

tanh z

Im Bereich der denormalisierten Zahlen gilt der absolute Fehler:

1 2
[tanhz — 2| = | — §73 + ]5.7:5 — +...] < dMinReal := A(appp)

Gesamtfehlerschranke:
relative Fehlerschranke fiir q_tanh(z) € Sy:  e(q-tanh) < 1.1192F — 015 = 10.09 - &*
absolute Fehlerschranke fiir q_tanh(x) € Sp:  A(q_tanh) < 4.9497F — 324

8.4.4 Algorithmus j tanh (Intervallfunktion)

Der Gesamtalgorithmus j_tanh zur Berechnung von tanh(X) fiir Intervallargumente X :=
[2.INF, 2.SUP] stellt sich wie folgt dar:

Benotigte Konstanten:

q-tnhm := (17 &(q-tanh))\/ (1 7 EpsQuer)
g_tnhp = (1 A e(q_tanh)) A (1 A EpsQuer)

I. X ist Punktintervall, d.h. #.INF = 2.SUP
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a) ©.INF < —qminr:
y := q-tanh(z.INF)
res.INF:= y [ q_tnhp
res.SUP:= y [ q_tnhm
Falls (res.INF< 2.INF) dann: res.INF:= 2.INF

b) —gminr < 2.INF < 0:
res.INF:= . INF
res.SUP:= succ(2.INF)

¢) 0 <a2.INF < qminr:
Falls (x.INF = 0) dann: res.INF:= 0
sonst:  res.INF:= pred(z.INF)
res.SUP:= z.INF

d) qminr < z.INF:
y := q-tanh(z.INF)
res.INF:= y [ q_tnhm
res.SUP:= y [ q_tnhp
Falls (res.SUP> 2.INF) dann: res.SUP:= 2.INF

IT. X ist echtes Intervall, d.h. 2.INF # 2.SUP

a) Berechnung der Unterschranke res.INF:

i. 2.INF < —qminr:
res.INF:= q_tanh(x.INF) @ q_tnhp
Falls (res.INF< 2.INF) dann: res.INF:= 2.INF
1. —qminr < 2.INF <0:
res. INF:= z.INF
. 0 < 2.INF < qminr:
res.INF:= pred(z.INF)
iv. qminr < 2.INF:
res.INF:= q_tanh(z.INF) [ q_tnhm

b) Berechnung der Oberschranke res.SUP:

i. ©.5UP < —qminr:
res.SUP:= q_tanh(2.SUP) [ q_tnhm

1. —qminr < z.SUP < 0:
res.SUP:= succ(2.SUP)

ii. 0 < 2.5UP < gminr:
res.SUP:= 2.SUP

iv. gminr < z.SUP:
res.SUP:= q_tanh(2.SUP) [ q_tnhp
Falls (res.SUP> 2.SUP) dann: res.SUP:= 2.SUP

Falls (res.INF< —1.0) dann: res.INF:= —1.0
Falls (res.SUP> 1.0) dann: res.SUP:= 1.0
Nun gilt j_tanh := res D tanh(X) mit res := [res.INF, res.SUP].



Kapitel 9

Inverse Hyperbolische Funktionen

9.1 Areasinus: arsinh(z)

T T T
arsinh(x)

Areasinusfunktion ar

3 -

Math. Schreibweise | arsinhz = In(2 + Va?+ 1) , L
Definitionsbereich IR 1k

: T
1. Ableitung N j i
Nullstellen 1o = () Ll
Symmetrie Punktsymmetrie zu (0,0) sl
Monotonie monoton steigend -4+
4 3 2 4
9.1.1 Idee

Fiir Argumente x mit 2.5e — 8 < || < 1.25 wird die Formel

r

1+(?;)2+?;

arsinh(z) = sign(z) -Inlp | = +

verwendet. Fiir Argumente 1.25 < || < 10" wird
arsinh(x) = sign(x) - In(z + m)

angewandt. Fiir groBe Argumente |z| > 10" kann die Approximation
arsinh(z) & sign(2) - In(2cot ) = In 2 + In(x)

benutzt werden. Kleine Argumente |2]| < 2.5-107® kénnen mit
arsinh(x) ~ x

approximiert werden.

121
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9.1.2 Algorithmus g asnh (Punktfunktion)

I. Abpriifen von Spezialfillen und deren Behandlung

o 2 ist NaN (not a number) = Fehlermeldung: Invalid Argument
o || <2.5e—-8=—=res:=ux

IT. Initialisierung
Falls z < 0 dann: z :

Sonst: neg := false

—x und neg := true

IT1. Fallunterscheidung

a) x> 1el50:

res : = q_12 A q_log(x)
b) 2.5 <a <lelh0:

res := q_log(x H qsqrt((z O x) @A 1))
c) < 2.5:

h:=1/x

res :=qlglp(x B[ (qsqrt((1BAE Ah) B N))

mit q_ 12 ~ In?2

Falls neg = true dann: res := —res

Nun gilt q_asnh := res & arsinh(x).

9.1.3 Fehlerabschitzung

Die Fehlerabschitzung wird im Intervall [2.5¢ — 8 maxreal] mit Hilfe des Programms
ffasnh.p durchgefiihrt.

Test mit 1000 Zufallszahlen:

Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 5.636156198771210E-016
Test mit x:=2.5

Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 5.637562879207643E-016

[ 2.499999999999999E-008, 1.000000000000000E-007]1 4.742833049799722E-016
[ 9.999999999999999E-008, 1.000000000000001E-005] 5.196783540998713E-016
[ 1.000000000000000E-005, 1.000000000000001E-003] 5.196831137784061E-016
[ 1.000000000000000E-003, 1.000000000000001E-001] §5.201585860973911E-016
[ 1.000000000000000E-001, 1.000000000000000E+000] 5.646009139541352E-016
[ 1.000000000000000E+000, 1.250000000000000E+000] 5.616072199058608E-016
[ 1.250000000000000E+000, 2.500000000000000E+000] 5.593305183271121E-016
[ 2.500000000000000E+000, 3.000000000000000E+000] 5.638506148995451E-016
[ 3.000000000000000E+000, 5.000000000000000E+000] 5.411984648287889E-016
[ 5.000000000000000E+000, 1.000000000000000E+001] 4.896184980575615E-016
[ 1.000000000000000E+001, 1.000000000000000E+002] 4.673654895459556E-016
[ 1.000000000000000E+002, 1.000000000000000E+003] 3.921765351288440E-016
[ 1.000000000000000E+003, 1.000000000000000E+004] 3.624301872473180E-016
[ 1.000000000000000E+004, 1.000000000000000E+005] 3.465153573016590E-016
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[ 1.000000000000000E+005, 1.000000000000000E+006] 3.366049517580098E-016
[ 1.000000000000000E+006, 1.000000000000000E+007] 3.298401923797823E-016
[ 1.000000000000000E+007, 1.000000000000000E+008] 3.249285302716885E-016
[ 1.000000000000000E+008, 1.000000000000000E+009] 3.212002543483568E-016
[ 1.000000000000000E+009, 1.000000000000000E+010] 3.182736694044263E-016
[ 9.999999999999999E+146, 1.000000000000000E+148] 3.385289839186767E-016
[ 9.999999999999999E+147, 1.000000000000000E+149] 3.382285882712561E-016
[ 9.999999999999999E+148, 1.000000000000000E+150] 3.379322166502932E-016
[ 9.999999999999999E+149, 1.000000000000001E+151] 5.190915384273793E-016
[ 1.000000000000000E+151, 1.000000000000000E+152] 5.190712686484660E-016
[ 9.999999999999999E+151, 1.000000000000000E+153] 5.190512650500100E-016
[ 9.999999999999999E+303, 1.000000000000000E+305] 5.175394795407465E-016
[ 9.999999999999999E+304, 9.999999999999999E+305] 5.175345179474600E-016
[ 9.999999999999998E+305, 9.999999999999999E+306] 5.175295887510173E-016
[ 9.999999999999998E+306, 1.797693134862316E+308] 5.179524139906275E-016

Relative Fehlerschranke der ffarsinh-Funktion: 5.646009139541352E-016

Definitionsbereich fuer x: [ 2.499999999999999E-008, 1.797693134862316E+308]

Fehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:

/* eps(q_....) = 5.646009139541352E-016; */
/* q_...m =1 - eps(g_....) = 9.999999999999990E-001 */
double q_...m = 9007199254740983.0 / 9007199254740992.0;
/* q_...p =1+ eps(g_....) = 1.000000000000001E+000 */
double q_...p = 4503599627370502.0 / 4503599627370496.0;

Fiir || > 1e150 wird bei der Berechung unter anderem die Approximation

2. r=rx+rx=r+Vr2+1
benutzt. Unter Berticksichtigung der Monotonieeigenschaft von hA(x) := Va2 + 1 — x gilt

fiir den absoluten Fehler
Va2 4+ 1 — x| =|h(2)] < h(1e150) < 5.00001e — 151.

Der rechtsstehende Wert der letzten Ungleichung kann leicht mit Hilfe einer Langzahla-
rithmetik bestimmt werden (sieche z.B. Programm ffasnh_1.p). Diese Fehlerabschiatzung
geht im Programm ffasnh.p in der Funktion maxfehler3 in die Berechnung mit ein.

Fiir [2] < 2.5¢—8 wird die Approximation arsinh(2) & x verwendet. Mit Handrechnung
erhdlt man den fiir Ergebnisse im Bereich der normalisierten Zahlen giiltigen relativen
Approximationsfehler (siche auch [28], Seite 60):

1 2

< 23 > < 1.0417e — 16 := e(appy)

- [
arsinha I — 57

arsinhz — x

Im Bereich der denormalisierten Zahlen gilt der absolute Fehler:

1 1-3
larsinha — 2| = | — 5 3.7/:3 + SR 5.7:5 — +...] < dMinReal := A(appp)
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Gesamtfehlerschranke:
Relative Fehlerschranke fiir q_asnh(z) € Sy:  e(q_asnh) < 5.6461F — 016 = 5.09 - £*
Absolute Fehlerschranke fiir q_asnh(x) € Sp: A(q.asnh) < 4.9497F — 324

9.1.4 Algorithmus j_asnh (Intervallfunktion)

Der Gesamtalgorithmus j_asnh zur Berechnung von arsinh(X) fiir Intervallargumente
X := [2.INF, 2.SUP] stellt sich wie folgt dar:
Benotigte Konstanten:

g-asnm := (17 &(q-asnh)) \/ (1 7 EpsQuer)
gasnp = (1 A e(q_asnh)) A (1 A EpsQuer)

I. X ist Punktintervall, d.h. #.INF = 2.SUP

a) ©.INF < —qminr:
y := q-asnh(z.INF)
res.INF:= y 1 q_asnp

res.SUP:= y [ q_asnm
Falls (res.INF< 2.INF) dann: res.INF:= 2.INF

b) —gminr < 2.INF < 0:
res.INF:= . INF
res.SUP:= succ(2.INF)

¢) 0 <a2.INF < qminr:
Falls (x.INF = 0) dann: res.INF:= 0
sonst:  res.INF:= pred(z.INF)
res.SUP:= z.INF

d) qminr < z.INF:
y := q-asnh(z.INF)
res.INF:= y [ q_asnm

res.SUP:= y [ q_asnp
Falls (res.SUP> 2.INF) dann: res.SUP:= 2.INF

IT. X ist echtes Intervall, d.h. 2.INF # 2.SUP

a) Berechnung der Unterschranke res.INF:

i. 2.INF < —qminr:
res.INF:= q_asnh(x.INF) [ q_asnp
Falls (res.INF< 2.INF) dann: res.INF:= 2.INF
1. —qminr < 2.INF <0:
res. INF:= z.INF
. 0 < 2.INF < qminr:
res.INF:= pred(z.INF)

iv. qminr < 2.INF:
res.INF:= q_asnh(2.INF) [ q_asnm



9.2. AREACOSINUS: ARCOSH(X) 125

b) Berechnung der Oberschranke res.SUP:
i. ©.5UP < —qminr:
res.SUP:= q_asnh(2.SUP) [ q_asnm

1. —qminr < z.SUP < 0:
res.SUP:= succ(2.SUP)

ii. 0 < 2.5UP < gminr:
res.SUP:= 2.SUP

iv. gminr < z.SUP:
res.SUP:= q_asnh(2.SUP) [0 q_asnp
Falls (res.SUP> 2.SUP) dann: res.SUP:= 2.SUP

Nun gilt j_asnh := res D arsinh(X') mit res := [res.INF, res.SUP].

9.2 Areacosinus: arcosh(z)

Areacosinusfunktion 4+ arcosh(x)

Math. Schreibweise | arcosha = In(z + Va? — 1) 3l

Definitionsbereich [1,00) . L i

1. Ableitung ﬁ N |

Nullstellen Tg =1

Minima rr =1 0

Monotonie monoton steigend . T

01 2 3 456 7 89
9.2.1 Idee
Falls das Eingabeargument x im zuldssigen Definitionsbereich D := [1,maxreal] liegt
(andernfalls wird eine Fehlermeldung ausgegeben), werden die folgenden drei Félle unter-
schieden:
o < 1.025:

arcosh :=In(1 +y) mit y::rt:—]—l—\/(m—])(m—l—])
o 1.025 < a2 < 10'0:

arcosh(z) := In(z + \/(7' —1)(x4+1))

o 100 < 4

+ In(x)

arcosh(z) :=1In Q‘TF‘F’F

Im ersten Fall muf zur Berechnung die Funktion In(241) (d.h. q_1glp) verwendet werden.
Fine Berechnung mit der Logarithmusfunktion In(z) wiirde zu Ausléschung und in der
Folge zu unbrauchbaren Ergebnissen fithren.

Der Wert In Q‘TF?F?E wird im voraus berechnet und als Konstante abgespeichert.
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9.2.2 Algorithmus g acsh (Punktfunktion)

I

I. Abpriifen von Spezialfillen und deren Behandlung

o 2 ist NaN (not a number) = Fehlermeldung: Invalid Argument

o v < 1 = Fehlermeldung: Invalid Argument

I. Fallunterscheidung

a) ¥ < 1.025:

res:=qlglp(+ B 1 Hqsqrt((z81)A(xA1)))

b) 1.025 < 2 < 1¢150 -
res :=q log(r Hqsqrt((z B 1) A (z B 1)))

¢) x> lel50:

res : = q_12 A q_log(x)

Nun gilt q_acsh := res & arcosh(x).

9.2.3 Fehlerabschitzung

Die Fehlerabschitzung wird im Intervall [1,1e150] mit Hilfe des Programms ffacsh.p

durchgefiihrt.

Test mit x:=1.025

Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke :

rarirrirarhrrrrr e

N e e R e e e e e e e S e e T A S =

.000000000000000E+000,
.000000000001000E+000,
.000000000100000E+000,
.000000009999999E+000,
.000000999999999E+000,
.000099999999999E+000,
.024999999999999E+000,
.025000000001000E+000,
.025000000099999E+000,
.025000010000000E+000,
.025001000000000E+000,
.025099999999999E+000,
.100000000000000E+000,
.000000000000000E+000,
.000000000000000E+001,
.000000000000000E+002,
.000000000000000E+003,
.000000000000000E+004,
.000000000000000E+005,
.000000000000000E+006,
.000000000000000E+007,
.000000000000000E+008,

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
2
1
1
1
1
1
1
1
1
1

.000000000001001E+000]
.000000000100001E+000]
.000000010000000E+000]
.000001000000000E+000]
.000100000000000E+000]
.025000000000000E+000]
.025000000001001E+000]
.025000000100000E+000]
.025000010000001E+000]
.025001000000001E+000]
.025100000000000E+000]
.100000000000001E+000]
.000000000000000E+000]
.000000000000000E+001]
.000000000000000E+002]
.000000000000000E+003]
.000000000000000E+004]
.000000000000000E+005]
.000000000000000E+006]
.000000000000000E+007]
.000000000000000E+008]
.000000000000000E+009]

mit q_ 12 ~ In?2

e S B ¥ T Y T ¢ N B I T T e e e e e e e e e

1.736839599140470E-015

.027976446056508E-015
.643097720126808E-015
.643081274585971E-015
.642973945026761E-015
.641896657154981E-015
.415110177259564E-015
.736839599140470E-015
.736839599121260E-015
.736839597219637E-015
.736839407057038E-015
.736820391306869E-015
.736527399913530E-015
.167659422253004E-015
.6561631410395162E-016
.707611547418609E-016
.625097936632048E-016
.811559461906476E-016
.376370322213856E-016
.105371979677345E-016
.920390797127829E-016
.786082240977235E-016
.374921873456078E-015
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[ 1.000000000000000E+009, 1.000000000000000E+010] 1.258704435821751E-015
[ 9.999999999999999E+146, 1.000000000000000E+148] 3.548956019845365E-016
[ 9.999999999999999E+147, 1.000000000000000E+149] 3.544848455522561E-016
[ 9.999999999999999E+148, 1.000000000000000E+150] 3.540795915124546E-016

Relative Fehlerschranke der ffarcosh-Funktion: 1.736839599140470E-015

Definitionsbereich fuer x: [ 1.000000000000000E+000, 1.000000000000000E+001]

Fehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:

/* eps(q_....) = 1.736839599140469E-015; */
/* q_...m =1 - eps(g_....) = 9.999999999999979E-001 */
double q_...m = 9007199254740973.0 / 9007199254740992.0;
/* q_...p =1+ eps(g_....) = 1.000000000000002E+000 */
double q_...p = 4503599627370507.0 / 4503599627370496.0;

Gesamtfehlerschranke:
Relative Fehlerschranke fiir q_acsh(x) € Sy:  e(qeacsh) < 1.7369F — 015 = 15.65 - £*

9.2.4 Algorithmus j acsh (Intervallfunktion)

Der Gesamtalgorithmus j_acsh zur Berechnung von arcosh (X)) fiir Intervallargumente
X := [2.INF, 2.SUP] stellt sich wie folgt dar:
Benotigte Konstanten:

qg-acsm := (17 é&(q-acsh))\/ (1 7 EpsQuer)
gacsp = (1 A e(q.acsh)) A (1 A EpsQuer)

I. Abpriifen des Definitionshereiches
2. INF < —1 = Fehlermeldung: Invalid Argument

IT. X ist Punktintervall, d.h. .INF = 2.SUP

a) x.INF =1:
res.INF:= 0
res.SUP:= 0

b) x.INF > 1:
y := q-acsh(z.INF)
res.INF:= y [ q_acsm
res.SUP:= y [ q_acsp

ITI. X ist echtes Intervall, d.h. 2. INF # 2.SUP
res.INF:= q_acsh(2.INF) [ q_acsm
res.SUP:= q_acsh(2.SUP) [0 q_acsp

Nun gilt j_acsh:= res D arcosh (X) mit res := [res.INF, res.SUP].
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9.3 Areatangens: artanh(z)

3 F T T T T 4
Areatangensfunktion L artanhy i
Math. Schreibweise | artanhaz = %ln(%)
Definitionsbereich (—1,1) tr i
1. Ableitung ﬁ 0
Nullstellen Tg =1 1k .
Symmetrie Punktsymmetrie zu (0,0) 2l i
Monotonie monoton steigend e . . o

9.3.1 Idee

Fiir kleine positive Argumente 2 mit 0 < = < 7 < % wird die Formel

2

— T

)

1
artanh(z) := §]n(] +

angewandt, alle anderen zuldssigen positiven Argumente x < 1 werden mit

1 14+
artanh(z) := §]n( tr

)

1 — =

berechnet. Fiir negative Argumente werden die Symmetrieeigenschaften des Areatangens
ausgenutzt.

9.3.2 Algorithmus g atnh (Punktfunktion)

I. Abpriifen von Spezialfillen und deren Behandlung

o 2 ist NaN (not a number) = Fehlermeldung: Invalid Argument

o || > 1 = Fehlermeldung: Invalid Argument

IT. Fallunterscheidung

) lrl < (1)
res := 0.5 % Inip((2 * |2|)/(1 — |=|)
Falls z < 0: res := —res

b) || > (%) :
res := 0.5« In((1 4+ |=])/(1 — |=])
Falls z < 0: res := —res

Nun gilt q_atnh := res & artanh(x).
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9.3.3 Fehlerabschitzung

Aufgrund der Symmetrieeigenschaften werden im folgenden nur positive Argumente be-

trachtet. Die abschlieende Multiplikation mit dem Faktor 15 kann in bindren Gleitkomma-

systemen fehlerfrei ausgefithrt werden und braucht daher nicht in der Fehlerabschétzung

beriicksichtigt werden.

)

)

Fehlerabschédtzung fiir 0 < = < 7 < %
Der Ausdruck

wird auf der Maschine ausgewertet, man erhilt

a:—(zm)mmm)—(z-m)mmm)—]2‘” (14 20).

— T

Fiir den relativen Fehler ¢, gilt nach der Formel 1.2.6 aus [28]
len] < e(u) :=2.028

Wegen 0 <z <7 gilt 0 <u < 12%7 < 1 und damit gilt nach Abschnitt 3.4.9 fiir die
Auswertung der Funktion Logarithmus-minus-Eins mit fehlerbehaftetem Argument:

Intp(u) — Inlp(a) 2
InTp(a) < e(Inlp)+ (T+e(Inlp)) -e(u) - m

Fiir £ := EPS52 und 7 := 71 kann die Fehlerschranke mit den folgenden Pascal-

XSC Anweisungen berechnet werden:

Epsb2 = 2.220447E-16;

Epslnlp := 2.5082E-16;

EpsU = 2.02 *> Epsb2;

relerrl := EpsLnlp +> (1 +> EpsLnip) *> EpsU *> (2 /> (1 -< EpsU));

Man erhélt als Ergebnis die Fehlerschranke
e(artanhy) := relerrl = 1.147880588000001 F — 015.

Fehlerabschatzung fiir 0 < 7 < 2 < 1:
Der Ausdruck
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wird auf der Maschine ausgewertet, man erhilt

i (@) (18) = 1 LTI,

— T

Fiir den relativen Fehler gilt nach der Formel 1.2.6 aus [28]
len] < e(u) :=3.038

Wegen 7 <z <1 gilt u Ej}%g > 1 und damit kann die Abschatzung aus Abschnitt
3.4.8 fiir die Auswertung der Logarithmusfunktion mit fehlerbehaftetem Argument
angewandt werden:

]n(u)—f]%(ﬁ)
In(u)

1 . 1
T —e(u) In(u(r))

e(In)+ (1 +e(In)) -e(u) -

Hierbei wird ausgenutzt, daB w(a) monoton wachsend in x ist.

Nﬁt?:::EP8521nuiT:::K7%1mnn mit den Pascal-XSC Anweisungen

Epsb2 = 2.220447E-16;

EpsLn = 2.9398E-16;

Epslnlp := 2.5082E-16;

EpsU = 3.03 *> Epsb2;

tau =1 /< 3;

LnWert = inf( In(intval( (1 +< tau) /< (1 -> tau) )) );
relerr2 := EpsLn +> (1 +> EpsLn) *> EpsU *> (1 /> (1 -< EpsU))

*> 1 /> LnWert;
die folgende Fehlerschranke berechnet werden:
e(artanhyy) := relerr2 = 1.264618646263405F — 015

ITT) Gesamtfehlerabschiatzung:

Der relative Gesamtfehler ergibt sich durch

e(artanh) := max{e(artanh;),e(artanh;;)} < 1.2647F — 015

Gesamtfehlerschranke:
Relative Fehlerschranke fiir q_atnh(z) € Sy:  e(qeatnh) < 1.2647F — 015 = 11.40 - £*
Absolute Fehlerschranke fiir q_atnh(x) € Sp: A(qeatnh) < 4.9497F — 324
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9.3.4 Algorithmus j atnh (Intervallfunktion)

Der Gesamtalgorithmus j_atnh zur Berechnung von artanh (X) fiir Intervallargumente
X := [2.INF, 2.SUP] stellt sich wie folgt dar:
Benotigte Konstanten:

g-atnm := (17 &(q-atnh)) \/ (1 7 EpsQuer)
gatnp = (1 A e(q_atnh)) A (1 A EpsQuer)

I. Abpriifen des Definitionshereiches
2. INF < —1 oder 1 > 2.SUP =— Fehlermeldung: Invalid Argument

IT. X ist Punktintervall, d.h. .INF = 2.SUP

a) ©.INF < —qminr:
y := q-atnh(z.INF)
res.INF:=y [ q_atnp

res.SUP:= y [ q_atnm
Falls (res.SUP> 2.INF) dann: res.SUP:= 2.INF

b) —gminr < 2.INF < 0:
res.INF:= pred(z.INF)
res.SUP:= z.INF

¢) 0 <a2.INF < qminr:
o Falls (2. INF = 0) dann:  res.SUP:=0
res. INF:= 2. INF sonst:  res.SUP:= succ(2.INF)

d) qminr < z.INF:
y := q-atnh(z.INF)
res.INF:= y [ q_atnm

res.SUP:= y [ q_atnp
Falls (res.INF< 2.INF) dann: res.INF:= 2.INF

ITI. X ist echtes Intervall, d.h. 2. INF # 2.SUP

a) Berechnung der Unterschranke res.INF:

i. 2.INF < —qminr:
res.INF:= q_atnh(x.INF) @ q_atnp

1. —qminr < 2. INF < 0:
res.INF:= pred(z.INF)
. 0 < 2.INF < qminr:
res. INF:= z.INF
iv. qminr < 2.INF:
res.INF:= q_atnh(z.INF) @ q_atnm
Falls (res.INF< 2.INF) dann: res.INF:= 2.INF

b) Berechnung der Oberschranke res.SUP:
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. 2.SUP < —qminr:

res.SUP:= q_atnh(2.SUP) @ q_atnm
Falls (res.SUP> 2.SUP) dann: res.SUP:= 2.SUP

. —qminr < 2.5UP/e0:

res.SUP:= 2.SUP

0 <2.SUP < gqminr:
res.SUP:= succ(2.SUP)

iv. gq_sinh < x.SUP:

res.SUP:= q_atnh(2.SUP) [0 q_atnp

Nun gilt j_atnh := res D artanh (X) mit res := [res.INF, res.SUP].

9.4 Areacotangens: arcoth(z)

2 T T T T
Areacotangensfunktion 15k
Math. Schreibweise | arcothz = %ln(%) L
Definitionsbereich (—o0, —1) U (1,00) 0s |
1. Ableitung .7’2171 0
Nullstellen keine 05 L ]
Symmetrie Punktsymmetrie zu (0,0) Al i
Monotonie monoton fallend a5k ]
_2 1 1 1 1 1 1 1
4 3 210 1 2 3 4
9.4.1 Idee
Fiir alle Funktionsargumente x € 1) := [~ maxreal, maxreal|\[1, 1] soll die Formel
|z| 4 1

arcoth := sign(z) - 0.5 - In (

) 2
=sign(x)-0.5-Inlp
|z] — 1 o] =1

herangezogen werden.

9.4.2 Algorithmus g acth (Punktfunktion)

I. Abpriifen von Spezialfillen und deren Behandlung

o 2 ist NaN (not a number) = Fehlermeldung: Invalid Argument

o || <1 = Fehlermeldung: Invalid Argument

IT. Fallunterscheidung

a) x> 1:
res := 0.5 % Inlp(2/(x — 1)
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b) # < —1:
res := —0.5 % Inip(2/(|z| — 1)

Nun gilt q_acth := res & arcoth(x).

9.4.3 Fehlerabschitzung

Aufgrund der Symmetrieeigenschaften des arcoth geniigt es, den Bereich 1 < 2 < maxreal
zu untersuchen. Aus beweistechnischen Griinden wird dieser Bereich aufgeteilt in die zwei
Teilbereiche 1 < # < 3 und 3 < z < maxreal.

I) Teilbereich T mit 1 < 2 < 3:
Die Fehlerabschdtzung wird mit Hilfe des Programms ffacth_a.p und des Moduls
eps_ari durchgefiihrt.
Als Ergebnis erhdlt man die relative Fehlerschranke:

e(arcothy) := 5.711660947777037F — 016

IT) Teilbereich TT mit 3 < 2 < maxreal:
Der Ausdruck

wird auf der Maschine ausgewertet, man erhilt
. 2
w:=2M Al = —](] +e,).
>
Fiir den relativen Fehler ¢, gilt nach der Formel 1.2.6 aus [28]
len] < e(u) :=2.028

Wegen = > 3 gilt 0 < u < 1 und damit gilt nach Abschnitt 3.4.9 fiir die Auswertung
der ,Logarithmusfunktion Minus Eins® mit fehlerbehaftetem Argument:

Intp(u) — Inlp(a) 2
InTp(a) < e(Inlp)+ (T+e(Inlp)) -e(u) - m

Fiir € := KPS52 kann die Fehlerschranke mit den folgenden Pascal-XSC Anweisun-

gen berechnet werden:

Epsb2 = 2.220447E-16;

Epslnlp := 2.5082E-16;

EpsU = 2.02 *> Epsb2;

relerr2 := EpsLnlp +> (1 +> EpsLnip) *> EpsU *> (2 /> (1 -< EpsU));
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Man erhélt als Ergebnis die Fehlerschranke
e(arcothyy) := relerr2 = 1.147880588000001 F — 015.

Gesamtfehlerabschétzung:
Der relative Gesamtfehler ergibt sich durch

e(arcoth) := max{e(arcothy),e(arcoth;)} < 1.1479F — 015.

Ergebnisprotokoll:

Relative Fehlerschranke der ffacoth-Funktion: 1.147880588000002E-015

Definitionsbereich fuer x: [ 1.000000000000000E+000, 1.797693134862316E+308]

Fehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:

/* eps(q_....) = 1.147880588000001E-015; */
/* q_...m =1 - eps(q_....) = 9.999999999999984E-001 */
double q_...m = 9007199254740978.0 / 9007199254740992.0;
/* q_...p =1+ eps(q_....) = 1.000000000000002E+000 */
double q_...p = 4503599627370505.0 / 4503599627370496.0;

Gesamtfehlerschranke:
Relative Fehlerschranke fiir q_acth(z) € Sy:  e(qeacth) < 1.1479F — 015 = 10.34 - £*
Absolute Fehlerschranke fiir q_acth(x) € Sp: A(qeacth) < 4.9497F — 324

9.4.4 Algorithmus j acth (Intervallfunktion)

Der Gesamtalgorithmus j_acth zur Berechnung von arcoth(z) fiir Intervallargumente

X =

[2.INF, 2.SUP] stellt sich wie folgt dar:

Benotigte Konstanten:

I.

q-actm := (17 &(q-acth))\/ (1 7 EpsQuer)
gactp = (1 A e(q.acth)) A (1 A EpsQuer)

Falls z.SUP < —1

a) X ist Punktintervall, d.h. 2.INF = 2.SUP
y := q-acth(z.INF)
res.INF:=y [ q_actp
res.SUP:= y [ q_actm

b) X ist echtes Intervall, d.h. 2. INF # 2.SUP
res.INF:= q_acth(x.SUP) [ q_actp
res.SUP:= q_acth(z.INF) [ q_actm
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IT. Falls 2. INF > 1

a) X ist Punktintervall, d.h. 2.INF = 2.SUP
y := q-acth(z.INF)
res.INF:= y [ q_actm
res.SUP:= y [0 q_actp

b) X ist echtes Intervall, d.h. 2. INF # 2.SUP
res.INF:= q_acth(2.SUP) [ q_actm
res.SUP:= q_acth(x.INF) [ q_actp

ITI. Sonst = Fehlermeldung: Invalid Argument

Nun gilt j_acth:= res D arcoth(X') mit res := [res.INF, res.SUP].

135
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Kapitel 10

Intervallarithmetik in ANSI-C

10.1 Definitionen und Mathematischer Hintergrund

Fine Menge A :=[a,a] := {2 € R|a < 2 <@} mit a,@ € IR heifit abgeschlossenes reelles

Intervall. Dabei bezeichnet a = inf A die Unterschranke und @ = sup A die Oberschranke

von A. Die Menge aller solcher Intervalle wird mit /IR := {A = [a,a@] | a <@} bezeichnet.
Die intervallarithmetischen Operationen fiir A, B € TIR werden geméf

AoB:={aob | a€c A be B}

definiert, mit o € {4+, —, -, /}. Man kann zeigen, daf}
A+ B = [a+ba+10]
A—B = [a—ba—}
A-B = [min{a-ba-ba-ba-bt,max{a-b,a-ba-ba
A/B = [a,a)-[1/b,1/b] fir 0 ¢ B

ol
-

gelten.

Beim Rechnen mit Intervallen auf einer Rechenanlage stehen statt der Menge der
reellen Intervalle TIR nur die Menge der Maschinenintervalle 1.5 zur Verfiigung. Fin Ma-
schinenintervall X € 1S

X:=[x,7]={r € Rz <z <7T2,7T € S(b,n)}

ist dabei ein Intervall, dessen Endpunkte Maschinenzahlen des auf dem Rechner zugrunde-
liegenden Gleitkommarasters S(b, n) sind. Man beachte jedoch, dafi ein Maschinenintervall
samtliche reellen Werte zwischen den Endpunkten repriasentiert, d.h. also nach wie vor
das gesamte Kontinuum abdeckt.

Bei der Verkniipfung der Maschinenintervalle kénnen die Endpunkte mit Hilfe von
Gleitkommaoperationen mit gerichteter Rundung optimal berechnet werden. So kann die
FinschlieBungseigenschaft der Intervallrechnung aufrecht erhalten werden. Dies sollte fol-
gendermassen geschehen:

ABB = [aybaAl

ABB = [avgbaAld

A@RB = [mm{avbavbavbavb}max{aAbaAbaAbaAb}]
AhB = [a,@ @[l b 1A fiir0¢ B.
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Weitere Einzelheiten und zusitzliche Erlauterungen kémnen z.B. Alefeld/Herzberger [2]
entnommen werden.

Die bendtigten Operationen mit gerichteten Rundungen werden im TEEE-Standard
754 [4] gefordert und werden heute von vielen Prozessoren zur Verfiigung gestellt. Aller-
dings sind diese Operationen in der ANSI-Norm fiir die Programmiersprache C [3, 22]
nicht vorgesehen und werden von den iiblichen C- und C4++ - Compilern auch nicht zur
Verfiigung gestellt.

Aus diesem Grund setzen wir im folgenden nur voraus, daff von Rechner und Compiler
ein Datenformat double verwendet wird, dafl dem im IEEE-Standard 754 beschriebenen
Format (Darstellung einer Gleitkommazahl mit 64 Bit, Mantissenldnge 53 Bit) entspricht.
Fiir die Verkniipfung zweier Gleitkommazahlen wird ebenfalls vorausgesetzt, dafl sie dem
IEEE-Standard 754 entspricht. Dies bedeutet inshesondere, daf§ fiir alle Rundungsmodi
die folgende Beziehung gilt:

A A

O€{+777'7/} a,bESmit
|a 0 b| € [MinReal MaxReal]

aob—aldb

aob

‘<2-g*. (10.1)

Dabei bezeichnet e* die relative Maschinengenauigkeit. Fiir das Gleitkommaraster S(b,1)
gilt e* 1= 1521*1.

Diese Voraussetzungen werden heute von fast allen Rechnern und Compilern erfiillt.
Insbesondere ist es bei dieser Wahl der Voraussetzungen gleichgiiltig, ob der Compiler den
Rundungsmodus so setzt, dafi das Ergebnis einer Gleitkommaverkniipfung zur néchstge-
legenen Maschinenzahl gerundet wird, oder ob der Compiler den Rundungsmodus iiber-
haupt nicht steuert und einfach den Zufall {iberlafit. Im letzten Fall ist bei einem TEKE-
konformen Prozessor dann einer der folgenden Modi aktiv: Rundung zur néchstgelegenen

Zahl, Rundung in Richtung —oo, Rundung in Richtung oo oder Rundung zur 0.

10.2 Implementierung in ANSI-C

Es miissen zundchst zwei Hilfsfunktionen pred(z) und suce(x) bereitgestellt werden. Die
Funktion pred(z) liefert den Vorganger einer Double-Zahl  im Gleitkommaraster, die
Funktion succ(z) liefert entsprechend den Nachfolger.

7ur Speicherung von Intervallen wird der neue Datentyp a_intv mit zwei Komponen-
ten INF und SUP bereitgestellt:

typedef struct a_intv { double INF, SUP; } a_intv;

Der Namen dieses Datentyps wurde aus Kompabilitdtsgriinden mit dem Laufzeitsy-
stem von Pascal XSC so gewéhlt. Prinzipiell kann der Name dieses Datentyps mit einem
zur Verfiigung gestellten Preprozessor im Quelltext abgeaendert werden. Mit dieser Me-
thode wird z.B. in der Version fiir den FTP-Server dem Benutzer folgender Typname
vorgeben:

typedef struct interval { double INF, SUP; } interval;
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Mit diesem Namen, der auch in dem bereitgestellten C++4+  Interface verwendet wird, ist
sicher eine eingéngigere Programmierung maoglich.

Zusammen mit den Voraussetzungen des vorhergehenden Abschnittes 1483t sich nun
eine einfache Intervallgrundarithmetik wie folgt realisieren:

ABB = [pred(a Bb),succ(a B
AB B = [pred(aBb),succ(@d

A B = [pred(min{a @ ba@balbalb}),
suce(max{@ @0 b,a @ b, @@ b,a [ b})]

A B = [pred(min{afb,alhb,alib,ahb}),
suce(max{@ N b,a [ b,ath b,af b})]

Die Operationen B, B, @ und [ zweier Gleitkommazahlen konnen dabei mit einem

der im TEEE-Standard beschrieben Rundungsmodi ausgefiihrt werden.

Damit bei der spateren Verwendung dieser Intervallarithmetik Verifikationsverfahren
erfolgreich ablaufen kénnen, miissen bei der Implementierung einige Sonderfille (z.B.
richtige Vorzeichenerkennung) beachtet werden. Nahere Details kénnen dem C-Quellcode
im File g_ari.c entnommen werden.

Die beschriebenen Operationen zur Verkniipfung zweier Intervalle werden in der Bi-
bliothek fi_lib.a 7zur Verfiigung gestellt. Zusatzlich werden in dieser Bibliothek Ver-
kniipfungen fiir ein Intervall mit einer Double-7Zahl bereitgestellt.

Da in ANSI-C kein Operatorkonzept verfiighar ist, mufiten die Operationen als Funk-
tionen bereitgestellt werden. Dies fithrt natiirlich im Anwendungsprogramm zu etwas
uniibersichtlichen Funktionsaufrufen (siehe das nachfolgende Beispiel). Aus diesem Grund
wurde versucht, die Namensgebung moglichst einfach zu gestalten. Die Funktionen be-
ginnen mit einer Namensabkiirzung fiir die Operation (add, sub, mult oder div), gefolgt
von einem Strich (_) und zwei Buchstaben (i oder d), die den Datentyp der Operanden
(a_intv oder double) angeben. 7.B. heifit die Funktion zur Addition zweier Interval-
le add_ii, die Funktion zur Multiplikation eines Intervalls als erster Operand mit einer
Double-Zahl als zweiter Operand heifit mul_id.

Die folgende Intervalloperationen werden in fi_ari.h fiir den Intervalldatentyp

typedef struct a_intv { double INF, SUP;} a_intv ;

zur Verfiigung gestellt (evtl. mit Hilfe eines Preprozessors in interval ahgedndert):
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Funktionsdeklaration

Bedeutung

a_intv add_ii(a_intv x,a_intv y) addiert zwei Intervalle x und y
a_intv add di(double x,a_intv y) | addiert double-Zahl z zu Intervall y Addition
a_intv add_id(a_intv x,double y) | addiert Intervall # zu double-Zahl y
a_intv sub_ii(a_intv x,a_intv y) | subtrahiert Intervall y von Intervall x
a_intv sub_di(double x,a_intv y) | subtrahiert von double-Zahl » das In- | Subtraktion
tervall y
a_intv sub_id(a_intv x,double y) | subtrahiert von Intervall x die double-
Zahl y
a_intv mul_ii(a_intv x,a_intv y) | multipliziert zwei Intervalle x und y
a_intv mul_di(double x,a_intv y) | multipliziert double-Zahl x mit Inter- | Multiplikation
vall y
a_intv mul_id(a_intv x,double y) | multipliziert Intervall x mit double-
Zahl y
a_intv div_ii(a_intv x,a_intv y) | dividiert Intervall x durch Intervall y
a_intv div_di(double x,a_intv y) | dividiert double-Zahl # durch Tntervall | Division
Yy
a_intv div_id(a_intv x,double y) | dividiert Intervall # durch double-Zahl
Yy
a_intv eq_ii(a_intv y) Zuweisungsoperator  fiir  Intervalle
(kann auch weggelassen werden) 7 .
- - - - - uweisungen
a_intv eq.di(double y) double-7Zahl wird einem Punktintervall
zugewiesen
int in_ii(a_intv x,a_intv y) liefert 1, falls Tntervall  C Tntervall y,
sonst, ()
int in_di(double x,a_intv y) liefert 1, falls = € y, sonst 0
int ieq_ii(a_intv x,a_intv y) liefert 1, falls beide Intervalle identisch,
sonst, ()
int is_ii(a_intv x,a_intv y) liefert 1, falls 2. INF < y.INF und
2.SUP < y.SUP, sonst (
int ig_ii(a_intv x,a_intv y) liefert, 1, falls 2. JNF > y.INF und | logische
2.SUP > y.SUP, sonst (
int ise_ii(a_intv x,a_intv y) liefert. 1, falls 2. INF < y.INF und | Operatoren
2.SUP < y.SUP, sonst (
int ige ii(a_intv x,a_intv y) liefert 1, falls . INF > y.INF und
2.SUP > y.SUP, sonst (
int dis_ii(a_intv x,a_intv y) liefert, 1, falls x Ny = @, sonst 0
double tmid(a_intv x) liefert Mittelpunkt des Intervalls
double t_diam(a_intv x) liefert Durchmesser des Intervalls sonstige
a_intv hull(a_intv x,a_intv y) liefert konvexe Hiille der Intervalle 2 | Funktionen

und y

a_intv intsec(a_intv x,a_intv y)

liefert das TIntervall x Ny, falls es exi-
stiert




Kapitel 11

Bereitgestellte Versionen

Es hat sich herausgestellt, daf fiir die verschiedenen, vorhandenen Anwendungswiinsche
unterschiedliche Versionen der Bibliothek benétigt werden. Um bei spiteren Anderungen
und Korrekturen die Fehleranfélligkeit zu minimieren, wurde eine sogenannte Urversion
implementiert (Ursprungsquelltext) aus der dann (groBtenteils automatisch) mit Hilfe
von Skripten und eines Preprozessors die anderen benétigten Versionen generiert werden
konnen. Anderungen an der Bibliothek sollten damit immer an der Urversion erfolgen.
Hinweise zur Generierung der abgeleiteten Versionen konnen dem Anhang entnommen
werden.

11.1 ANSI-C Version

11.1.1 TImplementierung der Bibliothek

Die ANSI-C Version bhendtigt keine Funktionen aus dem Pascal-XSC Laufzeitsystems.
7um Ubersetzen muB ein eigenes Headerfile o_defs.h verwendet werden.

Die Headerfiles q_defs.h,q_fcth.hund q_errm.hunterscheiden sich in einigen Punk-
ten von denen der Pascal-XSC Version. Da nicht auf die Funktionen fiir das Fehlerhandling
von Pascal-XSC zuriickgegriffen werden kann, werden die Ausgabe der Fehlermeldung, so-
wie eine Funktion zum Programmabruch im File q_errm.c zur Verfiigung gestellt. Der
Benutzer kann in diesem File sehr leicht verdndern, wie sich seine Programme im Fehlerfall
verhalten sollen (siehe auch Kapitel 12).

Zusétzlich steht fiir diese Version eine einfache und schnelle Intervallgrundarithmetik
zur Verfiigung. Der hierfiir bendtigte Quellcode befindet sich in den Files £i_1ib.h und
fi_lib.c.

11.1.2 ANSI-C Version fiir den FTP-Server
7Zur Bereitstellung auf dem FTP-Server wurde die oben beschriebene ANSI-C Version

modifiziert. Befehle, die in dieser Version nicht benétigt werden, wurden mit Hilfe ei-
nes Preprozessors entfernt. Dies betrifft insbesondere die Fehlerbehandlung (vergleiche
Kapitel 12). Weiter wurden an den Anfang jeder Datei Kommentarzeilen mit der Versi-
onsnummer, Hinweisen zum Copyright usw. eingefiigt. Alle bendtigten Headerfiles wurden
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zu einer Datei names £i_11ib.h zusammengefasst. Der in der urspriinglichen ANSI-C Ver-
sion aus Kompatibilitatsgriinden gewédhlte Name a_intv fiir den Intervalldatentyp wurde
in interval umbenannt.

Ziel dieser Modifikationen war, eine grofere Ubersichtlichkeit im Programmecode zu
erreichen und die Benutzung der Bibliothek zu erleichtern.

Zusétzlich wurde diese Version um eine einfach Intervallgrundarithmetik (siehe Kapitel

10) und erste Anwendungsbeispiele (sieche Anhang D) ergédenzt.
Die erste Version wurde am 20.8.1997 zur freien Benutzung zur Verfiigung gestellt und
ist unter der Adresse

iamk4515.mathematik.uni-karlsruhe.de
im Verzeichnis

pub\iwrmm\software

per ,anonymous“ FTP erhiltlich. Alternativ kann auch im WWW iiber die Seiten des
Institus fiir Angewandte Mathematik (TAM) bzw. die Seiten des Instituts fiir Wissen-
schaftliches Rechnen und Mathematische Modellbildung (TWRMM)

http://www.uni-karlsruhe.de/"iam/lehrstuhl2.html
http://wuw.mathematik.uni-karlsruhe.de/” iwrmm

auf dem FTP-Server zugegriffen werden.

11.2 Version mit C+-+ Schnittstelle

Die ANSI-C Version fir den FTP-Server wurde um eine C++4+ Schnittstelle erweitert.
Durch die in C4++ vorgesehenen Konzepte der Funktionsiiberladung und der Operatorde-
finition kann die Benutzung der Bibliothek im Anwendungsprogramm wesentlich verein-
facht werden. Dies wird auf eindrucksvolle Weise durch die ANSI-C und C++ Beispiel-
programm im Anhang D belegt. Das bereitgestellte Headerfile mit den entsprechenden
Definitionen und Deklarationen ist im Anhang C abgedruckt.

11.3 Pascal XSC Versionen

In diesen Versionen werden Funktionen des Laufzeitsystem von Pascal XSO mithenutzt.
So werden 7z.B. fiir die Bildung des Vorgingers bzw. Nachfolgers einer Gleitkommazahl
die in Pascal XSC bereits vorhanden Funktionen benutzt oder im Fehlerfall wird das
Fehlerhandling des Laufzeitsystems aufgerufen.

11.3.1 Modul ff_ari zu Pascal-XSC

Um auch in den &lteren Versionen von Pascal XSC das Arbeiten mit den neuen Stan-
dardfunktionen zu ermdéglichen, wurde ein Modul namens ff_ari.p erstellt. Nach dem
Einbinden dieses Moduls in ein Anwendungsprogramm mit dem Kommando use kénnen
die neuen Funktionen verwendet werden. Beim Aufruf mufl vor den bekannten Funk-
tionsnamen ein ff davorgestellt werden, also z.B. ffexp statt exp fiir den Aufruf der
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Exponentialfunktion. Fin Vorteil dieser Methode ist, dafi die neuen und die bisherigen
Standardfunktionen in einem Programm gleichzeitig verwendet werden kénnen. Auf diese
Weise ist auch ein sehr einfaches Testen der neuen Funktionen durch Vergleich mit den
bisherigen Funktionen maoglich.

11.3.2 Version fiir Laufzeitsystem

In die neueren Versionen des lLaufzeitsystems von Pascal XSC wurden die Standard-

einer Standardfunktion in einem Programm werden dann automatisch die neuen schnellen
Funktonen verwendet.

11.4 C-XSC Version

Bei einem bereits geplanten Redesign von C XSC sollen die neuen Funktionen auch hier
eingebunden werden. Hierzu soll die ANSI-C Version verwendet werden.

11.5 Fortran— XSC Version

In Zusammenarbeit mit Prof. Dr. W. Walter (Universitat Dresden) und Dr. R. Lohner
(Universitdt Karlsruhe) wurde eine Version der Bibliothek in das neu entstehende Fortran

XSC integriert.

Als Schnittstelle zwischen Fortran und ANSI-C wurde hierzu ein Interface xscstd.f9p
als Fortran Modul von Dr. R. Lohner entwickelt. An der Bibliothek selbst mufiten meh-
rere Anderungen durchgefithrt werden. So wurden alle Funktions- und Dateinamen um-
benannt.
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ANSI-C | Fortran XSC ANSI-C | Fortran XSC
g-acos racos j_acos 14008
g-acot racof j-acot 1acot
q.acsh racosh j_acsh iacosh
q.acth racoth j_acth iacoth
g.asin rasin j_asin 1asin
q-asnh rasinh j_asnh iasinh
g-atan ratan j-atan 1atan
q.atni ratnl j_atnh iatanh
g-atnh ratanh j-cos 1c0s

q-cos rCOos j_cosh icosh
g_cosl rcos| j_cot icot
q_cosh rcosh j_coth icoth
g_cot rcot j-ex10 iexpl0
q_coth rcoth j_exp iexp
q_cthi rcthl j_exp2 iexp?2
q_epl repl j_expm iexpml|
q_epml repm| j-1g10 ilog10
q-ex10 rexpl0 j-lgip iloglp
q_exp rexp jlog ilog
q_exp2 rexp?2 j-log2 ilog?2
q_expm rexpm| j_sin 1SN
q-1g10 rlog10 j-sinh isinh
qlgip rloglp j_sqr isqr
q-log rlog j_sqrt isqrt
q-logl rlogl j_tan itan
q-log?2 rlog?2 j_tanh itanh
g_sin rsin
g_sini rsinl
q_sinh rsinh
q-sqr rsqr
q-sqrt rsqrt
gq-tan rtan
q_tanh rtanh

Der Intervalldatentyp a_intv wurde in interval umbenannt. Alle benétigten Deklara-
tionen wurden in einem Headerfile zusammengefafit, die entsprechenden #include An-
weisungen in den einzelnen Dateien angepafit.

Weiter muBten Aufgrund der unterschiedlichen Ubergabemechanismen des verwende-
ten C Compilers und Fortran Compilers bei der Argumentiibergabe die Parameterlisten
abgeéndert werden. Dabel wurden alle Wertaufrufe durch Referenzaufrufe ersetzt.

Die Umbenennungen kénnen mit Hilfe eines Skripts automatisch durchgefithrt wer-
den. Die Anderungen in der Parameterliste der einzelnen Funktionen kann zur Zeit nicht
vollautomatisch ausgefithrt werden, hier ist bei den einzelnen Funktionen ein manuelles
FEingreifen erforderlich.
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Fiir die Fortran XSC Version wurden zusétzlich spezielle Testprogramme erstellt bzw.
angepafit, damit bei einer Ubertragung auf eine andere Rechnerplattform die Korrektheit
der Bibliothek tiberpriift werden kann.
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Kapitel 12

Fehlerbehandlung (,,error handling*)

12.1 Allgemeine Bemerkungen und Hinweise

Da die Funktionsbibliothek einerseits eigenstiandig verfiighar sein soll (ANSI C), ande-
rerseits aber auch gemeinsam mit bestehenden Laufzeitsystemen (Pascal XSC, C XSC,
Fortran XSC) verwendet werden soll, muBten Wahlmaoglichkeiten fiir verschiedene Arten
der Fehlerbehandlung (error handling) vorgesehen werden.

Aus diesem Grund wurden die eigentlichen Funktionen im Ursprungsquelltext in den
folgenden Programmrahmen integriert:

/* Einbinden von Headerfiles, Kommentare usw. */

#ifdef LINT_ARGS

local double gq_name(double x)
#else

local double gq_name(x)

double x;
#endif
{

#ifdef PXSCTRAP
E_SPUSH("q_name");
#tendif

/* Eigentlicher Quellcode der Funktion */
#ifdef PXSCTRAP

E_SPOPP("q_sqrt");
#tendif

}

Bei gemeinsamer Verwendung der Bibliothek mit dem Laufzeitsystem von Pascal XSC
kann mit Hilfe des Preprozessors durch Setzen von PXSCTRAP erreicht werden, dafi zu
Beginn einer Funktion der Funktionsname auf einen Stapelspeicher gelegt wird. Dadurch
ist im Fehlerfall eine Riickverfolgung der Fehlerursache méglich. Nach dem korrekten

147
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Verlassen einer Funktion (d.h. es trat wahrend der Abarbeitung kein Fehler auf) wird der
entsprechende Funktionsname wieder vom Stapelspeicher entfernt. Zur Manipulation des
Stapelspeichers werden die Routinen E_SPUSH und E_SPOPP aus dem lLaufzeitsystem von
Pascal XSC verwendet.

Falls der oben genannte Stapelspeicher und damit die Riickverfolgung der Fehlerur-
sache nicht benutzt wird, besteht die Moglichkeit, die entsprechenden Befehle aus dem
Ursprungsquelltext mittels eines eigenen Preprozessors zu entfernen. Der Programmtext
wird hierdurch iibersichtlicher und einfacher lesbar. Bei der Bibliotheksversion, die per

FTP-Server zur Verfiigung gestellt wird (ANST C Version) wird dies verwendet.

12.2 ANSI-C Version

Es wurde bewufit nur eine einfache Art der Fehlerbehandlung implementiert. Dem Benut-
zer wird dadurch auch die Méglichkeit gegeben, die Fehlerbehandlung an seine Bediirfnis-
se anzupassen. Anderungen miissen in diesem Fall in den beiden Dateien q_errm.h und

qg_errm.c durchgefithrt werden.
Die implementierten Standardfunktionen rufen im Fehlerfall eine der folgenden Funk-
tionen auf:

double q_abortnan(int n, double *x, int fctn)
double q_abortri(int n, double *x, int fctn)
a_intv q_abortr2(int n, double #*x1, double *x2, int fctn)

Beim Aufruf wird eine ,,Funktionsnummer® fctn mit iibergeben. Anhand dieser Funk-
tionsnummer 148t sich identifizieren, in welcher Standardfunktion der Fehler aufgetreten
ist. Die Zuordnung dieser Funktionsnummern kann der folgenden Tabelle entnommen
werden.

N ) Name  Funkti .
mmer ame Hition . Nummer Name  Funktion
0 g_sqrt  Wurzelfunktion

. 14 g_asin Arkussinus
! q-sar Quadratfunktion 15 g_acos Arkuscosinus
. . 1 t Arkustangens
2 q_exp Exponentialfunktion 1? -2 in Arklm ar;gen@
3 g_expm Exponentialfkt.-minus-Eins q-actn rruscotangens
4 2 F ntialfkt. Basis 2 . .
' q- XPONENLIATHE. DBast: 19 g_cosh Cosinus hyperbolicus
. . 2 tanh Tangens hyperbolicus
6 q_log Logarithmusfunktion 2? q_c::h Oirt]f:n:q ﬁlpe;ﬂ(;o]]::;
7 q_1lgip TLogarithmusfkt. von (z + 1) q- /OTAnges nype -
L e B g A
' 9--8 ogart A 23 g_acsh Areacosinus
. . 24 tnh  Areatangens
10 g_sin Sinusfunktion 95 q_zc:h A:i:cz?fsn:nq
11 q_cos Cosinusfunktion ' - acotangens
12 g_tan  Tangensfunktion
. 2 Mant., E . ;.
13 g_cot Cotangensfunktion 6 q-comp ant., Fxpo., Vz

Fiir die Intervallfunktionen j_777?7? werden die gleichen Funktionsnummern verwendet,
wie fiir die zugehorigen Punktfunktionen q_7777.

Die Fehlerart wird durch den Parameter n bestimmt. Die folgenden Fehlerarten werden
in der Datei o_defs.h definiert und verwendet:



Bedeutung

Unzulassiges Fingabeargument

12.3. UBERSICHT FEHLERVERHATTEN
Nummer Name
1 INV_ARG
2

OVER_FLOW Frgebnis im Uberlaufbereich

12.3 Ubersicht Fehlerverhalten

149

I'm folgenden ist eine Tabelle angegeben, aus der das Verhalten bei den wichtigsten Feh-

lerursachen fiir die elementaren Punktfunktionen entnommen werden kann.

Funktion | sNaN/qNaN —00 00 v ¢ D
sqr Frror: NaN | OVER_FLOW | OVER_FLOW | OVER_FLOW
sqrt Error: NaN INV_ARG 00 INV_ARG
exp Error: NaN 0 OVER_FLOW | OVER_FLOW
expml Error: NaN —1 OVER_FLOW | OVER_FLOW
log Frror: NaN INV_ARG INV_ARG INV_ARG
loglp Frror: NaN INV_ARG INV_ARG INV_ARG
sinh Frror: NaN | OVER_FLOW | OVER_FLOW | OVER_FLOW
cosh Frror: NaN | OVER_FLOW | OVER_FLOW | OVER_FLOW
tanh FError: NaN —1 +1 INV_ARG
coth FError: NaN —1 +1 INV_ARG
arsinh Frror: NaN INV_ARG INV_ARG INV_ARG
arcosh Frror: NaN INV_ARG INV_ARG INV_ARG
artanh Frror: NaN INV_ARG INV_ARG INV_ARG
arcoth Frror: NaN INV_ARG INV_ARG INV_ARG
sin Frror: NaN INV_ARG INV_ARG INV_ARG
cO8 Frror: NaN INV_ARG INV_ARG INV_ARG
tan Frror: NaN INV_ARG INV_ARG INV_ARG
cot, Frror: NaN INV_ARG INV_ARG INV_ARG
arcsin Frror: NaN INV_ARG INV_ARG INV_ARG
arccos Frror: NaN INV_ARG INV_ARG INV_ARG
arctan Frror: NaN INV_ARG INV_ARG INV_ARG
arccot Frror: NaN INV_ARG INV_ARG INV_ARG
exp? Error: NaN 0 OVER_FLOW | OVER_FLOW
expl0 Error: NaN 0 OVER_FLOW | OVER_FLOW
log?2 Frror: NaN INV_ARG INV_ARG INV_ARG
log10 Frror: NaN INV_ARG INV_ARG INV_ARG

Der Tabelleneintrag ,,Error: NaN“ bedeutet, daf§ das Programm abgebrochen wird. In

der vorhandenen Implementierung wird dabei nicht zwischen sNaN und gNaN (,;signaling®



150 KAPITEL 12. FEHLERBEHANDLUNG (,ERROR HANDLING*)

und ,quiet® NaN) unterschieden. Diese Unterscheidung und ein daraus resultierendes
unterschiedliches Verhalten kann allerdings leicht in den Quellcode der beiden Dateien

g_errm.h und q_errm.c eingebaut werden.



Kapitel 13

Tests und Laufzeitvergleiche

13.1 Testen der Standardfunktionen

7Zunéchst wurden die Routinen der neuen Bibliothek fi_1ib gegen bestehende XSC
Versionen und gegen Langzahlintervallversionen (unter Verwendung von mpi_ari) gete-
stet (Inklusionstest). Siehe hierzu auch Abschnitt F.3.

Desweiteren wurde ein Testprogramm (Z.R. ANSI C Version: fi_test.c) zum Uber-
priifen der Korrektheit einer Installation entwickelt.

13.2 Laufzeitmessungen

Aufgrund der beobachteten starken Schwankungen bei den Laufzeitmessungen sollten die
folgenden Tabellen nur als Anhaltspunkt interpretiert werden. Die Tests wurden mit der
Pascal-XSC Version £f_ari realisiert (sieche Abschnitt 11.3.1).

13.2.1 Pascal-XSC Version auf PC unter LINUX

Geschwindigkeit der ff-Funktionen (Punktversionen)
Mit wieviel Zufallszahlen ? 100

Fkt-Name ff_ari P-XSC Faktor

exp 0.2794 69.9000 250.1790
exp?2 0.2754 72.6000 263.6166
expl10 0.2731 72.3000 264.7382
1n 0.5636 52.1000 92.4414
log2 0.8163 54.3000 66.5197
log10 0.8298 55.8000 67.2451
sin 0.4403 138.5000 314.5583
cos 0.6607 175.5000 265.6274
tan 0.8092 100.0000 123.5788
cot 0.8256 99.7000 120.7607
arcsin 0.3537 90.2000 255.0184
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arccos 0.3390 95.9000 282.8909
arctan 0.2832 34.0000 120.0565
arccot 0.3127 46.6000 149.0246
sinh 0.2696 76.6000 284.1246
cosh 0.4549 72.0000 158.2765
tanh 0.3007 79.4000 264.0505
coth 0.6183 74.3000 120.1682
arsinh 0.6057 82.3000 135.8758
arcosh 0.8137 104.3000 128.1799
artanh 0.4339 83.4000 192.2102
arcoth 0.7022 56.4000 80.3190
expml 0.2828 72.9000 257.7793
Inlp 0.3008 16.2000 53.8564
sqrt 0.3277 54.5000 166.3106

Geschwindigkeit der ff-Funktionen (Intervallversionen mit Punktintervallen)
Mit wieviel Zufallszahlen 7 100

Fkt-Name ff_ari P-XSC Faktor

exp 0.4452 151.2000 339.6226
exp?2 0.4601 161.1000 350.1413
expl10 0.4906 160.5000 327.1504
1n 0.6616 116.0000 175.3325
log2 0.9047 124.2000 137.2831
log10 0.9409 129.1000 137.2091
sin 0.6523 272.7000 418.0592
cos 0.8874 331.6000 373.6759
tan 1.2839 195.0000 151.8810
cot 1.1845 197.4000 166.6526
arcsin 0.2580 182.3000 706.5891
arccos 0.3815 195.4000 512.1887
arctan 0.2445 76.4000 312.4744
arccot 0.3517 103.8000 295.1379
sinh 0.3767 156.9000 416.5118
cosh 0.5533 149.5000 270.1970
tanh 0.4164 170.8000 410.1825
coth 0.7107 157.9000 222.1753
arsinh 0.7279 173.1000 237.8074
arcosh 0.8530 213.4000 250.1758
artanh 0.6111 166.5000 272.4595
arcoth 0.9057 121.6000 134.2608
expml 0.4088 160.0000 391.389%4
Inip 0.3892 72.1000 185.2518
sqrt 0.8388 57.6000 68.6695

Geschwindigkeit der ff-Funktionen (Intervallversionen)
Mit wieviel Zufallszahlen 7 100
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Fkt-Name ff_ari P-XSC Faktor
exp 0.7452 148.8000 199.6779
exp?2 0.8243 159.6000 193.6188
expl10 0.8828 159.7000 180.9017
1n 1.2616 117.3000 92.9772
log2 1.7449 124.0000 71.0642
log10 1.7341 123.1000 70.9878
sin 1.4352 261.3000 182.0652
cos 1.5748 312.9000 198.6919
tan 2.3081 194.1000 84.0951
cot 2.5268 196.2000 T7.6476
arcsin 0.3431 190.6000 555.5232
arccos 0.7800 201.3000 258.0769
arctan 0.3113 77.7000 249.5985
arccot 0.6926 102.9000 148.5706
sinh 0.7395 158.0000 213.6579
cosh 1.0933 151.7000 138.7542
tanh 0.7313 160.1000 218.9252
coth 1.3272 151.3000 113.9994
arsinh 1.3961 174.7000 125.1343
arcosh 1.5687 211.8000 135.0163
artanh 1.1693 170.9000 146.1558
arcoth 1.6068 117.2000 72.9400
expml 0.8230 158.3000 192.3451
Inip 0.7329 68.8000 93.8737
sqrt 1.2515 106.7000 85.2577

13.2.2 Pascal-XSC Version auf SUN-Workstation

Geschwindigkeit der ff-Funktionen (Punktversionen)
Mit wieviel Zufallszahlen ? 100

Fkt-Name ff_ari P-XSC Faktor

exp 0.4460 120.3000 269.7309
exp?2 0.4444 125.8000 283.0783
expl10 0.4379 126.6000 289.1071
1n 1.1155 89.8000 80.5020
log2 1.6150 93.0000 B57.5851
log10 1.6314 95.3000 58.4161
sin 0.9230 234.9000 254.4962
cos 1.1086 293.1000 264.3875
tan 0.9337 167.2000 179.0725
cot 1.2697 166.9000 131.4484
arcsin 0.6135 155.2000 252.9747
arccos 0.4804 168.1000 349.9167
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arctan 0.5187 59.8000 115.2882
arccot 0.4442 82.7000 186.1774
sinh 0.4497 119.5000 265.7327
cosh 0.8874 110.1000 124.0703
tanh 0.7432 128.3000 172.6319
coth 0.6590 116.6000 176.9347
arsinh 0.8278 149.7000 180.8408
arcosh 0.9994 184.0000 184.1105
artanh 0.7819 140.8000 180.0742
arcoth 1.0526 98.6000 93.6728
expml 0.7513 122.4000 162.9176
Inlp 0.5514 24.9000 45.1578
sqrt 0.7703 97 .9000 127.0933

Geschwindigkeit der ff-Funktionen (Intervallversionen)
Mit wieviel Zufallszahlen 7 100

Fkt-Name ff_ari P-XSC Faktor

exp 1.6990 252.9000 148.8523
exp?2 1.1413 269.8000 236.3971
expl10 1.7972 273.9000 152.4037
1n 1.6925 189.3000 111.8464
log2 3.4329 206.6000 60.1824
log10 2.5904 205.8000 79.4472
sin 1.3631 384.8000 282.2977
cos 2.2152 443.9000 200.3882
tan 0.8836 293.3000 331.9375
cot 3.0283 297 .5000 98.2399
arcsin 0.4414 314.5000 712.5057
arccos 1.1325 342.2000 302.1634
arctan 0.4120 128.3000 311.4078
arccot 1.0601 176.7000 166.6824
sinh 1.3475 246.3000 182.7829
cosh 1.4725 227.7000 154.6350
tanh 1.5304 258.3000 168.7794
coth 2.1322 237.4000 111.3404
arsinh 1.9517 291.5000 149.3570
arcosh 2.0986 364.3000 173.5919
artanh 1.8760 277 .0000 147 .6546
arcoth 2.1742 192.9000 88.7223
expml 1.4311 263.2000 183.9145
Inip 1.5785 110.9000 70.2566
sqrt 1.8696 187.9000 100.5028

13.2.3 Pascal-XSC Version auf der SP/2

Geschwindigkeit der ff-Funktionen (Punktversionen)
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Mit wieviel Zufallszahlen ? 100

Fkt-Name ff_ari P-XSC Faktor
exp 0.4300 36.9000 85.8140
exp?2 0.4311 38.2000 88.6105
expl10 0.4257 38.2000 89.7346
1n 0.5413 28.0000 51.7273
log2 0.9485 28.4000 29.9420
log10 0.9460 28.0000 29.5983
sin 0.5793 73.7000 127.2225
cos 0.5901 90.8000 153.8722
tan 0.5871 50.6000 86.1863
cot 0.6307 51.1000 81.0211
arcsin 0.4632 44,0000 94.9914
arccos 0.4602 47 .4000 102.9987
arctan 0.4289 18.2000 42.4341
arccot 0.4417 24.4000 55.2411
sinh 0.4430 38.2000 86.2302
cosh 0.5137 36.3000 70.6638
tanh 0.4442 41.3000 92.9761
coth 0.4965 37.5000 75.5287
arsinh 0.6249 43.9000 70.2512
arcosh 0.6739 52.3000 77.6080
artanh 0.5336 43.2000 80.9595
arcoth 0.6396 29.8000 46.5916
expml 0.4257 37.3000 87.6204
Inip 0.4578 8.6000 18.7855
sqrt 0.4620 24.9000 53.8961

Geschwindigkeit der ff-Funktionen (Intervallversionen mit Punktintervallen)
Mit wieviel Zufallszahlen 7 100

Fkt-Name ff_ari P-XSC Faktor
exp 0.5404 77.2000 142.8571
exp?2 0.5613 82.9000 147.6929
expl10 0.5619 81.2000 144 .5097
1n 0.6096 60.0000 98.4252
log2 1.0133 64.4000 63.5547
log10 1.0107 63.4000 62.7288
sin 0.3099 137.6000 444 .0142
cos 0.7233 166.0000 229.5037
tan 0.7854 98.0000 124.7772
cot 1.0813 98.5000 91.0941
arcsin 0.2304 89.7000 389.3229
arccos 0.5150 96.6000 187.5728
arctan 0.2200 40.3000 183.1818
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arccot 0.5039 52.2000 103.5920
sinh 0.5217 79.7000 152.7698
cosh 0.5951 75.5000 126.8694
tanh 0.5428 84.1000 154 .9374
coth 0.5637 78.1000 138.5489
arsinh 0.8106 91.8000 113.2494
arcosh 0.7528 105.0000 139.4793
artanh 0.6275 90.6000 144 .3825
arcoth 0.71569 62.6000 87.4424
expml 0.5095 79.6000 156.2316
Inlp 0.5289 35.8000 67.6877
sqrt 0.79567 26.8000 33.6810



Anhang A

Tabellen und Daten zu den
Standardfunktionen

A.1 Verzeichnisstruktur der Urversion

Alle im Verlauf dieses Projekts entstandenen Programme und Dateien sind in der gepack-
ten Datei £f.tgz enthalten. Beim Entpacken mit

gunzip ff.tg=z
tar xf ff.tar

wird die folgende Verzeichnisstruktur (beginnend im aktuellen Verzeichnis) angelegt:

Verzeichnisstruktur der Urversion:

fastfunc
I
|- ansi_c Verzeichnis der ANSI-C Version
I I
[ |- compile Batch-Files (’compall.cc’,’compall.gcc’, ...) zum
I I Erzeugen der Bibliothek
I |- hp Enthaelt uebersetzte Version der Bibliothek
I I
I [- linux Enthaelt uebersetzte Version der Bibliothek
I I
I |- sun_gcc Enthaelt uebersetzte Version der Bibliothek
I I (fuer SUN-Sparc mit SUNOS 5.3, GNU-C-Compiler 2.6.2)
I |- test Verschiedene Testprogramme
I
|- doku Dokumentation
I
|- estimate Programme, die fuer die Fehlerabschaetzungen
I I verwendet wurden
I I
I |- approx Bestimmung des mathematischen Approximationsfehlers
I I
I |- epsb2 Programme zur Fehlerabschaetzung
I

157
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|- eps5B3 Programme zur Fehlerabschaetzung

|- modules Module, die fuer die Fehlerabschaetzungen
verwendet wurden

- f _xsc Testprogramme fuer Version zu Fortran-XSC
| Headerfile libstdf.h

|- gen_utils Skripte und Preprozessordatei zur Erzeugung der
Version zu Fortran-XSC

- ftp Testprogramme fuer FTP-Version, Headerfile
| fi_lib.h, C++ Interface

|- example Erste Beispielprogramme

|- gen_utils Skripte und Preprozessordatei zur Erzeugung der
Version fuer FTP-Server

- misc Programme zur Konstantengenerierung, Hilfsprogramme
- p_xsc
I
|- compile Batch-Files ("compall.cc’,’compall.gcc’, ...)
I I zum Erzeugen der Bibliothek
I [- rts
I I
| |- rts_hp
I I
I [- rts_sun
I
|- hp Enthaelt uebersetzte Version der Bibliothek
I
|- linux Enthaelt uebersetzte Version der Bibliothek
I
|- sun_gcc Enthaelt uebersetzte Version der Bibliothek
I
|- test Testprogramme
- source Enthaelt die Quellfiles der Funktionen
I
|- source_c Enthaelt die fuer die ANSI-C-Version benoetigten
| Header-Files und weitere Funktionen
|- source_p Quellfiles, die nur fuer die PASCAL-XSC-Version
I benoetigt werden
|- source_f Quellfiles, fuer die Version zu Fortran-XSC

I (geaenderte Parameterliste bei Argumentuebergabe)

Zusétzlich  werden  noch die  Programme aktuell.bat, gen_ftp.bat und
gen_fxsc.bat zur Generierung von verschiedenen Versionen hereitgestellt.
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A.2 Erzeugen einer Bibliothek fiir ANSI-C

Verwendet werden hierzu die Quellfiles in source und in source/source_c, sowie die
entsprechende compall-Datei in ansi_c/compile.
Vorgehensweise:

T) Im Verzeichnis source/source_c muf} die Datei o_defs.h editiert werden. Bei P(Cs
muflin Zeile 7 der Fintrag #define INTEL 1, aufanderen Rechnern mufy der Eintrag
#define INTEL O stehen.

ﬂ) In das Verzeichnis ansi_c/compile wechseln

a) HP-Workstation: Aufruf von compall.hp
b) SUN-Workstation: Aufruf von compall.sun

¢) PC unter LINUX: Aufruf von compall.cc oder compall.gcc
(je nach Aufruf des C-Compilers mit cc oder gec)

d) Sonst: Aufruf von compall.cchzw. compall.gcc. Bei Problemen miissen even-
tuell die Compileraufrufe in der Datei compall.cchzw. verb compall.gce
abgeaendert werden oder es miissen noch Compileroptionen hinzugefiigt wer-
den.

TTT) Es miissen die folgenden Dateien erzeugt worden sein:
fi_ari.hund fi_ari.a

IV) Erster Test der Funktionen:
Hierzu die Dateien fi_ari.* in das Verzeichnis ansi_c/test kopieren und das
Testprogramm testen.c iibersetzen und starten. Dies kann mit Hilfe der Batchpro-
gramme testen.cc, testen.gcc bzw. testen.hp durchgefithrt werden. Auf dem
Bildschirm muf} die Meldung Test der Funktionen: Alles OK! ausgegeben wer-
den.

A.3 Erzeugen einer Bibliothek fiir C4++

Das Vorgehen ist véllig analog zur Frzeugung einer Bibliothek fiir ANSI-C.

A.4 README File der fi_1ib-Installation

/*********************************************************************/

/* */
/* fi_1ib --—- A fast interval library (Version 1.1) */
/* */
/* Authors: */
/¥ ———————= */
/* Werner Hofschuster, Walter Kraemer */
/* Institut fuer Wissenschaftliches Rechnen */

/* und Mathematische Modellbildung (IWRMM) and */
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/* Institut fuer Angewandte Mathematik */
/% Universitaet Karlsruhe (TH) */
/* */
/* Disclaimer: */
[ */

/* This Library is distributed in the hope that it will be useful, */
/* but WITHOUT ANY WARRANTY; without even the implied warranty of  */
/* MERCHANTABILITY or FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. */
/* Neither the Institut fuer Angewandte Mathematik nor any other */
/* facility are responsible for this software. This software does */
/* mnot grant for anything and you can’t make the autors responsible */

/* for any possible damages or errors! */
/* */
/* Copyright: */
/¥ —mmmmmmmo */
/* This package is proprietary of the authors. It may be freely */
/* distributed but must not be changed or used for commercial */
/* purposes without permission of the authors. */
/* */

/*********************************************************************/

Some remarks about the ANSI-C library fi_lib:

The main features of the new library, called fi_lib

(fast interval library) are:

- Fast table look-up algortihms are used for the basic functions
like arctan, exp or log

- All elementary function routines are supplied with reliable relative
error bounds of high quality.

The error estimates cover rounding errors, errors introduced by
not exactly representable constants as well as
approximation errors (best approximations with reliable error bounds).

— All error estimates are reliable worst-case estimates, which
have been derived using interval methods.

- We only insist in a faithful computer arithmetic. The routines do not
manipulate the rounding mode of basic operations (setting the rounding
mode may be rather expensive).

- No higher precision internal data format is used. All computations
are done using the IEEE-double format (64 bit).

- A C++ interface for easier use is also supplied with the library.

- To get good portability all programs are written in ANSI-C.

- Source code and some applications are available via anonymous ftp
(public domain):

FTP://iamk4515.mathematik.uni-karlsruhe.de
Directory: /pub/iwrmm/software

Improvements and extensions of the library are still in progress.
Please contact from time to time our FTP server.

Please send bugs and comments per e-mail to
werner .hofschuster@math.uni-karlsruhe.de or
walter.kraemer@math.uni-karlsruhe.de
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How to unpack the source code of the library fi_1ib?

Use the commands

gunzip fi_lib.tg=z
tar xf fi_lib.tar

They generate the directory tree

fi_ 1ib (source code and makefile)
|
[-————— test (integrity test )
|
|-—————- example (some simple applications)

To compile the source code, change the directory
cd fi_lib

and select the correct entries in the configuration section
at the beginning of file ’fi_lib.h’, then use the command

make all

If you have problems with the make command on MS-DOS/Windows PC’s you
can use the batch file ’compall.bat’.

If you have problems:

1. Check the configuration section in file ’fi_lib.h’
Check the call of the C-compiler in the Makefile (e.g. CC = cc or

= gcc or
3. Check the call of the C++ compiler in the Makefile (e.g. CPP = CC or
= g++ or

4. Check the options for the compiler in the Makefile
(e.g. on HP-Workstations you must probably use CFLAGS= -Aa and COPT = -0)
or in the batch file compall.bat

5. Compile the library without any optimization options (e.g. without -0 or
-02). Some compilers do some nasty things here.

History

1997/08/20 (Version 1.0) First version available on the FTP-server.

1998/03/18 (Version 1.1) Some modifications in the interval routines
for the basic operations and in the error handling routines
have been made (e.g. the input/output of intervals and the
test program fi_test have been modified).
Also some simple application programs have been added.

161
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A.5 FErzeugen einer Bibliothek fiir Pascal-XSC

Verwendet werden hierzu die Quellfiles in source und in source/source_p, sowie die
entsprechende compall-Datei in p_xsc/compile.
Vorgehensweise:

I) In das Verzeichnis p_xsc/compile wechseln

a) HP-Workstation: Aufruf von compall.hp
b) SUN-Workstation: Aufruf von compall.sun

¢) PC unter LINUX: Aufruf von compall.cc oder compall.gcc
(je nach Aufruf des C-Compilers mit cc oder gec)

d) Sonst: In das Unterverzeichnis rts wechseln.
Die Datei o_slct.h editieren, es muf} hier das richtige ,Installation Macro®
(in Abhangigkeit von Rechner und Compiler) durch setzen von ,,1¢ ausgewahlt
werden, alle anderen Macros miissen mit ,,0“ gekennzeichnet sein.
Anschlieend die Datei p88rts.h editieren, im Abschnitt ,configuring secti-
on® miissen fiir USING_LINT_ARGS, USING_AREALSTRU und USING_64_BITSYS
geeignete Werte (siche Kommentarzeilen) eingetragen werden.
Danach wieder in das iibergeordnete Verzeichnis compile wechseln und dort
compall.cc hzw. compall.gcc aufrufen. Bei Problemen miissen eventuell die
Compileraufrufe in der Datei compall.cc bzw. compall.gcc abgedndert wer-
den oder es miissen noch Compileroptionen hinzugefiigt werden.

IT) Es miissen die folgenden Dateien erzeugt worden sein:
ff_ari.h, ff_ari.mod und ff_ari.a

ITT) Frster Test der Funktionen:
Hierzu die Dateien ff_ari.* in das Verzeichnis p_xsc/test kopieren und die Test-
programme ff_ti.p (fiir Punktfunktionen) und £f_tii.p (fiir Intervallfunktionen)
mit mxsc iibersetzen und starten. Auf dem Bildschirm muf} in allen Fallen TRUE
ausgegeben werden.

A.6 Erzeugen einer Bibliothek fiir C-XSC

Fiir C XSC braucht keine eigene Bibliothek erzeugt werden, da die Standardfunktionen in
den neuen Versionen (ab 1998) der C XSC Bibliothek enthalten sein werden. Verwendet
werden hierfiir im Prinzip die gleichen Dateien wie bei der ANSI C Version.

A.7 Ubersicht der Filenamen

A.7.1 Verzeichnis source (Anzahl: 60 Files)
Namen der C-Quellcodefiles: (Anzahl: 60 Files)
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j_acos.c j_cosh.c j_log.c q_acot.c q_cosl.c q_exp2.c g_sinl.c
j_acot.c j_cot.c j_log2.c q_acsh.c q_cosh.c q_expm.c g_sinh.c
j_acsh.c j_coth.c j_sin.c q_acth.c q_cot.c q_glbl.c qg_sqr.c
j_acth.c j_ex10.c j_sinh.c q_asin.c q_coth.c q_1lgl0.c qg_sqrt.c
j_asin.c j_exp.c  j_sqr.c q_asnh.c q_cthl.c q_log.c g_tan.c
j_asnh.c j_exp2.c j_sqrt.c q_atan.c q_epl.c q_logl.c g_tanh.c
j_atan.c j_expm.c j_tan.c q_atnl.c g_epml.c q_log2.c
j_atnh.c j_1gl0.c j_tanh.c q_atnh.c gq_ex10.c q_rtrg.c
j_cos.c j_lglp.c g_acos.c q_cos.c (_exp.c g_sin.c

A.7.2 Verzeichnis source/source p (Anzahl: 4 Files)
Namen der C-Quellcodefiles: (Anzahl: 1 File)

g_errm.c
Namen der Headerfiles: (Anzahl: 3 Files)

q_defs.h g_errm.h q_fcth.h

A.7.3 Verzeichnis source/source ¢ (Anzahl: 9 Files)

Namen der C-Quellcodefiles: (Anzahl: 5 Files)
g_comp.c g_errm.c q_pred.c g_succ.c q_ari.c
Namen der Headerfiles: (Anzahl: 5 Files)

o_defs.h q_defs.h q_errm.h q_fcth.h q_ari.h

A.7.4 Verzeichnis p xsc/compile (Anzahl: 5 Files)
Namen des Pascal-XSC Moduls: (Anzahl: 1 File)

ff_ari.p
Namen der Batchdateien (,Makefile“-Frsatz): (Anzahl: 5 Files)

compall.bat compall.cc compall.gcc compall.hp compall.sun

A.7.5 Verzeichnis ansi _c/compile (Anzahl: 4 Files)
Namen des Headerfiles: (Anzahl: 1 File)

fi_ari.h
Namen der Batchdateien (,Makefile“-Frsatz): (Anzahl: 4 Files)

compall.bat compall.cc compall.gcc compall.hp
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A.8 Definitionsbereiche

Definitionsbereiche der Punktfunktionen

Funktion | Definitionsbereich

sqrt. [0,maxreal]

exp [F-maxreal, expmax]

expm| [-maxreal, expmImax]

log [ nminreal, maxreal]

loglp [-(one-eps),maxreal]

sinh [-expmax,expmax]

cosh [-expmImax,expmImax]

tanh [-maxreal,maxreal]

coth [-maxreal,cotmin] oder [cotmin,maxreal]
arsinh [-maxreal,maxreal]

arcosh [1,maxreal]

artanh [-(one-eps),(one-eps)]

arcoth [-maxreal,-(one4eps)] oder [(onedeps),maxreal]
sin [-trimax,trimax]

cos [-trimax,trimax]

tan [-trimax,trimax]

cot, [-trimax,-nminreal] oder [nminreal -trimax]
arcsin [-1,1]

arccos [-1,1]

arctan [-maxreal,maxreal]

arccot, [-maxreal,maxreal]

exp?2 [-maxreal,exp2max]

expl0 [-maxreal,explOmax]

log?2 [nminreal,maxreal]

log10 [nminreal,maxreal]
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Definitionsbereiche der Intervallfunktionen

Funktion | Definitionsbereich
sqrt. [0,maxreal]

exp [F-maxreal, expmax]
expm| [-maxreal, expmImax]
log [ nminreal, maxreal]
loglp [-(one-eps),maxreal]
sinh [-expmax,expmax]
cosh [-expmImax,expmImax]
tanh [-maxreal,maxreal]
coth [

arsinh [-maxreal,maxreal]
arcosh [1,maxreal]

artanh [-(one-eps),(one-eps)]
arcoth [-

sin [-maxreal,maxreal]
cos [-maxreal,maxreal]
tan [-maxreal,maxreal]
cot, [

arcsin [-1,1]

arccos [-1,1]

arctan [-maxreal,maxreal]
arccot, [-maxreal,maxreal]
exp?2 [-maxreal,exp2max]
expl0 [-maxreal,explOmax]
log?2 [nminreal,maxreal]
log10 [nminreal,maxreal]

-maxreal,cotmin] oder [cotmin,maxreal]

maxreal,-(oneteps)] oder [(one+eps),maxreal]

-maxreal,-nminreal] oder [nminreal -maxreal]

wobei die Konstanten die folgenden numerischen Werte haben:

Funktion dezimal hexadezimal

maxreal 1.797 693 134 862 315 8 F+308 | 7TFEFFFFF FFFFFFFF
dminreal 4.940 656 458 412 465 4 E-324 | 00000000 00000001
nminreal 2.225 073 858 507 201 3 E-308 | 00100000 00000000
expmax 7.097 827 128 933 840 4002 40862E42 FEFA39EF
expmImax | 7.090 895 657 128 240 E4002 408628B7 6E3A7B60
cotmin 5.562 684 646 268 013 F-309 00040000 00000002
trimax 3.373 259 425 345 106 F4009 41E921FB 542BOB1C
exp2max 1.023 F4003 408FF800 00000000
explOmax | 3.082 547 155 599 1 E4002 4008A90E 7BAD685D
(one-eps) 0.999 999 999 999 999 9 3FEFFFFF FFFFFFFF
(one4eps) | 1.000 000 000 000 000 2 3FF00000 00000001
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A.9 Fehlerschranken

Es gilt: ¥ = 22772 = 1.11022...107'%. Die Tabelle listet die Fehlerschranken der in der
Bibliothek £i_1ib implementierten Funktionen. Dabei wird keine Voraussetzung iitber den
Rundungsmodus der Grundoperationen gemacht.

Funktion | rel. Fehlerschranke

sqr 2.2205 - 107'¢ 2.00 - &"
sqrt 2.2205 - 10716 2.00 - &"
exp 2.3580 - 1076 213 - ¢&"
expm| 2.5926 - 1076 2.34 - ¢&"
log 2.9398 - 1076 2.65 - ¢*
loglp 2.5082 - 1016 2.26 - &*
sinh 7.0933-10°'° 6.39 - &*
cosh 45817 - 10716 413 -¢*
tanh 1.0546 - 10715 9.50 - &*
coth 8.3253 -107'¢ 7.50 - &*
arsinh 7.2075-10°16 6.50 - &*
arcosh 1.6180 - 1071 14.58 - &*
artanh 1.2647 -10°1° 11.40 - &*
arcoth 1.1479 - 1071 10.34 - &*
sin 1.0718 - 1071 9.66 - &*
cos 1.0718 - 1071 9.66 - &*
tan 2.9777 1071 26.83 - &*
cot 2.9777 1071 26.83 - &*
arcsin 2.1489 - 10717 19.36 - *
arccos 2.1485 - 107 1% 19.36 - *
arctan 1.3588 - 107 '° 12.24 - ¢*
arccot 1.8029 - 107 16.24 - &~
exp2 2.3305 - 1076 2.10-&*
expl0 24181 -10°1'6 2.18 - ¢*
log?2 2.7754 - 10718 25.00 - &*
log10 2.7754 - 10718 25.00 - &*




A.10. FEHLERSCHRANKEN BEI MAXIMAL GENAUER

A.10 Fehlerschranken bei maximal genauer
Arithmetik

I'm folgenden werden die bereits vorhanden Ergebnisse der Fehlerabschaetzungen bei Rech-
nung mit € 1= &* = 27 = 1.11022...107'% angegeben. Die Fehlerschranken werden
sich nahezu halbieren. Man beachte, dass bei der verscharften iitber den Rundungsmo-
dus die Approximationsgenauigkeit nicht gedndert wird und dass bereits bei Annahme
eines beliebigen Rundungsmodus (wie in A.9 angenommen) alle verwendeten Konstanten

round-to-nearest abgespeichert sind.
Funktion expm1 (vergleiche mit den Frgebnissen auf Seite 52):

Test mit 1000 Zufallszahlen (Bereich I):
Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 1.257640815122943E-016

Test mit 1000 Zufallszahlen (Bereich II):
Minimale Groessenordnung der Fehlerschranke : 1.220239774332858E-016

Bereich Ia:
Bereich Ib:

Bereich IIa:
Bereich IIb:
Bereich Ilc:
Bereich IId:

Bereich Ic:
Bereich Id:
Bereich Je:

Max.
Max.
Max.
Max.
Max.
Max.
Max.
Max.
Max.

rel.
rel.
rel.
rel.
rel.
rel.
rel.
rel.
rel.

Fehler
Fehler
Fehler
Fehler
Fehler
Fehler
Fehler
Fehler
Fehler

.171301864727144E-016
.225259470548786E-016
.274432066933006E-016
.243354537645288E-016
.233948443989451E-016
.193419835087194E-016
.301739721374002E-016
.236443521987139E-016
.186229075642638E-016

e e

Max. rel. Fehlerschranke der ffexpml-Funktion: 1.301739721374002E-016

Fehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:
1.301739721374002E-016; */

/* eps(q_...
/* q_-. - -
double q_...
/* q_---
double q_...

)

oo B B
i mu

1 - eps(qg_....)

= 9.999999999999996E-001 */

9007199254740988.0 / 9007199254740992.0;

1+ eps(qg_....)

= 1.000000000000001E+000 */

4503599627370499.0 / 4503599627370496.0;

ARITHMETIK
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A.11 Programme zur Fehlerabschitzung

Die folgenden Tabelle listet die Namen der Dateien der in Pascal XSC implementieren

Fehlerabschétzungsprogramme auf. Beispielhaft ist das Programm ffexpml.p ab Seite 41

abgedruckt.

Funktion | Programmname
exp ffexp.p
expm| ffexpml.p
log fflog.p
loglp ffloglp.p
sinh ffsinh.p
cosh ffcosh.p
tanh fftanh.p
coth ffcoth.p
arsinh ffasinh.p
arcosh ffacosh.p
artanh ffatanh.p
arcoth ffacoth.p
sin ffsin.p
€OoS ffcos.p
fan fftan.p
cot ffcot.p
arcsin ffasin.p
arccos ffacos.p
arctan ffatan.p
arccot ffacot.p
exp? ffexp2.p
expl( ffex10.p
log?2 fflog2.p
log10 fflgl10.p
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A.12 TUbersicht der implementierten Funktionen und

Unterprogramme
Implementierung verwendete | verwendete
Funktionsname in File Bedeutung Funktionen | Konstanten
q_acos q_acos.c arccos-Punktfunktion q_abortnan | q_piha
g_abortri
sqrt
g_atnil
q_acot q_acot.c arccot-Punktfunktion q_abortnan | q_piha
g_atnil g_pi
q_acsh q_acsh.c arcosh-Punktfunktion q_abortnan | q_12
sqrt
q_logil
q_lip1l
q_acth q_acth.c arcoth-Punktfunktion q_abortnan
g_abortri
q_lip1l
q_asin q_asin.c arcsin-Punktfunktion q_abortnan | q_piha
g_abortri g_atnt
sqrt
g_atnil
q_asnh q_asnh.c arsinh-Punktfunktion q_abortnan | q_12
q_logil
q_lip1l
sqrt
q_atan q_atan.c arctan-Punktfunktion q_abortnan | q_piha
q_atnb[*]
q_atnc[*]
q_atnd [*]
q_atnl q_atni.c arctan-Punktfunktion, q_piha
ohne Fehlerabbruch, q_atnb[*]
darf nur mit zuldssigen q_atnc[*]
Argumenten aufgerufen q_atnd [*]
werden
q_atnh q_atnh.c artanh-Punktfunktion q_abortnan
g_abortri
q_logil
q_lip1l
q_cos q_cos.c cos-Punktfunktion q_abortnan | q_pi2i
q_abortril q_sint[*]
q_rtrg q_sins[*]
q_sinc[*]
q_cosl q_cosl.c cos-Punktfunktion, q_abortnan | q_pi2i
es wird keine q_abortri q_sint [*]

Argumentreduktion

durchgefiihrt

q_sins[*]
q_sinc[*]
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Implementierung verwendete | verwendete
Funktionsname in File Bedeutung Funktionen | Konstanten
q_cosh q_cosh.c cosh-Punktfunktion q_abortnan | q_ex2c
g_abortri
q-epl
q_cot q_cot.c cot-Punktfunktion q_abortnan | q_pi2i
q_abortril q_sint[*]
q_rtrg q_sins[*]
q_sinc[*]
q_minr
q_coth q_coth.c coth-Punktfunktion q_abortnan | q_1n2h
g_abortri
q_epl
q_epml
q_cthl q_cthil.c coth-Punktfunktion, q_epl q_1n2h
ohne Fehlerabbruch, q_epml
darf nur mit zuldssigen
Argumenten aufgerufen
werden
q_epl q_epl.c exp-Punktfunktion, q_abortrl | gq_extl
ohne Priifung auf NaN, q_ex2a
darf nur mit zuldssigen q_ex2b
Argumenten aufgerufen q_exil
werden q_ex11
q_ex12
q_exal[*]
q_ex1d[*]
q_extl[*]
q_epml q_epml.c (exp-1)-Punktfunktion, | q_abortrl | q_ext1
ohne Priifung auf NaN, q_ex2c
darf nur mit zuldssigen q_ext3
Argumenten aufgerufen q_ext4
werden q_ext5
q_p2mh
q_exil
q_exl1
q_ex12
q_exal[*]
q_exb[*]
q_ex1d[*]
q_extl[*]
q_ex10 q_ex10.c Exponential- qg_abortnan | q_extl
Punktfunktion q_abortri q_el0i
zur Basis 10 q_elll
q_ell2
q_exd [*]
q_ex1d[*]

q_extl[*]
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Funktionsname

Implementierung

in File

Bedeutung

verwendete
Funktionen

verwendete
Konstanten

q_exp

g_exp.c

exp- Punktfunktion,

g_abortnan
g_abortri

q_extl
q_ex2a
q_exil
q_exl1
q_ex12
q_exal[*]
q_ex1d[*]
q_extl[*]

q_exp2

g_exp2.c

Exponential-
Punktfunktion
zur Basis 2

g_abortnan
g_abortri

q_extl
q_exc[*]
q_ex1d[*]
q_extl[*]

g_expm

g_expm.c

(exp-1)-Punktfunktion,

g_abortnan
g_arbortril

q_extl
g_ex2c
q_ext3
q_ext4d
g_exth
q-p2h
q_p2mh
q_exil
q_exl1
q_ex12
q_exal[*]
q_exb[*]
q_ex1d[*]
q_extl[*]

q_glbl.c

Globale Konstanten,
Fehlerkonstanten fir
die Intervallfunktionen

q_1lgl0

q_lgl0.c

Logarithmus-
Punktfunktion
zur Basis 10

g_abortnan
q_log

q_1101

q-log

q_log.c

log-Punktfunktion

g_abortnan
g_arbortril

q_minr
q_lgt1
q_lgt2
q_lgb[*]
q_lgc[*]
q_lgld[*]
q_lgtl[*]

q-1glp

q_log.c

log(14x)-Punktfunktion

g_abortnan
g_abortri

q_lgt3
q_lgt4
q_lgtb
q_lgté
q_lgb[*]
q_lgc[*]
q_lgld[*]
q_lgtl[*]
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Implementierung verwendete | verwendete
Funktionsname in File Bedeutung Funktionen | Konstanten
q_logl q_logl.c log-Punktfunktion, q_abortrl | q_minr
Version ohne q_lgt1
Argumentpriifung q_lgt2
q_lgb[*]
q-1gcl*]
q_lgld[*]
q_lgtl[*]
g_l1p1 g_logl.c log(14x)-Punktfunktion, | q_abortrl | q_lgt3
Version ohne q_lgt4
Argumentpriifung q_lgth
q_lgté
q_lgb[*]
q_lgc[*]
q_lgld[*]
q_lgtl[*]
q_log2 q_log2.c Logarithmus- g_abortnan | q_12i
Punktfunktion q_log
zur Basis 2
q_rtrg q_rtrg.c Argumentreduktion q_r2tr q_pih[*]
fiir die trig.
Funktionen
q_r2tr q_rtrg.c Argumentreduktion q_pih[*]
fiir die trig.
Funktionen
q_sin q_sin.c sin-Punktfunktion q_abortnan | q_pi2i
q_arbortrl | q_sint [*]
q_rtrg q_sinc[*]
q_sins[*]
q_sinl q_sinil.c sin-Punktfunktion q_abortnan | q_sint [*]
ohne Argumentreduktion | q_arbortri | q_sinc[*]
q_rtrg q_sins[*]
q_sinh q_sinh.c sinh-Punktfunktion q_abortnan
g_arbortri
q_epl
q_epml
q_sqr q_sqr.c sqr-Punktfunktion q_abortnan
g_arbortri
q_sqrt q_sqrt.c sqrt-Punktfunktion q_abortnan
Verwendetsqrt g_arbortri
aus <math.h> sqrt
q_tan q_tan.c tan-Punktfunktion q_abortnan | q_pi2i
q_arbortrl | q_sint [*]
q_rtrg q_sinc[*]
q_sins[*]
q_tanh q_tanh.c tanh-Punktfunktion q_abortnan

g_arbortri
gq_cthil
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Implementierung verwendete | verwendete
Funktionsname in File Bedeutung Funktionen | Konstanten
j_acos j_acos.c arccos- g_acos g_ccsp
Intervallfunktion q_ccsm
j_acot j_acot.c arccot- gq_acot q_cctp
Intervallfunktion q_cctm
j_acsh j_acsh.c arcosh- q_abortr2 | q_acsp
Intervallfunktion | q_acsh q_acsm
j_acth j_acth.c arcoth- q_abortr2 | q_actp
Intervallfunktion | q_acth q_actm
j_asin j_asin.c arcsin- r_pred g_csnp
Intervallfunktion | r_succ q_csnm
g_asin gq_atnt
j_asnh j_asnh.c arsinh- r_pred g_asnp
Intervallfunktion | r_succ q_asnm
gq_asnh q_minr
j_atan j_atan.c arctan- r_pred q_ctnp
Intervallfunktion | r_succ q_ctnm
g_atan g_atnt
j_atnh j_atnh.c artanh- r_pred q_atnp
Intervallfunktion | r_succ q_atnm
q_abortr2 | q_minr
g_atnh
j_cos j_cos.c Ccos- q_cos q_sint [*]
Intervallfunktion | q_rtrg q_cosp
gq_cosl g_cosm
q-pi
q_piZ2i
q_sinp
g_sinm
j_cosh j_cosh.c cosh- gq_cosh q_cshp
Intervallfunktion q_cshm
j_cot j_cot.c cot- q_cot q_sint [*]
Intervallfunktion | q_abortr2 | q_cotp
gq_cosl g_cotm
q_piZ2i
j_coth j_coth.c coth- q_abortr2 | q_cthp
Intervallfunktion | q_coth q_cthm
j_ex10 j_ex10.c Exponential- q_ex10 q_minr
Intervallfunktion q_elOp
zur Basis 10 g_elOm
j_exp j_exp.c Exponential- q_exp q_minr
Intervallfunktion q_exep
zur Basis e g_exem
g_mine
j_exp?2 j_exp2.c Exponential- q_exp?2 q_minr
Intervallfunktion q_e2ep

zur Basis 2

q_e2em
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Implementierung verwendete | verwendete
Funktionsname in File Bedeutung Funktionen | Konstanten
j_expm j_expm.c (exp-1)- q_expm g_minr
Intervallfunktion r_succ q_exmp
q_exmm
j_1g10 j_1g10.c Logarithmus- q_1g10 q_110p
Intervallfunktion q_110m
zur Basis 10
j_lgip j_lgip.c log(x+1) - q-lgip q-lgpp
Intervallfunktion q_lgpm
j_log j_log.c Logarithmus - q_log q_logp
Intervallfunktion q_logm
j_log2 j_log2.c Logarithmus- q_log2 q_lg2p
Intervallfunktion q_lg2m
zur Basis 2
j_sin j_sin.c sin- q_sin q_sint [*]
Intervallfunktion q_rtrg q_sinp
gq_sinl g_sinm
r_pred q_pi
r_succ q_piZ2i
j_sinh j_sinh.c sinh- q_sinh q_minr
Intervallfunktion r_pred q_snhm
r_succ g_snhp
j_sqr j_sqr.c Quadrat- q_sqr
Intervallfunktion q_abortnan
q_abortr2
r_pred
r_succ
j_sqrt j_sqrt.c Quadratwurzel- q_sqrt
Intervallfunktion r_pred
r_succ
j_tan j_tan.c tan- q_abortr2 | q_sint[*]
Intervallfunktion q_tan q_tanp
r_pred q_tanm
r_succ q_piZ2i
r_succ
j_tanh j_tanh.c tanh- q_tanh q_minr
Intervallfunktion r_pred q_tnhp
r_succ q_tnhm
Version P-XSC q_defs.h Headerfile q_errm.h
enthilt Makros,
Konstantenvereinbarungen
POWER?2 q_defs.h Makro, Ersatz fiir
Version P-XSC Idexp aus math.h
FREXPO q_defs.h Makro, Ersatz fiir
Version P-XSC frexp aus math.h
CUT24 q_defs.h Makro, Abschneiden
Version P-XSC auf 24 Bit Lange
CUTINT q_defs.h Makro, Zuweisung

Version P-XSC

double an int
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Implementierung verwendete verwendete
Funktionsname in File Bedeutung Funktionen Konstanten
Version P-XSC g_errm.h Headerfile q_defs.h
Fehlerhandling q_fcth.h
NANTEST g_errm.h Makro, Test t_exc_.h
Version P-XSC 2 = NAN t_defs.h
q_abortnan q_errm.c Abbruch und ieee_abortri
Version P-XSC Fehlermeldung
q_abortri q_errm.c Abbruch und ieee_abortri
Version P-XSC Fehlermeldung
q_abortr?2 q_errm.c Abbruch und ieee_abortr?
Version P-XSC Fehlermeldung
Version P-XSC q_fcth.h Headerfile
Prototypen
Version ANSI-C o_defs.h Headerfile math.h
Steunerung bed. Ubers.
r_succ o_defs.h ]\/[a,kro7 ersetzt
Version ANSI-C r_succ durch q_succ
r_pred o_defs.h ]\/[a,kro7 ersetzt
Version ANSI-C r_pred durch q_pred
Version ANSI-C g_errm.h Headerfile q_defs.h
Fehlerhandling q_fcth.h
stdlib.h
NANTEST g_errm.h Makro, Test t_exc_.h
Version ANSI-C 2 = NAN t_defs.h
q_abortnan q_errm.c Abbruch und exit
Version ANSI-C Fehlermeldung
q_abortri q_errm.c Abbruch und exit
Version ANSI-C Fehlermeldung
q_abortr?2 q_errm.c Abbruch und exit
Version ANSI-C Fehlermeldung
Version ANSI-C q_defs.h Headerfile q_errm.h
enthalt Makros,
Konstantenvereinbarungen
POWER?2 q_defs.h Makro, Ersatz fiir
Version ANSI-C Idexp aus math.h
FREXPO q_defs.h Makro, Ersatz fiir
Version ANSI-C frexp aus math.h
CUT24 q_defs.h Makro, Abschneiden
Version ANSI-C auf 24 Bit Lange
CUTINT q_defs.h Makro, Zuweisung
Version ANSI-C double an int
Version ANSI-C q_fcth.h Headerfile
Prototypen
q_pred q_pred.c Gleitkomma-
Version ANSI-C vorganger
g_succ g_succ.c Gleitkomma-

Version ANSI-C

nachfolger
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Implementierung verwendete | verwendete
Funktionsname in File Bedeutung Funktionen | Konstanten
Version ANSI-C ti_ari.h Headerfile o_defs.h
Intervallgrund- | q_fcth.h
arithmetik
.. ti_ari.c Intervall- q_pred
Version ANSI-C grundarithmetik | q_succ

Alle Funktionen verwenden die Headerdateien o_defs.h, q_defs.h und q_fcth.h.

A.13 Verwendete Funktionen des Pascal-XSC Lauf-
zeltsystems

Die Version fiir Pascal-XSC verwendet die folgenden Funktionen aus dem Laufzeitsystem

von Pascal-XSC:

E_SPUSH()
E_SPOPP()
ieee_abortr1()
ieee_abortr2()
r_pred()
r_succ()

Die folgenden Headerfiles des Laufzeitsystems werden eingebunden:

o_defs.h
t_exc_.h
t_defs.h

A.14 Redundanter Programmcode

Aus Laufzeitgriimden wurde an manchen Stellen bestimmter Programmecode mehrfach
implementiert. Da dies bei spdteren Anderungen und Modifikationen eine Fehlerquelle
sein konnte, sind diese Stellen hier aufgefiihrt:

e Berechnung der arctan-Punktfunktion:
q_atan.cund gq_atnl.c

e Berechnung des cos-Punktfunktion:
g_cos.cund g_cosl.c

o Teile der Argumentreduktion bei den trigonometrischen Funktionen:
g_cos.c, q_cot.c, q_rtrg.c, q_sin.c, q_tan.c, j_cos.c, j_cot.c, j_sin.c,
gq_tan.c
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REDUNDANTER PROGRAMMCODE

Approximation Sinusfunktion:
gq_cos.c,q_cot.c,q_sin.c,q_sinl.c, q_tan.c

Approximation Cosinusfunktion:
gq_cos.c,q_cot.c,q_sin.c,q_sinl.c, q_tan.c

wIntervalllogik® der Sinus-/Cosinusfunktion:
j_cos.cund j_sin.c

Berechnung der Exponentialfunktion:
q_epl.cund g_exp.c

Berechnung der Exponentialfunktion minus 1:
g_epmi.c und q_expm.c

Berechnung der Logarithmusfunktion und der Funktion log(1 + =):

g_log.c und q_logl.c

177

Fine Modifikation am Programmquellcode mufl immer in allen betroffenen Dateien erfol-

gen!
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Anhang B

Modul abs ari

module abs_ari;

S N ————————————
{ Fehlerschrankenarithmetik

{

{ zur sicheren Abschaetzung von a b s ol uten Fehlern

{

{ Werner Hofschuster und Walter Kraemer

{

{ Letzte Aenderung am Modul: 29.10.1997
S N ————————————

use i_ari; { Intervallarithmetik einbinden }

use iostd; { Ermoeglicht sauberen Programmabbruch }
$off

use ff_ari; { fuer Funktion expml }

$on
S ————————
{ Globale Vereinbarung des Fehlerdatentyps
S ————————
global type BoundType = global record { Neuer Datentyp
Enclosure: interval; { Einschliessung der korrekten Werte
AbsErr: real; { Zugehoeriger max. absoluter Fehler
end;

{
{ Ist a eine Variable vom Typ BoundType, so liegt die durch diese

{ Variable repraesentierte exakte Groesse im Intervall a.Enclosure. Fuer

{ die gestoerten Groessen gilt die absolute Fehlerschranke a.AbsErr

global const Epsb3 = 1.110224E-16;
{ Maschinenepsilon: IEEE RoundToNearest, 2*%(-53)= 1.110223...E-16 }

global const Epsb2 = 2.220447E-16;
{ Maschinenepsilon: IEEE RoundToDown/Up, 2**(-52)= 2.220446...E-16 }
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global const MinReal = 2.2250738585072013E-308;
einste positive normalisierte elitkommaza
{ Klei positi lisi Gleitk hl }

global const dMinReal = 4.9406564584124654e-324;
{ Kleinste positive normalisierte Gleitkommazahl }

global const MaxReal = 1.7976931348623158e308;
{ Groesste positive Gleitkommazahl }

var UnflowRange: interval;
{ Bereich des gradual Underflows und Underflows }

var EpsQuer: real;
{ Relativer Fehler fuer eine Maschinenoperation }

var EpsArctan,
EpsExp,
EpsExpm1,
Epsln,
EpsLnlp,
EpsCoth 1 real;
{ Relative Fehler fuer Auswertung von Funktionen mit exaktem Argument T

var DelArctan,

DelExp,

DelExpml 1 real;
{ Absolute Fehler fuer Auswertung von Funktionen mit exaktem Argument T
global var EpsAriTest: boolean; { Unterlaufwarnungen ein/ausschalten }
- """ ---""-""-"-"""""""""""———— b
{ Einige globale Hilfsfunktionen T
- """ ---""-""-"-"""""""""""———— b
global procedure Set_EpsQuer(EpsAkt:real);
begin

EpsQuer:=Epsikt;

end;

global function pred(x:real; n:integer):real;
var i:integer;
begin
for i:=1 to n do x:=pred(x);
pred:=x;
end;

global function succ(x:real; n:integer):real;
var i:integer;
begin
for i:=1 to n do x:=succ(x);
succ:=x;
end;



global function MaxAbs(x: interval): real;

begin

MaxAbs:= sup( abs(x) );

end;

global function MinAbs(x: interval): real;

begin

MinAbs:= inf( abs(x) );

end;

global function Max(x, y: real): real;

begin

if x >= y then Max:=x else Max:=y;

end;

global function Min(x, y: real): real;

begin
if x
end;

global

begin
rel2

end;

global

<= y then Min:=x else Min:=y;

-— Hilfsfunktion: Umwandlung relativer in absoluter Fehler

function rel2abs(a:interval; eps_a:real):real;

abs:= MaxAbs(a)*>eps_a;

-—- Hilfsprozedur: Ausgabe von Fehlerkonstanten fuer ANSI-C

procedure eml_epl(eps_f:real);

var {Hilfsvariablen fuer Zerlegung}

rr:
Ss:
CcC:
ex:

begin
wr
wr

cc:=
ex:
rr:

Ss
wr
wr
wr

ccC

ex:
rr:

ss
Wr
Wr

end;

real;
real;
real;
integer;
iteln(C-——————"—"—-"171-71-1-"1-—"1H--"-"-—-"-"—""-—-—--"—""--"""""— DF
iteln(’Fehlerkonstanten fuer ANSI-C Programme:’);

(1 < eps_f) *< (1 -< EpsQuer);
= expo(cc);
= cc*power(2, 53-ex); { transform to integer }
1= power(2, 53-ex); { denominator = 2%x* 3
iteln(’/* eps(q_....) =" ,eps_f,’; */7);
iteln(’/* g_...m =1 - eps(qg_....) =?,cc:23,” */7);
iteln(’double q_...m =’, rr:19:1, * / ’, ss:18:1, ’;’);
:= (1 +> eps_f) *> (1 +> EpsQuer);
= expo(cc);
= cc*power(2, 53-ex); { transform to integer }
1= power(2, 53-ex); { denominator = 2%x* 3
iteln(’/* gq_...p =1 + eps(qg_....) =7,cc:23,? */7);
iteln(’double q_...p =’, rr:19:1, * / ’, ss:18:1, ’;’);
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global function EpsInv(Eps: real; var code: integer): real;
{ 1/(1+Eps) = 1+EpsInv; Eps<=0.5 ! }

begin
code:= 0;
if Eps > 0.5 then begin
EpsInv:= —-1;
code:= 1
end
else EpsInv:= Eps *> (1 +> 2%>Eps)
end;
T }
{ Fehlerschrankenarithmetik T
{ fuer +, -, *, /. T
{ Absolute Fehlerschranken der beiden Operanden sind bekannt. ¥
{ Die exakten Werte der Operanden liegen in den Intervallen T
{ alpha und beta. ¥
o }

global function DeltaAdd(
alpha, beta: interval; Deltah, DeltaB: real ): real;

S }
{ Berechnet wird die absolute Fehlerschranke bei einer }
{ Addition von fehlerbehafteten Groessen. }
T }
{ Die exakten Werte des 1. Summanden liegen im Intervall alpha.}
{ Der absolute Fehler der fehlerbehafteten Werte ist durch }
{ DeltaA beschraenkt. }
{ Die exakten Werte des 2. Summanden liegen im Intervall beta. }
{ Der absolute Fehler der fehlerbehafteten Werte ist durch }
{ DeltaB beschraenkt. }
T }

var u, v: real;
ResultSet: interval;
begin
if (Deltah=0) and (DeltaB=0) and ((alpha=0) or (beta=0)) then
DeltaAdd:= 0
else begin
if EpsAriTest then begin { Unterlaufwarnung }
ResultSet:= alpha + intval(-Deltah, Deltal)
+ beta + intval(-DeltaB, DeltaB);
if not (ResultSet >< UnflowRange) then begin
write(’® DeltaAdd: Ergebnis im Unterlauf! Weiter mit <Return> "),
readln;
end;
end; { Unterlaufwarnung }
u:= EpsQuer *> MaxAbs(alpha+beta);
v:= (DeltahA +> DeltaB) *> (1 +> EpsQuer);
DeltaAdd:= u +> v +> MinReal;
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end;
end;

global function DeltaSub(
alpha, beta: interval; Deltah, DeltaB: real ): real;

T }
{ Berechnet wird die absolute Fehlerschranke bei einer }
{ Subtraktion von fehlerbehafteten Groessen. }
(e }
{ Die exakten Werte des 1. Operanden liegen im Intervall alpha.}
{ Der absolute Fehler der fehlerbehafteten Werte ist durch }
{ DeltaA beschraenkt. }
{ Die exakten Werte des 2. Operanden liegen im Intervall beta. }
{ Der absolute Fehler der fehlerbehafteten Werte ist durch }
{ DeltaB beschraenkt. }
(e }

begin
DeltaSub:=DeltaAdd(alpha, -beta, DeltadA, DeltaB);

end;

global function DeltaMul(
alpha, beta: interval; Deltah, DeltaB: real ): real;

S }
{ Berechnet wird die absolute Fehlerschranke bei einer }
{ Multiplikation von fehlerbehafteten Groessen. ¥
o }
{ Die exakten Werte des 1. Faktors liegen im Intervall alpha. }
{ Der absolute Fehler der fehlerbehafteten Werte ist durch }
{ DeltaA beschraenkt. }
{ Die exakten Werte des 2. Faktors liegen im Intervall beta. T
{ Der absolute Fehler der fehlerbehafteten Werte ist durch }
{ DeltaB beschraenkt. }
- H

var u, v: real;
var ResultSet: interval;
begin
if (alpha=1) and (Deltah=0) then
DeltaMul:= DeltaB
else if (beta=1) and (DeltaB=0) then
DeltaMul:= Deltah
else begin
u:= MaxAbs(alpha) *> DeltaB + MaxAbs(beta) *> Deltal;
v:= (1 +> EpsQuer) *> (u +> Deltal *> DeltaB);
DeltaMul:= EpsQuer *> MaxAbs(alpha*beta) +> v +> MinReal;
if EpsAriTest then begin { Unterlaufwarnung }
ResultSet:= ( alpha + intval(-Deltal,Deltad) )
* ( beta + intval(-DeltaB,DeltaB) );
if not (ResultSet >< UnflowRange) then begin
write(’® DeltaMul: Ergebnis im Unterlauf! Weiter mit <Return> "),
readln;
end;
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end; { Unterlaufwarnung }
end;
end;

global function DeltaDiv(
alpha, beta: interval; Deltah, DeltaB: real ): real;

S }
{ Berechnet wird die absolute Fehlerschranke bei einer }
{ Division von fehlerbehafteten Groessen. }
T }
{ Die exakten Werte des 1. Operanden liegen im Intervall alpha.}
{ Der absolute Fehler der fehlerbehafteten Werte ist durch }
{ DeltaA beschraenkt. }
{ Die exakten Werte des 2. Operanden liegen im Intervall beta. }
{ Der absolute Fehler der fehlerbehafteten Werte ist durch }
{ DeltaB beschraenkt. }
- H

var u:real;
var code:integer;
var ResultSet: interval;

begin
if (intval(0) <+ beta) then DeltaDiv:=(1.0/0);
{Programmabbruch ! ( 0 in beta ) }

if (beta=1) and (DeltaA=0) and (DeltaB=0) then
DeltaDiv:= 0
else begin
u:= DeltaB /> MinAbs(beta);
u:=EpsInv(u, code);
if code=1 then writeln(’Fehler bei EpsInv !’);
u:=EpsQuer+>u;
u:=u*>(MaxAbs(alpha)+>Deltald)+>Deltal;
DeltaDiv:=u /> ( MinAbs(beta) —< DeltaB ) +> MinReal;

if EpsAriTest then begin { Unterlaufwarnung }
ResultSet:= ( alpha + intval(-Deltal,Deltad) )
/ ( beta + intval(-DeltaB,DeltaB) );
if not (ResultSet >< UnflowRange) then begin
write(’® DeltaDiv: Ergebnis im Unterlauf! Weiter mit <Return> "),
readln;
end;
end; { Unterlaufwarnung }
end;
end;

Fehlerschrankenarithmetik

A

fuer Funktionen SQRT, EXP, EXPM1:=exp(x)-1, LN, LN1P:=1n(1+x)
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{ und ARCTAN b
{ b
{ Die absolute Fehlerschranke DELTA des Argumentes ist bekannt. T
{ Der exakte Wert des Operanden liegt im Intervall alpha. ¥
T }

global function DeltaSqrt(Alpha: interval; Deltal: real): real;
begin
if (Alpha.inf > DeltalA) then
DeltaSqrt:= EpsQuer #*> MaxAbs(sqrt(alpha))
+> 0.5 #> (1 +> EpsQuer) *> Deltal
/> MinAbs(sqrt(Alpha-intval(-Deltad,Deltad) ) )
+> dminreal
else begin
writeln(’*** DeltaSqrt: Argument <= 0!’);
exit(1); { Programmabbruch }
end;
end;

global function DeltaArctan(Alpha: interval; Deltal: real): real;
begin
DeltaArctan:= EpsArctan *> MaxAbs(arctan(alpha))
+> (1 +> EpsArctan) *> Deltald
/> (1 +< MinAbs(sqr(Alpha+intval(-Deltald,Deltald) ) ) )
+> DelArctan;
end;

global function DeltaExp(Alpha: interval; Deltal: real): real;
begin
DeltaExp:= EpsExp *> MaxAbs(exp(alpha))
+> (1 +> EpsExp) #*> Deltal
*> MaxAbs(exp(Alpha+intval(-Deltad,Deltad)))
+> DelExp;
end;

global function DeltaExpml(Alpha: interval; Deltal: real): real;
begin
DeltaExpml:= EpsExpml *> MaxAbs(exp(alpha)-1)
+> (1 +> EpsExpml1) #*> Deltal
*> MaxAbs(exp(Alpha+intval(-Deltad,Deltad)))
+> DelExpmi;
$off
if MaxAbs(Alpha) <= MinReal then { Alpha ganz im Unterlaufbereich }
DeltaExpml:= DelExpml
else
DeltaExpmil:= EpsExpml *> MaxAbs(ffexpml(alpha))
+> (1 +> EpsExpml1) #*> Deltal
*> MaxAbs(exp(Alpha+intval(-Deltad,Deltad)))
{+> DelExpmi};
$on
end;

global function DeltaLn(Alpha: interval; Deltah: real): real;
begin
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Deltaln:= EpsLn *> MaxAbs(1ln(alpha))
+> (1 +> EpsLn) *> Deltad
/> MinAbs(Alpha+intval(-Deltal,Deltad));
end;

global function DeltaLnlp(Alpha: interval; Deltal: real): real;
var ResultSet: interval;
begin
Deltalnip:= EpsLnip *> MaxAbs(1ln(alpha+1))
+> (1 +> EpsLnip) #*> Deltal
/> (1 +< MinAbs(Alpha+intval(-Deltald,Deltal)));
if EpsAriTest then begin { Unterlaufwarnung }
ResultSet:= 1n( alpha + intval(-Deltald,Deltald) + 1 );
if not (ResultSet >< UnflowRange) then begin
write(’ Deltalnip: Ergebnis im Unterlauf! Weiter mit <Return> "),
readln;
end;
end; { Unterlaufwarnung }
end;

global function DeltaCoth(Alpha: interval; Deltal: real): real;
begin
DeltaCoth:= EpsCoth *> MaxAbs(coth(alpha))
+> (1 +> Epscoth) #*> Deltal
/> MinAbs( sqr( sinh( Alpha+intval(-Deltald,Deltad) ) ) );

end;

et }
{Funktionsueberladungen fuer neuen Datentyp BoundType }
e }

global function sqrt(x: BoundType): BoundType;
var erg: BoundType;

begin
erg.AbsErr = DeltaSqrt(x.Enclosure, x.AbsErr); { abs. Fehlerschranke }
erg.Enclosure := Sqrt(x.Enclosure); { Werteeinschliessung }
sqrt:= erg;

end;

global function arctan(x: BoundType): BoundType;
var erg: BoundType;

begin
erg.AbsErr = Deltalrctan(x.Enclosure, x.AbsErr); { abs. Fehlerschranke }
erg.Enclosure := Arctan(x.Enclosure); { Werteeinschliessung }

arctan:= erg;
end;

global function exp(x: BoundType): BoundType;
var erg: BoundType;

begin
erg.AbsErr = DeltaExp(x.Enclosure, x.AbsErr); { abs. Fehlerschranke }
erg.Enclosure := Exp(x.Enclosure); { Werteeinschliessung }

exp:= erg;
end;
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global function expmi(x: BoundType): BoundType;
var erg: BoundType;

begin
erg.AbsErr = DeltaExpml(x.Enclosure, x.AbsErr); { abs. Fehlerschranke }
erg.Enclosure := Exp(x.Enclosure)-1; { Werteeinschliessung }
$off
erg.Enclosure := ffexpmi(x.Enclosure);
$on

expml:= erg;
end;

global function 1n(x: BoundType): BoundType;
var erg: BoundType;

begin
erg.AbsErr = Deltaln(x.Enclosure, x.AbsErr); { abs. Fehlerschranke }
erg.Enclosure := Ln(x.Enclosure); { Werteeinschliessung }
In:= erg;

end;

global function Ilnip(x: BoundType): BoundType;
var erg: BoundType;

begin
erg.AbsErr i= DeltaLnlp(x.Enclosure, x.AbsErr); { abs. Fehlerschranke }
erg.Enclosure := Ln(1+x.Enclosure); { Werteeinschliessung }
Inip:= erg;

end;

global function coth(x: BoundType): BoundType;
var erg: BoundType;

begin
erg.AbsErr := DeltaCoth(x.Enclosure, x.AbsErr); { abs. Fehlerschranke }
erg.Enclosure := coth(x.Enclosure); { Werteeinschliessung }
coth:= erg;
end;
e }
{ Operatordefinitionen ¥
S }
global operator := ( var res: BoundType; rhs: real);
begin

res.Enclosure.inf pred(rhs);

succ(rhs);
succ(abs(rhs)) *> EpsQuer ;

res.Enclosure.sup :
res.AbsErr

end;
global operator := ( var res: BoundType; rhs: interval);
begin

res.Enclosure := rhs;

res.AbsErr MaxAbs (rhs) *> EpsQuer;

end;

global function rnd_to_n ( rhs: real):BoundType;
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begin

rnd_to_n.Enclosure.inf
rnd_to_n.Enclosure.sup :
rnd_to_n.AbsErr

end;

global function
begin

ANHANG B. MODUT ABS_ARI

pred(rhs);

succ(rhs);
succ(abs(rhs)) *> Epsb3; { round-to-nearest !!! }

Exact( rhs: real):BoundType;

Exact.Enclosure := rhs;

Exact.AbsErr
end;

global function
begin

:= 0.0;

Exact( rhs: interval):BoundType;

Exact.Enclosure := rhs;

Exact.AbsErr:
end;

global operator
begin
erg.AbsErr

erg.Enclosure :

end;

global operator
begin
erg.AbsErr

erg.Enclosure :

end;

global operator
begin
erg.AbsErr

erg.Enclosure :

end;

global operator
begin
erg.AbsErr

erg.Enclosure :

end;

global operator
begin
erg.AbsErr

erg.Enclosure :

end;

global operator
begin
erg.AbsErr

erg.Enclosure :

end;

0.0;

+ (x, y: BoundType) erg: BoundType;

DeltaAdd(x.Enclosure, y.Enclosure, x.AbsErr, y.AbsErr);

x.Enclosure + y.Enclosure;

+ (x: integer; y: BoundType) erg: BoundType;

DeltaAdd(intval(x), y.Enclosure, 0.0, y.AbsErr);
x + y.Enclosure;

- (x: BoundType) erg: BoundType;

Xx.AbsErr;
-x.Enclosure;

- (x, y: BoundType) erg: BoundType;

DeltaAdd(x.Enclosure, -y.Enclosure, x.AbsErr, y.AbsErr);
x.Enclosure - y.Enclosure;

- (x: integer; y: BoundType) erg: BoundType;

DeltaAdd(intval(x), -y.Enclosure, 0.0, y.AbsErr);
x — y.Enclosure;

- (x: BoundType; y: integer) erg: BoundType;

DeltaAdd(x.Enclosure, intval(-y), x.AbsErr, 0.0);
x.Enclosure - y;



global operator
begin
erg.AbsErr
erg.Enclosure
end;

global operator
begin
erg.AbsErr
erg.Enclosure
end;

global operator
begin
erg.AbsErr
erg.Enclosure
end;

global operator
begin
erg.AbsErr

erg.Enclosure :

end;

begin { Initial
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* (x, y: BoundType) erg: BoundType;

DeltaMul(x.Enclosure, y.Enclosure, x.AbsErr, y.AbsErr);

x.Enclosure * y.Enclosure;

* (x: integer; y: BoundType) erg: BoundType;

DeltaMul (intval(x), y.Enclosure, 0.0, y.AbsErr);
x * y.Enclosure;

/ (x, y: BoundType) erg: BoundType;

DeltaDiv(x.Enclosure, y.Enclosure, x.AbsErr, y.AbsErr);

x.Enclosure / y.Enclosure;

/ (x: integer; y: BoundType)erg: BoundType;

DeltaDiv(intval(x), y.Enclosure, 0.0, y.AbsErr);

intval(x) / y.Enclosure;

isierungen }

UnflowRange:= intval(-MinReal, MinReal);

EpsAriTest :=
EpsQuer:= Eps
EpsArctan :=
DelArctan :=
EpsExp 1=
DelExp 1=
EpsExpml :=
DelExpml :=
EpsLn 1=
EpsLnilp 1=
EpsCoth 1=
end. { module

false;

52;

(> 1.358774060669230E-015) ;
dminreal;

(> 2.3580e-16);
dminreal;

(> 2.5926e-16);
dminreal;

(> 2.9398e-16);
(> 2.5082e-16);
(> 8.3253e-16);
abs_ari }
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Anhang C

C++4+ — Schnittstelle der ANSI-C

Version

/*********************************************************************/

/* */
/* fi_1lib --- A fast interval library (Version 1.1) */
/* */
/* Authors: */
/¥ ———————= */
/* Werner Hofschuster, Walter Kraemer */
/* Institut fuer Wissenschaftliches Rechnen */
/* und Mathematische Modellbildung (IWRMM) and */
/* Institut fuer Angewandte Mathematik */
/% Universitaet Karlsruhe (TH) */
/* */
/* Disclaimer: */
[ */

/* This Library is distributed in the hope that it will be useful, */
/* but WITHOUT ANY WARRANTY; without even the implied warranty of  */
/* MERCHANTABILITY or FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. */
/* Neither the Institut fuer Angewandte Mathematik nor any other */
/* facility are responsible for this software. This software does */
/* mnot grant for anything and you can’t make the autors responsible */

/* for any possible damages or errors! */
/* */
/* Copyright: */
R */
/* This package is proprietary of the authors. It may be freely */
/* distributed but must not be changed or used for commercial */
/* purposes without permission of the authors. */
/* */

/*********************************************************************/

#include "fi_1lib.h"
#include <iostream.h>
#include <iomanip.h>

[k */

/* —-—— assignment ——= %/

191
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interval _interval (double x) {
interval w;

w.INF = x;
w.SUP = x;
return w;

}

interval _interval (double x, double y) {
interval w;

if (x> y) o
cout << "Error: Invalid arguments in function _interval" << endl;

}

w.INF = x;

w.SUP = y;

return w;
}
[k */
/* ——— I0 (input/output) — %/
[k */

istream& operator>> (istream& is, interval& a) {
double help, ioconst;

ioconst = (1lel7-1)*1e27;

is >> help;

if ((help<ioconst) || (help>ioconst))
a.INF = g_pred(q_pred(help));

else

a.INF = ¢_pred(help);

is >> help;

if ((help<ioconst) || (help>ioconst))
a.SUP = g_succ(q_succ(help));

else

a.SUP = gq_succ(help);
return is;
ostream& operator<< (ostream& os, interval a) {
interval help;

help.INF g_pred(q_pred(a.INF));
help.SUP = q_succ(q_succ(a.SUP));

long int aktform = cout.flags();



os << "[" << setprecision(15) << setw(23) << setiosflags(ios::scientific);

os <<

help.INF;

cout.flags(aktform);

os << ",'" << setprecision(15) << setw(23) << setiosflags(ios::scientific);
os << help.SUP;

cout.flags(aktform);

os << n ]n;
return os;

¥

[k */

/* ——— interval arithmetic (basic operations) —-—— %/

[k */

interval operator+ (interval a, interval b) {
return add_ii (a, b);

¥

interval operator+ (interval a, double b) {
return add_id (a, b);

¥

interval operator+ (double a, interval b) {
return add_di (a, b);

¥

interval operator+ (interval a) {
return a;

¥

interval operator- (interval a, interval b) {
return sub_ii (a, b);

¥

interval operator— (interval a, double b) {
return sub_id (a, b);

¥

interval operator— (double a, interval b) {
return sub_di (a, b);

¥

interval operator— (interval a) {
return _interval (-a.SUP, -a.INF);

¥

interval operator* (interval a, interval b) {
return mul_ii (a, b);

¥

interval operator* (interval a, double b) {
return mul_id (a, b);

193
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interval operator* (double a, interval b) {
return mul_di (a, b);

interval operator/ (interval a, interval b) {
return div_ii (a, b);

}

interval operator/ (interval a, double b) {
return div_id (a, b);

interval operator/ (double a, interval b) {
return div_di (a, b);

¥

[k */
/* ——— interval arithmetic (logical operations) —-—— %/
[k */

int operator== (interval a, interval b) {
return ieq_ii (a, b);

}

int operator== (interval a, double b) {
return ieq_ii (a, _interval(b));

}

interval operator| (interval a, interval b) {
return hull (a, b);
¥

int operator<= (double a, interval b) {
return in_di (a, b);

}

int in (double a, interval b) {
return in_di (a, b);

}

int in (interval a, interval b) {
return in_ii (a, b);

}

interval operator& (interval a, interval b) {
return intsec (a, b);

}

int operator< (interval a, interval b) {
return in_ii (a, b);

}

int operator< (double a, interval b) {
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if (b.INF<a && a<b.SUP) return 1; else return 0;
¥

int operator>= (interval a, double b) {
if (a.INF<=b && b<=a.SUP) return 1; else return O;
¥

int operator> (interval a, double b) {
if (a.INF<b && b<a.SUP) return 1; else return 0;
¥

int operator!= (interval a, interval b) {
if ('(a.INF==b.INF && a.SUP==b.SUP)) return 1; else return 0;

}

int operator<= (interval a, interval b) {
if (b.INF<=a.INF && a.SUP<=b.SUP) return 1; else return O;
¥

int operator>= (interval a, interval b) {
if (b.INF>=a.INF && a.SUP>=b.SUP) return 1; else return O;
¥

int operator> (interval a, interval b) {
if (b.INF>a.INF && a.SUP>b.SUP) return 1; else return O;

T

[k */
/* ——— utilities, mid, diam, -— %/
[k */

double inf (interval a) {
return a.INF;

}

double sup (interval a) {
return a.SUP;

}

double mid (interval a) {
return q_mid (a);

}

int disjoint (interval a, interval b) {
return dis_ii (a, b);

}

double diam (interval a) {
return q_diam (a);

}

double drel (interval a)
{ if ((a.SUP<=-qg_minr) || (g_minr<=a.INF)) {
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if (a.INF > 0) return diam(a)/a.INF;
else return diam(a)/(-a.SUP);
} else {
return diam(a);
T
T

interval blow ( interval x, double eps) {
interval y;

y = (1.0 +eps) * x — eps*x;

return (_interval(q_pred(y.INF),q_succ(y.SUP)));

¥

[k */
/* ——— interval arithmetic (elementary functions) —-—— %/
[k */

interval exp (interval a) {
return j_exp (a);

interval expm (interval a) {
return j_expm (a);

interval sinh (interval a) {
return j_sinh (a);

}

interval cosh (interval a) {
return j_cosh (a);

interval coth (interval a) {
return j_coth (a);

interval tanh (interval a) {
return j_tanh (a);

interval log (interval a) {
return j_log (a);
¥

interval 1n (interval a) {
return j_log (a);

interval 1gip (interval a) {
return j_lgip (a);



interval
return

interval
return

interval
return

interval
return

interval
return

interval
return

interval
return

interval
return

interval
return

interval
return

interval
return

interval
return

interval
return

interval
return

sqrt (interval a) {
j_sqrt (a);

sqr (interval a) {
j_sqr (a);

asnh (interval a) {
j_asnh (a);

asinh (interval a) {
j_asnh (a);

acsh (interval a) {
j_acsh (a);

acosh (interval a) {
j_acsh (a);

acth (interval a) {
j_acth (a);

acoth (interval a) {
j_acth (a);

atnh (interval a) {
j_atnh (a);

atanh (interval a) {
j_atnh (a);

asin (interval a) {
j_asin (a);

acos (interval a) {
j_acos (a);

acot (interval a) {
j_acot (a);

atan (interval a) {
j_atan (a);
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interval sin (interval a) {
return j_sin (a);

interval cos (interval a) {
return j_cos (a);

interval cot (interval a) {
return j_cot (a);

}

interval tan (interval a) {
return j_tan (a);

interval exp2 (interval a) {
return j_exp2 (a);

interval ex10 (interval a) {
return j_ex10 (a);

interval log2 (interval a) {
return j_log2 (a);
¥

interval 1g10 (interval a) {
return j_1gi0 (a);



Anhang D

Erste Anwendungsbeispiele

In den folgenden Unterabschnitten finden sich Beispiele zu:
o Intervallmifiges Hornerschema
o Aufruf einer Intervallfunktion
e Verifizierte Nullstellenbestimmung mit Bisektionsverfahren

o FinschlieBung aller Nullstellen mit dem erweiterten Intervall-Newton-Verfahren

D.1 Intervallgrundarithmetik in ANSI-C und C++

/*********************************************************************/

/* */
/* Example: hornerc.c (Interval Horner’s scheme in ANSI-C) */
/* (For copyright and info’s see file "fi_lib.h") */
/* */

/*********************************************************************/

#include<stdio.h>
#include<string.h>
#include"fi_1lib.h" /* use library fi_lib */

/* ——= main Program —————— == */

int main()

{
interval coeff[16];
interval p, x, res;
int i;

/* ——— Computation of the coefficients —————---—------—-e——— */
coeff[0] = eq_id(1.0);
coeff[1] = eq_id(1.0);
P = eq_id(1.0);
for (i=2; i<=15; i++){
p = mul_id(p, (double)i);
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coeff[i] = div_di(1.0,p);
¥

printf("Interval Horner’s scheme in ANSI-C with fi_lib\n");
printf (" \n\n");

printf ("Computation of the polynom (sum_i=0"15 1/i! x~i), \n");
printf (" that means the first terms of the taylor series \n");
printf (" of the exponential function.\n\n");

printf ("Enclosures for the polynom coefficients:\n");

for (i=0; i<=15; i++){
printf (" coeff[%2d] = ",i);
printInterval (coeff[i]);
printf("\n");

T

printf("\n");

printf("Now, you can choose an interval argument (e.g. ’x = 1 1’, \n");
printf("’x = 1.01 1.02’, ’x= -1 -1’ or ’x= -2.0 -1.99’ ...): \n\n");
printf("x = ");

x = scanInterval();

/* ——— interval Horner’s scheme ———————————-———————————————————————————— */
res = coeff[15];
for (i=14; i>=0; i—) {
res = mul_ii(res,x);
add_ii(res,coeff[il);

res

¥
printf("Result: ");
printInterval(res);

printf("\n");

return 0;

/*********************************************************************/

/* */
/*  Example: hornercpp.C (Interval Horner’s scheme in C++) */
/* (For copyright and info’s see file "fi_lib.h") */
/* */

/3 ks ok ok s ok ook s ok ook o K oK ok ok o K KR K K ok ok ok oK KR K ok K ok o K sk K s ok sk o ok ok ok sk ok Kok o K sk ok ok sk ok ok /
#include<stdio.h>
#include<string.h>
#include"interval.hpp" /* use library fi_lib with C++ - interface */

/¥ ——= main program —————— == */

int main()

{
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interval coeff[16];
interval p, x, res;

int i;

/* ——— Computation of the coefficients —————---—------—-e——— */
coeff[0] = _interval(1.0);

coeff[1] = _interval(1.0);

p = _interval(1.0);

for (i=2; i<=15; i++){
p = p*(double)i;
coeff[i] = 1.0/p;

}

cout
cout

cout
cout
cout
cout

<<
<<

<<
<<
<<
<<

"Interval Horner’s scheme in C++ with fi_lib" << endl;
" " << endl <K endl;

"Computation of the polynom (sum_i=0"15 1/i! x~i)," << endl;
"that means the first terms of the taylor series'" << endl;
"of the exponential function.'" << endl << endl;

"Enclosures for the polynom coefficients:" << endl;

for (i=0; i<=15; i++)
cout << " coeff[" << setw(2) << i <<« "] = " << coeff[i] << endl;
cout << endl;

cout << "Now, you can choose an interval argument (e.g. '’x =1 17, " << endl;
cout << "’x = 1.01 1.02’, ’x= -1 -1’ or ’x= -2.0 -1.99’ ...): " << endl;

cout << endl;

cout << "x = ";

cin >> x;

/* ——— interval Horner’s scheme ———————————-———————————————————————————— */
res = coeff[15];

for (i=14; i>=0; i—-)

res

cout

<<

res*x + coeffl[il;

"Result: " << res << endl;

return 0;

D.2 Aufruf von Standardfunktionen

/*********************************************************************/

/* */
/*  Example: comp_exp.c (Computation of the exponential function) */
/* (For copyright and info’s see file "fi_lib.h") */
/* */

/*********************************************************************/

#include<stdio.h>

201
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#include<string.h>
#include"fi_1lib.h" /* use library fi_lib */

/* ——= main Program —————— == */

int main()
{

interval x;

printf("\n");
printf ("Computation of the exponential function in ANSI-C with fi_lib\n");
printf (" \n\n");

printf("Insert an interval argument (e.g. ’x = 1 1’ or ’x = 1.01 1.02’) \n");
printf("x = ");
x = scanInterval();

printf("Argument x = ");
printInterval(x);
printf("\n");

printf (" exp(x) = ");
printInterval( j_exp(x) );

printf ("\n\n");

return 0;

/*********************************************************************/

/* */
/* Example: comp_sin.c (Computation of the sine function) */
/* (For copyright and info’s see file "fi_lib.h") */
/* */

/*********************************************************************/

#include<stdio.h>
#include<string.h>
#include"fi_1lib.h" /* use library fi_lib */

/* ——= main Program —————— == */

int main()
{

interval x;

printf("\n");
printf ("Computation of the sine function in ANSI-C with fi_lib\n");
printf (" \n\n");

printf("Insert an interval argument (e.g. ’x = 1 1’ or ’x = 1.01 1.02’) \n");
printf("x = ");
x = scanInterval();
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printf ("Argument x = ");
printInterval(x);
printf("\n");

printf (" sin(x) = ");
printInterval( j_sin(x) );

printf ("\n\n");

return 0;

203

D.3 Einschluf3 von Nullstellen (Bisektionsverfahren)

/*********************************************************************/

/* */
/* Example: bisection.C (finding zeros with bisection-method) */
/* (For copyright and info’s see file "fi_lib.h") */
/* */

/*********************************************************************/

#include "interval.hpp"
#include "iostream.h"

[/ ————————
// —— Test function f1 = e~ (-3x) - (sin x)°3 -
[/ ————————
interval fi(interval x) {
return ( exp(-3.0*x) - sin(x)#*sin(x)*sin(x) );

¥

[/ ————————
// —— Test function f2 = — \sum_k=1"5 (k*sin((k+1)x+k)) -
[/ ————————

interval f2(interval x) {
int k;
interval res=_interval(0.0);

for (k=1; k<=5; k++)
res = res — k * sin( (k+1)*x + k );

return ( res );

interval f3(interval x) {
return ( x*sqr(x) - 2%sqr(x) + x);

}
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interval f4(interval x) {
return _interval(0.0);

interval f5(interval x) {
return _interval(1.0);

interval f6(interval x) {
return ( sqr(sin(x)) - ( 1.0 - cos(2*x) ) / 2.0 );

interval f7(interval x) {
return( x*sqr(x) - sqr(x) - 17*x - 15 );

const int MaxDepth = 10000; // Maximum number of bisection steps
struct list // Data type for resulting list
{

interval intval;
list* next;

list() {intval=_interval(0.0); next=NULL;}

int VZ( interval (*fct) (interval), interval x) {
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return ( sup( (*fct)(_interval(inf(x))) * (#fct)(_interval(sup(x))) ) < 0 );

void PrintZeros( interval (*fct) (interval), list* reslist, int Depth) {
int k=0;

if (reslist==NULL)
cout << "Function contains no zeros in the search interval!' << endl;
else {
cout << "Ranges for zeros:'" << endl;
while (reslist !'= NULL) {

cout << " k=" << ++k << " " << reslist->intval << " verified: ";
if (VZ((*fct),reslist->intval)) cout << "Yes'" << endl;
else cout << "No" << endl;
reslist=reslist->next;
}
}
cout << "Number of bisection steps: " << Depth << endl << endl;
}
A
// —— function Bisect (bisection-method) -
A

void Bisect( interval (*fct) (interval), interval x, double eps,
list* &reslist, int &Depth) {

interval fx, x1, x2;
double infx, supx, m;
int k;

int absorbed;

list* pointer;
pointer = reslist;

Depth++;
fx = (*fct) (x);

if (0 <= fx) {
infx = inf(x);
supx = sup(x);
m = mid(x);
if ((diam(x)<eps) || (m==infx) || (m==supx) || (Depth > MaxDepth) ) {
k=1;
absorbed=0;
//- Try to absorb x by an already computed element of resulting list -
if (reslist != NULL) while ((pointer != NULL) && (!absorbed)) {
absorbed = ( (inf(pointer->intval)<=sup(x) &&
sup(x)<=sup(pointer->intval))
[l (inf(pointer->intval)<=inf(x) &&



206 ANHANG D. ERSTE ANWENDUNGSBEISPIELE

inf (x)<=sup(pointer->intval))
[l (inf(x)<=sup(pointer->intval) &&
sup(pointer->intval)<=sup(x))
[l (inf(x)<=inf(pointer->intval) &&
inf (pointer->intval)<=sup(x))
);
if (absorbed) pointer->intval = ((pointer->intval) | x);
pointer = pointer —> next;

}

if (!absorbed) { // Store x in the resulting list
pointer=reslist;
if (reslist !'= NULL) {
while (pointer->next != NULL) pointer = pointer—>next;
list* insert = new list;
pointer—>next = insert;
insert->next = NULL;
insert->intval = x;
} else {
reslist = new list;
reslist->next = NULL;
reslist->intval = x;
H
H
if (Depth> MaxDepth)
cout << "Maximal number of bisection steps is reached!'" << endl;

} else {
x1 = _interval(infx,m);
Bisect( (*fct), x1, eps, reslist, Depth);
x2 = _interval(m,supx);
Bisect( (*fct), x2, eps, reslist, Depth);
T
T
T
[/
// —— function PrintAllZeros (root finding and output) -
[/

void PrintAllZeros( interval (*fct) (interval), interval x, double eps) {

int Depth = 0;

list* reslist;

reslist = NULL;

Bisect( (*fct), x, eps, reslist, Depth );
PrintZeros( (*fct), reslist, Depth );

int main() {
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double eps;
interval y;

cout << "Bisection method in C++ with fi_1ib" << endl;
cout << " " << endl << endl;

cout << "Toleranz (relativ): (e.g. ’eps = le-3’ or ’eps = 1e-8’) \n eps = ";

cin >> eps;
cout << endl;

cout << "Test function f1 = e~ (-3x) - (sin x)~3:" << endl;
y = _interval( 0, 20);

cout << "Search interval: " << y << endl;

PrintAllZeros( f1, y, eps);

cout << "Test function f2 = - sum_k=1"5 (k*sin((k+1)x+k)):" << endl;
y = _interval( -5, 5);
cout << "Search interval: " << y << endl;

PrintAllZeros( f2, y, eps);

cout << "Test function f3 = x°3 - 2x"2 + x = x(x-1)"2:" << endl;
y = _interval( -1, 2);

cout << "Search interval: " << y << endl;

PrintAllZeros( £3, y, eps);

cout << "Test function f4 = 0:" << endl;
y = _interval( 1, 2);

cout << "Search interval: " << y << endl;
PrintAllZeros( f4, y, eps);

cout << "Test function f5 = 1:" << endl;
y = _interval( 1, 2);

cout << "Search interval: " << y << endl;
PrintAllZeros( f5, y, eps);

cout << "Test function f6 = (sin x)~2 - (1-cos 2x)/2 = 0:" << endl;
y = _interval( -1, 1);

cout << "Search interval: " << y << endl;

PrintAllZeros( f6, y, eps);

cout << "Test function f7 = x"3-x"2-17x-15 = (x-5) (x+1)(x+3):" << endl;
y = _interval( -10, 10);
cout << "Search interval: " << y << endl;

PrintAllZeros( f7, y, eps);

return 0;

Toleranz (relativ): (e.g. ’eps = 1le-3’ or ’eps = 1e-8’)
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eps = le-3

Test function f1 = e~ (-3x) - (sin x)~3:
Search interval: [-9.881312916824931e-324, 2.000000000000001e+01 ]
Ranges for zeros:

k=1 [ 5.883789062499998e-01, 5.889892578125002e¢-01 ] verified: Yes
k=2 [ 3.096313476562499e+00, 3.096923828125001e+00 ] verified: Yes
k=3 [ 6.284790039062498e+00, 6.285400390625002¢+00 ] verified: Yes
k=4 [ 9.424438476562496e+00, 9.425048828125004e+00 ] verified: Yes
k=5 [ 1.256591796875000e+01, 1.256652832031250e+01 ] verified: Yes
k=6 [ 1.570739746093750e+01, 1.570800781250000e+01 ] verified: Yes
k=7 [ 1.884948730468749e+01, 1.885009765625001e+01 ] verified: Yes

Number of bisection steps: 191

Test function f2 = — sum_k=1"5 (k*sin((k+1)x+k)):

Search interval: [ —-5.000000000000002e+00, 5.000000000000002e+00 ]
Ranges for zeros:

k=1 [ -4.946289062500002e+00, —4.945068359374998e+00 ] verified: Yes

k=2 [ -4.488525390625002e+00, -4.486083984374998e+00 ] verified: Yes
k=3 [ -3.977050781250001e+00, -3.975219726562499e+00 ] verified: Yes
k=4 [ -3.505859375000001e+00, -3.504028320312499e+00 ] verified: Yes
k=5 [ -3.015136718750001e+00, -3.013916015624999e+00 ] verified: Yes
k=6 [ -2.511596679687501e+00, -2.510375976562499e+00 ] verified: Yes
k=7 [ -2.055664062500001e+00, -2.054443359374999e+00 ] verified: Yes
k=8 [ -1.455078125000000e+00, -1.454467773437500e+00 ] verified: Yes
k=9 [ -7.861328125000002e-01, -7.855224609374998e-01 ] verified: Yes
k=10 [ -1.470947265625001e-01, —-1.464843749999999¢-01 ] verified: Yes
k=11 [ 3.521728515624999e-01, 3.527832031250001e-01 ] verified: Yes
k=12 [ 8.209228515624998e-01, 8.221435546875002e¢-01 ] verified: Yes
k=13 [ 1.336669921875000e+00, 1.338500976562500e+00 ] verified: Yes
k=14 [ 1.795043945312500e+00, 1.796875000000000e+00 ] verified: Yes
k=15 [ 2.305908203124999e+00, 2.308349609375001e+00 ] verified: Yes
k=16 [ 2.777099609374999e+00, 2.778930664062501e+00 ] verified: Yes
k=17 [ 3.268432617187499e+00, 3.269653320312501e+00 ] verified: Yes
k=18 [ 3.771362304687499e+00, 3.772583007812501e+00 ] verified: Yes
k=19 [ 4.227905273437498e+00, 4.228515625000002¢+00 ] verified: Yes
k=20 [ 4.827880859374998e+00, 4.828491210937502e+00 ] verified: Yes

Number of bisection steps: 811

Test function f3 = x"3 - 2x"2 + x = x(x-1)"2:

Search interval: [ -1.000000000000000e+00, 2.000000000000001e+00 ]
Ranges for zeros:

k=1 [ -2.441406250000001e-04, 4.882812500000002e-04 ] verified: Yes
k=2 [ 9.460449218749998e-01, 1.054443359375000e+00 ] verified: No
Number of bisection steps: 709

Test function f4 = 0:

Search interval: [ 9.999999999999998e-01, 2.000000000000001e+00 ]
Ranges for zeros:

k=1 [ 9.999999999999998e-01, 2.000000000000001e+00 ] verified: No
Number of bisection steps: 2047

Test function f5 = 1:
Search interval: [ 9.999999999999998e-01, 2.000000000000001e+00 ]
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Function contains no zeros in the search interval!
Number of bisection steps: 1

Test function f6 = (sin x)~2 - (1-cos 2x)/2 = 0:

Search interval: [ -1.000000000000000e+00, 1.000000000000000e+00 ]
Ranges for zeros:

k=1 [ -1.000000000000000e+00, 1.000000000000000e+00 ] verified: No
Number of bisection steps: 4095

Test function f7 = x~3-x"2-17x-15 = (x-5) (x+1) (x+3):

Search interval: [ -1.000000000000000e+01, 1.000000000000000e+01 ]
Ranges for zeros:

k=1 [ -3.001098632812501e+00, -2.999267578124999e+00 ] verified: Yes
k=2 [ -1.000366210937500e+00, -9.991455078124998e-01 ] verified: Yes
k=3 [ 4.999389648437498e+00, 5.000610351562502e+00 ] verified: Yes
Number of bisection steps: 179

D.4 Erweitertes Intervall-Newton-Verfahren

/*********************************************************************/

/* */
/*  Example: xinterval.hpp (Extended interval arithmetic) */
/* (For copyright and info’s see file "fi_lib.h") */
/* */

/*********************************************************************/

#include'"interval.hpp"

typedef enum { Finite, PlusInfty, MinusInfty, Double, Empty } KindType;

class xinterval { // Extended intervals according
public: // to the above definition
KindType kind; [/
double inf, sup;

xinterval ( );
xinterval ( const KindType&, const double&, const double& );
xinterval ( const xinterval& );

xinterval& operator= ( const xinterval& );
friend xinterval operator’, (const interval& A, const interval& B );

friend xinterval operator- ( const double a, const xinterval B );
friend interval* operator& ( interval X, const xinterval Y );

209
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interval EmptyIntval ( ); // Irregular (empty) interval

interval EmptyIntval ( ) // Irregular (empty) interval
{ [/
interval x;
x.INF 999999999.0;
x.SUP —999999999.0;
return x;

}

xinterval: :xinterval ( )
{

kind Finite;

inf = 0.0;
0.0;

sup

}

xinterval: :xinterval ( const KindType& k, const double& i, const double& s )

{

kind = k;
inf = i;
sup = s;
}
xinterval: :xinterval ( const xinterval& a )
{
kind = a.kind;
inf = a.inf;
sup = a.sup;
}
xinterval& xinterval::operator= ( const xinterval& a )
{
kind = a.kind;
inf = a.inf;
sup = a.sup;
return *this;
}
e
// Extended interval division ’A / B’ where 0 in ’B’ is allowed.
e

xinterval operator’ (const interval& A, const interval& B )
{

interval c¢;

xinterval Q;

if ( in(0.0, B) ) {
if ( in(0.0, 4) ) {
Q.kind = Double; // Q = [-o00,+00] = [-00,0] v [0,+00]
Q.sup = 0.0; // -
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Q.inf = 0.0;

¥

else if ( B ==0.0) { // Q= 1/]
Q.kind = PlusInfty; Yy ——
Q.inf = g_pred(sup(A)/inf(B));

¥

else if ( (sup(4) < 0.0) && (sup(B) == 0.0) ) { // Q = [Q.inf,+o0]
Q.kind = PlusInfty; J/ -
Q.inf = g_pred(sup(A)/inf(B));

¥

else if ( (sup(4d) < 0.0) && (inf(B) < 0.0) && (sup(B) > 0.0) ) {
Q.kind = Double; // Q = [-00,Q.5up] v [Q.inf,+o00]
Q.sup = g_succ(sup(A)/sup(B)); J/
Q.inf = q_pred(sup(A)/inf(B));

¥

else if ( (sup(4) < 0.0) && (inf(B) == 0.0) ) { // Q = [-00,Q.sup]
Q.kind = MinusInfty; J/ -
Q.sup = g_succ(sup(A)/sup(B));

¥

else if ( (inf(4) > 0.0) && (sup(B) == 0.0) ) { // Q = [-00,Q.sup]
Q.kind = MinusInfty; J/ -
Q.sup = g_succ(inf(A)/inf(B));

¥

else if ( (inf(4) > 0.0) && (inf(B) < 0.0) && (sup(B) > 0.0) ) {
Q.kind = Double; // Q = [-00,Q.5up] v [Q.inf,+o00]
Q.sup = g_succ(inf(A)/inf(B)); J/
Q.inf = g_pred(inf(A)/sup(B));

¥

else { // if ( (Inf(4a) > 0.0) && (Inf(B) == 0.0) )
Q.kind = PlusInfty; // Q = [Q.inf,+o0]
Q.inf = g_pred(inf(A)/sup(B)); J/ -

¥

} // in(0.0,B)
else { // 'in(0.0,B)

c =4/ B; // Q = [C.inf,C.sup]
Q.kind = Finite; J/ -
Q.inf = inf(c);
Q.sup = sup(c);
T
return Q;
T
[

// Subtraction of an extended interval ’B’ from a double value ’a’.

xinterval operator- ( const double a, const xinterval B )
{

xinterval D;

switch (B.kind) {
case Finite : D.kind
D.inf

Finite; // D = [D.inf,D.supl
g_pred(a-B.sup); // -
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D.sup = g_succ(a-B.inf);

break;

case PlusInfty : D.kind = MinusInfty; // D = [inf,+oo0]
D.sup = g_succ(a-B.inf); /)
break;

case MinusInfty : D.kind = PlusInfty; // D = [-oo0,sup]
D.inf = g_pred(a-B.sup); /)
break;

case Double : D.kind = Double; // D = [-00,D.sup] v [D.inf,+o00]

D.inf = g_pred(a-B.sup); //-————-————————
D.sup = g_succ(a-B.inf);
if (D.inf < D.sup) D.inf = D.sup;

break;
case Empty : D.kind = Empty; // D= [/]
D.inf = g_pred(a-B.sup); /)
break;
} // switch
return D;
T
[

// Intersection of an interval ’X’ and an extended interval ’Y’. The result
// is given as a pair (vector) of intervals, where one or both of them can
// be empty intervals.

interval* operator& ( interval X, const xinterval Y )
{

interval H;

interval* IS = new intervall[3];

IS[1] = EmptyIntval();
I1S[2] EmptyIntval();

switch (Y.kind) {
case Finite : // [X.inf,X.sup]l & [Y.inf,Y.sup]

H = _interval(Y.inf,Y.sup);
if ( 'disjoint(X,H) ) IS[1] = X & H;

break;
case PlusInfty : // [X.inf,X.sup]l & [Y.inf,+oo0]

if (sup(X) >= Y.inf)
if (inf(X) > Y.inf)

Is[1] = X;
else
IS[1] = _interval(Y.inf,sup(X));
break;
case MinusInfty : // [X.inf,X.sup]l & [-o00,Y.sup]

if (Y.sup >= inf(X))
if (sup(X)<Y.sup)
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Is[1] = X;
else
IS[1] = _interval(inf(X),Y.sup);
break;
case Double : if ( (inf(X) <= Y.sup) && (Y.inf <= sup(X)) ) {
1S[1] = _interval(inf(X),Y.sup); // X & [-00,Y.sup]
IS[2] = _interval(Y.inf,sup(X)); // X & [Y.inf,+oo]

}

else if (Y.inf <= sup(X)) // [X.inf,X.supl & [Y.inf,+oo0]
if (inf(X) >= Y.inf) [/

Is[1] = X;
else
IS[1] = _interval(Y.inf,sup(X));

else if (inf(X) <= Y.sup) // [X.inf,X.supl & [-o00,Y.supl
if (sup(X) <= Y.sup) J/ -

1s[1] = X;
else
IS[1] = _interval(inf(X),Y.sup);
break;
case Empty : break; // [X.inf,X.sup] ** [/]
} // switch 2 —

return IS;
} // operator&

/*********************************************************************/

/* */
/* Example: xinewton.c (Compute all zeros of a function) */
/* (For copyright and info’s see file "fi_lib.h") */
/* */

/*********************************************************************/

#include "xinterval.hpp"
#include <iostream.h>

#include <stdio.h> // for function sprintf

/)
// ——— Initialisation, data type list -
/)
struct list // Data type for resulting list

{

interval intval;
int info;
list* next;

list() {intval=_interval(0.0); next=NULL;}
};

static int MaxZeroNo=10;

213
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const int NoError = 0, // Error constants
I11MaxZeroNo = 1,
NotAllZeros = 2;

const int MaxCount = 10000;

[/
// Definition of the function f(x) and the derivate df(x)

// Test function f = cosh(x) + 10 * x~2 * sin(x)"2 - 34
[/

interval f(interval x) {
return ( cosh(x)+10*sqr(x)*sqr(sin(x))-34 );
¥

interval df(interval x) {
return( sinh(x)+20*x*sqr(sin(x))+20*sqr(x)*sin(x)*cos(x) );

void xinewton(interval fy, interval y, double eps, int yUnique,
list* &zerolist, int& zerono)

{

if (zerono > MaxZeroNo) return;

interval* V;

xinterval z;

double c;

interval ci;

int i;

int absorbed;

list* pointer;

pointer = zerolist;

if (!in(0.0,fy)) return;

= mid(y);
ci=_interval(c);
z = ¢ — f(ci)%df(y);
V=y& z;
if (V[1] == y) { // bisection
V[1] = _interval(y.INF,c);
V[2] = _interval(c,y.SUP);
T

if ( (V[1] '= EmptyIntval() ) && (V[2] == EmptyIntval()))
yUnique = yUnique || in(V[1]l,y);
else

yUnique 0;

for (i=1;i<=2;i++) {
if (V[i] == EmptyIntval()) continue;
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if (drel(V[il)<=eps) {
fy=£(V[il);
if (in(0.0,fy)) {
zerono ++;
if (zerono > Max

absorbed=0;
pointer=zerolist

//- Try to absorb V[i] by an already computed element of list —

ZeroNo) return;

bl

if (zerolist != NULL) {
while ((pointer !'= NULL) && (!absorbed)) {
absorbed = !'( (sup(V[i])<inf(pointer—->intval)) ||
(sup(pointer->intval)<inf (V[i]) ));
if (absorbed) {
pointer->intval = ((pointer—>intval) | V[il);

pointer—>info = 0;

zerono
}

pointer =

if (!absorbed) {

if (zerolist

while (pointer->next != NULL) pointer

bl

pointer —> next;

// Store x in the resulting list
pointer=zerolist;

1= NULL) {

list* insert = new list;

pointer—>next = insert;
insert->next = NULL;
insert—>intval = V[i];

insert->info = yUnique;

} else {

zerolist =

new list;

zerolist->next = NULL;
zerolist—>intval = V[i];

zerolist->info = yUnique;

¥
} else {

pointer—>next;

xinewton(£(V[i]),V[il,eps,yUnique,zerolist,zerono);

char* AllZerosErrMsg (int Err)

{

static char Msg[80] = "";
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switch (Err) {
case NoError: break;
case I11MaxZeroNo: sprintf(Msg,"Error: Parameter for maximum number of zeros must lie in 1,...

break;
case NotAllZeros: sprintf(Msg,'Warning: Not all zeros found due to the user limit of %11d zer
break;
default: sprintf(Msg,"Error Code not defined");
}
return (Msg);
}
/)
// ———  function VerificationStep -
/)
static void VerificationStep(interval& y, int& unique)
{
const int kmax= 10;
interval yIn, y01ld, fc, dfy;
double c,eps;
int k;
k = 0;
yIn = y;
eps = 0.25;
unique = 0;
while (!'unique && (k < kmax) ) {
y0ld = blow(y,eps);
dfy = df(y);
if (in(0.0,dfy)) break;
k++;
¢ = mid(y01d);
fc=f(_interval(c));
y = ¢ - fc / dfy;
if (disjoint(y, y0ld)) break;
unique = in(y,y01ld);
y =7y & y0ld;
if (y == y01d) eps=eps*8.0;
}
if (lunique) y = yIn;
}
/)
// —— function AllZeros (root finding and verification) -
/)

void AllZeros(interval Start, double Epsilon, list* &zerolist,
int& NumberOfZeros, int& Err, int MaxNumberOfZeros) {

double MinEpsilon;
list* pointer;
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if (1<=MaxNumberOfZeros && MaxNumberOfZeros <= MaxCount) {

MaxZeroNo = MaxNumberOfZeros;

Err = NoError;
NumberOfZeros = 0;
MinEpsilon = gq_succ(1.0)-1.0; // 1lulp

if (Epsilon < MinEpsilon)

Epsilon = MinEpsilon;

xinewton(f(Start), Start, Epsilon, 0 , zerolist, NumberOfZeros);

if (NumberO0fZeros > MaxNumber0fZeros) {
Err NotAllZeros;
NumberOfZeros MaxNumberOfZeros;

¥
} else {
Err

I11MaxZeroNo;

NumberOfZeros = 0;

pointer = zerolist;
while (pointer !'= NULL) {
if (pointer->info==0) {

VerificationStep(pointer->intval,pointer->info);

}

pointer

pointer—>next;

int main ()

{

interval SearchInterval;
double Tolerance;

int NumberO0fZeros, Error;
list* Zero;

" << endl << endl;

cosh(x) + 10 * x~2 * sin(x)"2 - 34 "

Zero = NULL;
cout << "Extended-Interval-Newton method in C++ with fi_lib" << endl;
cout << "
cout << "Computing all zeros of the function f(x) =
<< endl;
cout << "Search interval (e.g. ’-10 10°): " ;

cin >> SearchInterval;
cout << endl << '"Search interval

cout << "Tolerance (relative) (e.g. ’1e-3’ or ’le-15’): ";

cin >> Tolerance;
cout << endl;

" << SearchInterval << endl;

Al1Zeros(SearchInterval, Tolerance, Zero, NumberOfZeros,

Error, MaxCount);
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if (Zero==NULL)
cout << "Function contains no zeros in the search interval!' << endl;
else {
cout << "Ranges for zeros:'" << endl;
while (Zero !'= NULL) {
cout << Zero—>intval << endl;
if (Zero->info)
cout << " encloses a locally unique zero !" << endl;
else

cout << " may contain a zero (not verified unique)!"<< endl;
Zero = Zero—->next;

}
}
cout << endl << NumberOfZeros << " interval enclosure(s)'" << endl;
if (Error) cout << endl << AllZerosErrMsg(Error) << endl;

return O;



Anhang E

Erweiterungen, Ausblick

E.1 Bekannte Fehler

Es sind derzeit keine Fehler bekannt (Stand: Juli 1998).

E.2 Ideen, Verbesserungsvorschlige

Areacosinus: Fehlerschranke kann evtl. verbessert werden, wenn der Teilpunkt 1.025
groBer gewahlt wird. Fvtl. auch Uberschiatzung durch eps_ari  mit Handrechung iiber-
priifen?

Logarithmus: Bei der Intervallfunktion sollten mégliche exakte Frgebnisse (7.B. log,(2¥),
log,,(10%)) getrennt hehandelt werden.

Potenzfunktion: #¥ zur Verfiigung stellen.
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Anhang F

Sonstige Hinweise

F.1 Schaubilder der Funktionen

Die Schaubilder der Funktionen, die in diese Dokumentation eingebunden sind, wurden
alle mit dem Programm ,Gnuplot® erzeugt. Es wurden jeweils Bilder im eps-Format
(encapsulated postscript) generiert. Verwendet wurden dazu die generell die folgenden

Befehle:

set size 0.5,0.5
set terminal postscript eps
set output '"<filename>"

Die Funktionen selbst wurden dann mit dem entsprechenden Plot-Befehl gezeichnet:

Dateiname Plot-Befehl

sqr.eps plot [x=-5:5] [0:10] x**2 title "sqr(x)"
sqrt.eps plot [x=-0.2:7] [-1.5:4.5] sqrt(x)
exp.eps plot [x=-5:5] [0:10] exp(x)

expml.eps plot [x=-5:5] [-1:9] exp(x)-1 title "expmi"

exp2.eps plot [x=-5:5] [0:10] 2#**x title "exp2(x) "

explO.eps plot [x=-5:5] [0:10] 10**x title "10"x"

logip.eps plot [x=-1.1:6] [-3.5:3.5] log(1+x) title "1n(1+x)"
log.eps plot [x=-0.1:7] [-3.5:3.5] log(x) title "In(x)"

log2.eps plot [x=-0.1:7] [-3.5:3.5] log(x)/log(2) title "log2(x)"
log10.eps plot [x=-0.1:7] [-3.5:3.5] logl0(x) title "loglO(x)"

sin.eps set size 0.5,0.25
plot [x=-9.5:9.5] [-1.2:1.2] sin(x)
cos.eps set size 0.5,0.25
plot [x=-9.5:9.5] [-1.2:1.2] cos(x)
tan.eps plot [x=-4.7:4.7] [-10:10] tan(x)
cot.eps plot [x=-6.2:6.2] [-10:10] 1/tan(x) title "cot(x)"
asin.eps plot [x=-1.5:1.5] asin(x) title "arcsin(x)"
acos.eps plot [x=-1.5:1.5] [0:3.15] acos(x) title "arccos(x)"

atan.eps plot [x=-10:10] [-5:5] atan(x) title "arctan(x)"
acot.eps plot [x=-10:10] [-3:7] pi/2-atan(x) title "arccot(x)"
sinh.eps plot [x=-4.9:4.9] [-4.9:4.9] sinh(x)
cosh.eps plot [x=-4.9:4.9] [-0.9:8.9] cosh(x)
tanh.eps set size 1,0.25

plot [x=-4.9:4.9] [-1.2:1.2] tanh(x)
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coth.eps plot [x=-4.9:4.9] [-4.9:4.9] coth(x)

asnh.eps plot [x=-4.9:4.9] [-4.9:4.9] log(x+sqrt(x**2+1)) title "arsinh(x)"
acsh.eps plot [x=-0.1:9.8] [-1.9:4.9] log(x+sqrt(x**2-1)) title "arcosh(x)"
atnh.eps plot [x=-1.4:1.4] [-3.2:3.2] 0.5*%log((1+x)/(1-x)) title "artanh(x)"
acth.eps plot [x=-4.9:4.9] 0.5*1log((x+1)/(x-1)) title "arcoth(x)"

In das LaTeX-Dokument wurden die Schaubilder dann mit Hilfe der folgenden Befehle

eingebunden:

\usepackage{graphicx?}
\includegraphics{<filename>}

F.2 Unterschiede PC - Workstation

Diein PC’s verwendeten Prozessoren (z.B. INTEL) verwenden intern ein 80-Bit Zahlenfor-
mat, Workstations fithren die gesamte Berechnung im 64-Bit double-Format durch. Dies
fithrt (je nach verwendetem Compiler) dazu, daf die folgenden Programmanweisungen in
C unterschiedlich berechnet werden:

a = k *x konst;
a=x - aj;
b =x - k * konst;

Nach Ausfithrung auf einer Workstation gilt a=b, auf einem PC unter Linux (Gnu-C-
Compiler) gilt dies jedoch fiir bestimmte Werte von x und konst nicht!

F.3 Fehler in fritheren Implementierungen

Die im folgenden aufgelisteten Fehler in fritheren Tmplementierungen der Standardfunk-
tionen wurden bei der Entwicklung der neuen Bibliothek entdeckt.

F.3.0.1 PASCAIL-XSC - Linux-Version T3.01

e GroBe Uberschitzung bei der Logarithmusfunktion zur Basis 10:
log4(10) = [0, 1]
log,(100) = [1, 2]

e Potenzfunktion

[727 7]][273]
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F.3.0.2 PASCAL-XSC-Modul mpi_ari

e In den Kommentarzeilen des PASCAT-XSC-Moduls bei der Funktion power muf} es
im 4. Fall heiflen: x.inf < 1 < x.sup

Falls  weitere Ungereimtheiten auftreten sollten, werden diese in der Datei

error_reports.xsc dokumentiert.
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