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2 1 ZUSAMMENFASSUNG1 ZusammenfassungDie Arbeit befa�t sich mit der rigorosen Fehleranalyse numerischer Algorithmen,die das im IEEE-Standard 754-1985 [5], [14] festgelegte Datenformat doppelt ge-nauer Gleitpunktzahlen (64 Bit) verwenden. Es werden Fehlerschranken sowohlf�ur absolute als auch f�ur relative Fehler hergeleitet. Dabei werden auch Opera-tionen, die zu (Zwischen-)Ergebnissen im Unterlaufbereich f�uhren, durch geeigne-te worst case Absch�atzungen sicher erfa�t. Die Methodik kann in Verbindung miteiner Maschinenintervallrechnung und unter Verwendung eines Operatorkonzeptesverwendet werden, um auf elegante Weise Gesamtfehlerabsch�atzungen f�ur Gleit-kommaalgorithmen automatisch vom Rechner durchf�uhren zu lassen. Auch f�ur be-reits existierende Programme k�onnen mit nur minimalen Quellcodeanpassungen (imwesentlichen durch Ab�andern von Datentypen) verl�a�liche Vorw�artsfehleranalysendurchgef�uhrt werden. Eine so gefundene Gesamtfehlerschranke ber�ucksichtigt alleEingangs-, Konstanten- und Rundungsfehler. Sie ist eine abgesicherte worst caseSchranke, die gleichm�a�ig �uber dem gesamten untersuchten Datenbereich (bzw. Pa-rameterbereich) gilt.Eine Umsetzung der hier beschriebenen Absch�atzungen in eine Softwarebibliothek�ndet sich in [2]. Die notwendigen Routinen sind in der Programmiersprache C++unter Verwendung der Klassenbibliothek C-XSC [16] realisiert. Das �Uberladen vonOperatoren erlaubt die elegante Anwendung des Fehlerkalk�uls. Beispiele �nden sichu. a. in [2], [11], [12], [13], [19]. Sie belegen die hohe numerische G�ute der gefundenenFehlerschranken.Key Words: Rounding Errors, Reliable Error Estimates, Floating-pointCalculations, Absolute Error Bounds, Relative Error Bounds, AutomaticError AnalysisMSC: 65G05, 65G10, 68M15



32 Voraussetzungen an die ArithmetikDer in den Paragraphen 3 und 4 vorgestellte Fehlerkalk�ul erm�oglicht sichere a prioriFehlerabsch�atzungen f�ur mathematische Grundoperationen und Funktionen. Dabeisind die mit dem Kalk�ul berechneten Fehlerschranken gleichm�a�ige Schranken. Siegelten jeweils f�ur beliebige Argumente, sofern diese den in den Absch�atzungen zu-grundegelegten Datenbereich (Parameterbereich) nicht verlassen.Es werden hier die bereits in den Arbeiten [12], [11], [17], [13], [19] verwendetenBezeichnungen und Notationen verwendet (vgl. Anhang).Im folgenden m�ogen als Generalvoraussetzungen gelten:� 2 f+;�; � ; =g; a 2 A 2 IIR; b 2 B 2 IIR sowie~a = a+�a = a(1 + "a) mit j�aj � �(a); j"aj � "(a) = �(a)=jaj und~b = b+�b = b(1 + "b) mit j�bj � �(b); j"bj � "(b) = �(b)=jbj; also~a 2 ~A := A+ [��(a);�(a)] = A � [1� "(a); 1 + "(a)];~b 2 ~B := B + [��(b);�(b)] = B � [1� "(b); 1 + "(b)]: (GV)Dabei seien die IntervalleA = [a; a] und B = [b; b] (a; a; b; b 2 IR), die absoluten Feh-lerschranken �(a) und �(b) und die relativen Fehlerschranken "(a) und "(b) gegeben(falls die jeweilige Gr�o�e in der betrachteten Formel oder Ungleichung auftritt).Bei der Herleitung der Fehlerschranken wird vorausgesetzt, da� die Operationendes verwendeten Rechners dem IEEE-Standard gen�ugen1. Insbesondere hat manalso f�ur die Grundoperation � 2 f+;�; � ; =g und deren Maschinenanalogon 2� 2f2+;2�;2� ;2= g die Absch�atzung�����(~a � ~b) � (~a2� ~b)~a � ~b ����� � " (1)f�ur alle ~a;~b 2 S mit j~a � ~bj 2 [MinReal; MaxReal]. " bedeutet f�ur gerichtet gerundeteOperationen das Zweifache der Maschinengenauigkeit, bei Rundung zur n�achstenZahl die Maschinengenauigkeit "� selbst. Es wird au�erdem vorausgesetzt, da� kein�Uberlauf auftritt2, d. h. a � b; ~a2� ~b 2 [�MaxReal; MaxReal] sei stets erf�ullt.Wenn ~a � ~b im Unterlaufbereich U := (�MinReal; MinReal) liegt, gilt obige Ab-sch�atzung f�ur den relativen Fehler einer Maschinenoperation i. allg. nicht mehr. Das1Das hier vorgestellte methodische Vorgehen kann ohne Schwierigkeiten auf andere Gleitkom-maraster �ubertragen werden.2Durch die Routinen der Fehlerabsch�atzungsbibliothek wird der Fall eines �Uberlaufs automa-tisch erkannt. Es wird dann mit einer Fehlermeldung abgebrochen.



4 3 FEHLERSCHRANKEN F�UR GRUNDOPERATIONENfolgende Lemma liefert f�ur diesen Fall zumindest eine Schranke f�ur den absolutenFehler.Lemma 2.1 Im Unterlaufbereich U :=(�MinReal; MinReal) gilt die Absch�atzungj(~a � ~b)� (~a2� ~b)j � MinReal (2)f�ur alle � 2 f+;�; � ; =g und ~a;~b 2 S mit j~a � ~bj < MinReal.Beweis: ~a � ~b und ~a2� ~b haben das gleiche Vorzeichen, d. h. es giltj(~a � ~b)� (~a2� ~b)j 2 [0; MinReal]=) j(~a � ~b)� (~a2� ~b)j � j[0; MinReal]j = MinRealBemerkung 2.1 Falls eine Arithmetik mit "gradual underow\ verwendet wirdund die Arithmetik auch im Unterlaufbereich maximal genaue Grundoperationenzur Verf�ugung stellt, gilt o�ensichtlich j(~a � ~b) � (~a 2� ~b)j � dMinReal f�ur alle� 2 f+;�; � ; =g und ~a;~b 2 S mit j~a � ~bj < MinReal.�Uber die (1+")�Eigenschaft (1) hinausgehend, wird in dieser Arbeit vorausgesetzt,da� die zugrundeliegende Rechnerarithmetik im Falle eines exakt darstellbaren Re-sultates diesen Wert als Maschinenergebnis liefert, d. h., da�~a � ~b 2 S =) ~a2� ~b = ~a � ~b: (3)Rechnerarithmetiken, die dem IEEE-Standard gen�ugen, besitzen diese Eigenschaft.3 Fehlerschranken f�ur Grundoperationen3.1 Absolute FehlerschrankenF�ur das Ergebnis der Maschinenverkn�upfung ~a 2� ~b soll nun eine absolute Fehler-schranke �(�) 2 IR+ berechnet werden, so da�j(a � b)� (~a2� ~b)j � �(�)f�ur alle a 2 A mit ja � ~aj � �(a) bzw. ja � ~aj � "(a)jaj und f�ur alle b 2 B mitjb� ~bj � �(b) bzw. jb� ~bj � "(b)jbj gilt.



3.1 Absolute Fehlerschranken 53.1.1 Absch�atzung des fortgepanzten DatenfehlersSatz 3.1 F�ur die Fortpanzung des absoluten Datenfehlers j(a � b)� (~a �~b)j gilt beiexakter Rechnungj(a+ b)� (~a+~b)j � �(a) + �(b) =: �dat;+ (4)j(a� b)� (~a� ~b)j � �(a) + �(b) =: �dat;� (5)j(a � b)� (~a � ~b)j � �(a)�(b) + jaj�(b) + jbj�(a) =: �dat;� (6)j(a=b)� (~a=~b)j � �(a) + jab j�(b)jbj ��(b) =: �dat;= f�ur �(b) < jbj : (7)Beweis:Add: : j(a+ b)� (~a+~b)j = ja+ b� (a+�a + b+�b)j= j�a +�bj� �(a) + �(b) = �dat;+Sub: : j(a� b)� (~a� ~b)j = ja� b� (a+�a � b��b)j= j�a ��bj� �(a) + �(b) = �dat;�Mul: : j(a � b)� (~a � ~b)j = jab� (a+�a)(b+�b)j= ja�b + b�a +�a�bj� �(a)�(b) + jaj�(b) + jbj�(a) = �dat;�Div: : j(a=b)� (~a=~b)j = ����� ab (b+�b)� (a+�a)b+�b ����� = ����� ab�b ��ab+�b ������ �(a) + jab j�(b)jbj ��(b) = �dat;= ; falls �(b) < jbjMit Hilfe von Satz 3.1 lassen sich nun gleichm�a�ige Schranken �dat(+), �dat(�),�dat(�) und �dat(=) f�ur die Fortpanzung des absoluten Datenfehlers f�ur alle a 2 Aund b 2 B herleiten:Fall I F�ur ja� ~aj und jb�~bj sind die absoluten Schranken �(a) und �(b) gegeben.�dat;+ = �(a) + �(b) =: �dat(+)



6 3 FEHLERSCHRANKEN F�UR GRUNDOPERATIONEN�dat;� = �(a) + �(b) =: �dat(�)�dat;� = �(a)�(b) + jaj�(b) + jbj�(a)� �(a)�(b) + jAj�(b) + jBj�(a) =: �dat(�)�dat;= = �(a) + jab j�(b)jbj ��(b) � �(a) + jAjhBi�(b)hBi ��(b) =: �dat(=) f�ur �(b) < hBiFall II F�ur ja�~aj ist die absolute Schranke �(a) und f�ur jb�~bj die relative Schranke"(b) gegeben.�dat;+ = �(a) + jbj"(b) � �(a) + jBj"(b) =: �dat(+)�dat;� = �(a) + jbj"(b) � �(a) + jBj"(b) =: �dat(�)�dat;� = �(a) � jbj"(b) + jaj � jbj"(b) + jbj�(a)� jBj��(a)"(b) + jAj"(b) + �(a)� =: �dat(�)�dat;= = �(a) + jab j � jbj"(b)jbj � jbj"(b) � �(a) + jAj"(b)hBi(1 � "(b)) =: �dat(=) f�ur "(b) < 1Fall III F�ur ja � ~aj ist die relative Schranke "(a) und f�ur jb � ~bj die absoluteSchranke �(b) gegeben.�dat;+ = jaj"(a) + �(b) � jAj"(a) + �(b) =: �dat(+)�dat;� = jaj"(a) + �(b) � jAj"(a) + �(b) =: �dat(�)�dat;� = jaj"(a) ��(b) + jaj�(b) + jbj � jaj"(a)� jAj�"(a)�(b) + �(b) + jBj"(a)� =: �dat(�)�dat;= = jaj"(a) + jab j�(b)jbj ��(b) � jAj "(a) + �(b)hBihBi ��(b) =: �dat(=) f�ur �(b) < hBiFall IV F�ur ja� ~aj und jb�~bj sind die relativen Schranken "(a) und "(b) gegeben.�dat;+ = jaj"(a) + jbj"(b) � jAj"(a) + jBj"(b) =: �dat(+)�dat;� = jaj"(a) + jbj"(b) � jAj"(a) + jBj"(b) =: �dat(�)�dat;� = jaj"(a) � jbj"(b) + jaj � jbj"(b) + jbj � jaj"(a)� jAj � jBj � �"(a)"(b) + "(b) + "(a)� =: �dat(�)�dat;= = jaj"(a) + jab j � jbj"(b)jbj � jbj"(b) � jAj("(a) + "(b))hBi(1 � "(b)) =: �dat(=) f�ur "(b) < 1In Tabelle 1 sind die Ergebnisse noch einmal zusammengefa�t.



3.1 Absolute Fehlerschranken 7gegeben �dat(�) �dat(�) �dat(=)�(a);�(b) �(a) + �(b) �(a)�(b) + jAj�(b) + jBj�(a) �(a)+ jAjhBi�(b)hBi��(b)�(a); "(b) �(a) + jBj"(b) jBj��(a)"(b) + jAj"(b) + �(a)� �(a)+jAj"(b)hBi(1�"(b))"(a);�(b) jAj"(a) + �(b) jAj�"(a)�(b) + �(b) + jBj"(a)� jAj "(a)+�(b)hBihBi��(b)"(a); "(b) jAj"(a) + jBj"(b) jAj � jBj � �"(a)"(b) + "(b) + "(a)� jAj("(a)+"(b))hBi(1�"(b))Tabelle 1: Schranken f�ur die Fortpanzung des absoluten Datenfehlers bei denGrundoperationen3.1.2 Absch�atzung des RundungsfehlersSatz 3.2 F�ur den Rundungsfehler j(~a�~b)�(~a2� ~b)j einer Operation � 2 f+;�; � ; =gmit den Maschinenzahlen ~a;~b 2 S gilta) im Unterlaufbereich, d. h. ~a2� ~b 2 U und damit ~a � ~b 2 U :j(~a � ~b)� (~a2� ~b)j � MinReal=: �rnd;U(�) : (8)Bei Verwendung einer Arithmetik mit maximal genauen Operationen im "gra-dual underow\ kann die Absch�atzung noch versch�arft werden zu:j(~a � ~b)� (~a2� ~b)j � 8>><>>: 0 f�ur � 2 f+;�gdMinReal f�ur � 2 f � ; =g 9>>=>>; =: �rnd;U (�) (9)b) im normalisierten Bereich, d. h. ~a2� ~b =2 U und damit ~a � ~b =2 U :j(~a � ~b)� (~a2� ~b)j � " � (�dat(�) + jA �Bj) =: �rnd;N (�) (10)f�ur jedes � 2 f+;�; � ; =g.Beweis:a) Ungleichung (8) folgt sofort aus Lemma 2.1.F�ur � 2 f � ; =g ist Ungleichung (9) o�ensichtlich (siehe Bemerkung 2.1).Seien also � = + und ~a;~b 2 S mit ~a 2+ ~b 2 U . Man kann ohne Beschr�an-kung der Allgemeinheit ~a;~b � 0 annehmen. (F�ur ~a;~b � 0 betrachte ~a2+ ~b =



8 3 FEHLERSCHRANKEN F�UR GRUNDOPERATIONEN�((�~a)2+ (�~b)). Die beiden anderen F�alle kommen einer Subtraktion gleich,die weiter unten behandelt wird.) Es folgt0 � ~a;~b � ~a+~b < MinReal;d. h. ~a, ~b und ~a + ~b haben denselben Exponenten: e(~a) = e(~b) = e(~a + ~b) =emin � 1. Die Summe ~a2+ ~b ist daher exakt.Seien nun � = � und ~a;~b 2 S mit ~a2� ~b 2 U . Wieder sei o. B. d. A. ~a;~b � 0und zus�atzlich ~a � ~b. Es sind drei F�alle zu unterscheiden:Fall I e(~a) = e(~b): klar!Fall II(a) e(~a) = e(~b) + 1 und ~b 2 U :Es folgt ~a = 1:a1 : : : a52 � 2emin und ~b = 0:b1 : : : b52 � 2emin , d. h.1:a1: : :a52 � 2emin� 0:b1: : :b52 � 2emin= c0:c1: : :c52 � 2eminDa aber ~a� ~b 2 U , ist c0 = 0, und das exakte Ergebnis ist ohneRundung im Gleitpunktsystem darstellbar.Fall II(b) e(~a) = e(~b) + 1 und ~b =2 U :Es folgt ~a = a0:a1 : : : a52 � 2e(~a) und ~b = 0:b0b1 : : : b52 � 2e(~a) mite(~a) = e(~b) + 1 � emin + 1, d. h.a0:a1: : :a52 � 2e(~a)� 0:b0: : :b51b52 � 2e(~a)= c0:c1: : :c52c53 � 2e(~a)Wegen ~a�~b 2 U ist e(~a�~b) = emin� 1 � e(~a)� 2. Es mu� alsoc0 = c1 = 0 gelten; das exakte Ergebnis ist ohne Rundung imGleitpunktsystem darstellbar.Fall III e(~a) � e(~b) + 2:Dann gilt ~a =2 U ) ~a = 1:a1 : : : a52 � 2e(~a) � 2e(~a) � 2e(~b)+2 und~b = b0:b1 : : : b52 �2e(~b) � 2e(~b)+1. Daher ist ~a�~b � 2e(~b)+1 � 2emin =2U , d. h. dieser Fall kann nicht eintreten, wenn die Di�erenz ~a�~bim Unterlauf liegen soll.Es folgt in jedem Falle die Behauptung.b) Nach Ungleichung (1) giltj(~a � ~b)� (~a2� ~b)j � " � j~a � ~bj� " � (j(a � b)� (~a � ~b)j+ ja � bj)� " � (�dat(�) + jA �Bj) = �rnd;N (�) ;



3.2 Relative Fehlerschranken 9womit die Behauptung gezeigt w�areBeispiel 3.1 (zu Satz 3.2a) Gegeben sei das Gleitpunktsystem S :=S(2; 4;�6; 7)sowie die Maschinenzahlen ~a :=1:011 �2�5 2 S und ~b :=1:111 �2�6 2 S. Die Di�erenz~a� ~b = 10:110 � 2�6 � 1:111 � 2�6 = 0:111 � 2�6 2 U :=(�2�6; 2�6) ist ohne Rundungdarstellbar und daher exakt.3.1.3 Gesamtfehlerabsch�atzungMit der Dreiecksungleichung l�a�t sich der absolute Gesamtfehler folgenderma�enabsch�atzen: j(a � b)� (~a2� ~b)j � j(a � b)� (~a � ~b)j+ j(~a � ~b)� (~a2� ~b)j ;d. h. man hat� im Unterlaufbereichj(a � b)� (~a2� ~b)j � �dat(�) + �rnd;U(�) =: �(�) ;� im normalisierten Bereichj(a � b)� (~a2� ~b)j � �dat(�) + �rnd;N(�) =: �(�)� und im gesamten Bereichj(a � b)� (~a2� ~b)j � �dat(�) + maxf�rnd;U(�);�rnd;N(�)g� �dat(�) + �rnd;U(�) + �rnd;N (�) =: �(�) :3.2 Relative FehlerschrankenF�ur das Ergebnis der Maschinenverkn�upfung ~a 2� ~b soll nun eine relative Fehler-schranke "(�) 2 IR+ berechnet werden, so da������(a � b)� (~a2� ~b)a � b ����� � "(�)f�ur alle a 2 A mit ja � ~aj � �(a) bzw. ja � ~aj � "(a)jaj und f�ur alle b 2 B mitjb� ~bj � �(b) bzw. jb� ~bj � "(b)jbj gilt.



10 3 FEHLERSCHRANKEN F�UR GRUNDOPERATIONEN3.2.1 Absch�atzung des fortgepanzten DatenfehlersSatz 3.3 F�ur die Fortpanzung des relativen Datenfehlers�����(a � b)� (~a � ~b)a � b �����gilt bei exakter Rechnung�����(a+ b)� (~a+~b)a+ b ����� � �(a) + �(b)ja+ bj =: "dat;+ (11)�����(a� b)� (~a� ~b)a� b ����� � �(a) + �(b)ja� bj =: "dat;� (12)�����(a � b)� (~a � ~b)a � b ����� � �(a)jaj � �(b)jbj + �(b)jbj + �(a)jaj =: "dat;� (13)�����(a=b)� (~a=~b)a=b ����� � j baj�(a) + �(b)jbj ��(b) =: "dat;= f�ur �(b) < jbj : (14)Beweis:Add: : �����(a+ b)� (~a+ ~b)a+ b ����� (4)� �(a) + �(b)ja+ bj = "dat;+Sub: : �����(a� b)� (~a� ~b)a� b ����� (5)� �(a) + �(b)ja� bj = "dat;�Mul: : �����(a � b)� (~a � ~b)a � b ����� (6)� �(a)�(b) + jaj�(b) + jbj�(a)ja � bj= �(a)jaj � �(b)jbj + �(b)jbj + �(a)jaj = "dat;�Div: : �����(a=b)� (~a=~b)a=b ����� (7)� �(a) + jab j�(b)jbj ��(b) � jbjjaj= j ba j�(a) + �(b)jbj ��(b) = "dat;= ; falls �(b) < jbjMit Hilfe von Satz 3.3 lassen sich nun gleichm�a�ige Schranken f�ur die Fortpanzungdes relativen Datenfehlers f�ur alle a 2 A und b 2 B herleiten. F�ur die Addition undSubtraktion werden dabei die beiden folgenden Lemmata verwendet.



3.2 Relative Fehlerschranken 11Lemma 3.1 Seien x 2 X = [x; x] 2 IIR, y 2 Y = [y; y] 2 IIR beliebig und c1; c2 � 0konstant. Dann giltmaxx2X;y2Y c1jxj+ c2jx� yj = maxx2fx;xg;y2fy;yg c1jxj+ c2jx� yj = maxx2fx;xg c1jxj+ c2hx� Y i : (15)Dabei wird vorausgesetzt, da� die auftretenden Nenner stets ungleich Null sind, d. h.0 =2 X � Y .Beweis:Der Beweis wird f�ur den Fall "+\ mit inf(X+Y ) > 0 gezeigt. Die restlichendrei F�alle ("+\ mit sup(X + Y ) < 0, "�\ mit inf(X � Y ) > 0 und "�\ mitsup(X � Y ) < 0) werden ganz entsprechend behandelt; es �andern sich lediglicheinige Vorzeichen.Sei D := X � Y , f : D ! IR; (x; y) 7! f(x; y) := c1jxj+c2jx+yj = c1jxj+c2x+y und c1 > 0(c1 = 0) maxx2X;y2Y c2x+y = maxx2fx;xg c2hx+Y i).Zu y0 2 Y , beliebig aber fest gew�ahlt, wird gy0(x) :=f(x; y0) de�niert.F�ur x < 0 ist g0y0(x) = �c1(x+ y0)� (�c1x+ c2)(x+ y0)2 = �c1y0 � c2(x+ y0)2 < 0 ;da y0 > �x > 0.F�ur x > 0 istg0y0(x) = c1(x+ y0) � (c1x+ c2)(x+ y0)2 = c1y0 � c2(x+ y0)2 8>><>>: < 0 f�ur y0 < c2=c1 ;� 0 f�ur y0 � c2=c1 :Somit ist gy0(x) f�ur x < 0 eine monoton fallende und f�ur x � 0, in Abh�angigkeit vonder fest vorgegebenen Lage von y0, eine monoton fallende bzw. monoton wachsendeFunktion. Es folgt daher wegen der Stetigkeit von gy0 auf Xmaxx2X f(x; y0) = maxx2X gy0(x) = maxx2fx;xg gy0(x) (16)und weiter maxx2X;y2Y c1jxj+ c2x+ y = maxx2X maxy2Y c1jxj+ c2x+ y = maxx2X maxy2fy;yg c1jxj+ c2x+ y(16)= maxx2fx;xg maxy2fy;yg c1jxj+ c2x+ y = maxx2fx;xg c1jxj+ c2hx+ Y iLemma 3.2 Seien x 2 X = [x; x] 2 I IR, y 2 Y = [y; y] 2 I IR beliebig undd1; d2 � 0 konstant. Dann giltmaxx2X;y2Y d1jxj+ d2jyjjx� yj = maxx2fx;xg;y2fy;yg d1jxj+ d2jyjjx� yj : (17)Dabei wird vorausgesetzt, da� die auftretenden Nenner stets ungleich Null sind, d. h.0 =2 X � Y .



12 3 FEHLERSCHRANKEN F�UR GRUNDOPERATIONENBeweis: Wieder wird nur der Beweis f�ur den Fall "+\ mit inf(X + Y ) > 0 gezeigt.Die anderen F�alle werden ganz entsprechend gezeigt; es �andern sich lediglich einigeVorzeichen.Seien o. B. d. A. d1; d2 > 0 (d1 = 0 oder d2 = 0 f�uhrt auf Gleichung (15) mit c2 = 0und evtl. Rollentausch von x und y). Dann folgt die Behauptung aus Lemma 3.1:maxx2X;y2Y d1jxj+ d2jyjx+ y = maxx2X maxy2Y d1jxj+ d2jyjx+ y =3 maxx2X maxy2fy;yg d1jxj+ d2jyjx+ y= maxy2fy;ygmaxx2X d1jxj+ d2jyjx+ y =4 maxy2fy;yg maxx2fx;xg d1jxj+ d2jyjx+ yUnter Verwendung von Lemma 3.1 und Lemma 3.2 k�onnen jetzt optimale Schran-ken "dat(+); "dat(�); "dat(�) und "dat(=) f�ur die oben genannte Fehlerfortpanzungangegeben werden.Fall I F�ur ja� ~aj und jb�~bj sind die absoluten Schranken �(a) und �(b) gegeben."dat;+ = �(a) + �(b)ja+ bj � �(a) + �(b)hA+Bi =: "dat(+)"dat;� = �(a) + �(b)ja� bj � �(a) + �(b)hA�Bi =: "dat(�)"dat;� = �(a)jaj � �(b)jbj + �(b)jbj + �(a)jaj� �(a)hAi � �(b)hBi + �(b)hBi + �(a)hAi =: "dat(�)"dat;= = j baj�(a) + �(b)jbj ��(b) = �(a)jaj + �(b)jbj1� �(b)jbj� �(a)hAi + �(b)hBi1� �(b)hBi =: "dat(=) f�ur �(b) < hBiFall II F�ur ja�~aj ist die absolute Schranke �(a) und f�ur jb�~bj die relative Schranke"(b) gegeben."dat;+ = �(a) + jbj"(b)ja+ bj Lemma 3.1� maxb2fb;bg �(a) + jbj"(b)hA+ bi =: "dat(+)"dat;� = �(a) + jbj"(b)ja� bj Lemma 3.1� maxb2fb;bg �(a) + jbj"(b)hA� bi =: "dat(�)3Lemma 3.1 mit c1 = d2, c2 = d1jxj4Lemma 3.1 mit c1 = d1, c2 = d2jyj



3.2 Relative Fehlerschranken 13"dat;� = �(a)jaj � "(b) + "(b) + �(a)jaj � �(a)hAi � "(b) + "(b) + �(a)hAi =: "dat(�)"dat;= = j ba j�(a) + jbj"(b)jbj � jbj"(b) = �(a)jaj + "(b)1 � "(b)� �(a)hAi + "(b)1 � "(b) =: "dat(=) f�ur "(b) < 1Fall III F�ur ja � ~aj ist die relative Schranke "(a) und f�ur jb � ~bj die absoluteSchranke �(b) gegeben."dat;+ = jaj"(a) + �(b)ja+ bj Lemma 3.1� maxa2fa;ag jaj"(a) + �(b)ha +Bi =: "dat(+)"dat;� = jaj"(a) + �(b)ja� bj Lemma 3.1� maxa2fa;ag jaj"(a) + �(b)ha�Bi =: "dat(�)"dat;� = "(a) � �(b)jbj + �(b)jbj + "(a) � "(a) � �(b)hBi + �(b)hBi + "(a) =: "dat(�)"dat;= = j ba j � jaj"(a) + �(b)jbj ��(b) = "(a) + �(b)jbj1 � �(b)jbj� "(a) + �(b)hBi1� �(b)hBi =: "dat(=) f�ur �(b) < hBiFall IV F�ur ja� ~aj und jb�~bj sind die relativen Schranken "(a) und "(b) gegeben."dat;+ = jaj"(a) + jbj"(b)ja+ bj Lemma 3.2� maxa2fa;ag;b2fb;bg jaj"(a) + jbj"(b)ja+ bj =: "dat(+)"dat;� = jaj"(a) + jbj"(b)ja� bj Lemma 3.2� maxa2fa;ag;b2fb;bg jaj"(a) + jbj"(b)ja� bj =: "dat(�)"dat;� = "(a)"(b) + "(b) + "(a) =: "dat(�)"dat;= = j ba j � jaj"(a) + jbj"(b)jbj � jbj"(b) = "(a) + "(b)1 � "(b) =: "dat(=) f�ur "(b) < 1In Tabelle 2 sind die Ergebnisse noch einmal zusammengefa�t.3.2.2 Absch�atzung des Rundungsfehlers�Uber den Rundungsfehler, der bei einer gleitpunktm�a�igen Verkn�upfung zweierGleitpunktzahlen entsteht, macht der folgende Satz Aussagen.



14 3 FEHLERSCHRANKEN F�UR GRUNDOPERATIONENgegeben "dat(�) "dat(�) "dat(=)�(a);�(b) �(a)+�(b)hA�Bi �(a)hAi � �(b)hBi + �(b)hBi + �(a)hAi �(a)hAi +�(b)hBi1��(b)hBi�(a); "(b) maxb2fb;bg �(a)+jbj"(b)hA�bi �(a)hAi � "(b) + "(b) + �(a)hAi �(a)hAi +"(b)1�"(b)"(a);�(b) maxa2fa;ag jaj"(a)+�(b)ha�Bi "(a) � �(b)hBi + �(b)hBi + "(a) "(a)+�(b)hBi1��(b)hBi"(a); "(b) maxa2fa;ag;b2fb;bg jaj"(a)+jbj"(b)ja�bj "(a)"(b) + "(b) + "(a) "(a)+"(b)1�"(b)Tabelle 2: Schranken f�ur die Fortpanzung des relativen Datenfehlers beiden GrundoperationenSatz 3.4 F�ur den relativen Rundungsfehler�����(~a � ~b)� (~a2� ~b)a � b �����einer Operation � 2 f+;�; � ; =g mit den Maschinenzahlen ~a;~b 2 S gilta) im Unterlaufbereich, d. h. ~a2� ~b 2 U und damit ~a � ~b 2 U :�����(~a � ~b)� (~a2� ~b)a � b ����� � MinRealhA �Bi =: "rnd;U (�) : (18)Bei Verwendung einer Arithmetik mit maximal genauen Operationen im "gra-dual underow\ kann die Absch�atzung noch versch�arft werden zu:�����(~a � ~b)� (~a2� ~b)a � b ����� � 8>>><>>>: 0 f�ur � 2 f+;�gdMinRealhA �Bi f�ur � 2 f � ; =g 9>>>=>>>; =: "rnd;U(�) (19)b) im normalisierten Bereich, d. h. ~a2� ~b =2 U und damit ~a � ~b =2 U :�����(~a � ~b)� (~a2� ~b)a � b ����� � " � ("dat(�) + 1) =: "rnd;N (�) (20)f�ur jedes � 2 f+;�; � ; =g.Beweis:a) Folgt sofort aus Satz 3.2a).



3.3 Sonderf�alle: Operanden, die keine Rundungsfehler verursachen 15b) �����(~a � ~b)� (~a2� ~b)a � b ����� (1)� " � �����~a � ~ba � b������ " � j(a � b)� (~a � ~b)j+ ja � bjja � bj� " � ("dat(�) + 1) = "rnd;N(�)3.2.3 Gesamtfehlerabsch�atzungMit der Dreiecksungleichung l�a�t sich der relative Gesamtfehler folgenderma�enabsch�atzen:�����(a � b)� (~a2� ~b)a � b ����� � �����(a � b)� (~a � ~b)a � b �����+ �����(~a � ~b)� (~a2� ~b)a � b ����� ;d. h. man hat� im Unterlaufbereich�����(a � b)� (~a2� ~b)a � b ����� � "dat(�) + "rnd;U(�) =: "(�) ;� im normalisierten Bereich�����(a � b)� (~a2� ~b)a � b ����� � "dat(�) + "rnd;N(�) =: "(�)� und im gesamten Bereich�����(a � b)� (~a2� ~b)a � b ����� � "dat(�) + maxf"rnd;U (�); "rnd;N(�)g� "dat(�) + "rnd;U(�) + "rnd;N (�) =: "(�) :3.3 Sonderf�alle: Operanden, die keine RundungsfehlerverursachenIn diesem Abschnitt kommt Forderung (3) aus Abschitt 2 zum Einsatz.Falls eine Operation auf dem Rechner ohne Rundungsfehler durchf�uhrbar ist, so soll-te f�ur die mit dem Fehlerkalk�ul bestimmten Schranken �rnd(�) = "rnd(�) = 0 gel-ten. Die in den vorangegangenen Abschnitten hergeleiteten Rundungsfehlerschran-ken sind in diesen F�allen in der Regel jedoch gr�o�er als Null:



16 3 FEHLERSCHRANKEN F�UR GRUNDOPERATIONENBeispiel 3.2 Seien a = a = a = 1015 und b = b = b = 1014 (A und B sind dem-nach Punktintervalle). Beide Zahlen sind im IEEE-double-Format exakt darstellbar,woraus folgt, da� �(a) = "(a) = 0 und somit �dat(+) = "dat(+) = 0. Man erh�altschlie�lich nach (10) und (20)�rnd;N(+) = " � j1015 + 1014j = 1:1 � 1015 � " > 0und "rnd;N (+) = " > 0 ;obwohl das Ergebnis der Addition der beiden Zahlen, 1:1 � 1015 2 IN \ S, auf demRechner exakt darstellbar ist.Im folgenden werden hinreichende Bedingungen f�ur rundungsfehlerfrei durchf�uhr-bare (Maschinen-)Operationen genannt. Wenn nicht anders angegeben, wird dabeivorausgesetzt, da� das Ergebnis der Verkn�upfung der Maschinenzahlen ~a und ~b imnormalisierten Bereich liegt, d. h. j~a � ~bj 2 [MinReal; MaxReal] f�ur ~a;~b 2 S.F�ur x = (�1)s(x) �m(x) � 2e(x) 2 S liefern die Funktionen zlead und ztrail die Anzahlder f�uhrenden bzw. abschlie�enden Nullen in der Mantisse m(x) von x (zlead(x) = 0f�ur x =2 U = (�MinReal; MinReal)). e(x) bezeichne den Exponenten der IEEE-Darstellung von x.Satz 3.5 (Subtraktion) Das Ergebnis einer Subtraktion von zwei Maschinenzah-len ist exakt darstellbar, d. h.j(~a� ~b)� (~a2� ~b)j = �����(~a� ~b)� (~a2� ~b)a� b ����� = 0 ;wenn eine der folgenden Bedingungen erf�ullt ist:(i) 12 � ~a~b � 2 (21)(ii) e(~a� ~b) � minf e(~a) + ztrail(~a); e(~b) + ztrail(~b) g (22)(iii) ~a = 0 oder ~b = 0 (23)Beweis: Zu (i): siehe [26]. Zu (ii): siehe [8]. Zu (iii): trivialSatz 3.6 (Addition) Das Ergebnis einer Addition von zwei Maschinenzahlen istexakt darstellbar, d. h.j(~a+~b)� (~a2+ ~b)j = �����(~a+~b)� (~a2+ ~b)a+ b ����� = 0 ;wenn eine der folgenden Bedingungen erf�ullt ist:(i) �2 � ~a~b � �12 (24)(ii) e(~a+~b) � minf e(~a) + ztrail(~a); e(~b) + ztrail(~b) g (25)(iii) ~a = 0 oder ~b = 0 (26)



3.3 Sonderf�alle: Operanden, die keine Rundungsfehler verursachen 17Beweis: Die Behauptung folgt wegen ~a+~b = ~a� (�~b) aus Satz 3.5Satz 3.7 (Multiplikation) Das Ergebnis einer Multiplikation von zwei Maschi-nenzahlen ist exakt darstellbar, d. h.j(~a � ~b)� (~a2� ~b)j = �����(~a � ~b)� (~a2� ~b)a � b ����� = 0 ;wenn eine der folgenden Bedingungen erf�ullt ist:(i) ~a = 2k; k 2 Z: (27)Ist ~a � ~b 2 U; mu� k � emin � e(~b)� ztrail(~b) sein.(ii) ~b = 2k; k 2 Z: (28)Ist ~a � ~b 2 U; mu� k � emin � e(~a)� ztrail(~a) sein.(iii) zlead(~a) + ztrail(~a) + zlead(~b) + ztrail(~b) � t (29)Beweis:(i) Seien ~a = 2k 2 S, k 2 Z und ~b 2 S mit der Darstellung ~b = (�1)s(~b) �m(~b)�2e(~b).Dann ist ~a �~b = 2k � (�1)s(~b) �m(~b) �2e(~b) = (�1)s(~b) �m(~b) �2k+e(~b) 2 S und daher~a2� ~b = ~a � ~b.F�ur ~a � ~b 2 U und k � emin � e(~b) � ztrail(~b) ist e(~a2� ~b) = emin, d. h. dieMantisse von ~b mu� bei der Multiplikation mit 2k um emin� (k+ e(~b)) Stellennach rechts geschoben werden. Wegen emin� (k+ e(~b)) � emin� (emin� e(~b)�ztrail(~b) + e(~b)) = ztrail(~b) fallen nur Nullen aus der Mantisse heraus, es giltalso auch hier ~a2� ~b = ~a � ~b.(ii) Analog zu (i).(iii) ~a m�oge t� (zlead(~a) + ztrail(~a)) und ~b m�oge t� (zlead(~b) + ztrail(~b)) signi�kan-te Stellen in der Mantisse besitzen. Dann hat ~a � ~b h�ochstens t � (zlead(~a) +ztrail(~a))+t�(zlead(~b)+ztrail(~b)) = 2t�(zlead(~a)+ztrail(~a)+zlead(~b)+ztrail(~b)) �2t� t = t signi�kante Stellen und damit ist ~a � ~b 2 SSatz 3.8 (Division) Das Ergebnis einer Division von zwei Maschinenzahlen istexakt darstellbar, d. h.j(~a=~b)� (~a2= ~b)j = �����(~a=~b)� (~a2= ~b)a=b ����� = 0 ;wenn die folgende Bedingung erf�ullt ist:~b = 2k; k 2 Z (30)Ist ~a � ~b 2 U , mu� zus�atzlich k � e(~a) + ztrail(~a)� emin gefordert werden.



18 3 FEHLERSCHRANKEN F�UR GRUNDOPERATIONENBeweis: Die Behauptung folgt wegen ~a=2k = ~a � 2�k aus Satz 3.7F�ur die sp�atere Implementierung werden Bedingungen f�ur die einschlie�enden In-tervalle ~A und ~B ben�otigt, die gew�ahrleisten, da� s�amtliche Operationen ~a � ~b mit~a 2 ~A\S und ~b 2 ~B\S rundungsfehlerfrei durchgef�uhrt werden k�onnen, d. h. , da�~a � ~b = ~a2� ~b 8~a 2 ~A \ S 8~b 2 ~B \ Sgleichm�a�ig gilt. Solche Bedingungen werden in den folgenden S�atzen angegeben.Dabei sei die Funktion eIS : IS 7! IN gem�a�eIS(X) := 8>><>>: e(hXi); falls X echtes Intervalle(x) + ztrail(x); falls X = [x; x] Punktintervallde�niert.Satz 3.9 (Subtraktion) Ist eine der Bedingungen(i) inf( ~A= ~B) � 12 und sup( ~A= ~B) � 2 (31)(ii) e(j ~A� ~Bj) � minfeIS( ~A); eIS( ~B)g (32)(iii) ~A = [0; 0] oder ~B = [0; 0] (33)erf�ullt, dann gilt ~a� ~b = ~a2� ~b 8~a 2 ~A \ S 8~b 2 ~B \ S :Beweis:(i) inf( ~A= ~B) � 12 ^ sup( ~A= ~B) � 2=) 12 � ~a~b � 2 8~a 2 ~A \ S 8~b 2 ~B \ S Satz 3.5 (i)=) Beh.(ii) e(~a� ~b) � e(j ~A� ~Bj) � minfeIS( ~A); eIS( ~B)g� minf e(~a) + ztrail(~a); e(~b) + ztrail(~b) g 8~a 2 ~A \ S 8~b 2 ~B \ SSatz 3.5 (ii)=) Beh.(iii) Folgt aus Satz 3.5 (iii)Satz 3.10 (Addition) Ist eine der Bedingungen(i) inf( ~A= ~B) � �2 und sup( ~A= ~B) � �12 (34)(ii) e(j ~A+ ~Bj) � minfeIS( ~A); eIS( ~B)g (35)(iii) ~A = [0; 0] oder ~B = [0; 0] (36)erf�ullt, dann gilt ~a+~b = ~a2+ ~b 8~a 2 ~A \ S 8~b 2 ~B \ S :



3.3 Sonderf�alle: Operanden, die keine Rundungsfehler verursachen 19Beweis:(i) inf( ~A= ~B) � �2 ^ sup( ~A= ~B) � �12=) �2 � ~a~b � �12 8~a 2 ~A \ S 8~b 2 ~B \ S Satz 3.6 (i)=) Beh.(ii) e(~a+~b) � e(j ~A+ ~Bj) � minfeIS( ~A); eIS( ~B)g� minf e(~a) + ztrail(~a); e(~b) + ztrail(~b) g 8~a 2 ~A \ S 8~b 2 ~B \ SSatz 3.6 (ii)=) Beh.(iii) Folgt aus Satz 3.6 (iii)Satz 3.11 (Multiplikation) Ist eine der Bedingungen(i) ~A = [~a; ~a]; ~a = 2k; k 2 Z; (37)ist ( ~A � ~B) \ U 6= ;; mu� k � emin � eIS( ~B) sein(ii) ~B = [~b;~b]; ~b = 2k; k 2 Z; (38)ist ( ~A � ~B) \ U 6= ;; mu� k � emin � eIS( ~A) sein(iii) ~A = [~a; ~a]; ~B = [~b;~b]; zlead(~a) + ztrail(~a) + zlead(~b) + ztrail(~b) � t (39)erf�ullt, dann gilt ~a � ~b = ~a2� ~b 8~a 2 ~A \ S 8~b 2 ~B \ S :Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 3.7 (i) bis (iii)Satz 3.12 (Division) Es gilt~a=~b = ~a2= ~b 8~a 2 ~A \ S 8~b 2 ~B \ S ;falls die folgende Bedingung erf�ullt ist:~B = [~b;~b]; ~b = 2k; k 2 Z: (40)Ist ( ~A � ~B) \ U 6= ;, mu� zus�atzlich k � eIS( ~A)� emin gefordert werden.Beweis: Die Behauptung folgt aus Satz 3.8Bemerkung 3.1 Die Aussagen �uber den Rundungsfehler im Unterlaufbereich sindnat�urlich nur zul�assig, wenn die zugrundeliegende Arithmetik den "gradual under-ow\ auch unterst�utzt!Bemerkung 3.2 Ob f�ur ~A = [~a; ~a]; ~B = [~b;~b] die Operation ~a � ~b rundungs-fehlerfrei durchf�uhrbar ist, l�a�t sich im Falle einer maximal genauen Maschinen-Intervallarithmetik auch mit der entsprechenden Maschinen-Intervalloperation pr�u-fen. Bezeichnet3� eine Maschinen-Intervalloperation, so giltd( ~A3� ~B) = 0 =) ~a � ~b = ~a2� ~b: (41)Wegen (41) ) (39), kann in diesem Fall (39) �ubergangen werden.



20 4 FEHLERSCHRANKEN F�UR FUNKTIONEN4 Fehlerschranken f�ur Funktionen4.1 Allgemeine Fehlerabsch�atzungSatz 4.1 Sei f : D ! IR di�erenzierbar auf dem IntervallD � ~A = A+ [��(a);�(a)]� IR :F�ur die auf der Maschine implementierte N�aherungsfunktion ~f : D\S ! S an f sei"(f) � 0 eine (bekannte) obere Schranke f�ur den relativen Fehler im normalisiertenBereich und �(f) � 0 eine (bekannte) obere Schranke f�ur den absoluten Fehler imUnterlaufbereich, d. h. es geltejf(~x)� ~f (~x)j � "(f)jf(~x)j (42)f�ur alle ~x 2 S mit jf(~x)j 2 [MinReal; MaxReal] undjf(~x)� ~f(~x)j � �(f) (43)f�ur alle ~x 2 S mit jf(~x)j 2 [0; MinReal). Mit diesen Voraussetzungen erh�alt man dieFehlerabsch�atzungjf(a)� ~f(~a)j � �dat;f + "(f)��dat;f + jf(a)j�+�(f) 8a 2 A ; (44)wobei �dat;f = �(a) � ���f 0�a+ [��(a);�(a)]����= jaj"(a) � ���f 0�a � [1� "(a); 1 + "(a)]���� : (45)Beweis: Seien a 2 A und ~a 2 ~A \ S beliebig und �a = ~a� a 2 [��(a);�(a)].1. Fortgepanzter Datenfehler:Aus dem Mittelwertsatz der Di�erentialrechnung folgtf(~a) = f(a+�a) = f(a) + f 0(a+ ��a)�a mit � 2 (0 ; 1) ;d. h. f�ur die Fortpanzung des Datenfehlers �a gilt bei exakter Rechnungjf(a)� f(~a)j = j�af 0(a+ ��a)j� �(a) � ���f 0�a+ [��(a);�(a)]����= jaj"(a) � ���f 0�a � [1� "(a); 1 + "(a)]���� = �dat;f :



4.1 Allgemeine Fehlerabsch�atzung 212. Rundungsfehler:Nach (42) und (43) istjf(~a)� ~f (~a)j � 8>><>>: �(f) ; falls jf(~a)j 2 [0; MinReal) ;"(f)jf(~a)j ; falls jf(~a)j 2 [MinReal; MaxReal] :Man hat alsojf(~a)� ~f(~a)j � "(f)jf(~a)j+�(f)� "(f)�jf(~a)� f(a)j+ jf(a)j�+�(f)= "(f)��dat;f + jf(a)j�+�(f) :3. Gesamtfehler:Da a 2 A und ~a 2 ~A \ S beliebig waren, folgt die Behauptung jetzt aus derDreiecksungleichung, angewandt auf den Gesamtfehler:jf(a)� ~f (~a)j � jf(a)� f(~a)j+ jf(~a)� ~f(~a)j� �dat;f + "(f)��dat;f + jf(a)j�+�(f) 8a 2 AKorollar 4.1 F�ur den relativen Gesamtfehler gilt nach Satz 4.1�����f(a)� ~f(~a)f(a) ����� � "dat;f + "(f)�"dat;f + 1�+ �(f)jf(a)j 8a 2 A ; (46)wobei "dat;f = �(a) � ������f 0�a+ [��(a);�(a)]�f(a) ������= jaj"(a) � ������f 0�a � [1� "(a); 1 + "(a)]�f(a) ������ : (47)Korollar 4.2 Gleichm�a�ige Fehlerabsch�atzungen �uber dem Intervall A erh�alt man,indem man (44) und (46) intervallm�a�ig f�ur A auswertet, alsojf(a)� ~f(~a)j � �dat(f) + "(f)��dat(f) + jf(A)j�+�(f) 8a 2 A (48)�����f(a)� ~f(~a)f(a) ����� � "dat(f) + "(f)�"dat(f) + 1�+ �(f)hf(A)i 8a 2 A ; (49)



22 4 FEHLERSCHRANKEN F�UR FUNKTIONENwobei �dat(f) = �(a) � ���f 0�A+ [��(a);�(a)]����= jAj"(a) � ���f 0�A � [1� "(a); 1 + "(a)]���� (50)und "dat(f) = �(a) � ���f 0�A+ [��(a);�(a)]����hf(A)i= jAj"(a) � ���f 0�A � [1� "(a); 1 + "(a)]����hf(A)i : (51)Bemerkung 4.1 Manchmal wird von der Approximation ~f verlangt, da� sie die-selben Nullstellen wie f hat, also f(~x) = 0 =) ~f(~x) = 0 . Die oben aufgef�uhrtenFehlerschranken behalten jedoch ihre G�ultigkeit auch dann, wenn diese Eigenschaftnicht erf�ullt ist.Bemerkung 4.2 Die Ableitung von f in (50) bzw. (51) kann mit Hilfe von auto-matischer Di�erentiation auf einfache Weise berechnet werden. Treten in der inter-vallm�a�igen Auswertung von (48) bzw. (49) zu gro�e �Ubersch�atzungen auf, k�onnendie Fehlerschranken durch direkte Anwendung von Satz 4.1 und Korollar 4.1 even-tuell versch�arft werden5.Als Beispiel f�ur die Anwendung von Satz 4.1 und der Korollare 4.1 und 4.2 sollen imfolgenden Unterabschnitt Fehlerabsch�atzungen f�ur einige mathematische Standard-funktionen hergeleitet werden.4.2 Konkrete Fehlerschranken f�ur einige mathematischeStandardfunktionen4.2.1 Die Funktion sqrt(x) = pxLemma 4.1 F�ur c1; c2 � 0 nimmt die Funktion f : X ! IR, X = [x; x] 2 I IR,x > c1, die durch f(x) := c12px� c1 + c2  c12px� c1 +px!5Gelegentlich kann gezeigt werden, da� die Fehlerschranken ihr Maximum am Intervallrandannehmen.



4.2 Konkrete Fehlerschranken f�ur einige mathematische Standardfunktionen 23de�niert sei, ihr Maximum am Rand von X an, d. h.maxx2X f(x) = maxx2fx;xg f(x) :Die Funktion f(x) = sqrt(x) = px ist di�erenzierbar auf dem Intervall ~A =A + [��(a);�(a)] = A � [1 � "(a); 1 + "(a)], wenn inf( ~A) > 0 ist. F�ur das Ma-schinenanalogon ~f zu f verlangt der IEEE-754-Standardjf(~x)� ~f(~x)j � "jf(~x)jf�ur alle ~x 2 S mit jf(~x)j 2 [MinReal; MaxReal] undjf(~x)� ~f(~x)j = 0f�ur alle ~x 2 S mit jf(~x)j 2 [0; MinReal)6. Damit sind die Voraussetzungen von Satz4.1 erf�ullt, und es gilt mit "(sqrt) :="jpa�gp~aj � �dat;sqrt+ "(sqrt)��dat;sqrt+ jpaj� ;wobei �dat;sqrt = ������ �(a)2qa+ [��(a);�(a)]������ = �(a)2qa��(a) = "(a)pa2q1� "(a) :Die dabei auftretenden Radikanden sind wegen inf( ~A) > 0 alle gr�o�er als Null. F�urden absoluten Fehler erh�alt man demnach die folgenden Schranken:jpa�gp~aj � �(a)2qa��(a) + "(sqrt)0@ �(a)2qa��(a) +pa1A (52)Lemma 4.1� maxa2fa;ag0@ �(a)2qa��(a) + "(sqrt)0@ �(a)2qa��(a) +pa1A1Ajpa�gp~aj � "(a)pa2q1 � "(a) + "(sqrt)0@ "(a)pa2q1 � "(a) +pa1A� jpAj0@ "(a)2q1� "(a) + "(sqrt)0@ "(a)2q1 � "(a) + 11A1A :Aus (52) ergeben sich die Schranken f�ur den relativen Fehler entsprechend zu������pa�gp~apa ������ � �(a)a2q1� �(a)a + "(sqrt)0@ �(a)a2q1� �(a)a + 11A6Dieser Fall tritt nur f�ur ~x = 0 ein; nach IEEE-754 gilt fp0 = p0 = 0.



24 4 FEHLERSCHRANKEN F�UR FUNKTIONEN� 8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: �(a)hAi2r1 � �(a)hAi + "(sqrt)0BB@ �(a)hAi2r1 � �(a)hAi + 11CCA"(a)2q1 � "(a) + "(sqrt)0@ "(a)2q1 � "(a) + 11A :Die Ergebnisse sind in Tabelle 3 noch einmal zusammengefa�t.abzusch�atzen gegeben Gesamtfehlerabsch�atzung�(a) maxa2fa;ag� �(a)2pa��(a) + "(sqrt)� �(a)2pa��(a) +pa��jpa�gp~aj "(a) jpAj� "(a)2p1�"(a) + "(sqrt)� "(a)2p1�"(a) + 1���(a) �(a)hAi2q1��(a)hAi + "(sqrt)0@ �(a)hAi2q1��(a)hAi + 11A������pa�gp~apa ������ "(a) "(a)2p1�"(a) + "(sqrt)� "(a)2p1�"(a) + 1�Tabelle 3: Fehlerschranken f�ur die Funktion sqrt(x)4.2.2 Die Funktion exp(x) = exLemma 4.2 F�ur c1; c2; c3 � 0 nimmt die Funktion f : X ! IR, X = [x; x] 2 IIR,die durch f(x) := c1jxjec1jxj + c2 �c1jxjec1jxj + 1� + c3exde�niert sei, ihr Maximum am Rand von X an, d. h.maxx2X f(x) = maxx2fx;xg f(x) :Beweis: Es istf 0(x) = (�c1 + c21x)e�c1x(1 + c2)� c3ex � 0 f�ur x < 0und f 00(x) = (2c21 + c31x)ec1x(1 + c2) + c3ex � 0 f�ur x > 0 ;d. h. f f�allt monoton f�ur x < 0 und ist konvex f�ur x > 0. Mit der Stetigkeit von f ,insbesondere in x = 0, folgt die Behauptung



4.2 Konkrete Fehlerschranken f�ur einige mathematische Standardfunktionen 25Die Funktion f(x) = exp(x) = ex ist auf ganz IR di�erenzierbar, also auch aufdem Intervall ~A = A + [��(a);�(a)] = A � [1 � "(a); 1 + "(a)]. Falls zwei Zahlen"(exp);�(exp) � 0 mitjf(~x)� ~f (~x)j � "(exp)jf(~x)j 8~x 2 S mit jf(~x)j 2 [MinReal; MaxReal]und jf(~x)� ~f (~x)j � �(exp) 8~x 2 S mit jf(~x)j 2 [0; MinReal)existieren und bekannt sind, sind die Voraussetzungen von Satz 4.1 erf�ullt, und manhat die Absch�atzungjea �fe~aj � �dat;exp+ "(exp)��dat;exp+ jeaj�+�(exp) ;wobei �dat;exp = �(a) � ���ea+[��(a);�(a)]��� = �(a)e�(a) � ea = jaj"(a)ejaj"(a) � ea :Weiter gilt f�ur den absoluten Fehlerjea �fe~aj � �(a)e�(a) � ea + "(exp) ��(a)e�(a) � ea + ea�+�(exp)� 8>><>>: ea ��(a)e�(a)+ "(exp) ��(a)e�(a) + 1��+�(exp)ea �jAj"(a)ejAj"(a)+ "(exp) �jAj"(a)ejAj"(a)+ 1��+�(exp)und damit f�ur den relativen Fehler������ea �fe~aea ������ � �(a)e�(a) + "(exp) ��(a)e�(a) + 1�+ �(exp)ea������ea �fe~aea ������ � jaj"(a)ejaj"(a)+ "(exp) �jaj"(a)ejaj"(a)+ 1�+ �(exp)eaLemma 4.2� maxa2fa;ag jaj"(a)ejaj"(a)+ "(exp) �jaj"(a)ejaj"(a)+ 1� + �(exp)ea ! :Die Ergebnisse sind in Tabelle 4 noch einmal zusammengestellt.4.2.3 Die Funktion ln(x)F�ur die Herleitung von Fehlerschranken f�ur die Logarithmusfunktion wird das fol-gende Lemma verwendet.



26 4 FEHLERSCHRANKEN F�UR FUNKTIONENabzusch�atzen gegeben Gesamtfehlerabsch�atzung�(a) ea ��(a)e�(a) + "(exp) ��(a)e�(a) + 1��+�(exp)jea �fe~aj "(a) ea �jAj"(a)ejAj"(a)+ "(exp) �jAj"(a)ejAj"(a)+ 1��+�(exp)�(a) �(a)e�(a) + "(exp) ��(a)e�(a) + 1�+ �(exp)ea�����ea �fe~aea ����� "(a) maxa2fa;ag �jaj"(a)ejaj"(a)+ "(exp) �jaj"(a)ejaj"(a)+ 1�+ �(exp)ea �Tabelle 4: Fehlerschranken f�ur die Funktion exp(x)Lemma 4.3 F�ur c1; c2 � 0 nimmt die Funktion f : X ! IR, X = [x; x] 2 I IR,x > c1, die durch f(x) := c1x� c1 + c2 � c1x� c1 + j ln(x)j�de�niert sei, ihr Maximum am Rand von X an, d. h.maxx2X f(x) = maxx2fx;xg f(x) :Beweis: Es ist f 0(x) = �c1(c2 + 1)(x� c1)2 � c2x � 0 f�ur c1 < x < 1;und f�ur x > 1 giltf 0(x) = �c1(c2 + 1)(x� c1)2 + c2x = 0() x1=2 = 3c1c2 + c1 �q5c21c22 + 6c21c2 + c212c2 ;wobei x2 =2 X wegenx2 = 3c1c2 + c1 �q5c21c22 + 6c21c2 + c212c2 � 3c1c2 + c1 �q(2c1c2 + c1)22c2 = c12 � c1 :Da f 00(x1) > 0 und f stetig ist, ist f 0(x) < 0 f�ur x < maxf1; x1g und f 0(x) > 0 f�urx > maxf1; x1g, woraus die Behauptung folgtDie Funktion f(x) = ln(x) ist di�erenzierbar auf dem Intervall ~A = A +[��(a);�(a)] = A � [1 � "(a); 1 + "(a)], wenn inf( ~A) > 0 ist. Falls zwei Zahlen"(ln);�(ln) � 0 mitjf(~x)� ~f(~x)j � "(ln)jf(~x)j 8~x 2 S mit jf(~x)j 2 [MinReal; MaxReal]



27und jf(~x) � ~f (~x)j � �(ln) 8~x 2 S mit jf(~x)j 2 [0; MinReal)gegeben sind, sind die Voraussetzungen von Satz 4.1 erf�ullt, und es ergibt sich dieAbsch�atzungj ln(a)� gln(~a)j � �dat;ln + "(ln)��dat;ln + j ln(a)j�+�(ln) ;wobei �dat;ln = �(a) � ����� 1a+ [��(a);�(a)]����� = �(a)a��(a) = "(a)1� "(a) :Wegen inf( ~A) > 0 sind die auftretenden Nenner gr�o�er als Null. Man hat also diefolgenden Schranken f�ur den absoluten Fehler:j ln(a)� gln(~a)j � �(a)a��(a) + "(ln) �(a)a��(a) + j ln(a)j!+�(ln)Lemma 4.3� maxa2fa;ag �(a)a��(a) + "(ln) �(a)a��(a) + j ln(a)j!!+�(ln)j ln(a)� gln(~a)j � "(a)1� "(a) + "(ln) "(a)1� "(a) + j ln(A)j!+�(ln) :Daraus lassen sich jetzt auch die Schranken f�ur den relativen Fehler ableiten:������ln(a)� gln(~a)ln(a) ������ � �(a)(a��(a))j ln(a)j + "(ln) �(a)(a��(a))j ln(a)j + 1!+ �(ln)j ln(a)j� 8>>>><>>>>: �(a)(a��(a))hln(A)i + "(ln)� �(a)(a��(a))hln(A)i + 1�+ �(ln)hln(A)i"(a)(1 � "(a))hln(A)i + "(ln)� "(a)(1 � "(a))hln(A)i + 1�+ �(ln)hln(A)i :Die Ergebnisse sind in Tabelle 5 noch einmal zusammengefa�t.Weitere h�au�g in Programmiersprachen vorgegebene mathematische Funktionen(sin; cos, arcsin, � � �) k�onnen analog abgesch�atzt werden.5 ZusammenfassungF�ur jede der in dieser Arbeit hergeleiteten Fehlerschranken kann unter Verwen-dung von Intervalloperationen und gerichtet gerundeten Operationen eine Gleit-kommazahl automatisch bestimmt werden, die mit Sicherheit den theoretischenWert der Schranke nicht unterschreitet. Durch Absch�atzung jeder einzelnen Grund-operation (+;�; �; =; sin; cos; : : :) des zu einem Gleitkommaalgorithmus �aquivalenten



28 5 ZUSAMMENFASSUNGabzusch�atzen gegeben Gesamtfehlerabsch�atzung�(a) maxa2fa;ag � �(a)a��(a) + "(ln) � �(a)a��(a) + j ln(a)j��+�(ln)j ln(a)� gln(~a)j "(a) "(a)1�"(a) + "(ln) � "(a)1�"(a) + j ln(A)j�+�(ln)�(a) �(a)(a��(a))hln(A)i + "(ln) � �(a)(a��(a))hln(A)i + 1� + �(ln)hln(A)i����� ln(a)� gln(~a)ln(a) ����� "(a) "(a)(1�"(a))hln(A)i + "(ln) � "(a)(1�"(a))hln(A)i + 1�+ �(ln)hln(A)iTabelle 5: Fehlerschranken f�ur die Funktion ln(x)Ausdrucksbaumes (Code-Liste) kann damit eine Gesamtfehlerschranke automatischmit dem Rechner bestimmt werden [19]. Das Ergebnis der a priori durchgef�uhrtenVorw�artsfehleranalyse kann dann zur Laufzeit eines Programms durch Ber�ucksich-tigung der bekannten Gesamtfehlerschranke zur sicheren Einschlie�ung des exaktenErgebnisses verwendet werden.Die mit dem hergeleiteten Kalk�ul berechneten Fehlerschranken liefern verl�a�lichequantitative Werte. Sie sind damit z. B. den nur qualitativen Aussagen vonFehlersch�atzungen erster Ordnung und Fehleraussagen in der Landau-Symbolik vor-zuziehen.Konkrete Anwendungsbeispiele des Kalk�uls f�ur absolute Fehlerschranken (siehe z.B. [2], [12], [13], [19]) haben gezeigt, da� die gefundenen worst case Schranken rea-listisch sind. Erste Anwendungen des relativen Kalk�uls �nden sich in [2]. Sie zeigen,da� gerade dann, wenn eine relative Gesamtfehlerschranke �uber einem gr�o�eren Da-tenbereich gesucht ist, im Vergleich zum absoluten Kalk�ul der Feinheitsgrad vonBereichsunterteilungen zum Teil wesentlich gr�ober ausfallen darf, ohne da� dadurchdie G�ute der Gesamtfehlerschranke leiden w�urde (Laufzeitgewinn).Es mu� hervorgehoben werden, da� die in der vorliegenden Arbeit durchgef�uhrten�Uberlegungen ihre eigentliche Schlagkraft im Zusammenspielmit einer Einbettung ineine geeignete Programmierumgebung erhalten. Bereits f�ur kurze Programmst�uckeist eine verl�a�liche Fehlerabsch�atzung per Handrechnung viel zu aufwendig und zufehleranf�allig. Erst die M�oglichkeit der Funktions�uberladung, das Vorhandenseineines Operatorkonzeptes sowie die Durchf�uhrbarkeit von gerichtet gerundeten Ope-rationen und Intervalloperationen erlaubt es, die M�oglichkeiten des vorgestelltenFehlerkalk�uls voll auszusch�opfen.Andere Arten der sicheren Fehlerabsch�atzung sind z. B. in [15], [9] (mittels Auto-matischer Di�erentiation), [23], [25] (mittels sogenannter Wiederberechnungsverfah-ren) vorgeschlagen. Erste numerische Vergleiche zu Absch�atzungen, welche mittelsder R�uckw�artsmethode der Automatischen Di�erentiation gefunden wurden, sind in[2] durchgef�uhrt. Die wenigen durchgerechneten Beispiele erlauben noch keine ab-



29schlie�ende Beurteilung. Die gewonnene Erfahrung zeigt jedoch bereits, da� der hiervorgestellte Kalk�ul wesentlich einfacher handhabbar ist.6 Anhang: Notation und BezeichnungenS = S(b; t; emin; emax) Gleitpunktsystem mit Basis b, Mantissenl�ange t undExponent e 2 [emin; emax] \Z; in dieser Arbeit wirdhaupts�achlich das IEEE-double-FormatS = S(2; 53;�1022;+1023) verwendet� 2 f+;�; � ; =g exakte reelle Operation2� , � 2 f+;�; � ; =g rundungsfehlerbehaftete Maschinenoperation5� , � 2 f+;�; � ; =g Maschinenoperation mit Rundung nach unten4� , � 2 f+;�; � ; =g Maschinenoperation mit Rundung nach oben3� , � 2 f+;�; � ; =g Maschinen-IntervalloperationMinReal kleinste positive normalisierte Gleitpunktzahl; f�ur dasIEEE-double-Format gilt:MinReal:=2�1022 = 2:22 : : : � 10�308dMinReal kleinste positive denormalisierte Gleitpunktzahl; f�urdas IEEE-double-Format gilt:dMinReal:=2�1074 = 4:94 : : : � 10�324MaxReal gr�o�te normalisierte Gleitpunktzahl; f�ur das IEEE-double-Format gilt MaxReal:=1:79 : : : � 10308U Unterlaufbereich, U := (�MinReal; MinReal)"� relativeMaschinengenauigkeit; f�ur das IEEE-double-Format gilt "� := 12 � 21�53 = 2�53" maximaler relativer Rundungsfehler; f�ur das IEEE-double-Format gilt " := 21�53 = 2�52 f�ur gerichtetgerundete Operationen, bei Rundung zur n�achstgele-genen Gleitpunktzahl gilt " :="�~a, ~b, : : : auf der Maschine berechnete, i. allg. fehlerbehafteteGr�o�en



30 6 ANHANG: NOTATION UND BEZEICHNUNGEN~A, ~B, : : : Einschlie�ungen gest�orter Gr�o�en�a, �b, : : : exakte absolute Fehler; ~a = a+�a"a, "b, : : : exakte relative Fehler; ~a = a � (1 + "a)�(a), �(b), : : : gleichm�a�ige Schranken f�ur �a, �b, : : :; j�aj � �(a)"(a), "(b), : : : gleichm�a�ige Schranken f�ur "a, "b, : : :; j"aj � "(a)�rnd, "rnd absoluter bzw. relativer Rundungsfehler einer Gleit-kommaoperation�rnd;N , "rnd;N absoluter bzw. relativer Rundungsfehler einer Gleit-kommaoperation mit Ergebnis im Bereich der norma-lisierten Zahlen�rnd;U , "rnd;U absoluter bzw. relativer Rundungsfehler einer Gleit-kommaoperation mit Ergebnis im Unterlaufbereich�dat, "dat absoluter bzw. relativer Datenfehler einer Gleitkom-maoperation�(�), "(�) gleichm�a�ige Schranke des absoluten bzw. relativenGesamtfehlers einer Gleitkommaoperationf mathematische Standardfunktion~f auf der Maschine implementierte N�aherungsfunktionan f�(f) Schranke f�ur den absoluten Fehler der Funktion ~f �f im Unterlaufbereich"(f) Schranke f�ur den relativen Fehler der Funktion ~f � fim Bereich der normalisierten Zahlens(x);m(x); e(x) Vorzeichen, Mantisse und Exponent von x 2 Szlead, ztrail Anzahl f�uhrender bzw. abschlie�ender Nullen in derMantisse einer GleitkommazahlIR Menge der reellen ZahlenIR+ Menge der positiven reellen ZahlenIIR Menge der abgeschlossenen Intervalle �uber den reellenZahlen
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