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1 ZusammenfassungDie angegebenen Algorithmen erlauben die Berechnung von Einschlie�ungen vonFunktionswerten der Fehlerfunktion erf(x) bzw. der komplement�aren Fehlerfunkti-on erfc(x) f�ur Punkt- und Intervallargumente, welche im IEEE-double Zahlformat[30] vorliegen. Sowohl die Approximationsfehler in den einzelnen Teilbereichen alsauch alle auftretenden Rundungsfehler werden durch a priori Fehlerabsch�atzungenunter Einsatz von Intervallmethoden sicher erfa�t. Die erhaltenen worst-case Feh-lerschranken f�ur den maximalen relativen Fehler sind simultan f�ur alle zul�assigenArgumente g�ultig. Sie werden schlie�lich zur sicheren Einschlie�ung von Wertebe-reichen �uber Punkten oder Intervallen verwendet.Im Anhang �ndet sich eine vollst�andige XSC-Implementierung [26] der disku-tierten Algorithmen. Alle Approximationskoe�zienten sind angegeben, so da� eine�Ubertragung in eine andere Programmiersprache sehr einfach ist.Key Words: Error Function, Complementary Error Function, ReliableError Estimates, IEEE-double Format, Special FunctionsMSC: 65D15, 65G05, 65G10, 68M152 EinleitungF�ur Algorithmen aus dem Bereich der Numerik mit Ergebnisveri�kation werdensogenannte Intervallfunktionen ben�otigt, deren Ergebnisintervall den exakten Wer-tebereich der betrachteten Funktion �uber Intervallargumenten mit Sicherheit ein-schlie�t. Die berechnete Einschlie�ung soll dabei m�oglichst eng sein.Zur Implementierung solcher Funktionen sind sichere a-priori Absch�atzungen derApproximationsfehler in den verschiedenen Teilbereichen sowie a-priori worst-caseFehlerabsch�atzungen der durch Rundungsfehler verursachten Ungenauigkeiten not-wendig. In den ersten Abschnitten dieser Arbeit wird diese Thematik zun�achst gene-rell diskutiert. XSC-Programme, die es erlauben, gro�e Teile der Fehlerabsch�atzun-gen automatisch mit dem Rechner durchzuf�uhren, sind in [3, 4, 10, 11, 14, 16] n�aherbeschrieben.Im eigentlichen Hauptabschnitt werden die Algorithmen f�ur die Fehlerfunkti-on erf(x) und deren Komplement erfc(x) f�ur Punktargumente angegeben. F�ur dieeinzelnen Teilbereiche werden die Hilfsapproximationsfunktionen hergeleitet und de-ren Approximationsfehler analytisch bestimmt. Mit Hilfe dieser (programmierbarenund nahezu perfekten) Hilfsn�aherungen k�onnen dann die Approximationsfehler dersp�ater tats�achlich zum Einsatz kommenden rationalen Approximationen automa-tisch durch die Verwendung von numerisch sicheren Intervallmethoden mit demRechner bestimmt werden.Die gefundenen relativen worst-case Fehlerschranken werden schlie�lich dazu ver-wendet, die Intervallroutinen aus den Punktfunktionen zusammenzusetzen. Durchdie Berechnung von Einschlie�ungen k�onnen hier die Sonderbehandlungen f�ur Ar-gumente entfallen, die auf Funktionswerte im Unterlaufbereich f�uhren (f�ur solche2



Argumente gilt die gefundene relative Fehlerschranke i. a. nicht). Diese Funktions-werte werden entweder auf 0 oder auf die kleinste positive oder auf die gr�o�te nega-tive normalisierte Gleitkommazahl abgebildet, eben gerade so, da� die gew�unschteEinschlie�ungseigenschaft gew�ahrleistet bleibt.Die vollst�andigen XSC-Programmlistings sowohl der Fehlerfunktion als auchder komplement�aren Fehlerfunktion f�ur Punkt- und Intervallargumente sowieder Quellcode einiger wichtiger Hilfsroutinen sind �uber FTP unter der Adresseiamk4515.mathematik.uni-karlsruhe.de im Verzeichnis /pub/iwrmm/erf erh�alt-lich. Weiter ist im Anhang dieser Arbeit ein kurzes Testprogramm mit numerischenErgebnissen angegeben.3 Zur NotationS = S(b; l) = S(b; l; e; e) Gleitkommaraster mit Basis b, Mantissen-l�ange l und Exponent e mit e � e � eS(2; 53;�1022; 1023) IEEE-Datenformat double� 2 f+;�; �; =g exakte reelle Operation2� ; � 2 f+;�; �; =g Gleitkommaoperator, Maschinenoperation mitRundung zur n�achstgelegenen Gleitkommazahl5� ; � 2 f+;�; �; =g Maschinenoperation mit Rundung nach unten4� ; � 2 f+;�; �; =g Maschinenoperation mit Rundung nach obenja � b� a2� bj := j(a � b)� (a2� b)j Implizite Klammerung beachten!MinReal kleinste positive normalisierte Gleitkommazahl,f�ur IEEE-Datenformat gilt:MinReal:=2:22 : : : � 10�308MaxReal gr�o�te normalisierte Gleitkommazahl,f�ur IEEE-Datenformat gilt:MaxReal:=1:78 : : : � 10308a, x, f , : : : exakte Gr�o�en~a, ~x, ~f , : : : auf der Maschine berechnete, i.a. fehler-behaftete Gr�o�enulp eine Einheit in der letzten Mantissenstelle(unit last place)"� := 1221�l = 2�l relative Maschinengenauigkeit bzgl. S(b; l)eps52 eps52:= 21�53 = 2:22044 : : : � 10�16eps53 eps53:= 1221�53 = 1:11022 : : : � 10�16 = "�succ(x), x 2 S Gleitkommanachfolger von xIR+ Menge der positiven reellen ZahlenIIR Menge der abgeschlossenen Intervalle�uber den reellen ZahlenX = [x; x] 2 IIR Notation f�ur IntervalleIS := f[a; a]ja; a 2 S; a � ag Menge der MaschinenintervallejAj; A 2 IIR jAj := maxa2A jaj, Betragsmaximum3



hA i; A 2 IIR hA i := mina2A jaj, Betragsminimumdiam(A) := sup(A)� inf(A) Durchmesser eines Intervalls A 2 IIRWf(X) := ff(x) jx 2 Xg Wertebereich von f �uber Intervall XH(x) � f(x) nahezu perfekte Hilfsapproximationsfunktionan die zu approximierende Funktion f(x).H(x) h�angt in der Regel auch vom aktuellbetrachteten Approximationsbereich ab. H(x)dient der automatischen Fehlerabsch�atzungf�ur die eigentlich gesuchte und sp�aterimplementierte e�ziente Approximation."(app; 1) relative Fehlerschranke der nahezuperfekten Approximation H(x) an f"(app; 2) relative Fehlerschranke der implementiertenApproximation (bezogen auf H(x))"(f) relative Gesamtfehlerschranke der endg�ultigenMaschinenrealisierung ef von f4 Generelles zur FehleraufspaltungIn diesem Abschnitt werden diejenigen Fehler ber�ucksichtigt, die bei der Auswertungeiner vorgegebenen stetigen Funktionh : [c; d ] �! IR; c; d 2 S(B; k)auf einem Rechner mit Gleitkommasystem S mit k Mantissenzi�ern zur Basis B�ublicherweise auftreten. Die m�oglichen Fehler entstehen bei der:1. Berechnung eines reduzierten Arguments x bzw. dessen Maschinenn�aherung exmit Hilfe der stetigen Funktion:r : [c; d ] �! IR; Wr([c; d ]) = [a; b] := fx jx = r(t); t 2 [c; d ] gex = ~r(t) = x � (1 + "x); j"xj � "(x) f�ur alle x 2 [a; b]; a; b 2 IR:2. Approximation von h(t) = f(r(t)) = f(x) durch g(x):f(x) � g(x); x = r(t) 2 [a; b];"app := g(x)� f(x)f(x) ; j"appj � "(app) f�ur alle x 2 [a; b] mit f(x) 6= 0:3. Auswertung der Approximationsfunktion g f�ur die durch Argumentreduktioni.a. gest�orten ex-Werte:"g := eg(ex)� g(x)g(x) ; j"gj � "(g); ex = x � (1 + "x); x 2 [a; b]:4



Wird also f�ur t 2 [c; d ] mit Hilfe der stetigen Funktion x = r(t) ein reduziertesArgument x berechnet, und ist [a; b] mit a; b 2 IR der Wertebereich von r, so istan Stelle von h(t) mit t 2 [c; d ] die Funktion f(x) = f(r(t)) = h(t) mit x 2 [a; b]auszuwerten. Da x = r(t) zu vorgegebenem t auf der Maschine berechnet wird,erh�alt man nicht x 2 [a; b], sondern den i. a. fehlerbehafteten Wert ex = x � (1 +"x) 2 S mit der relativen Fehlerschranke "(x). Ist g(x) � f(x) f�ur x 2 [a; b] dieApproximationsfunktion, so wird diese also nicht mit dem exakten x, sondern mitex = x � (1 + "k) 2 S(B; k) ausgewertet. Da bei dieser Auswertung auf dem Rechnerweitere Rundungsfehler zu erwarten sind, erh�alt man nicht g(ex) 2 IR, sondern deni. a. fehlerbehafteten Maschinenwert eg(ex) 2 S(B; k). Statt f(x) = h(t) erh�alt manalso nur eg(ex) mit dem relativen Fehler"h(t) := eg(ex)� h(t)h(t) = eg(ex)� f(x)f(x) ;wobei f(x) 6= 0 f�ur x 2 [a; b] vorausgesetzt wird. Mit Hilfe der Fehleraufspaltungl�a�t sich nun j"h(t)j wie folgt absch�atzen [12] :�����f(x)� eg(ex)f(x) ����� = �����f(x)� g(x) + g(x)� eg(ex)f(x) ������ �����f(x)� g(x)f(x) �����+ �����g(x)� eg(ex)g(x) ����� � �����g(x)� f(x) + f(x)f(x) ������ "(app) + [1 + "(app)] � "(g) =: "(h)(1)"(app) ist der relative Approximationsfehler und "(g) bedeutet den relativen Aus-wertefehler der Approximationsfunktion g. "(h) ist die Gesamtfehlerschranke vonh(t) f�ur t 2 [c; d ], wenn das reduzierte Argumente x = r(t) nur n�aherungsweise unddamit i. a. fehlerbehaftet zu ex = x � (1 + "x); j"xj � "(x) berechnet wird, undwenn die Approximationsfunktion g anschlie�end f�ur dieses gest�orte Argument exunter Verwendung von Gleitkommaoperationen auf der Maschine ausgewertet wird:eg(ex) = g(x) � (1 + "g); j"gj � "(g):Berechnet man "(h) gem�a� Formel (1), so ist sichergestellt, da������h(t)� eg(er(t))h(t) ����� � "(h); simultan f�ur alle t 2 [c; d ]gilt. Dies bedeutet, da� "(h) gerade die gesuchte verl�a�liche Gesamtfehlerschrankef�ur die Maschinenrealisierung eh(t) := eg(er(t)) von h(t) und damit von f(x) darstellt.5



5 Prinzipielles zu Fehlerabsch�atzungen beispeziellen FunktionenIm Zusammenhang mit der Realisierung spezieller Funktionen (Fehlerfunktion,Gammafunktion, Besselfunktionen, : : : ) in Rechenanlagen zeigt es sich, da� es f�urdie sichere Fehlerabsch�atzung oft sinnvoll ist, zus�atzlich zur eigentlich gesuchten, aufdem Rechner zu realisierenden N�aherung g(x), eine Hilfsn�aherungsfunktion H(x)(diese ist in der Regel eine fast perfekte, z. B. mit einer Langzahlarithmetik bere-chenbare Approximation) zu verwenden. Genauer kann man oft wie im folgendendargestellt verfahren.Es wird wieder von einer stetigen und reellwertigen Funktionf : [a; b] �! IRausgegangen, die auf einem Rechner mit Gleitkommaraster S(B; k) ausgewertet wer-den soll. Um kurze Laufzeiten zu erhalten, soll die Approximationsfunktion g � fm�oglichst einfach (z. B. rationale Funktion) aufgebaut sein. Bezeichnet man wiedermit ef(x) das i.a. fehlerbehaftete Maschinenergebnis, so giltef (x) = f(x)(1 + "f ); j"f j � "(f) f�ur alle x 2 [a; b]\ S(B; k):Zur Berechnung der gesuchten Fehlerschranke "(f) sind i.a. zwei Approximations-schritte notwendig. Zun�achst mu� eine Hilfsfunktion H(x) als Approximation anf(x) gefunden werden, welche durchaus recht kompliziert aufgebaut sein darf. Eswird nur verlangt, da� H(x) mit Hilfe von bereits implementierten Intervallfunktio-nen bzw. Intervalloperationen programmierbar ist. Die zugeh�orige Approximations-fehlerschranke "(app; 1) mu� in der Regel analytisch (per Hand) hergeleitet werden.Die Gewinnung der eigentlichen Approximationsfunktion g(x) f�ur die Implementie-rung der Ausgangsfunktion f(x) geschieht dann mit Hilfe von H(x). Eine Schranke"(app; 2) f�ur den hierbei auftretenden (zweiten) Approximationsfehler kann nun mitintervallarithmetischen Mitteln automatisch bestimmt werden. Genauer wird wiefolgt vorgegangen:Schritt 1: f(x) � H(x); x 2 [a; b];wobei H(x) nur aus den Standardfunktionen aufgebaut sein soll, die das Intervall-Langzahlmodul mpitaylor zur Verf�ugung stellt. Der relative Approximationsfehlerist f�ur f(x) 6= 0 gegeben durch:"app;1 = f(x)�H(x)f(x) ; j"app;1j � "(app; 1); x 2 [a; b]:Die Berechnung von "(app; 1) ist somit ein rein mathematisches Problem, das f�urjede Funktion individuell zu l�osen ist. Dabei wird nicht verlangt, da� H(x) auf demRechner m�oglichst schnell auszuwerten ist; das Hauptziel ist vielmehr die Berech-nung einer garantierten Oberschranke "(app; 1) des entsprechenden Approximati-onsfehlers! 6



Schritt 2: H(x) � g(x); x 2 [a; b],wobei g jetzt diejenige Funktion bezeichnet, mit der f auf dem Rechner tats�achlichapproximiert wird. Um kurze Laufzeiten zu erhalten, wird g in vielen F�allen alsgebrochen rationale Funktion, deren Koe�zienten z.B. mit Hilfe eines Computeral-gebrasystems berechnet werden k�onnen, gew�ahlt. F�ur den relativen Approximations-fehler (bez�uglich der Hilfsfunktion H(x)) kann man unter der Annahme H(x) 6= 0die Oberschranke "(app; 2) automatisch mit dem Rechner bestimmen:"app;2 = H(x)� g(x)H(x) ; j"app;2j � "(app; 2); x 2 [a; b]:Hierzu kann das XSC-Programm AppErr [4, 14] verwendet werden.Bez�uglich der N�aherung f � g ist der relative Approximationsfehler de�niertdurch "app := f(x)� g(x)f(x) ; j"appj � "(app); x 2 [a; b]und j"appj l�a�t sich mit Hilfe der Schranken "(app; 1) und "(app; 2) durch Anwen-dung der Dreiecksungleichung absch�atzen:j"appj � "(app; 1)+ [1+ "(app; 1)] � "(app; 2) =: "(app) :(2)Bezeichnet man mit eg(x) das i.a. fehlerbehaftete Rechnerergebnis von g, so ergibtsich die Darstellung eg(x) = g � (1 + "g) ;und die Oberschranke "(g) f�ur den maximalen Betrag des relativen Auswertefehlers"g l�a�t sich mit Hilfe eines XSC-Programms [4, 10] automatisch berechnen. Danachgilt danneg(x) = g(x) � (1 + "g); j"gj � "(g) f�ur alle x 2 [a; b]\ S(B; k);Mit der Gesamtfehlerabsch�atzung (1) erh�alt man schlie�lich mit ef(x) = f(x)(1+"f )j"f j � "(app) + [1 + "(app)] � "(g) =: "(f) :(3)Vorausgesetzt ist dabeix 2 [a; b] \ S(B; k) ^ f = 0 =) ef (x) � eg(x) = 0 :Diese Forderung kann durch eine geeignete Sonderbehandlung der Nullstellen derbetrachteten Funktion bei der Entwicklung des Algorithmus f�ur g in der Regeleinfach erf�ullt werden. 7



6 Zum Approximationsfehler6.1 �UbersichtBei der Implementierung einer �uber einem reellen Intervall de�nierten reellwertigenFunktion f : [a; b] �! IRauf einem Rechner sind die folgenden zwei Punkte zu beachten:� Um m�oglichst kurze Laufzeiten zu erhalten, sollte f �uber dem Intervall [a; b]durch eine rationale Funktion approximiert werden, wobei Z�ahler und Nennerdurch je ein Polynom de�niert sind:f(x) � g(x) := PN(x)QM (x); QM(x) 6= 0; x 2 [a; b]; N;M 2 f0; 1; 2; ::: g� Wegen der Approximation f(x) � g(x) und wegen der i.a. unvermeidbarenRundungsfehler bei der Auswertung von g wird das Maschinenergebnis mitdem exakten Funktionswert f(x) nur in Ausnahmef�allen �ubereinstimmen. ZurBerechnung einer garantierten Fehlerschranke ist es daher u.a. notwendig,eine ebenfalls garantierte Oberschranke f�ur den Approximationsfehler f�ur allex 2 [a; b] zu bestimmen.Der absolute bzw. relative Approximationsfehler ist de�niert durch�(x) := f(x)� g(x); j�(x)j � �(app); x 2 [a; b];"(x) := f(x)� g(x)f(x) ; j"(x)j � "(app); f(x) 6= 0; x 2 [a; b]:Zur Bestimmung der Oberschranken �(app); "(app) gibt es in Abh�angigkeit vonder vorgegebenen Funktion f und ihrem Approximationsintervall [a; b] verschiedeneMethoden. Dabei d�urfen �(app); "(app) nat�urlich nicht zu gro� ausfallen, undvommathematischen Standpunkt aus m�ussen die Oberschranken korrekt berechnetwerden.Bei den Standardfunktionen ( f = exp, sin, arctan, ... ) l�a�t sich [a; b] auf einrelativ schmales Intervall reduzieren, dessen Mittelpunkt der Koordinatenursprungist. Als Approximationsfunktion kann daher ein Taylor-Polynom niedriger Ordnung(kurze Laufzeit) gew�ahlt werden, und der Rest der Taylorreihe l�a�t sich entwederdurch eine geometrische Reihe oder durch das nachfolgende Reihenglied absch�atzen,wenn die Potenzreihe eine Leibnizreihe ist [6, 12]. Dadurch erh�alt man f�ur die Ober-schranke des Approximationsfehlers einen in geschlossener Form vorliegenden ein-fachen Ausdruck, der durch Intervallrechnung sicher nach oben abgesch�atzt werdenkann.Bei der Berechnung des Approximationsfehlers f�ur die speziellen Funktionen dermathematischen Physik liegen die Dinge etwas anders, da jetzt im Gegensatz zu8



den Standardfunktionen eine Argumentreduktion auf ein sehr schmales Intervall i.a. nicht m�oglich ist.Das folgende Beispiel soll den Sachverhalt verdeutlichen. Mit der RiemannschenZeta-Funktion �(x) und der Eulerschen Konstanten  = 0:57721 : : : gilt f�ur dieFunktion f(x) = � ln(�(x)) die Reihenentwicklungf(x) � (x� 2)( � 1)� 1Xk=2(�1)k[�(k)� 1] � (x� 2)kk ; jx� 2j � 12 :Approximiert man nun f(x) im Intervall [1.5, 2.5] durch das TaylorpolynomTN (x) := (x� 2)( � 1) � NXk=2(�1)k[�(k)� 1] � (x� 2)kk � f(x);so erh�alt man nach dem oben beschriebenen Verfahren erst mit N=26 f�ur denabsoluten Fehler die Oberschranke �(app) = 4:1121 � 10�18. Aus Laufzeitgr�undenist die Rechnerauswertung von T26(x) also v�ollig unakzeptabel. Die Rechenzeitreduziert sich jedoch etwa um den Faktor 2.4, wenn man T26(x) durch eine rationaleBestapproximation ersetztf(x) � T26(x) � P6(x� 2)Q5(x� 2) ; jx� 2j � 12(4)mit P6(x� 2) := 6Xk=0 ak � (x� 2)k; Q5(x� 2) := 5Xk=0 bk � (x� 2)k :Die Polynomkoe�zienten ak; bk k�onnen dabei z.B. mit einem Computeralgebrasy-stem (Langzahlrechnung) bestimmt werden. F�ur die rationale Approximation mu�jetzt der Approximationsfehler bzgl. T26 sicher abgesch�atzt werden.Um dieses Problem etwas allgemeiner zu formulieren, ersetzt man das spezielle Poly-nom T26(x) durch eine hinreichend oft di�erenzierbare Hilfsfunktion H(x), welcheim Bereich jx� x0j � � nur aus endlich vielen Standardfunktionen aufgebaut seinsoll, die im XSC-Modul mpitaylor bereitgestellt werden. Man sucht also f�ur diefolgende ApproximationH(x) � PN (x� x0)QM (x� x0) ; QM(x� x0) 6= 0; jx� x0j � �(5)die Oberschranken �(app) bzw. "(app) des absoluten bzw. relativen Approxi-mationsfehlers. F�ur "(x) ergibt sich z. B. die Darstellung"(x) := PN(x� x0)�QM(x� x0) �H(x)QM (x� x0) �H(x) ; jx� x0j � �; Nenner 6= 0;(6)und die Berechnung einer garantierten Oberschranke "(app) f�ur j"(x)j erscheint aufden ersten Blick einfach, da man gewohnt ist, �ahnliche Probleme mit Werkzeugender (veri�zierten) globalen Optimierung ohne Schwierigkeiten zu l�osen. Es stellt sich9



heraus, da� "(app) durch globale Optimierung grunds�atzlich nicht bestimmt werdenkann! Um dies einzusehen, sei zun�achst daran erinnert, da� die globale Optimierungnur dann zum Ziel f�uhrt, wenn man die Wertebereiche von "(x) f�ur jedes Teilinter-vall einer endlichen Zerlegung von jx� x0j � � ohne wesentliche �Ubersch�atzungberechnen kann [9, S.106]. Bedeutet [x] ein solches Teilintervall, so ist im Z�ahlervon (6) der Ausdruck PN ([x]� x0)�QM([x]� x0) �H([x])(7)intervallm�a�ig auszuwerten, wobei die Ergebnisintervalle von Minuend und Subtra-hend um so besser �ubereinstimmen, je h�oher bei der rationalen Approximation diePolynomgrade N;M gew�ahlt werden. Im Ausdruck (7) sind damit zwei fast iden-tische und nicht punktf�ormige Intervalle zu subtrahieren, was bekanntlich zu sehrstarken �Ubersch�atzungen f�uhrt. Dies ist der Grund f�ur das Versagen der globalenOptimierungsalgorithmen beim Untersuchen von Fehlerkurven bei Approximations-problemen. Das Problem wird �ubrigens auch nicht dadurch gel�ost, da� man in (7)die beiden Intervall-Summanden mit dem Intervall-Langzahlmodul mpi_ari [13] inhoher Genauigkeit auswertet, denn die Tatsache, da� zwei fast identische Intervallezu subtrahieren sind, wird auch durch eine Langzahlarithmetik nicht beseitigt. Einerein theoretische L�osung w�urde darin bestehen, da� man die Teilintervalle [x] quasipunktf�ormig w�ahlt, was jedoch auf v�ollig unpraktikable Rechenzeiten f�uhren w�urde.Eine Absch�atzung des Approximationsfehlers wird also nur m�oglich sein, wennes gelingt, den Ausdruck (7) so umzuformen, da� die Subtraktion fast identischerIntervalle vermieden wird. Dazu entwickeln man H(x) im Punkt x0 z. B. mit denMethoden der automatischen Di�erentiation in ein Taylor-Polynom mit RestgliedH(x) = PKk=0 sk�(x�x0)k+R(x;K) :Man erh�alt f�ur den Ausdruck (7) die Darstellung"PN(x� x0)�QM(x� x0) � KXk=0 sk � (x� x0)k#| {z }(�) �QM(x� x0) � R(x;K) :(8)Der eigentliche Trick besteht nun darin, die Polynomdi�erenz (�) direkt zu berech-nen, indem man in (8) zun�achst die Koe�zienten des Subtrahenden bestimmt undanschlie�end die Di�erenz der entsprechenden Polynomkoe�zienten bildet. Schlie�tman n�amlich die Koe�zienten von Minuend und Subtrahend mit einer Langzahl-Intervallarithmetik ein, so erh�alt man quasi punktf�ormige Intervalle, die so weit ge-trennt liegen, da� ihre Di�erenzen nahezu ohne �Ubersch�atzungen berechnet werdenk�onnen! Damit ist die Auswertung von (�) auf die Auswertung nur eines Polynomszur�uckgef�uhrt, welche z.B. nach dem Intervall-Hornerschema geschehen kann, wennman jx�x0j � � im Bedarfsfall zur Vermeidung von �Ubersch�atzungen beim Horner-schema noch in mehrere Teilintervalle unterteilt. Die Absch�atzung des Restgliedesin der Lagrangeschen Form erfolgt durch automatische Di�erentiation und Auswer-tung der (K + 1)-ten Ableitung von H(x) �uber dem Intervall jx� x0j � �, wobeieine Intervallunterteilung ebenfalls notwendig werden kann.Es sei betont, da� das beschriebene Verfahren sehr deutlich zeigt, da� die naiveAnwendung der Intervallrechnung nicht zum gew�unschten Ziel f�uhrt, w�ahrend beim10



gezielten Einsatz an der richtigen Stelle (Di�erenz der Polynom-Koe�zienten) dieIntervallarithmetik ein �au�erst n�utzliches Werkzeug ist!6.2 Rationale ApproximationIn diesem Abschnitt betrachten wir die Approximation einer vorgegebenen Hilfsfunk-tionH(x) durch eine rationale Funktion und zeigen, wie eine garantierte Oberschran-ke des absoluten bzw. relativen Approximationsfehlers berechnet werden kann. MitHilfe eines XSC-Programms lassen sich diese Schranken automatisch berechnen.Da das L�osungsverfahren die automatische Di�erentiation ben�otigt, wird voraus-gesetzt, da� die Hilfsfunktion H(x) als ein endlicher Ausdruck in den Funktionenexp; ln; sqr; sqrt; sin; cos; arctan; powsowie den Grundoperationen �(un�ar);+;�; �; = gegeben ist. (Solche Ausdr�uckek�onnen derzeit im Modul mpitaylor bearbeitet werden.)Die rationale Funktion zur Approximation von H(x) m�ogeA0 +A1 � (x� x0)1 + : : : +AN � (x� x0)Nals Z�ahlerpolynom undB0 +B1 � (x� x0)1 + : : : +BM � (x� x0)Mals Nennerpolynom besitzen. Bei festen Polynomgraden N;M erh�alt man h�au�g ei-ne sehr e�ektive Approximation, wenn die Koe�zienten Aj; Bj nach Tschebysche�bestimmt werden. Der absolute oder relative Approximationsfehler besitzt dann imInnern des Approximationsintervalls jx � x0j � � mindestens N + M relativeExtremstellen mit oszillierenden aber betragsgleichen Extremwerten. Die Betrags-gleichheit der Extremwerte kann jedoch in der Praxis aus folgenden Gr�unden nichtrealisiert werden:� Die Aj; Bj k�onnen nur mit endlich vielen Dezimalstellen berechnet werden.� Es ist i. a. sinnvoll, die Aj; Bj zur n�achstgelegenen Zahl in dem Raster zurunden, in dem die Polynome ausgewertet werden sollen.Durch die notwendige Rundung der Polynomkoe�zienten werden die absoluten Ex-tremwerte des Approximationsfehlers verschieden sein, und man wird i.a. auch nichtgarantieren k�onnen, da� sich die Anzahl der Extremstellen nicht �andert.Bezeichnet man die aus den Aj; Bj durch geeignete Rundung hervorgegangenenKoe�zienten mit aj; bj , so lauten die tats�achlich f�ur die Approximation auf derMaschine verwendeten PolynomePN (x� x0) := a0 + a1 � (x� x0)1 + : : : + aN � (x� x0)N ; Z�ahlerpolynomQM (x� x0) := b0 + b1 � (x� x0)1 + : : : + bM � (x� x0)M ; Nennerpolynom11



d. h. H(x) wird durchH(x) � PN (x� x0)QM (x� x0) ; QM(x� x0) 6= 0; jx� x0j � �approximiert.Das folgende Beispiel zeigt an Hand von vier Graphen den Einu� der Rundungder Polynomkoe�zienten auf den Funktionsverlauf des relativen Approximations-fehlers.Es wird H(x) := ex, x0 = 0, � = 0:2, M = N = 4; betrachtet. Die mit Ma-thematica berechneten Koe�zienten Aj; Bj lauten mit den ersten 18 Dezimalstellenj Aj Bj0 9:99999999999999999 : : : � 10�1 +1:00000000000000000 : : : � 10+01 4:99999999999998228 : : : � 10�1 �4:99999999999998228 : : : � 10�12 1:07140305127468128 : : : � 10�1 +1:07140305127468128 : : : � 10�13 1:19034858976579290 : : : � 10�2 �1:19034858976579290 : : : � 10�24 5:95025533669726278 : : : � 10�4 +5:95025533669726278 : : : � 10�4Tabelle 1: A[j]; B[j] mit den ersten 18 Dezimalstellen
Rel. Appr.-Fehler:  a[j],b[j] mit 17,16,15,14 dezimalen Stellen
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Die vier Graphen aus obiger Abbildung zeigen den mit 10+17 multiplizierten relativenApproximationsfehler, wenn die mit Mathematica berechneten Koe�zienten Aj; Bjauf 17, 16, 15 bzw.14 Dezimalstellen der aj; bj gerundet werden. Dabei erkenntman z.B., da� sich das Betragsmaximum des relativen Approximationsfehlers fastverachtfacht, wenn die Koe�zienten auf nur 14 Dezimalstellen gerundet werden.Durch die in der Praxis notwendige Rundung der z.B. mit einer Langzahlarith-metik bestimmten Polynomkoe�zienten Aj; Bj sind die relativen Extremwerte nichtmehr betragsgleich, so da� eine auf die aj; bj bezogene Absch�atzung des absolutenoder relativen Approximationsfehlers stets erforderlich ist.6.3 Absch�atzung des ApproximationsfehlersNach Vorstellung des grunds�atzlichen L�osungswegs im ersten Abschnitt und nachDemonstration des Rundungseinusses der Polynomkoe�zienten auf den Approxi-mationsfehler werden jetzt Formeln zusammengestellt, mit deren Hilfe garantierteOberschranken des absoluten bzw. relativen Approximationsfehlers bzgl. der N�ahe-rung H(x) � PN (x� x0)QM (x� x0) ; QM(x� x0) 6= 0; jx� x0j � �(9)(mit einem geeigneten XSC-Programm) berechnen werden k�onnen. Mit den Appro-ximationspolynomen (die Koe�zienten sind Maschinenzahlen)PN(x� x0) := NXj=0 aj � (x� x0)j; QM(x� x0) := MXj=0 bj � (x� x0)j(10)und der Taylorentwicklung der Hilfsfunktion H(x) um den Punkt x0H(x) = TK(x� x0) + RK(x)(11) TK(x� x0) := KXj=0 sj � (x� x0)jRK(x) := H(K+1)(�)(K + 1)! � (x� x0)K+1; � = �(x) zwischen x und x0(12)gelten f�ur den absoluten und relativen Approximationsfehler die Absch�atzungenj�(x)j � �����QM(x� x0) � TK(x� x0)� PN(x� x0)QM (x� x0) �����+ jRK(x)j ;j"(x)j � �����QM(x� x0) � TK(x� x0)� PN(x� x0)H(x) �QM (x� x0) �����+ �����RK(x)H(x) ����� ; H(x) 6= 0 :Da sich in der Praxis die Polynomgrade N;M in der Regel h�ochstens um 1unterscheiden werden, ist es keine wirkliche Einschr�ankung, wenn im folgenden13



M + K � N vorausgesetzt sein soll. Die Grundidee ist nun, obiges Z�ahlerpo-lynom zu berechnen, indem man die Di�erenzen zj der Polynomkoe�zienten miteiner Intervall-Langzahlarithmetik auswertetQM � TK � PN � ZM+K(x� x0) := M+KXj=0 zj � (x� x0)j :Durch Einsetzen erh�alt man dann die folgenden Absch�atzungen:j�(x)j � �����ZM+K(x� x0)QM (x� x0) �����+ jRK(x)j; jx� x0j � �;(13) j"(x)j � ����� ZM+K(x� x0)H(x) �QM (x� x0) �����+ �����RK(x)H(x) ����� ; H(x) 6= 0(14)Zur Berechnung der Oberschranken von j�(x)j; j"(x)j bzgl. jx� x0j � � sind dierechten Seiten von (13),(14) intervallm�a�ig auszuwerten. Wegen der dabei auftre-tenden �Ubersch�atzungen mu� der Bereich jx� x0j � � in eine jeweils hinreichendgro�e Anzahl von Intervallen unterteilt werden.Absch�atzung des Restgliedes in (13) bzw. in (14)Nach (12) gelten mit u := H(K+1)([x0 � �; x0 + �])(K + 1)!die AussagenRK(x) 2 u � [��K+1;+�K+1]; jRK(x)j � juj � �K+1 =: �; RK(x) 2 [��;+� ]:Das Intervall u wird durch automatische Di�erentiation mit Hilfe des Modulsmpitaylor [4] berechnet, wobei [x0��; x0+�] zur Vermeidung von �Ubersch�atzun-gen in hinreichend viele Teilintervalle [x]j unterteilt werden kann; in diesem Fallist dann juj das Maximum der entsprechenden Teilintervall-Obergrenzen jujj.In (14) mu� RK(x) noch durch H(x) dividiert werden. Da bei der automatischenDi�erentiation die Funktionswerteinschlie�ung H(uj) in jedem einzelnen Teilinter-valle mitgeliefert wird, dividiert man dazu juj � �K+1 noch durch das Minimum derWerte der berechneten h jH([x]j)j i. Falls dieses Minimum verschwindet, wird derQuotient auf MaxReal gesetzt, um anzuzeigen, da� eine Oberschranke des relativenApproximationsfehlers nicht berechnet werden kann.Absch�atzung des ersten Summanden in (13) bzw. in (14)In (13) gelten zun�achst mit der Abk�urzungv := ZM+K([x0 � �; x0 + �]� x0)QM([x0 � �; x0 + �]� x0)die Absch�atzung �����ZM+K(x� x0)QM (x� x0) ����� � jvj:14



Falls jvj bei einem zu breiten Intervall [x0 � �; x0 + �] wegen �Ubersch�atzungen beiden Polynomauswertungen von ZM+K;QM nach dem Intervall-Hornerschema zugro� ausf�allt, mu� [x0 � �; x0 + �] wieder in eine hinreichend gro�e Anzahl vonTeilintervallen unterteilt werden.In (14) mu� im ersten Summanden rechts zus�atzlich noch durch H(x) dividiertwerden, was bei komplizierteren Zielfunktionen die Laufzeit erheblich vergr�o�ert.Dies kann man jedoch dadurch vermeiden, da� man H(x) nach (11) durch ihreschon berechnete Taylordarstellung mit Restglied ersetzt:j"(x)j � ����� ZM+K(x� x0)[TK(x� x0) + RK(x)] �QM (x� x0) �����+ �����RK(x)H(x) ����� ; H(x) 6= 0:Da jRK(x)j bereits durch � abgesch�atzt wurde, gilt RK(x) 2 [��;+� ], undder erste Summand rechts kann, wie im vorhergehenden Absatz beschrieben, f�urx 2 [x0 � �; x0 + �] intervallm�a�ig ausgewertet werden.7 Die Fehlerfunktionen erf(x) und erfc(x)Abbildung 1 zeigt f�ur die Fehlerfunktionerf(x) := 2p� xZ0 e�t2 dtund die komplement�are Fehlerfunktionerfc(x) := 1 � erf(x) = 2p� 1Zx e�t2 dtdie zugeh�origen Funktionsgraphen. F�ur diese Funktionen sollen f�ur reelle Argumentex schnelle Algorithmen mit garantierten Fehlerschranken hergeleitet werden.
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In der Literatur wird z.B. in [2, 19, 20, 21, 22, 27, 28] eine Vielzahl von N�aherungs-funktionen angegeben. Man �ndet jedoch entweder nur absolute Fehlerschranken,oder die relativen Fehler werden nur asymptotisch abgesch�atzt, so da� konkrete undgarantierte Fehlerschranken des relativen Approximationsfehlers nicht zur Verf�ugungstehen.Werden die N�aherungsfunktionen durch Polynome dargestellt, so gibt es zwarHinweise auf m�ogliche Ausl�oschungse�ekte, eine Absch�atzung des Polynomauswerte-fehlers wird aber nicht vorgenommen, so da� eine garantierte Fehlerschranke f�ur dieAuswertung von erf(x) bzw. erfc(x) f�ur ein spezielles Datenformat nicht existiert.Die gesuchten Algorithmen f�ur die Funktionen erf(x) und erfc(x) werden imIEEE-double-Format der Sprache PASCAL -XSC implementiert, wobei angenom-men wird, da� die Grundoperationen nur hochgenau (1 Ulp Genauigkeit) ausgef�uhrtwerden. Mit den berechneten Fehlerschranken werden entsprechende Intervallfunk-tionen realisiert.7.1 GrobalgorithmusBereich Approximation f�ur erf(x) Approximation f�ur erfc(x)B� = 0 0 1(B�; B1] 0 bzw. Warnung 1(B1; B2] x � 2p� =) 1� x � 2p�(B2; B3] x � p2(x2)q2(x2) 2 P42 P4 =) 1 � xp2(x2)q2(x2)(B3; B4] 1� e�x2 p3(x)q3(x) (= e�x2 p3(x)q3(x) 2 P52 P6(B4; B5] 1� e�x2 p4(x)q4(x) (= e�x2 p4(x)q4(x) 2 P52 P6(B5; B6] 1 1x � e�x2 p5( 1x2 )q5( 1x2 ) 2 P42 P4> B6 1 0 bzw. Warnungx < 0 erf(x) = �erf(jxj) erfc(x) = 2 � erfc(jxj)16



Die obige Tabelle zeigt �ubersichtsartig die verschiedenen Approximationen f�ur erf(x)und erfc(x) in den einzelnen Teilbereichen. Diese sind durch die folgenden Schrankengegeben: B0 := 0; B1 := 1:97193 � 10�308; B2 := 10�10; B3 := 0:65;B4 := 2:2; B5 := 6; B6 := 26:5432 :Pfeile deuten an, wo die eigentliche Grundapproximation leicht modi�ziert auch f�urdie jeweils komplement�are Funktion eingesetzt wird. Eine Kennzeichnung pn(x) 2 Pkgibt an, da� das Z�ahlerpolynom pn(x) im Bereich (Bn; Bn+1] verwendet wird und denGrad k besitzt. Entsprechend sind die Angaben f�ur auftretende Nennerpolynome zuinterpretieren.Es ist also nicht notwendig, f�ur erf(x) und erfc(x) jeweils einen f�ur alle x kom-pletten Algorithmus anzugeben! Nur in den fettgedruckten Bereichen der Abb. 1m�ussen N�aherungsfunktionen f�ur erf(x) bzw. erfc(x) angegeben werden:erf(x) � G(x), x 2 [0; 0:65] =: A,erfc(x)� g(x), x 2 [0:65; +1) =: B:Mit den Identit�atenerf(x) � 1 � erfc(x), x 2 [0:65; +1) = B,erfc(x)� 1 � erf(x), x 2 [0; 0:65] = A,erf(x) � � erf(�x), x 2 (�1; 0] =: C,erfc(x)� 1 + erf(�x), x 2 (�1; 0] = Classen sich dann die Funktionen erf(x) und erfc(x) mit Hilfe von G(x) und g(x) f�uralle gew�unschten Argumente x auswerten. Bez�uglich erf(x) bzw. erfc(x) m�ussendie Intervalle A bzw. B noch in weitere Teilintervalle unterteilt werden:erf(x) im Unterlaufbereich, x 2 [0; 1:97193 � 10�308 ) =: A0,erf(x) � G1(x), x 2 [1:97193 � 10�308; 10�10] =: A1;erf(x) � G2(x), x 2 [10�10; 0:65] =: A2;erfc(x) � g1(x), x 2 [0:65; 2:2] =: B1;erfc(x) � g2(x), x 2 [2:2; 6] =: B2;erfc(x) � g3(x), x 2 [6; 26:5432] =: B3;erfc(x) im Unterlaufbereich, x 2 [26:5432; +1 )=: B4:17



In den Fehlerabsch�atzungen werden anstelle der im Zahlformat nicht darstellbarenIntervallendpunkte entsprechende Einschlie�ungen dieser Werte verwendet. In denTeilintervallen A0 und B4 k�onnen die Funktionswerte von erf(x) und erfc(x)in den denormalisierten Zahlenbereich des IEEE-double-Formats fallen, so da� diesp�ateren Fehlerabsch�atzungen, die sich nur auf den normalisierten Zahlenbereichbeziehen, in den genannten Intervallen keine G�ultigkeit haben. F�ur Punktargumenteaus A0 und B4 werden daher entsprechende Fehlermeldungen erzeugt, w�ahrendzur Intervallauswertung von erf(x) und erfc(x) die Funktionswerte auf Null gesetztwerden.7.2 Approximation von erf(x) in A=[0; 0:65]Der Teilbereich A = [0; 0:65] wird im folgenden weiter in die zwei TeilbereicheA1 = [0; 10�10] und A2 = [10�10; 0:65] unterteilt. Zun�achst wird der Teilbereichx 2 [0; 10�10] untersucht. Dabei wird von der Reihendarstellungerf(x) = 2xp� 1Xn=0 (�1)n � x2nn! (2n + 1) = 2xp� "1 � x23 + x410 �+ � � � #ausgegangen.Da diese Reihe [2, Formel 7.1.5] f�ur jxj < 1 eine Leibniz-Reihe ist, gilt bez�uglichder Approximation G1(x) := 2p� � x � erf(x)f�ur den absoluten Fehler r(x) := erf(x)� 2x=p� die Absch�atzungjr(x)j � 2x33 � p� :Zusammen mit erf(x) > 2xp� �  1� x23 !ergibt sich f�ur den relativen Approximationsfehler "app(x) := r(x)=erf(x) dieAbsch�atzungj"app(x)j � x23� x2 � 10�203� 10�20 < 3:3334 � 10�21 =: "(app) :Um mit Hilfe von (3) eine Fehlerschranke von erf(x) in x 2 [0; 10�10] \ S(2; 53)berechnen zu k�onnen, ben�otigt man noch die Fehlerschranke f�ur die Maschinenaus-wertung von G1(x) :eG1(x) = "g2p�# 2� x = G1(x) � (1 + ")(1 + 2"); j"j � "� = 2�53= G1(x) � (1 + "G1); j"G1j � 3:3307 � 10�16 =: "(G1) :18



Bei der obigen Absch�atzung wird vorausgesetzt, da� 2=p� in S(2; 53) maximal-genau gespeichert wird. Mit (3) folgt damitferf(x) = erf(x)(1 + "f ); j"f j � 3:3308 � 10�16 =: "(f) :Da die obige Fehlerabsch�atzung mit der Fehlerschranke 2"� = 2�52 durchgef�uhrtwird, mu� vorausgesetzt werden, da� die Funktionswerte eG1(x) im normalisiertenZahlenbereich liegen, d.h. es mu�eG1(x) = G1(x) � (1 + "f ) � G1(x) � [1� "(f)] = 2xp� � [1� "(f)] � 2�1022gelten. Die letzte Ungleichung ist erf�ullt, falls x � 1:97193 � 10�308. F�ur das Teil-intervall A1 = [1:97193 � 10�308; 10�10] ergibt sich das Ergebnisferf(x) = erf(x)(1+ "f); j"f j � 3:3308 � 10�16 = "(erf,A1); x 2 A1\S(2; 53) :Im Fall x < 1:97193�10�308 wird bei der Berechnung von erf(x) eine entsprechendeFehlermeldung erzeugt.F�ur den zweiten Teilbereich A2 := [10�10; 0:65] wird die f�ur jxj < +1 g�ultigeReihenentwicklung [2, Formel 7.1.6]erf(x) = 2xp� � e�x2 � 1Xn=0 an � x2n; an = 2n1 � 3 � : : : � (2n+ 1) ;verwendet. Wegen an+1=an < 1 erh�alt man mit1Xn=0 an � x2n = NXn=0 an � x2n + 1Xn=N+1 an � x2ndie Absch�atzung1Xn=N+1 an � x2n = aN+1 � x2(N+1) "1 + aN+2aN+1 � x2 + aN+3aN+1 � x4 + � � � #< aN+1 � x2(N+1) 1Xn=0 x2n = aN+1 � x2(N+1)1 � x2 ; jxj < 1 :Mit der Hilfsn�aherungerf(x) � H(x) := 2xp� � e�x2 NXn=0 an � x2nund wegen der durch die Reihenentwicklung gegebenen Ungleichungerf(x) � 2xp� � e�x2; x � 0 ;19



folgt dann f�ur den relativen Approximationsfehler"app;1 := erf(x)�H(x)erf(x) ;j"app;1j < 2N+1 � x2(N+1)1 � 3 � : : : � (2N + 3) � 11� x2 � "(app; 1); jxj < 1:F�ur N = 14 gilt damit im Bereich A2 = [10�10; 0:65]erf(x) � H(x) = 2xp� � e�x2 14Xn=0 an � x2n ; "(app; 1) = 7:2149 � 10�19 :Die Hilfsn�aherungsfunktion H(x) im IEEE{Format k�onnte durchaus als Maschi-nenapproximation f�ur erf(x) benutzt werden, jedoch w�are die Laufzeit wegen derauftretenden Exponentialfunktion und wegen des hohen Polynomgrades N = 14sehr gro�! Viel e�ektiver ist die Verwendung einer zweiten Approximation G2(x)miterf(x) � x � P4(x2)Q4(x2) =: G2(x); P4(x2) = 4Xn=0 pn � x2n; Q4(x2) = 4Xn=0 qn � x2n;n pn := nearest( : ) qn := nearest( : )0 1:12837916709551256 � 10+0 1:00000000000000000 � 10+01 1:35894887627277916 � 10�1 4:53767041780002545 � 10�12 4:03259488531795274 � 10�2 8:69936222615385890 � 10�23 1:20339380863079457 � 10�3 8:49717371168693357 � 10�34 6:49254556481904354 � 10�5 3:64915280629351082 � 10�4Die in obiger Tabelle angegebenen Dezimalwerte wurden mit Hilfe eines Compu-teralgebrasystems durch rationale Approximation der Hilfsfunktion H(x) bestimmt.Die Koe�zienten pn; qn sind die zu den angegebenen Dezimalwerten jeweils n�achst-gelegenen IEEE{Zahlen. F�ur die Bestimmung des Approximationsfehlers darf dannvon exakt darstellbaren Approximationskoe�zienten ausgegangen werden.F�ur G2(x) ist der relative Approximationsfehler durch"app;2(x) := H(x)�G2(x)H(x) ; x 2 A2 = [10�10; 0:65]gegeben. Mit Hilfe der XSC-Programme AppErr und ErrBound l�a�t sich eine garan-tierte Oberschranke "(app; 2) f�ur j"app;2(x)j bzgl. x 2 A2 berechnen. Man erh�altH(x) � G2(x) = x � P4(x2)Q4(x2) ; j"app;2(x)j � 1:3594 � 10�17 = "(app; 2) :20



Mit den jetzt zur Verf�ugung stehenden Fehlerschranken "(app; 1); "(app; 2) ist mannun in der Lage bzgl. der N�aherungerf(x) � G2(x) = x � P4(x2)Q4(x2)nach Gleichung (2) eine Oberschranke des zugeh�origen relativen Approximations-fehlers"app(x) := erf(x)�G2(x)erf(x) ; j"app(x)j � "(app); x 2 A2 = [10�10; 0:65]berechnen zu k�onnen. Es ergibt sicherf(x) � G2(x) = x� P4(x2)Q4(x2) ; j"app(x)j � 1:4316�10�17 =: "(app) :Um mit Hilfe von Gleichung (1) eine Fehlerschranke von erf(x) in x 2 A2\S(2; 53)berechnen zu k�onnen, ben�otigen wir noch die relative Fehlerschranke der Maschi-nenauswertung von G2(x) . Dazu wird die DarstellungeG2(x) = x2� eP4(x2� x)2= eQ4(x2� x) = G2(x)(1 + "G2)(15)verwendet. Die gesuchte Fehlerschranke wird wieder automatisch berechnet. Es er-gibt sich f�ur das Z�ahlerpolynomeP4(x2� x) = P4(x2)(1 + "P4); j"P4j � 2:6230 � 10�16 = "(P4) :F�ur das Nennerpolynom �ndet maneQ4(x2� x) = Q4(x2)(1 + "Q4); j"Q4j � 3:4600 � 10�16 = "(Q4) :F�ur eG2(x) gilt nach Gleichung (15):eG2(x) = x � P4(x2)(1 + "P4)(1 + 2")2Q4(x2)(1 + "Q4) = G2(x)(1 + "P4)(1 + 2")2(1 + "Q4) = G2(x)(1 + "G2) :Die Fehlerschranken "(P4); "(Q4) und j"j � "� = 2�53 liefern schlie�lich f�ur j"G2jeG2(x) = G2(x)(1 + "G2); j"G2j � 1:0524 � 10�15 = "(G2) :Bzgl. ferf(x) = erf(x)(1 + "f) �ndet man mit Hilfe von Gleichung (3) schlie�licheine Absch�atzung f�ur j"f j in A2 = [10�10; 0:65] :ferf(x) = erf(x)(1+"f); j"f j � 1:0668 �10�15 = "(erf;A2); x 2 A2\S(2; 53) :21



7.3 Fehlerschranke f�ur erfc(x) in A= [0; 0:65]Mit Hilfe der im letzten Abschnitt bestimmten Maschinenapproximation ferf(x) undder zugeh�origen relativen Fehlerschranke wird nun erfc(x) � 1 � erf(x) auf derMaschine wie folgt berechnet:gerfc(x) := ( 1 : x 2 A0 = [0; 1:97193 � 10�308 )12� ferf(x) : x 2 D := A1 [A2 = [1:97193 � 10�308; 0:65] :Es wird zun�achst das Teilintervall D = [1:97193 � 10�308; 0:65] betrachtet. F�ur dieDarstellung gerfc(x) := 12� ferf(x) = erfc(x) � (1 + ")erh�alt man f�ur j"j die Absch�atzungj"j � 2 � "� + [1 + 2 � "�] � maxx 2 Dferf(x)g � "(erf;A2)minx 2 Dferfc(x)g ; "� = 2�53= 2 � "� + [1 + 2 � "�] � erf(0:65) � "(erf;A2)1� erf(0:65) :Zur Absch�atzung der rechten Seite ben�otigt man eine Oberschranke des Funktions-wertes erf(0:65). Nach der De�nition von "app;1 (vergl. Seite 20) folgt f�ur x 2 Derf(x) = H(x)1 � "app;1 � H(x)1� "(app; 1) = 2p� � x � e�x21 � "(app; 1) � 14Xn=0 an � x2n :Wertet man hier den Term nach dem letzten Gleichheitszeichen f�ur x = [0:65; 0:65]intervallm�a�ig aus, so erh�alt man eine Einschlie�ung der gesuchten Oberschranke vonerf(0:65). Das nachfolgende XSC-Programm liefert eine garantierte Oberschrankedes Wertes des Ausdrucks erf(0:65)=(1� erf(0:65)) Die Oberschranke OS hat dennumerischen Wert erf(0:65)erfc(0:65) < 1:793525 =: OS :program OS;{**********************************************************}{* Berechnet wird die Einschliessung einer Oberschranke *}{* von erf(0.65)/( 1-erf(0.65) *}{**********************************************************}use i_ari;var a : array[0..14] of interval;k : integer;c, x, x2, eps, t : interval;begina[0] := 1;for k := 1 to 14 doa[k] := 2 * a[k-1] / (2*k + 1);22



c := 1 / SQRT( arctan(intval(1)) );{ c: Einschliessung von 2/SQRT(Pi) }x := 65 / intval(100);x2 := x * x;eps := intval( (<7.2149e-19),(>7.2149e-19) );t := a[14]; { Hornerschema zur }for k := 13 downto 0 do { Berechnung der }t := t * x2 + a[k]; { Summe }t := c * x * exp(-x2) * t / (1 - eps);t := t / (1 - t);{ t: Einschliessung einer Oberschranke }{ von erf(0.65)/( 1-erf(0.65) ) }writeln(sup(t));end.F�ur j"j erh�alt man mit der Oberschranke OS = 1:793525 die Absch�atzungj"j � 2 � "� + [1 + 2 � "�] �OS � "(erf;A2) < 2:1354 � 10�15 = "(erfc;D) ;d. h.gerfc(x) = erfc(x)(1 + "); j"j � 2:1354 � 10�15 = "(erfc;D); x 2 D \ S(2; 53) :F�ur den verbleibenden zweiten Teilbereich A0 = [0; 1:97193 �10�308 ) �ndet man f�urden relativen Approximationsfehler"app(x) := 1� erfc(x)erfc(x) = 1erfc(x) � 1 = erf(x)1 � erf(x) < erf(1:97193 � 10�308)1 � erf(1:97193 � 10�308) :Die Reihenentwicklung f�ur erf(x) von Seite 18 zeigt, da� der relative Approximati-onsfehler von der Gr�o�enordnung 10�308 ist. Da in diesem Teilbereich als N�aherungs-funktion die (exakt darstellbare) Konstante 1 benutzt wird, kommt kein zus�atzlicherAuswertefehler hinzu, so da� der relative Fehler bzgl. erfc(x) in diesem Teilintervallsicher kleiner ist als "(erfc;D) = 2:1354 � 10�15. Damit ist gezeigt, da�gerfc(x) = erfc(x)(1+"); j"j � 2:1354 �10�15 = "(erfc;A); x 2 A\S(2; 53)gilt.7.4 Approximation von erfc(x) in B1 S B2 = [0:65; 6]In diesem Abschnitt wird nun im Intervall [0:65; 6] die Funktion erfc(x) durcheine Hilfsfunktion H(x) approximiert, welche durch Standardfunktionen realisiertwerden kann. F�ur den zugeh�origen Approximationsfehler wird eine garantierte Ober-schranke hergeleitet.Zun�achst gilt nach [2, 7.4.11] f�ur x > 0 die Integraldarstellungerfc(x) = 2p� Z 1x e�t2dt � 2x � e�x2� Z 10 e�t2t2 + x2 dt; x > 0 :23



Wendet man auf das letzte Integral die Trapezregel der numerischen Integration an,so erh�alt man [20, S. 114], [22, S. 134]:erfc(x) = T(x; h) + P(x; h); x > 0;T(x; h) := 2x � h� � e�x2 " 12x2 + 1Xk=1 e�k2h2k2h2 + x2# ;P(x; h) := � 1Xr=1Gr; Gr := 4x � e�x2� Z 10 e�t2 � cos !tt2 + x2 dt; ! := 2�rh :Nach [25] l�a�t sich das Fourier{Integral Gr schreiben alsGr = e!x � erfc(x+ !2 ) + e�!x � erfc(x� !2 ); ! := 2�rh :(16)Mit der HilfsapproximationsfunktionH(x) := 2x � h� � e�x2 " 12x2 + NXk=1 e�k2h2h2k2 + x2# � erfc(x)kann der Betrag des absoluten Approximationsfehlers � abgesch�atzt werden durchj�j := jH(x)� erfc(x)j � 2xh � e�x2� � 1Xk=N+1 e�h2k2h2k2 + x2 + jP(x; h)j(17) 1Xk=N+1 e�h2k2h2k2 + x2 < 1Xk=N+1 e�h2k2h2k2 < 1h2(N + 1)2 1Xk=N+1 e�h2k2;1Xk=N+1 e�h2k2 = 1Xk=0 e�h2([N+1]+k)2 = e�h2(N+1)2 � 1Xk=0 e�h2k(2[N+1]+k)< e�h2(N+1)2 � 1Xk=0 e�4h2 �k = e�h2(N+1)21� e�4h2 :Somit gilt j�j � 2x � e�x2�h � (N + 1)2 � e�h2(N+1)21 � e�4h2 + jP(x; h)j :(18)Zur Absch�atzung von jP(x; h)j verwendet man wegen erfc(x) < 2 zun�achst dieUngleichungGr < e!x � erc(x+ !2 ) + 2 � e�!x < e!x � erfc(!2 ) + 2 � e�!x ;woraus mit [2, Formel 7.1.13] erfc�!2� < 2 � e�!2=4p� � !24



sowie mit ! = 2�r=h und r � 1 folgt, da�Gr < h�3=2 � e�2�rh ( �2h � x) + 2 � e�2�xh � r; r = 1; 2; : : : :(19)Die notwendige Summation �uber r kann jetzt unter der Voraussetzung 2h �x < �mit Hilfe der geometrischen Reihe vorgenommen werden. Es ergibt sichjP(x; h)j < h�3=2 � 1e2�h ( �2h � x) � 1 + 2e2��xh � 1; 2h � x < � :(20)Zur Berechnung einer relativen Fehlerschranke mu� jetzt (18) nur noch durch eineUnterschranke von erfc(x) dividiert werden. Mit der Ungleichung [22, S. 137,(1)]erfc(x) > 2xp� � e�x21 + 2x2 ; x > 0erh�alt man schlie�lich zusammen mit (18) und (20) die Ergebnisse:erfc(x) � H(x) = 2xh� � e�x2 " 12x2 + NXk=1 e�h2k2h2k2 + x2# ;erfc(x) = H(x)(1 + "app;1); x 2 [0:65; 6];U1(x; h;N) := 1 + 2x2p� � h � (N + 1)2 � e�h2(N+1)21� e�4h2 ;U2(x; h) := h � (1 + 2x2) � ex22�x � �e2�h ( �2h � x) � 1� ; 2hx < �;U3(x; h) := p� � (1 + 2x2) � ex2x � 1e2�xh � 1 ;j"app;1j < U1(x; h;N) + U2(x; h) + U3(x; h) � "(app; 1;x; h;N);x 2 [0:65; 6]; 2hx < � :Abschlie�end m�ussen in den Funktionen Ui die Parameter x; h;N so gew�ahltwerden, da� man bzgl. des IEEE{Formats eine relative Fehlerschranke erh�alt, dief�ur alle x 2 [0:65; 6] von der Gr�o�enordung 10�18 ist.F�ur U3(x; h) sucht man also zu gegebenem h > 0 eine Oberschranke des globalenMaximums bzgl. x 2 [0:65; 6]. Zur Berechnung einer garantierten Oberschrankekann das XSC-Programm zur eindimensionalen globalen Optimierung aus [9] ver-wendet werden, in dem die jetzt mit u3 bezeichnete Funktion wie folgt zu de�nierenist: 25



function u3 (x : DerivType) : DerivType;var h,pi2,sqrtpi : DerivType;c1,c2 : interval;beginh := DerivConst( 93/intval(1000) );c1 := ARCTAN( intval(1) ); { pi/4 }pi2 := DerivConst( 8*c1 ); { 2*pi }sqrtpi := DerivConst( 2*SQRT(c1) ); { sqrt(pi) }u3 := -sqrtpi*(1+2*x*x)*exp(x*x)/(x* (exp(pi2*x/h)-1) );end;Mit h = 0:093 erh�alt man das ErgebnisU3(x; 0:093) � 6:5046 � 10�19; x 2 [0:65; 6] :Ganz entsprechend l�a�t sich mit dem Programm zur globalen Optimierung aucheine Oberschranke f�ur die Funktion U2(x; h) berechnen. Zur Vermeidung eines�Uberlaufs wird jedoch vorher noch die Absch�atzungU2(x; h) := h � (1 + 2x2) � ex22�x � �e2�h ( �2h � x) � 1� < h � (1 + 2x2) � ex22�x � �e2�h ( �2h � 8) � 1� ; 2hx < �durchgef�uhrt. F�ur die Funktion u2function u2 (x : DerivType) : DerivType;var h : DerivType;pi : interval;beginh := DerivConst( 93/intval(1000) );pi :=4*ARCTAN( intval(1) ); { pi }u2 := -h*(1+2*x*x)*exp(x*x)/( 2*pi*x*(exp( 2*pi/h*(pi/(2*h)-8) )-1) )end;ergibt sich dann mit h = 0:093 die OberschrankeU2(x; 0:093) � 1:0877 � 10�246; x 2 [0:65; 6] :Zur Absch�atzung von U1(x; h;N) wird die Funktion u1function u1 (x : DerivType) : DerivType;var h : DerivType;sqrtpi : interval;N : integer;beginh := DerivConst( 93/intval(1000) );sqrtpi :=2*SQRT( ARCTAN(intval(1)) ); { sqrt(pi) }26



N := 70,u1 := -(1+2*x*x)*exp(-h*h*(N+1)*(N+1))/( sqrtpi*h*(N+1)*(N+1)*(1-exp(-4*h*h)) )end;mit h = 0:093 und N = 70 herangezogen. Es ergibt sichU1(x; 0:093; 70) � 3:0002 � 10�19; x 2 [0:65; 6]:Die berechneten globalen Maxima der drei Funktionen Ui erm�oglichen jetzt die An-gabe einer garantierten Oberschranke "(app; 1) des relativen Approximationsfehlersf�ur den Datenbereich x 2 [0:65; 6] :erfc(x) � H(x) = 2xh� � e�x2 " 12x2 + NXk=1 e�h2k2h2k2 + x2# ;erfc(x) = H(x)(1 + "app;1); x 2 [0:65; 6];j"app;1j < 9:5049 � 10�19 = "(app; 1); h = 0:093; N = 70 :F�ur die tats�achliche Approximation von erfc(x) auf der Rechenanlage wird derBereich [0.65, 6] wieder in zwei Unterbereiche unterteilt. In jedem dieser Bereichewird die Hilfsfunktion H(x) dazu herangezogen, eine e�ziente Approximation mitgarantierter relativer Fehlerschranke zu �nden.7.4.1 erfc(x) in B1 = [0:65; 2:2]Es wird zun�achst der BereichB1 = [0:65; 2:2] betrachtet. Hier wird auf dem Rechnererfc(x) durcherfc(x) � e�x2 � P5(x)Q6(x) =: g1(x); P5(x) = 5Xn=0 pn � xn; Q6(x) = 6Xn=0 qn � xnapproximiert.n pn := nearest( : ) qn := nearest( : )0 9:99999992049799098 � 10�1 1:00000000000000000 � 10+01 1:33154163936765307 � 10+0 2:45992070144245533 � 10+02 8:78115804155881782 � 10�1 2:65383972869775752 � 10+03 3:31899559578213215 � 10�1 1:61876655543871376 � 10+04 7:14193832506776067 � 10�2 5:94651311286481502 � 10�15 7:06940843763253131 � 10�3 1:26579413030177940 � 10�16 1:25304936549413393 � 10�2Tabelle 2: Polynomkoe�zienten mit 18 Dezimalstellen27



Die angegebenen Dezimalwerte der Approximation anH(x) wurden wieder mit Hilfeeines Computeralgebrasystems bestimmt. Die tats�achlich verwendeten Koe�zientenpn; qn sind die zu den angegebenen Dezimalwerten jeweils n�achstgelegenen IEEE{Zahlen.Eine Oberschranke j"app;2(x)j f�ur den relativen Approximationsfehler"app;2(x) := H(x)� g1(x)H(x) ; x 2 B1 = [0:65; 2:2]kann wieder automatisch bestimmt werden. Man �ndetH(x) � g1(x) := e�x2 � P5(x)Q6(x); j"app;2(x)j � 1:5772�10�16 =: "(app; 2) :Mit den jetzt zur Verf�ugung stehenden Fehlerschranken "(app; 1); "(app; 2) ist manin der Lage bzgl. der N�aherungg1(x) := e�x2 � P5(x)Q6(x) � erfc(x)nach Gleichung (2) eine Oberschranke des zugeh�origen relativen Approximations-fehlers"app(x) := erfc(x)� g1(x)erfc(x) ; j"app(x)j � "(app); x 2 B1 = [0:65; 2:2]zu berechnen. Es ergibt sicherfc(x) � g1(x) = e�x2 � P5(x)Q6(x) ; j"app(x)j � 1:5868 � 10�16 = "(app) :Um mit Gleichung (3) eine Fehlerschranke von erfc(x) in x 2 B1\S(2; 53) berech-nen zu k�onnen, ben�otigt man noch die relative Fehlerschranke f�ur die Auswertungvon g1(x) auf der Maschine:eg1(x) := EXPx2(x)2� heP5(x)2= eQ6(x)i= e�x2 � (1 + "1) � eP5(x)eQ6(x) � (1 + 2 � ")2; j"1j � "(1)= e�x2 � (1 + "1) � P5(x) � (1 + "P5)Q6(x) � (1 + "Q6) � (1 + 2 � ")2;(21) j"j � "� = 2�53; j"P5j � "(P5); j"Q6j � "(Q6) :Bedeutet EXPx2(x) die e�x2-Funktion, so gilt nach Seite 42 bei hochgenauer Arith-metik: EXPx2(x) = e�x2 � (1 + "1); j"1j � 1:0823 � 10�15 =: "(1) :28



Die Berechnung einer Fehlerschranke "(P5) f�ur das Z�ahlerpolynom kann wiederautomatisch durchgef�uhrt werden, wobei sicheP5(x) = P5(x)(1 + "P5); j"P5j � 1:2027 � 10�15 = "(P5)ergibt. Entsprechend �ndet man als Fehlerschranke "(Q6) f�ur das NennerpolynomeQ6(x) = Q6(x)(1 + "Q6); j"Q6j � 1:5838 � 10�15 = "(Q6) :F�ur die nach Gleichung (21) g�ultige Darstellungeg1(x) = g1(x) � (1 + "1) � 1 + "P51 + "Q6 � (1 + 2 � ")2 = g1(x) � (1 + "g1)ergibt sich eg1(x) = g1(x)(1 + "g1); j"g1j � 4:3129 � 10�15 = "(g1):Bez�uglich gerfc(x) = erfc(x)(1 + "f) �ndet man mit Hilfe von Gleichung (3) undden Fehlerschranken "(app) = 1:5868 � 10�16; "(g1) = 4:3129 � 10�15 f�ur j"f j dieendg�ultige Absch�atzunggerfc(x) = erfc(x)(1+"f ); j"f j � 4:4716�10�15 = "(erfc,B1); x 2 B1\S(2; 53) :7.4.2 erfc(x) in B2 = [2:2; 6]Im Bereich B2 = [2:2; 6] wird erfc(x) auf dem Rechner durcherfc(x) � e�x2 � P5(x)Q6(x) =: g2(x); P5(x) = 5Xn=0 pn � xn; Q6(x) = 6Xn=0 qn � xnapproximiert.
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n pn := nearest( : ) qn := nearest( : )0 9:99921140009714409 � 10�1 1:00000000000000000 � 10+01 1:62356584489366647 � 10+0 2:75143870676376208 � 10+02 1:26739901455873222 � 10+0 3:37367334657284535 � 10+03 5:81528574177741135 � 10�1 2:38574194785344389 � 10+04 1:57289620742838702 � 10�1 1:05074004614827206 � 10+05 2:25716982919217555 � 10�2 2:78788439273628983 � 10�16 4:00072964526861362 � 10�2Tabelle 3: Polynomkoe�zienten mit 18 DezimalstellenDie Dezimalwerte der Tabelle 3 wurden durch Approximation von H(x) mit einemComputeralgebrasystem ermittelt. Die tats�achlich verwendeten Koe�zienten pn; qnsind die zu den angegebenen Dezimalwerten jeweils n�achstgelegenen IEEE{Zahlen.F�ur den Approximationsfehler"app;2(x) := H(x)� g2(x)H(x) ; x 2 B2 = [2:2; 6]l�a�t sich wieder automatisch die Oberschranke j"app;2(x)j bzgl. x 2 B2 berechnen.Man �ndetH(x) � g2(x) := e�x2 � P5(x)Q6(x); j"app;2(x)j � 1:5282 � 10�16 =: "(app; 2) :Mit den jetzt zur Verf�ugung stehenden Fehlerschranken "(app; 1); "(app; 2) ist manin der Lage, f�ur die N�aherungerfc(x) � g2(x) = e�x2 � P5(x)Q6(x)nach Gleichung (2) eine Oberschranke des zugeh�origen relativen Approximations-fehlers"app(x) := erfc(x)� g2(x)erfc(x) ; j"app(x)j � "(app); x 2 B2 = [2:2; 6]zu berechnen:erfc(x) � g2(x) = e�x2 � P5(x)Q6(x) ; j"app(x)j � 1:5378 � 10�16 = "(app) :30



Bevor mit Gleichung (3) eine Fehlerschranke von erfc(x) in x 2 B2 \ S(2; 53) be-rechnet werden kann, mu� eine relative Fehlerschranke f�ur die Maschinenauswertungvon g2(x) bestimmt werden, wobei davon ausgegangen werden soll, da� der Faktore�x2 mit Hilfe der Funktion EXPx2(. . . ) ausgewertet wird. Man �ndeteg2(x) := EXPx2(x)2� heP5(x)2= eQ6(x)i= e�x2 � (1 + "1) � eP5(x)eQ6(x) � (1 + 2 � ")2; j"j � "� = 2�53= e�x2 � (1 + "1) � P5(x) � (1 + "P5)Q6(x) � (1 + "Q6) � (1 + 2 � ")2;(22) j"P5j � "(P5); j"Q6j � "(Q6) ;wobei "1 den durch die Exponentialfunktion eingeschleppten Fehler bedeutet (vergl.Seite 42).In nun schon gewohnter Weise ergeben sich als Fehlerschranke f�ur das Z�ahlerpo-lynom "(P5) eP5(x) = P5(x)(1 + "P5); j"P5j � 1:8701 � 10�15 = "(P5)und als Fehlerschranke f�ur das Nennerpolynom "(Q6)eQ6(x) = Q6(x)(1 + "Q6); j"Q6j � 2:3036 � 10�15 = "(Q6) :Die Gleichung (22) liefert die Darstellungeg2(x) = g2(x) � (1 + "1) � 1 + "P51 + "Q6 � (1 + 2")2 = g2(x) � (1 + "g2);f�ur welche eg2(x) = g2(x)(1 + "g2); j"g2j � 5:7002 � 10�15 = "(g2)gezeigt werden kann. Bez�uglich gerfc(x) = erfc(x)(1 + "f) �ndet man mit Hilfevon Gleichung (3) und den Fehlerschranken"(app) = 1:5378 � 10�16; "(g2) = 5:7002 � 10�15f�ur j"f j schlie�lich die Absch�atzunggerfc(x) = erfc(x)(1+ "f); j"f j � 5:8540 � 10�15 = "(erfc,B2); x 2 B2 \S(2; 53) :31



7.5 Fehlerschranke f�ur erf(x) in B1 S B2 = [0:65; 6]Es wird zun�achst der Teilbereich [0.65, 2.2] betrachtet. Wegen erf(x) � 1�erfc(x)gilt f�ur die Auswertung auf dem Rechnerferf(x) := 12� gerfc(x) = erf(x) � (1 + "0) :Damit erh�alt manj"0j � 2 � "� + [1 + 2 � "�] � maxx2B1ferfc(x)g � "(erfc;B1)minx2B1ferf(x)g ; "� = 2�53= 2 � "� + [1 + 2 � "�] � [1� erf(0:65)] � "(erfc;B1)erf(0:65) :Zur weiteren Absch�atzung der rechten Seite ben�otigen man zun�achst eine Unter-schranke von erf(0:65). Nach De�nition von "app;1 (vergl. S. 20) folgt f�ur x 2 A =[0; 0:65] :erf(x) = H(x)1 � "app;1 � H(x)1 + "(app; 1) = 2p� � x � e�x21 + "(app; 1) � 14Xn=0 an � x2n:Wertet man hier den Term nach dem letzten Gleichheitszeichen f�ur x = [0:65; 0:65]intervallm�a�ig aus, so erh�alt man eine Einschlie�ung der gesuchten Unterschran-ke von erf(0:65). Das folgende Programm verwendet diese Unterschranke, um einegarantierte Oberschranke f�ur den Ausdruck [1� erf(0:65)]=erf(0:65) zu berechnen.program upper_b2;{*****************************************************}{* Berechnet die Einschliessung einer Oberschranke *}{* von [1-erf(0.65)]/erf(0.65) *}{*****************************************************}use i_ari;var a : array[0..14] of interval;k : integer;c,x,x2,eps,t : interval;begina[0] := 1;for k := 1 to 14 doa[k] := 2 * a[k-1] / (2*k + 1);c := 1 / SQRT( arctan(intval(1)) );{ c: Einschliessung von 2/SQRT(Pi) }x := 65 / intval(100); x2 := x * x;eps := intval( (<7.2149e-19),(>7.2149e-19) );t := a[14]; { Hornerschema zur }for k := 13 downto 0 do { Berechnung der }t := t * x2 + a[k]; { Summe }32



t := c * x * exp(-x2) * t / (1 + eps);t := 1 / t - 1; writeln(t);{ t: Einschliessung einer Oberschranke }{ von [1-erf(0.65)] / erf(0.65) ) }end.Man �ndet 1� erf(0:65)erf(0:65) = erfc(0:65)erf(0:65) < 0:5575613 =: OS :F�ur j"0j erh�alt man mit der Oberschranke OS = 0:5575613 die Absch�atzungj"0j � 2 � "� + [1 + 2 � "�] �OS � "(erfc;B1) < 2:7153 � 10�15 = "(erf;B1) ;also ferf(x) = erf(x)(1+ "); j"j � 2:7153 �10�15 = "(erf;B1); x 2 B1\S(2; 53) :Jetzt wird der zweite Teilbereich B2 = [2:2; 6] betrachtet. Wegen erf(x) �1� erfc(x) gilt f�ur die Auswertung auf dem Rechnerferf(x) := 12� gerfc(x) = erf(x) � (1 + "0) ;womit man f�ur den relativen Fehler j"0j bzgl. der Addition fehlerbehafteter Gr�o�endie Absch�atzungj"0j � 2 � "� + [1 + 2 � "�] � maxx2B2ferfc(x)g � "(erfc;B2)minx2B2f1� erfc(x)g ; "� = 2�53= 2 � "� + [1 + 2 � "�] � erfc(2:2) � "(erfc;B2)1� erfc(2:2)erh�alt. Zur Absch�atzung der rechten Seite ben�otigen man eine Oberschranke desFunktionswertes erfc(2:2). Nach De�nition von "app;1 (vergl. S. 27) folgt f�ur x 2B2 = [2:2; 6] :erfc(x) = H(x)1� "app;1 � H(x)1 � "(app; 1) = 2xh � e�x2� � [1� "(app; 1)] " 12x2 + 70Xk=1 e�h2k2h2k2 + x2# :Wertet man hier den Term nach dem letzten Gleichheitszeichen f�ur x = [2:2; 2:2]intervallm�a�ig aus, so erh�alt man eine garantierte Oberschranke von erfc(2:2). Mitdiesen �Uberlegungen erkennt man, da� das folgende XSC-Programm eine garantierteOberschranke f�ur erfc(2:2)]=[1� erfc(2:2)] liefert.program upper_b3;{*****************************************************}{* Berechnet die Einschliessung einer garantierten *}33



{* Oberschranke von *}{* erfc(2.2) / [1-erfc(2.2)] *}{*****************************************************}use i_ari;var h,h2,pi,x,x2,eps,a,b,s,t : interval;k : integer;beginh := 93 / intval(1000); h2 := h * h;pi := 4 * arctan( intval(1) );x := 11 / intval(5);x2 := x * x;eps := intval( (<9.5049e-19),(>9.5049e-19) );a := 2 * x * h * exp(-x2) / (pi * (1-eps) );b := 1 / (2 * x2); s := 0,For k := 1 to 70 dos := s + exp(-h2 * k * k) / (h2 * k * k + x2);t := a * (b + s);t := t / (1 - t);{ t : Einschliessung einer garantierten }{ Oberschranke von erfc(2.2)/[1-erfc(2.2)] }writeln(t);end.Man erh�alt erfc(2:2)1� erfc(2:2) < 1:866323 � 10�3 = OS :F�ur j"0j ergibt sich mit der Oberschranke OS = 1:866323 � 10�3 die Absch�atzungj"0j � 2 � "� + [1 + 2 � "�] �OS � "(erfc;B2) < 2:3298 � 10�16 = "(erf;B2) ;und damitferf(x) = erf(x)(1+ "); j"j � 2:3298 �10�16 = "(erf;B2); x 2 B2\S(2; 53) :7.6 Approximation von erfc(x) in B3 = [6; 26:5432]Zun�achst werden die Funktionsargumente x nach oben durch 26.5432 beschr�ankt,um sicherzustellen, da� die Funktionswerte erfc(x) im normalisierten Zahlenbe-reich des IEEE double-Formats liegen:x 2 B3 = [6; 26:5432] =) erfc(x) > 2�1022 = 2:2250738 : : : � 10�308F�ur x � 6 wird erfc(x) durch ihre Asymptotik approximiert [2, Formeln 7.1.23,7.1.24]erfc(x) = e�x2p� � x "1 � 1(2x2)1 + 1 � 3(2x2)2 �+ : : :+ (�1)N � 1 � 3 � � � (2N � 1)(2x2)N + r#34



jrj � jr(x;N)j � 1 � 3 � 5 � � � (2N + 1)(2x2)N+1 ; N = 1; 2; 3; : : :F�ur N = 35 erh�alt man durch Intervallrechnungjr(x; 35)j � jr(6; 35)j = 1 � 3 � 5 � � � 717236 < 3:276507 � 10�16 :Der relative Approximationsfehler ist dann durchj"app;1(x)j := r(6; 35)erfc(x) < e�x2p� � x � 3:276507 � 10�16erfc(x)gegeben. Die Funktion erfc(x) besitzt nach [20, S. 201] f�ur x > 0 die Unter-schranke 2p� � x � e�x22x2 + 1 < erfc(x); worausj"app;1(x)j < �1 + 12x2 � � 3:276507 � 10�16 � �1 + 172� � 3:276507 � 10�16< 3:322015 � 10�16 = "(app; 1); x � 6; N = 35folgt.erfc(x) � H(x) := e�x2p� � x "1� 1(2x2)1 + 1 � 3(2x2)2 �+ : : : � 1 � 3 � � � 69(2x2)35 #erfc(x) = H(x) � [1 + "app;1(x)]j"app;1(x)j < 3:322015 � 10�16 = "(app; 1); x � 6:Da die numerische Auswertung von H(x) wegen N = 35 aus Laufzeitgr�unden vielzu aufwendig w�are, wird erfc(x) auf dem Rechner durcherfc(x) � e�x2x � P4( 1x2 )Q4( 1x2 ) =: g3(x); P4( 1x2 ) = 4Xn=0 pn � x�2n; Q4( 1x2 ) = 4Xn=0 qn � x�2napproximiert.n pn := nearest( : ) qn := nearest( : )0 5:64189583547756078 � 10�1 1:00000000000000000 � 10+01 8:80253746105525775 � 10+0 1:61020914205869003 � 10+12 3:84683103716117320 � 10+1 7:54843505665954743 � 10+13 4:77209965874436377 � 10+1 1:12123870801026015 � 10+24 8:08040729052301677 � 10+0 3:73997570145040850 � 10+1Tabelle 4: Dezimaln�aherungen f�ur die IEEE-Koe�zienten pn; qn35



Die Dezimalwerte aus obiger Tabelle wurden als rationale Approximation an H(x)bestimmt. Die Koe�zienten pn; qn sind die zu den angegebenen Dezimalwerten je-weils n�achstgelegenen IEEE{Zahlen. F�ur die N�aherung ist der relative Approxima-tionsfehler gegeben als"app;2(x) := H(x)� g3(x)H(x) ; x 2 [6; 27] :Mit u := 1=x2 undA(u) := 1p� � "1 � 1 � u21 + 1 � 3 � u222 �+ : : : � 1 � 3 � : : : � 69 � u35235 # gilt"app;2(x) � "2(u) := A(u)� P4(u)=Q4(u)A(u) ; u 2 [27�2; 6�2] :Mit Hilfe des Moduls mpitaylor kann die PASCAL -XSC Funktion H(x) durch deneinfacheren Ausdruck A(u) realisiert werden:VAR c : mpinterval; { c = 1 /sqrt(Pi) }FUNCTION H(u: mpi_taylor): mpi_taylor[0..ub(u)];var k : integer;s,a : mpi_taylor[0..ub(u)];BEGINu:= u / 2;s[0]:= 1;For k:= 1 to ub(u) do s[k]:= 0,a:= s;For k:= 1 to 35 dobegina:= -a * (2*k-1) * u;s:= s + a;end;H:= s * c;END; { H }. . .BEGINsetprec(8); { Definiert ca. 8*8 genaue Stellen }c := arctan(_mpinterval(1.0));c := 1 / ( 2 * sqrt(c) ); { c = 1/sqrt(Pi) }END.Nun l�a�t sich wieder automatisch eine garantierte Oberschranke f�ur j"app;2(x)j bzgl.x 2 B3 berechnen.H(x) � g3(x) := e�x2x � P4(x�2)Q4(x�2) ; j"app;2(x)j � 9:0000 �10�17 = "(app; 2) :36



Mit den jetzt zur Verf�ugung stehenden Fehlerschranken "(app; 1); "(app; 2) ist manin der Lage bzgl. der N�aherungerfc(x) � g3(x) := e�x2x � P4(x�2)Q4(x�2)nach Gleichung (2) eine Oberschranke des zugeh�origen relativen Approximations-fehlers "app(x) := erfc(x)� g3(x)erfc(x) ; j"app(x)j � "(app); x 2 [6; 27]zu berechnen. Man �ndeterfc(x) � g3(x) := e�x2x � P4(x�2)Q4(x�2) ; j"app(x)j � 4:2221 � 10�16 = "(app):Um nun f�ur B3 = [6; 26:5432] mit Gleichung (3) eine Fehlerschranke von erfc(x)in x 2 B3 \ S(2; 53) berechnen zu k�onnen, ben�otigt man noch die relative Fehler-schranke von g3(x), wobei davon ausgegangen werden soll, da� der Faktor e�x2 mitHilfe der Funktion EXPx2(. . . ) berechnet wird.eg3(x) := hEXP X2(x)2� eP4(x2� x)i 2= hx2� eQ4(x2� x)i= e�x2 � (1 + "1) � P4(x2) � (1 + "P4) � (1 + 2 � ")2x �Q4(x2) � (1 + "Q4) � (1 + "k) ;(23) j"1j � "(1); j"j � "� = 2�53; j"P4j � "(P4); j"Q4j � "(Q4):Als Fehlerschranke "(P4) f�ur die maschinelle Z�ahlerpolynomauswerung ergibt sicheP4(x�2) = P4(x�2)(1 + "P4); j"P4j � 6:2806 � 10�16 = "(P4)und als Fehlerschranke "(Q4) f�ur die maschinelle Auswertung des Nennerpolynoms�ndet maneQ4(x�2) = Q4(x�2)(1 + "Q4); j"Q4j � 6:4250 � 10�16 = "(Q4) :Die Gleichung (23) liefert die Darstellungeg3(x) = g3(x) � (1 + "1)(1 + "P4)(1 + 2 � ")2(1 + "Q4)(1 + 2 � ") = g3(x) � (1 + "g3);f�ur welche maneg3(x) = g3(x)(1 + "g3); j"g3j � 3:0190 � 10�15 = "(g3)37



zeigen kann. Bez�uglich gerfc(x) = erfc(x)(1 + "f ) �ndet man mit Hilfe von Glei-chung (3) und den Fehlerschranken "(app) = 4:2221 � 10�16; "(g3) = 3:0910 � 10�15f�ur j"f j die Absch�atzunggerfc(x) = erfc(x)(1+ "f); j"f j � 3:4413 � 10�15 = "(erfc,B3); x 2 B3 \S(2; 53) :7.7 Fehlerschranke f�ur erf(x) in B3 S B4, d. h. f�ur x � 6In diesem Bereich wird erf(x) durch 1 approximiert, d. h.erf(x) � 1 :Der relative Approximationsfehler "app(x) ist dann monoton fallend und es gilt"app(x) := 1 � erf(x)erf(x) = 1erf(x) � 1 = erfc(x)1 � erfc(x) � erfc(6)1� erfc(6) ;wobei eine garantierte Oberschranke f�ur erfc(6)=[1�erfc(6)] mit dem Programmupper_b3 von Seite 33 berechnet werden kann, wenn man dort lediglich die Anwei-sung x:=11/intval(5) ersetzt durch x:=6 . Das Ergebnis lauteterfc(6)1� erfc(6) < 2:1520 � 10�17 =) "app(x) < 2:1520 � 10�17 = "(app) =)ferf(x) = erf(x)(1 + "f ); j"f j � 2:1520 � 10�17 = "(erf; x � 6) :7.8 Approximation von erfc(x) in C = (�1; 0]Wegen der Identit�at erfc(x) � 1� erf(x) gilt in C = (�1; 0]gerfc(x) := 12� ferf(x) = erfc(x) � (1 + "f ); mitj"f j � 2 � "� + (1 + 2 � "�) �max�x�0 "1 � 0 + erf(�x) � "(erf)1 + erf(�x) # :Da [: : :] f�ur (�x)! +1 monoton w�achst, folgt unmittelbarj"f j � 2 � "� + (1 + 2 � "�) � 0:5 � 2:7153 � 10�15 < 1:5797 � 10�15 =)gerfc(x) = erfc(x)(1+"f ); j"f j � 1:5797 �10�15 = "(erfc;C); x 2 C\S(2; 53) :38



7.9 Zusammenfassung der Ergebnisse f�ur erf(x) und erfc(x)Damit ist f�ur die Funktionen erf(x); erfc(x) die Fehlerabsch�atzungen bzgl. desIEEE-double-Formats unter der Voraussetzung des Einsatzes einer nur hochge-nauen Grundarithmetik (1 Ulp) in allen Teilbereichen durchgef�uhrt. Die relativenFehlerschranken sind die Maxima der jeweils berechneten Oberschranken:"(erf) = 2:7153 � 10�15; jxj 2 [1:97193 � 10�308; +1) \ S(2; 53)"(erfc) = 5:8540 � 10�15; x 2 (�1; 26:5432] \ S(2; 53)Wertet man die Funktionen erf(x); erfc(x) mit dem gleichen Algorithmus im IEEEdouble-Format in maximal genauer Arithmetik (d. h. mit Rundung zur n�achstge-legenen Gleitkommazahl) aus, so �ndet man entsprechend die noch kleineren Feh-lerschranken"(erf) = 1:5643 � 10�15; jxj 2 [1:97193 � 10�308; +1) \ S(2; 53)"(erfc) = 3:2952 � 10�15; x 2 (�1; 26:5432] \ S(2; 53) :Die angegebenen numerischen Fehlerschranken beziehen sich auf Argumente imIEEE-double-Format. Die vorgestellte Methodik der Fehlerabsch�atzungen kann aberauch f�ur andere Datenformate durchgef�uhrt werden (siehe z. B. [5]).8 Anhang A: Die Hilfsfunktion e�x2Da die Funktion f = e�x2 z.B. bei der Implementierung der Fehlerfunktion undbei Dawsons Integral eine entscheidende Rolle spielt, wird f�ur f in diesem Abschnittein geeigneter Algorithmus mit einer entsprechende Fehlerabsch�atzung unter denfolgenden Voraussetzungen angegeben:� Die Grundoperationen im IEEE double-Format werden hochgenau aus-gef�uhrt, d.h.: a2� b = (a � b)(1+ "); j"j � 2 � "� = 2�52 = 2:220446 : : : �10�16� Benutzt wird die schnelle, im IEEE double-Format nach dem Tabellenverfah-ren implementierte Exponentialfunktion (siehe [10, 11]), d. h.EXP(x) = ex � (1 + "exp); j"expj � 2:3580 � 10�16 =: "(exp)39



Um zu verhindern, da� die Funktionswerte f(x) in den denormalisierten Zahlenbe-reich des IEEE double-Formats fallen, mu� die Ungleichunge�x2 � 2�1022 (kleinste positive normalisierte Zahl) ()jxj � q1022 � ln(2) = 26:615717509251260202 : : :erf�ullt sein. Wegen f(�x) � f kann man sich auf nichtnegative Argumente xbeschr�anken, d. h. es wird nur 0 � x < 26:615717betrachtet. Zun�achst soll die Frage gekl�art werden, warum f = e�x2 auf dem Rech-ner nicht einfach dadurch realisiert werden kann, da� man die schon implementierteStandard{Exponentialfunktion EXP(: : :) mit dem gest�orten Argument �x2� xaufruft. Die entsprechende Fehlerabsch�atzung wird zeigen, da� dieses Verfahren un-geeignet ist.Bedeutet EXP(x) die im IEEE -Format nach dem Tabellenverfahren implementierteExponentialfunktion, so gilt zun�achstEXP(x) = ex � (1 + "exp); j"expj � 2:3580 � 10�16 =: "(exp)EXP(�x2� x) = e�x2 � (1 + "1); j"1j � "(1) = ?Wegen x2� x = x2 � (1 + "x); j"xj � 2 � "� � 2:220447 � 10�16 = "(x);x 2 [0; 26:615717] =) x2 2 [0; 708:397]wird die Funktion EXP(. . . ) mit gest�orten Argumenten aufgerufen. Mit Hilfe desXSC-Programms ErrBound erh�alt man mit den EingabedatenIntervall der exakten Argumente [x1; x2] = ? [0; 708:397]Relative Schranke der gest�orten Argumente 2:220447 � 10�16Rel. Fehlerschranke der Funktion im Raster S(B,k) = ? 2:3580 � 10�16die unn�otig gro�e Schranke "(1) = 1:5754 � 10�13 :Eine um gut zwei Gr�o�enordnungen kleinere Fehlerschranke liefert der folgendeAlgorithmus, dessen Laufzeit im Vergleich zur schnellen Exponentialfunktion etwadoppelt so gro� ist: 40



var x,m : real;z : integer;beginz := trunc(x); { z: ganzzahliger Anteil des Arguments }m := x - z; { m: zugehoeriger Nachkomma-Wert }if m > 0.5 thenbeginz := z + 1; { z = 0,1,2,....,27 }m := m - 1; { m <= 0.5; x = z + m; }end; ...end.Mit den so berechneten ganzzahligen G�o�en m und z wird dann e�x2 gem�a�e�x2 = e�z2 � e�(2z)�m � e�m2(24)berechnet. Die Konstanten e�z2 werden mit Hilfe des Moduls mp_ari berech-net und k�onnen f�ur z 2 f0; 1; : : : ; 26g im IEEE-double-Format maximal genaugespeichert werden:ge�z2 = e�z2 � (1 + "); j"j � "� = 2�53 = 1:1102230 : : : � 10�16:Wegen e�272 = e�729 < 2�1022 kann die Konstante e�272 im normalisierten Zah-lenbereich des IEEE-double-Formats nicht mehr maximal genau gespeichert werden.Zerlegt man jedoch e�729 in die zwei Faktoren:e�729 = h264 � e�729i � 2�64;so l�a�t sich der erste Faktor wegen [264 � e�729] > 2�1022 wieder maximal genauspeichern, und die Multiplikation mit 2�64 kann sehr schnell und rundungsfehlerfreidurchgef�uhrt werden. Die relative Fehlerschranke "(k) gilt damit f�ur alle Faktorene�z2 .Da der Exponent des zweiten Faktors in Gleichung (24) rundungsfehlerfrei berechnetwird, giltEXP(�(z2+ z)2� m) = EXP(�(z + z) �m) = e�(2z)�m � (1 + "exp)j"expj � 2:3580 � 10�16 = "(exp) :Die Exponentialfunktion wird also bei dem hier vorgestellten Algorithmus mit demungest�orten Argument �(2z) �m aufgerufen!Der letzte Faktor e�m2 in (24) wird mit Hilfe der schnellen Exponentialfunktion aus-gewertet, die mit dem gest�orten Argument�m2� m aufgerufen wird, das jedoch jetztauf das Intervall [�0:25; 0] mit betragsm�a�ig sehr viel kleineren Werten beschr�anktist. EXP(�m2� m) = e�m2(1 + "2); j"2j � "(2) = ?Mit Hilfe des Programms ErrBound ergibt sich mit dem nun wesentlich kleinerenArgumentintervall 41



Intervall der exakten Argumente [x1; x2] = ? [�0:25; 0](die weiteren Eingabedaten stimmen mit denen bei der Berechnung von "(1) ange-gebenen �uberein) die gesuchte Oberschranke f�ur den Betrag des relativen Berech-nungsfehlers "2 zu "(2) = 2:9132 � 10�16 :Damit sind die Fehlerschranken der drei Faktoren in (24) abgesch�atzt und manerh�alt mit der Darstellungge�x2 = e�z2(1 + ") � e�(2z)�m(1 + "exp) � e�m2(1 + "2) � (1 + 2")2 = e�x2(1 + "3)f�ur j"3j wieder mit Hilfe des Programs ErrBound unter der Annahme einer hochge-nauen Arithmetik als Oberschranke f�ur den Gesamtfehlerge�x2 = e�x2(1 + "3); j"3j � 1:0823 � 10�15; jxj 2 [0; 26:615717] \ S(2; 53) :Der Vergleich mit der Fehlerschranke "(1) = 1:5754 � 10�13 zeigt, da� an Stellevon nur etwa 13 Zi�ern die Funktionswerte e�x2 jetzt mit mindestens 15 korrektenDezimalzi�ern berechnet werden k�onnen.Unter der Annahme einermaximal genauen Arithmetik erh�alt man bei sonstgleichem Algorithmus die nochmals verbesserte relative Gesamtfehlerschrankege�x2 = e�x2(1 + "3); j"3j � 8:3243 � 10�16; jxj 2 [0; 26:615717] \ S(2; 53) :9 Anhang B: Ein einfaches Testprogramm, nume-rische ResultateDas folgende Programm verwendet die Beziehungerf(x) + erfc(x)� 1 = 0f�ur einen einfachen Test. Bei der intervallm�a�igen Auswertung der linken Seite mu�sich jeweils ein Intervall ergeben, das die Null enth�alt.Der Benutzer mu� nur das Modul erf_mod mit dem Kommando use erf_modin sein PASCAL-XSC Programm einbinden, um sowohl die erf als auch die erfcFunktion f�ur Intervallargumente zur Verf�ugung zu haben.42



PROGRAM erf_test;USE i_ari, erf_mod;VAR x, fx: interval;BEGINwriteln;writeln(' ************************************************');writeln(' * Berechnung von erf(x) und erfc(x) *');writeln(' ************************************************');writeln;writeln('Programmabbruch mit <Ctrl> <C> ');REPEATwriteln;write('x = [xlb, xub] = ? '); read(x); writeln;writeln('Argumentintervall:', x); writeln;fx := erf(x);writeln('erf(x) = [', fx.inf:23:0:-1, ' , ', fx.sup:23:0:+1, ' ]');fx := erfc(x);writeln('erfc(x) = [', fx.inf:23:0:-1, ' , ', fx.sup:23:0:+1, ' ]');writeln('erf(x) + erfc(x) - 1: ', erf(x) + erfc(x) - 1 );UNTIL FALSEEND.Programmausgabe zum Testprogramm:************************************************* Berechnung von erf(x) + erfc(x) - 1 *************************************************Programmabbruch mit <Ctrl> <C>x = [xlb, xub] = ?Argumentintervall:[ 1.000000000000000E+000, 1.000000000000000E+000 ]erf(x) = [ 8.427007929497132E-001 , 8.427007929497166E-001 ]erfc(x) = [ 1.572992070502843E-001 , 1.572992070502860E-001 ]erf(x) + erfc(x) - 1: [ -2.6E-015, 2.7E-015 ]x = [xlb, xub] = ?Argumentintervall:[ 5.000000000000000E+000, 5.000000000000000E+000 ]erf(x) = [ 9.999999999984608E-001 , 9.999999999984643E-001 ]erfc(x) = [ 1.537459794428029E-012 , 1.537459794428042E-012 ]erf(x) + erfc(x) - 1: [ -1.7E-015, 1.8E-015 ]x = [xlb, xub] = ?Argumentintervall:[ -1.000000000000000E+000, -1.000000000000000E+000 ]erf(x) = [-8.427007929497166E-001 , -8.427007929497132E-001 ]erfc(x) = [ 1.842700792949708E+000 , 1.842700792949722E+000 ]erf(x) + erfc(x) - 1: [ -8.3E-015, 8.5E-015 ]x = [xlb, xub] = ?Argumentintervall:[ -2.000000000000000E+000, -2.000000000000000E+000 ]erf(x) = [-9.953222650189544E-001 , -9.953222650189510E-001 ]erfc(x) = [ 1.995322265018946E+000 , 1.995322265018960E+000 ]erf(x) + erfc(x) - 1: [ -8.3E-015, 8.5E-015 ]43



x = [xlb, xub] = ?Argumentintervall:[ 2.000000000000000E+002, 2.000000000000000E+002 ]erf(x) = [ 9.999999999999967E-001 , 1.000000000000000E+000 ]erfc(x) = [ 0.000000000000000E+000 , 4.450147717014403E-308 ]erf(x) + erfc(x) - 1: [ -3.3E-015, 2.3E-016 ]Die Ergebnisse spiegeln im wesentlichen die Gr�o�enordnung der Fehlerschrankender Implementierungen von erf und erfc wieder. Auch liegt in allen getesteten F�allendie Null im berechneten Ergebnisintervall.Literatur[1] G. Alefeld, J. Herzberger: Einf�uhrung in die Intervallrechnung.Reihe Informatik/12; BI, 1974.[2] M. Abramowitz and I.A. Stegun: { Handbook of Mathematical Functions, Gra-phs, and Mathematical Tables. Dover Publications, INC., NEW YORK.[3] F. Blomquist: Automatische a priori Fehlerabsch�atzungen. Inst. f. AngewandteMathematik, Universit�at Karlsruhe, 1995.[4] F. Blomquist: Mathematische Funktionen f�ur Intervallargumente. InternerAbschlussbericht1 eines gleichnamigen Projektes, Inst. f�ur Angewandte Mathe-matik, Universit�at Karlsruhe, 1997.[5] F. Blomquist: Dezimalversion von PASCAL-XSC. Inst. f�ur Angewandte Ma-thematik, Universit�at Karlsruhe, erscheint 1998.[6] K. D. Braune: Hochgenaue Standardfunktionen f�ur reelle und komplexe Punkteund Intervalle in beliebigen Gleitpunktrastern.Dissertation , Universit�at Karlsruhe 1987.[7] B.D. Fried and S.D. Conte: The plasma dispersion function. Academic Press,New York, N.Y. and London, England, 1961.[8] W. Gautschi: Error function and Fresnel integrals. Chapter 7 in [2].[9] R. Hammer, M. Hocks, U. Kulisch, D. Ratz: Numerical Toolbox for Veri�edComputing I. Springer Series in Computational Mathematics 21, 1993.[10] W. Hofschuster, W. und Kr�amer: Ein rechnergest�utzter Fehlerkalk�ul mit An-wendung auf ein genaues Tabellenverfahren. Preprint 96/5 des IWRMM, Uni-versit�at Karlsruhe, 35 Seiten, 1996.[11] W. Hofschuster, W. Kr�amer: A Computer Oriented Approach to Get SharpReliable Error Bounds, Reliable Computing 3, pp. 239-248, 1997.1Dieser Bericht kann am IWRMM eingesehen werden.44
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