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Jeder Rechner liefert wegen unvermeidbarer Rundungsfehler z.B. fiir die Addition
zweier Gleitkommazahlen eine i.a. fehlerbehaftete Summe, so dal man durch naive
Gleitkommarechnungen Maschinenergebnisse erhilt, iiber deren Fehler gesicherte
Aussagen bei umfangreichen Algorithmen mit moglicherweise Hunderttausenden
von Gleitkommaoperationen nicht méglich sind.

Zur Behebung dieser aus mathematischer Sicht sehr unbefriedigenden Situation
stellt die PASCAL-XSC Umgebung Werkzeuge zur Verfiigung, mit denen fiir
viele mathematische Standardprobleme eine sehr genaue und vor allem garantierte
Einschliefung der jeweils exakten Losung berechnet werden kann. Dazu miissen
lediglich entsprechende Routinen, etwa zur Lésung linearer Gleichungssysteme, aus
Hilfsmodulen aufgerufen werden, wobei ein Hintergrundwissen bzgl. der benutzten,
selbstverifizierenden Algorithmen nicht erforderlich ist!

In diesem Handbuch findet der Anwender zur Entwicklung eigener, selbstve-
rifizierender Algorithmen eine ausfiihrliche Beschreibung der verfiigharen Zahlen-
formate mit 13 bzw. 21 Dezimalziffern und 47 hochgenaue Standardfunktionen
fiir Punkt- und Intervallargumente. Mit einer Vielzahl von Funktionen, Prozeduren
und Operatoren fiir reelle und komplexe Operanden 148t sich die PASCAL-XSC
Umgebung mit dem Modulkonzept beliebig erweitern.

Die vorliegende BCD—Version erméglicht das rundungsfehlerfreie Abspei-
chern dezimaler Eingabedaten, so daf3 die bei der IEEE—Version oft so ldstigen
Konversionsfehler entfallen!
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Vorwort

Zweifellos hat die Computer—Technik in den letzten Jahrzehnten gewaltige Fort-
schritte gemacht; so kann man ohne Ubertreibung sagen, daf sich die Prozessor-
leistungen geradezu explosionsartig entwickelt haben. Betrachtet man insbesondere
noch die zukiinftigen Moglichkeiten der Parallelverarbeitung mit mehreren Prozes-
soren, so ist ein Ende dieser Leistungssteigerungen heute keinesfalls absehbar.

Nun kénnte man vermuten, daf§ der Computer, dhnlich etwa wie in der Multi-
Media-Technik, auch fiir den Bereich der Mathematik die gleichen gewaltigen Fort-
schritte gebracht hitte. Aus der Sicht der Mathematiker ist jedoch die Prozessorent-
wicklung, von der Geschwindigkeitssteigerung einmal abgesehen, in ihrem Anfangs-
stadium steckengeblieben. So werden bis heute lediglich die vier Grundoperationen
in maximaler Genauigkeit und eine recht kleine Anzahl von Standardfunktionen
bereitgestellt, deren Fehlerschranken, aus welchen Griinden auch immer, nicht zu
erfahren sind. Mit diesen minimalen Prozessorméglichkeiten wurden bisher nume-
rische Algorithmen entwickelt, die wegen unvermeidbarer Rundungsfehler bei den
Grundoperationen fiir die mathematisch exakten Ergebnisse lediglich Ndherungen
geliefert haben. Fiir den Mathematiker sind solche N#iherungen jedoch vollig un-
brauchbar, wenn deren Giite nicht bekannt ist. Man benétigt daher entweder die
Berechnung einer garantierten Fehlerschranke, oder man muf} das anstehende nume-
rische Problem mit einem selbstverifizierenden Algorithmus l6sen, der automatisch
eine moglichst enge Intervalleinschliefung der exakten Losung liefert. Beide Aufga-
ben lassen sich mit den XSC—-Sprachen wie PASCAL-XSC , FORTRAN-XSC
oder C-XSC realisieren, die am Institut fiir Angewandte Mathematik der Univer-
sitdt Karlsruhe unter der Leitung von Professor U. Kulisch entwickelt wurden.

Mit diesen Werkzeugen ist man heute in der Lage, nur aus numerischen Gleit-
kommaergebnissen wirkliche mathematische Schliisse zu ziehen. Hat man z.B. fiir
x € [a,b] eine Einschliefung Y = [y;,y2] des Wertebereichs der ersten Ableitung
f' einer Funktion f:[a,b] — R berechnet, und gilt fiir das Gleitkommaergebnis
y1 die Beziehung y; > 0 , so ist mit dem Computer der Beweis gefithrt worden,
dal die Funktion f in [a,b] streng monoton wichst. Beachten Sie bitte, daf} sich
diese Arbeitsweise von den sonst iiblichen numerischen Methoden ganz wesentlich
unterscheidet. Bisher hat man nidmlich meist darauf vertraut, dal das Ergebnis ei-
ner Computerrechnung wenigstens auf den ersten Ziffern korrekt sein wird, wenn
man instabile Teile des Algorithmus z.B. in doppelter Genauigkeit auswertet.



Mit diesen Methoden lassen sich natiirlich keine mathematischen Beweise fiihren,
zumal man auch bei doppeltgenauen Rechnungen immer wieder Problemstellungen
findet, die nicht einmal ann&hernd korrekt gelost werden koénnen.

Die schon genannten XSC-Sprachen liefern zwar alle wesentlichen Hilfsmittel,
die fiir eine mathematisch zuverlédssige Numerik erforderlich sind, diese Hilfsmit-
tel miissen jedoch alle softwareméflig simuliert werden, da sie bis heute nicht di-
rekt durch einen Prozessor realisiert worden sind. Durch die notwendigen Software—
Simulationen besitzen die XSC-Systeme natiirlich im Vergleich zur herkémmlichen
Numeriksoftware einen grofien Laufzeitnachteil. Aus Sicht des Mathematikers wére
es daher wiinschenswert, zunéchst wenigstens die vier Grundoperationen der Inter-
vallrechnung direkt durch den Prozessor bereitzustellen, da die Intervallarithmetik
insbesondere bei den selbstverifizierenden Algorithmen ein unentbehrliches Hilfs-
mittel ist.

In dem folgenden Beispiel wird aus mathematischer Sicht eine weitere ganz we-
sentliche Schwiche der heutigen Prozessorgeneration demonstriert. Mit einem Ta-
schenrechner soll dazu in zehnstelliger Dezimalarithmetik die Differenz a b — ¢
berechnet werden. Mit den Werten a = b = 1234567891 und ¢ = 1.524157877-10'®
erhiilt man an Stelle des exakten Wertes a-b — c = 4.88187881-10% das véllig
falsche Taschenrechnerergebnis 0, d.h. schon nach zwei Grundoperationen erhélt
man noch nicht einmal die erste Ziffer des korrekten Ergebnisses. Der Grund liegt
darin, daf} das exakte Produkt a-b = 1524157877488187881 vor der Subtrak-
tion von ¢ bei diesem Beispiel genau auf den Wert von ¢ abgerundet wird, d.h.
der Mantissenanteil, der das exakte Ergebnis reprisentiert, geht durch den Run-
dungsfehler verloren. Ganz entsprechende Beispiele lassen sich auch fiir PC’s oder
Workstations angeben, wobei jedoch die Zahlenangaben in dem fiir uns unlesbaren
Binérsystem erfolgen miifiten. Fiir den Mathematiker ist diese Situation natiirlich
eine einzige Katastrophe, da die im obigen Beispiel angesprochene Skalarproduktbe-
rechnung z.B. beim L&sen von linearen Gleichungssystemen ein zentraler Punkt ist,
und auch Rechnungen im doppeltlangen Zahlenformat die kontrollierte Auswertung
eines Skalarproduktes bei hheren Dimensionen nicht gewihrleisten. Dies wird erst
durch die XSC-Sprachen ermoéglicht, die softwareméflig einen Festkommaspeicher
(Akkumulator) bereitstellen, in den man alle moglichen Teilprodukte in beliebiger
Anzahl rundungsfehlerfrei addieren kann. Da die Simulation dieses Akkumula-
tors in Software recht zeitaufwendig ist, wurde unter Federfiihrung des Instituts
fiir Angewandte Mathematik der Universitit Karlsruhe ein Coprozessor entwickelt,
mit dem Skalarprodukte beliebiger Dimension in Hardware exakt berechnet werden
kénnen. Dabei zeigte sich, dafl die Laufzeit sogar kiirzer ist als bei der Auswer-
tung mit Hilfe der Grundoperationen x,+ , die zudem noch keine kontrollierten
Ergebnisse liefern. Es wire daher schon ein grofler Fortschritt, wenn man auf ei-
nem Mathematik—Prozessor neben einer Intervallarithmetik auch ein oder zwei (fiir
Parallelverarbeitung) Festkommaspeicher realisieren wiirde!

Aber selbst ein solcher Prozessor hétte fiir die Anforderungen der Mathematiker
immer noch einen schwerwiegenden Nachteil, da die Arithmetiken aller heutigen
Prozessoren in PC’s und Workstations auf dem biniren Zahlensystem basieren,
wihrend alle Mathematiker ihre Probleme im dezimalen Zahlensystem formulieren,
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ganz einfach, weil man die Grofle einer Zahl im Zehnersystem am einfachsten erfas-
sen kann. Soll nun z.B. mit a = 9.000000000000001 und b =9 die Differenz a—b
berechnet werden, so miissen a,b nach der Tastatureingabe jeweils zur néchsten
Binérzahl gerundet werden, was mit der Dezimalzahl a nicht fehlerfrei moglich ist.
Die anschlieflende exakte Subtraktion liefert dann das v6llig unbrauchbare Ergebnis
1.776..- 10715 | das nur durch den Konversionsfehler bei der Rundung von a ins
Binédrsystem begriindet ist. Im Gegensatz dazu liefert nun jeder Taschenrechner mit
einer dezimalen Arithmetik bei 16stelliger Mantisse die exakte Differenz 1-1071 |
und vermutlich kénnte man nicht einen einzigen Taschenrechner verkaufen, der fiir
obige Differenz den falschen Wert 1.776..-107!% berechnet. Auf den Seiten 4 ...
findet man weitere Beispiele, die den oft so lidstigen Einflufl der Konversionsfehler
eindrucksvoll demonstrieren. Der Leser sollte diese Beispiele sehr sorgfiiltig studie-
ren, da die Erfahrung zeigt, daf selbst versierte Anwender numerischer Software die
Folgen dieser Konversionsfehler nicht immer richtig einschéitzen!

Es war somit ein naheliegender Schritt, eine PASCAL-XSC BCD-(Binary
Coded Decimal)-Version zu entwickeln, die alle Sprachelemente der Biniirversion
umfafit. Dem Anwender stehen zwei Datenformate (real, Longreal) mit 13 bzw.
21 Dezimalziffern zur Verfiigung, wobei das vollstdndige Akkumulatorkonzept wie
bei der Binédrversion auch fiir das real-Format existiert. Im Longreal-Format sind
alle Additionen in den Akkumulator moglich, wihrend die Multiplikation bzgl.
des Exponentenbereichs auf das real-Format eingeschrankt ist. Mit einer Vielzahl
von Hilfsroutinen 148t sich das Akkumulatorkonzept vollstindig auf das Longreal—
Format iibertragen. Damit wird z.B. auch die komplexe Intervallrechnung mit 21
Dezimalstellen ermoglicht. Fiir beide Datenformate existieren jeweils 47 hochgenaue
Standardfunktionen mit Angabe der jeweiligen relativen Fehlerschranke. Dem An-
wender steht ein weiteres Datenformat (rrG) mit 26 Dezimalstellen zur Verfiigung,
dessen Exponentenbereich nur durch die integer—Zahlen begrenzt ist. In diesem
Format konnen daher Zwischenrechnungen praktisch ohne Uber- oder Unterlauf
durchgefiihrt werden, und zu den 47 schon existierenden Standardfunktionen las-
sen sich weitere Funktionen fiir reelle oder komplexe Punkt- bzw. Intervallargu-
mente entwickeln. Durch Rundung der Funktionswerte ins Longreal-Format erhélt
man dann zusétzliche hochgenaue Anwenderfunktionen, d.h. das BCD-System
148t sich beliebig erweitern. Zusammen mit den vielen mitgelieferten Hilfsroutinen
dieser Version besitzt der Anwender ein sehr michtiges Werkzeug, mit dem sich aus
garantierten numerischen Ergebnissen wirklich mathematische Aussagen gewinnen
lassen. Wenn spiiter einmal ein Prozessor mit einer dezimalen Intervallarithmetik
und einigen Festkommaspeichern zur Verfiigung steht, dann wird man die jetzt bei
aufwendigen Anwendungen unbefriedigenden Laufzeiten noch wesentlich verbessern
konnen.

Abschlieflend sei noch erwihnt, dafl auch mir bekannt ist, daf eine Programmier-
sprache niemals abgeschlossen und vollkommen und stets noch verbesserungsfihig
ist. Wohlwollende kritische Bemerkungen und Verbesserungsvorschlige werden da-
her gerne entgegengenommen.

Karlsruhe, im Juli 1997 Dr. Frithjof Blomquist
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Zur Entstehung dieses Buches

In einer ersten Version wurden die Standardfunktionen im 21-stelligen Longreal-
Format mit einer relativen Fehlerschranke von ca. 107'® entwickelt. Fiir Punktar-
gumente ergaben sich daher im Vergleich zu den exakten Funktionswerten Abwei-
chungen bei den letzten zwei oder drei Mantissenziffern, und entsprechend waren die
FunktionswerteinschlieBungen aufgebliht. Es schien mir dann jedoch ratsam zu sein,
dem Anwender eines Mathematik-Paketes, das verifizierendes Rechnen ermoglicht,
Standardfunktionen anzubieten, deren Maschinenergebnisse sich vom optimal ge-
rundeten Funktionswert auf der letzten Mantissenstelle hochstens um eine Einheit
unterscheidet. Zur Implementierung solcher hochgenauen Standardfunktionen im
Longreal-Bereich wurden dann in einer zweiten Version die entsprechenden Algorith-
men in einem doppeltlangen real-Format mit 26 BCD-Stellen realisiert. Insbeson-
dere fiir die Intervallfunktionen waren zusétzliche Hilfsfunktionen und Programme
notwendig, so daf} die entsprechende Sammlung von Notizen und Anmerkungen im-
mer uniibersichtlicher wurde. Auch die Vielzahl der notwendigen Operatoren fiir die
verschiedenen Datentypen real,Longreal, interval,Linterval, .... veranlafite mich
schlielich, die vorliegende Blattsammlung mit dem Textsystem IATEX in Buch-
form zu bringen. Dabei war es nicht mein Ziel, eine neue Sprachbeschreibung fiir
PASCAL-XSC zu entwickeln, da dies bereits durch die Autoren R. Klatte, U. Ku-
lisch, M. Neaga, D. Ratz und Ch. Ullrich mit dem Buch: PASCAL-XSC, Sprachbe-
schreibung mit Beispielen realisiert wurde. Im vorliegenden Buch werden vielmehr
Abweichungen von der Bin#rversion und Besonderheiten der BCD—Version beschrie-
ben und mit vielen Beispielen belegt. Dadurch erscheint die Gliederung nicht immer
zwingend systematisch; ein umfangreiches Stichwortverzeichnis soll dem Leser des-
halb eine zusétzliche Orientierungsstiitze sein. Mit Hilfe dieses Buches, zusammen
mit der oben genannten Sprachbeschreibung, sollte der Leser in der Lage sein, verifi-
zierende Algorithmen selbst zu realisieren und damit den Rechner als ein wirkliches
Hilfsmittel des Mathematikers weiterzuentwickeln.

Ich mochte an dieser Stelle meinen Dank an U. Kulisch, W. Kridmer und H.
Berlejung aussprechen, die mit vielen Anregungen und Hilfen am Zustandekommen
dieses Buches beteiligt waren.
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Kapitel 1

PASCAL—XSC im Internet

Da ein PASCAL-XSC-Compiler nach C iibersetzt, kann ein PASCAL-XSC-System
praktisch auf jedem Rechner installiert werden, der iiber einen C—Compiler verfiigt.

Frei im Internet abrufbar sind derzeit PASCAL-XSC Compiler fiir DOS, OS/2
und LINUX. Die Software und weitere Informationen finden Sie auf der Homepage
der Firma

Numerik Software GmbH
P.O. BOX 2232
D-76492 Baden—Baden
Germany

Tel.: 449 7221 949217

Fax: 449 7221 949218
email: 100145.2667Q@Qcompuserve.com
www: http://come.to/xsc—software
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Auszug aus der Homepage der Firma
Numerik Software GmbH

The PASCAL-XSC package contains:
The compiler from PASCAL-XSC to C, modules for interval arith-
metic, complex arithmetic, complex interval arithmetic and the cor-
responding matrix/vector arithmetic modules and the PASCAL-
XSC runtime library for the corresponding C compiler. Try to test
PASCAL-XSC and download a DOS or OS/2 Public Domain version
of the PASCAL-XSC compiler system running under EMX GNU-C
emx0.9b or a Linux version running under GNU-C. You can also down-
load a Toolbox for PASCAL-XSC or C-XSC including some numerical
sample programs which are described in the book Numerical Toolbox
for Verified Computing I resp. C++ Toolbox for Verified Computing.

The C-XSC software package contains:

Object modules and header files for interval arithmetic, complex
arithmetic, complex interval arithmetic and the corresponding ma-
trix/vector arithmetic modules, a staggered multiple precision arith-
metic, application examples, the C-XSC runtime library for the corre-
sponding C++ compiler and the sources from the Toolbox book (see
CXSCTOOL95). Try to test the C-XSC class library and download a
DOS Public Domain version of the C-XSC compiler system running
under Borland C++ 4.0.

The corresponding language descriptions are not part of the software pack-
age and must be ordered separately. Schools and universities can have a
discount of 40% for Unix based system packages. This rebate can be given
only for educational use of the system. Beneficiaries are students, teach-
ers and professors at schools, universities and comparable institutions. The
prices are valid for one CPU of the corresponding target computer system.
Licences can be granted for multiprocessor machines as well as for network
systems. Campus licences are available on request. The systems can be
adapted to further target machines on request. The license includes free
updates for the first license year. We only charge for shipment costs.

Shipment for companies and public institutions inside Europe on account,
outside Europe payment in advance, per C.0.D. or with credit cards.

Forwarding Expense: inside Europe: 30,00 DM, outside Europe: 50,00 DM.

Accepted credit cards: American Express, Master Card and Visa. For EC
countries the VAT ID-number is necessary to allow VAT free invoices.




Kapitel 2

Vorteile eines BCD—Formats

2.1 Biniar-Format «+— BCD-Format

Die Vorteile eines BCD-Zahlenformats lassen sich am einfachsten durch die Nach-
teile z.B. eines internen Binirsystems beschreiben. Die folgende Abbildung 2.1 zeigt
dazu das typische Schema der numerischen Datenverarbeitung mit einem binéren
Zahlenformat. Die ergebnisverifizierenden Algorithmen beziehen sich dabei auf die
Binérversion von PASCAL-XSC:

dezimale
Eingabedaten

fehlerbehaftete
Datenkonversion

verifizierende
Algorithmen
mit bindrem

Datenformat

fehlerbehaftete
Datenkonversion

dezimale
Ausgabedaten

Abbildung 2.1: Datenverarbeitung mit bindrem Zahlenformat

Daf die heutigen elektronischen Rechenanlagen intern ein duales Datenformat be-
nutzen, hat rein historische Griinde, da jeder Rechner intern nur iiber zwei Grund-

zustinde verfligt, die z.B. mit 0 oder 1 bezeichnet werden.

Es war daher sehr
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naheliegend, interne Zahlenformate mit der Basis 2" zu benutzen (Binir-, Oktal-,
Hexadezimal-Systeme). Man brauchte lediglich Konversionsroutinen, um die Einga-
bedaten aus dem uns gewohnten Zehnersystem z.B. ins Dual-System zu tibertragen.
Nach dem Programmablaufist dann noch die Umwandlung der Ergebnisdaten in das
von uns lesbare Zehnersystem notwendig. Zur Berechnung garantierter Ergebnisein-
schliefungen muffl man dabei in PASCAL-XSC natiirlich entsprechend aufrunden,
wenn z.B. eine Oberschranke ausgegeben werden soll!

Die Vorteile der internen Zahlensysteme mit der Basis 2" sind einmal die effi-
ziente Speichernutzung und die kurzen Laufzeiten der Grundoperationen +, —, x, /.
Man koénnte also der Auffassung sein, dafl damit alle Grundvoraussetzungen erfiillt
sind, einen Rechner in allen mathematischen Bereichen erfolgreich einzusetzen!

Leider ist aber die exakte Umwandlung der Dezimalzahlen in ein duales Zahlen-
format endlicher Linge nur in Ausnahmeféllen mdglich, d.h. schon die Umwand-
lung von 0.1 ins Bin&rsystem erzeugt zwangslédufig einen Fehler, der zwar um so
kleiner ist, je breiter die benutzte, interne Mantisse ist, der aber immer von Null
verschieden sein wird!

Bei der Verarbeitung von Mefidaten, die grundsitzlich schon selbst mit Fehlern
behaftet sind, haben die zusétzlichen Konversionsfehler keinen entscheidenden Ein-
fluf} auf die Ergebnisse. Die folgenden fiinf mit der Biniirversion von PASCAL-XSC
durchgerechneten Beispiele zeigen jedoch, dafl Konversionsfehler bei der Umwand-
lung von Dezimalzahlen ins Bindr—System schon bei einfachen mathematischen
Problemstellungen eine ganz entscheidende negative Rolle spielen kénnen.

In den nachfolgenden Beispielen bedeutet a die zur vorgegebenen Dezimalzahl
a n#chstgelegene Maschinenzahl. Fiir a = 0.1 gilt dann @ # a, und fiir a = 8 sind
a und a identisch. Eingekreiste Operatorsymbole bedeuten Maschinenoperationen,
die i.a. mit Rundungsfehlern behaftet sind, wahrend nicht eingekreiste Operatoren
stets exakte Ergebnisse erzeugen.

1. Beispiel

a =9.000000000000001; b=9; _ exakter Wert: a—b=10"15%
Das interne Rechnerergebnis @©b  der Bindr—Version lautet jedoch
ins Zehnersystem zuriickgerundet: — 1.776356839400250 - 10-'°.  Die
notwendige Zahlenkonversion zusammen mit der nachfolgenden Sub-
traktion erzeugt damit den sehr grofien relativen Fehler von 0.776...!
Eine entsprechende intervallmiflige Auswertung liefert daher fiir den
exakten Wert 10715 die grobe Einschlieung;:

107" € [0; 1.776356839400251 - 10~ '9].

2. Beispiel
zo = 9.424777960769380 ~ 3 - T;
exakter Wert: sin(zp) = —2.846120698501614913474 ... 10~'6;

Das interne Rechnerergebnis  sin(Z,)  der Bindr—Version lautet ins
Zehnersystem zuriickgerundet: — +3.673940397442059-10716,  d.h. der
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Rechner liefert noch nicht einmal das richtige Vorzeichen des gesuchten
Funktionswertes ! Eine Intervallauswertung ergibt entsprechend die sehr
grobe Einschliefung:

sin(xg) € [—1.408962799656045 - 10~15; +3.673940397442060 - 10~1°].

Diese, durch Konversionsfehler bedingten Uberschitzungen, findet man
immer dann, wenn eine Funktion in der unmittelbaren Umgebung einer
Nullstelle auszuwerten ist !

3. Beispiel
a =b=1.234567890123456; ¢ = 1.234567890123457;
d = 1.234567890123455; exakter Wert: a-b—c-d=10730;

Das interne Skalarprodukt #x(a-b—¢-d) lautet ins Zehnersystem
zurfickgerundet:  2.741291394155932- 106 | d.h. im Vergleich zum
exakten Wert 10739  erhalten wir mit dem biniren Ergebnis eine
Abweichung um 14 Groflenordnungen, bedingt durch die anfinglichen
Konversionen: a—a, b—b,....

Betrachtet man die grofle Abweichung vom exakten Ergebnis, so erin-
nert der obige Einsatz des langen Akkumulators deutlich an das Schiefien
mit Kanonen auf Spatzen, denn in der Tat liefert die Auswertung von
aGbocod den Wert 2.22...-107'% | der sich vom Akkuer-
gebnis nur unwesentlich unterscheidet!

Um eine EinschlieBung von a:-b — c¢-d 7u erhalten, miissen
zunéchst die vorgegebenen Dezimalzahlen a,b,c,d durch Binirin-
tervalle ai,bi,ci,di  kleinsten Durchmessers eingeschlossen werden.
Die anschlieffende Auswertung des Ausdrucks ##(ai - bi — ci - di)
liefert dann die fiir die Praxis viel zu grobe EinschliefSung:

a-b—c-de[-822....107'%, 4274 ...10719]

Das Beispiel zeigt weiter, welche Uberschiitzungen etwa beim Loésen
fast singulérer, linearer Gleichungssysteme zu erwarten sind, wenn die
vorgegebenen dezimalen Punktkoeffizienten zunéchst in entsprechende
Binérintervalle kleinsten Durchmessers eingeschlossen werden miissen.
Wir betrachten dazu das

4. Beispiel

Zu l6sen ist das lineare Gleichungssystem: A-x=b mit:

- (13) +=(2). ().

wobei die Zahlen a,b,c,d die gleichen Werte haben wie im Beispiel 3.
Die exakte Losung lautet:
a
a-b—c-d

T _1.234567890123457- 10°°
a-b—c-d

x = = +1.234567890123456 - 10*°

To =
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Versucht man nun eine Lésung des Systems mit Hilfe der Prozedur LSS
aus dem Modul ILSS der Binér—Version von PASCAL-XSC, so wird das
Programm mit dem Errorcode 2 abgebrochen, da die interne Matrix A
fiir das System singulér erscheint. Die Koeffizienten a,b,c,d miissen
ndmlich vor Beginn der eigentlichen Rechnung in Binérintervalle ein-
geschlossen werden, deren Durchmesser alle von Null verschieden sind,
so daf intern nicht mit A sondern mit der Intervallmatrix A gerechnet
wird. Da A wegen Det(A) = —1073%  schon fast singuliir ist, enthélt
A wegen der Koeffizientenintervalle eine Punktmatrix, die tatséichlich
singulér ist, so daf} eine Losung des Systems zwangsldufig unmdoglich
wird!

5. Beispiel

Mit Hilfe des langen Akkumulators und geeigneten Operatoren kann mit
dem PASCAL-XSC-System ein Polynom rundungsfehlerfrei ausge-
wertet werden, wenn man vorher Argument und Polynomkoeffizienten
in das jeweilige interne Zahlensystem des Rechners umgewandelt hat.
Wihrend die BCD—Version daher wegen fehlender Konversionsfehler ex-
akte Polynomwerte liefern muf, sind Abweichungen der Ergebnisse bei
der Bindr—Version alleine auf die beschriebenen Konversionsfehler bei
Argument und Polynomkoeffizienten zuriickzufiihren!

Mit dem ausmultiplizierten Polynom P(z) = 55 - 3z — 1)'*  und
dem Argument x; = 0.3333333333333333 erhilt man die folgenden
Ergebnisse:

BCD—Version: P(z1) = —1.000000000000000- 107210  exakt!
Binir-Version:  D(z7) = —1.002225955526144 - 10~15

Beachten Sie bitte, dafl in der Bindrversion die Abweichung von 195
Groflenordnungen nur durch Konversionsfehler begriindet ist, da die
Polynomauswertung mit den binéiren Daten im langen Akkumulator
rundungsfehlerfrei erfolgt! Weitere Informationen findet man dazu auf
Seite 43.

Die obigen Beispiele zeigen recht eindrucksvoll den mdoglichen negativen Einfluf}
von Konversionsfehlern schon bei sehr einfachen numerischen Problemstellungen.
Es soll an dieser Stelle aber ausdriicklich darauf hingewiesen werden, daff dieser
Einflu} keine spezielle Eigenschaft etwa der Binérversion von PASCAL-XSC ist,
denn man erhilt z.B. mit TURBO-PASCAL und dem vergleichbaren Datentyp
double fiir die Beispiele 1 bis 3 fast die gleichen Punktergebnisse wie mit dem
PASCAL-XSC-System.
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TURBO-PASCAL-Ergebnisse mit dem Datentyp double:

1. Beispiel: aob=1.776... 10715;

2. Beispiel: sin(Zg) = +3.6754...- 10716

3. Beispiel: a@bocod=+2.7408...107'6;

4. Beispiel: 7] = —4.5043...-10%%, Ty = +4.5043...-10'%;

5. Beispiel:  P(77) = —9.59645977591760 - 10 !7;

Die TURBO-PASCAL-Losungen der Beispiele 2 bis 5 sind im Vergleich zu den ex-
akten Losungen reine Phantasieergebnisse! Wertet man in Beispiel 4 die Ausdriicke
fiir z1, 2 zusdtzlich mit dem genaueren Datentyp extended aus, so scheitert die
TURBO-PASCAL-Berechnung vollig, da die Koeffizientendeterminante im Nenner
an Stelle von —1073° mit 0 ausgewertet wird! Im Beispiel 5 kann man mit TURBO-
PASCAL natiirlich kein sinnvolles Ergebnis erwarten, da neben den Konversionsfeh-
lern noch zusétzliche Ausloschungseffekte beim Horner-Schema zu berticksichtigen
sind, da ein # Konzept in dieser Sprachumgebung nicht zur Verfiigung steht!

Vergleicht man die PASCAL-XSC-Ergebnisse mit den entsprechenden Ergeb-
nissen von TURBO-PASCAL bzgl. der Beispiele 1 bis 5, so erkennt man noch
zusitzlich den grofien Vorteil des PASCAL-XSC-Systems:

Grobe ErgebniseinschlieBungen oder ein Programmabbruch mit Feh-
lermeldung des PASCAL-XSC-Systems weisen den Anwender darauf
hin, daf} der Algorithmus optimiert werden sollte, wihrend die nur
punktférmigen TURBO-PASCAL-Ergebnisse keine Aussage iiber
die Zuverlissigkeit des Ergebnisses zulassen!

Zur Vermeidung der alleine durch Konversionsfehler bedingten Uberschéitzungen
von Ergebnisintervallen gibt es grundsétzlich drei Moglichkeiten:

1. Man rechnet weiterhin mit der Binir—Version von PASCAL-XSC, jedoch mit
Hilfe der Module mp_ari, mpi_ari in erhthter Genauigkeit, wodurch die Lauf-
zeiten jedoch drastisch anwachsen.

2. Man benutzt ein Algebra—System wie z.B. MATHEMATICA oder MAPLE.
Die Nachteile sind hier jedoch die im Vergleich zu PASCAL-XSC schwerfalli-
gen Programmiertechniken und vor allem die zu langen Laufzeiten.

3. Alle internen Rechnungen werden mit einer PASCAL-XSC-BCD—Version
durchgefithrt ( BCD = Binary Coded Decimal ), wodurch alle Datenkon-
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versionen entfallen, vorausgesetzt, daf die Eingabedaten a, b, ... nicht mehr
Dezimalstellen enthalten, als das benutzte BCD-System zur Verfiigung stellt.

Im Vergleich zu einer entsprechenden Binérversion ist ein BCD—-System zwar merk-
lich langsamer; wenn jedoch zur Vermeidung der beschriebenen Konversionsfehler
mit den Modulen mp_ari bzw. mpi_ari in erhdhter Genauigkeit gerechnet wird
oder wenn man ein Algebra-System benutzt, so hat man im Vergleich zum BCD-
System doch merklich ldngere Laufzeiten und verliert mit einem Algebra—System
zusétzlich die Mathematik bezogene einfache Programmierbarkeit eines PASCAL-
XSC—-Systems.

Zur Vermeidung der beschriebenen Konversionsfehler ist die BCD—Version von
PASCAL-XSC daher ein geeignetes Hilfsmittel. Fiir die Beispiele 1,3,4 und 5 erhilt
man mit ihr die jeweils angegebenen exakten Ergebnisse, und im 2. Beispiel findet
man fiir sin(zg) jetzt die optimale Einschliefung:

sin(zo) € [~2.84612069850161491348; —2.84612069850161491347]- 10 ¢

Die BCD-Version von PASCAL-XSC bietet fiir mathematische Anwendungen fol-
gende Vorteile:

1. Verfiigharkeit des Systems fiir Personal Computer, Workstations, Grofirechner
und Supercomputer mittels einer Implementierung in C.

2. Vermeidung von Konversionsfehlern, wodurch viele mathematische Problem-
stellungen erst zufriedenstellend 16sbar werden!

3. Mit ergebnisverifizierenden Algorithmen werden gesicherte, mathematische
Aussagen moglich, z.B. iiber die Existenz und Eindeutigkeit von Ldsungen
linearer oder nichtlinearer Gleichungen oder Gleichungssysteme.

4. Algorithmen der Bin#r—Version lassen sich ohne grofleren Aufwand auf die
BCD-Version iibertragen.

5. Das Modul- und Operator-Konzept zusammen mit den implementierten Uber-
ladungen von Wertzuweisungen, Operatoren, Prozeduren und Funktionen
ermoglichen die Realisierung gut lesbarer PASCAL-XSC-Programme.

6. Mit dem zusétzlichen Datentyp Longreal lassen sich alle Rechnungen im Be-
darfsfall auch in erhéhter Genauigkeit durchfiihren.

7. Fiir die Datentypen  real, Longreal, interval, Linterval, complex,Lcomplex,
cinterval,Lcinterval  steht eine Vielzahl von hochgenauen Standardfunktio-
nen mit garantierten Fehlerschranken zur Verfiigung.

8. Spezielle Funktionen der mathematischen Physik werden zusitzlich in hoch-
genauer Darstellung durch Hilfsmodule bereitgestellt.

9. Zur Realisierung hochgenauer Standard- oder spezieller Funktionen steht ein
doppeltlanges real-Format mit 2-13 = 26 Mantissenstellen und ein nur durch
die integer-Zahlen begrenzter Exponentenbereich zur Verfiigung, zusammen
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10.

mit allen notwendigen Grundoperationen der Punkt- und Intervallrechnung
fiir reelle und komplexe Zahlen. Zusétzlich existiert in diesem Zahlenformat
eine Vielzahl von Standardfunktionen fiir reelle und komplexe Punkt- und In-
tervallrechnungen mit garantierten Fehlerschranken. Der Anwender kann Mo-
dule mit Funktionen seiner eigenen Wahl erstellen und so das System beliebig
erweitern.

Mit Hilfe der Toolbox-Binde LII steht eine Vielzahl von Problemlésungen zur
Verfiigung, und an Hand der vielen Beispiele dieses Handbuches sollte der mit
den Methoden des verifizierenden Rechnens vertraute Anwender in der Lage
sein, Losungsverfahren fiir eigene Aufgabenstellungen zu entwickeln.
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Kapitel 3

BCD-—Zahlenformate

3.1 Der Datentyp REAL

Gegeben sei die Dezimalzahl 2z =m-10°*, dann gilt im Standard-Datenformat
REAL fiir die normalisierten Zahlen:

m =10 oder 0.1 < |m| < 0.9999999999999 , 13 BCD-Ziffern
wobei fiir den Zehnerexponenten ez folgender Bereich zur Verfiigung steht:
—254 < ex < +256; er € {0,£1,£2,... }

Bezeichnet man mit NZ das oben beschriebene normalisierte Zahlensystem, so gilt
fiir alle positiven z € NZ die Beziehung:

1.000000000000 - 107255 < z < 9.999999999999 - 10725 | d.h.:

MIN_REAL:= 1.000000000000 - 107255 ist die kleinste positive Zahl in NZ
MAXREAL:= 9.999999999999 - 107255 ist die grofite (positive) Zahl in NZ

Bedeutet fiir a,b € NZ z.B. a ® b das Maschinenergebnis der Addition, so gilt
ia. a®b#a+b, dh.die Grundoperationen +,— %,/ sind in NZ nicht
abgeschlossen, so daf z.B. (a + b) ¢ NZ zur néichsten Rasterzahl zu runden ist. Fiir
die dabei auftretenden relativen Fehler es gelten die folgenden Aussagen:

e Unter der Voraussetzung
MIN_REAL < |a o b < MAXREAL, mit: o€ {+,—*,/}
gilt z.B. fiir den relativen Fehler g := [a®b—(a+b)]/(a+b) der Addition:

leg| <0.5-107'2 = ¢(G) : Fehlerschranke der Grundoperationen.
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e Unter der Voraussetzung a,b eNZund aob =20 ist auch stets das
Maschinenergebnis gleich Null. Das exakte Ergebnis stimmt also mit dem Ma-
schinenergebnis iiberein, wobei aber der relative Fehler ¢ jetzt nicht definiert
ist!

e Unter der Voraussetzung |a o b] > MAXREAL, mit: o € {+,—,x,/}
erfolgt eine Overflow—Meldung mit Programmabbruch.

Fiir den Datentyp REAL ist noch besonders zu beachten, dafl es neben den nor-
malisierten Zahlen auch noch die denormalisierten Zahlen gibt, die betragsméfig
kleiner als MIN_REAL = 107255 sind. Dazu betrachten wir die folgenden Beispiele:

1E-255©23E+000 = 3.333333333330E—-256 ¢ NZ
1E-255@3E+001 = 3.333333333300E—-257 ¢ NZ
1E-255@3E+002 = 3.333333333000E—-258 ¢ NZ
1E-255©®3E+011 = 3.000000000000 E—267 ¢ NZ
1E-255©@3E+012 = 0.000000000000 E+000 € NZ

Man erkennt, dafl mit kleiner werdendem Ergebnisexponenten die hinteren Mantis-
senstellen statt mit der Ziffer 3 nur noch mit Nullen besetzt werden, wodurch der
relative Fehler es jeweils um den Faktor 10 anwéchst! Liegen die Ergebnisse x
einer Operation daher im denormalisierten Bereich:

(3.1) MINREAL = 1072%7 < |2| < 1072° = MIN_REAL,

wobei die Besetzung der Mantisse mit von Null verschiedenen Ziffern nach obigen

Beispielen entsprechend eingeschriinkt ist, so kann fiir diese Grundoperation die im
NZ-System geltende relative Fehlerschranke ¢(G) = 0.5-107'%  nicht mehr
garantiert werden!

Hat man also fiir einen Algorithmus eine Fehlerabschéitzung auf
der Basis der Fehlerschranke ¢(G) = 0.5 - 107! fiir die Grund-
operationen vorgenommen, so diirfen keine Zwischen- oder End-
ergebnisse im denormalisierten Bereich (3.1) liegen, es sei denn,
dafl man sicher ist, daf} die Fehlerschranken der Operationen mit
Zahlen aus diesem kritischen Bereich nicht grofier als e(G) sind!

Dazu einige Beispiele:

e 1®1E-267 =1, d.h. der relative Fehler ist kleiner als ¢(G) = 0.5- 10712
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Es ist zu beachten, daff im denormalisierten Bereich (3.1) und damit
fiir alle Zahlen vom Typ REAL die Fehlerschranke fiir Addition
und Subtraktion durch ¢(G) = 0.5 - 107!2 gegeben ist!

Im denormalisierten Bereich haben alle Rasterzahlen im Gegensatz
zu den normalisierten Zahlen den konstanten Abstand 10~2%7, dessen
Wert die kleinste positive Rasterzahl darstellt.

e 1E—255 @ 3E+011 = 3.000000000000E—267, d.h. der relative Fehler 0.1 ist
jetzt grofler als (G).

e 1.11E-255® 3E—010 = 3.330000000000E—265 , d.h. der relative Fehler ist 0
und damit kleiner als ¢(G).

Bei Multiplikation und Division kann der Betrag des zugehorigen
relativen Fehlers die Fehlerschranke e(G) = 0.5-107!2 iiberschreiten,
wenn das Ergebnis der Operation in den denormalisierten Bereich
(3.1) fallt!

Es ist daher sinnvoll, fiir Multiplikation und Division Prozeduren und Funktio-
nen bereitzustellen, die iiberpriifen, ob bei diesen Operationen die Fehlerschranken
e(@) = 0.5-10712 bzw. e(G) = 1.0- 102 fiir die Rundung zur néchsten Gleitkom-
mazahl bzw. fiir gerichtete Rundungen tiberschritten werden:

1. function MULNEXT_TEST(x,y: real; var error: boolean): real;

Rundet das exakte Produkt -y zur nichsten real-Zahl;
error = TRUE ~» relativer Fehler > 0.5 - 107!2;

2. function MULUP_TEST(x,y: real; var error: boolean): real;

Rundet das exakte Produkt z -y zur nichstgroferen real-Zahl,
error = TRUE ~» relativer Fehler > 110712,

3. function MULDOWN_TEST(x,y: real; var error: boolean): real;

Rundet das exakte Produkt z -y zur ndchstkleineren real-Zahl;
error = TRUE ~» relativer Fehler > 110712,

4. function PRODUCT(m1,m2: real; ex1,ex2: integer;
var error: boolean): real;

Zu gegebenen real-Mantissen m1,m2 und den zugehorigen Zehner-
exponenten exl,ex2 berechnet die Funktion PRODUCT das zur
néichsten real-Zahl gerundete Produkt (m1 - m2)czi+es2;

Es muf gelten: 0.1 <|ml|,|m2| <1 oder |ml|,|m2|=0.
error = TRUE ~» relativer Fehler > 0.5- 10 '2;
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. function ABC(a,b,c: real; var error: boolean): real;

Zu gegebenen real-Zahlen a,b,c berechnet die Funktion ABC den
Wert (@ ®b) ® ¢ ohne vorzeitigen Overflow oder Underflow.
error = TRUE ~» Im denormalisierten Bereich ist eine eigene
Fehlerabschitzung notwendig!

. function ABCD(a,b,c,d: real; var error: boolean): real;

Zu gegebenen real-Zahlen a,b,c,d berechnet die Funktion ABCD
den Wert  (a®b)® (c®d) ohne vorzeitigen Overflow oder Un-
derflow.

error = TRUE ~» Im denormalisierten Bereich ist eine eigene
Fehlerabschéitzung notwendig!

function DIVNEXT_TEST(x,y: real; var error: boolean): real;
Rundet den exakten Quotienten z/y zur nichsten real-Zahl;

error = TRUE ~» relativer Fehler > 0.5-107'2;

. function DIVUP_TEST(x,y: real; var error: boolean): real;

Rundet den exakten Quotienten z/y zur nichstgréBeren real-Zahl;
error = TRUE ~» relativer Fehler > 110712,

. function DIVDOWN_TEST(x,y: real; var error: boolean): real;

Rundet den exakten Quotienten z/y zur nichstkleineren real-Zahl;
error = TRUE ~» relativer Fehler > 110712,

function QUOTIENT (mm1,m2: real; ex1,ex2: integer;
var error: boolean): real;
Zu gegebenen real-Mantissen m1,m2 und den zugehorigen Zehner-
exponenten exl,ex2 berechnet die Funktion QUOTIENT den zur
néichsten real-Zahl gerundeten Quotienten (m1/m2)¢*1—c*2;
Es muf} gelten: 0.1 < |ml|,|m2[ <1 oder |ml]=0.

error = TRUE ~» relativer Fehler > 0.5- 10712,

function ab_DIV_c(a,b,c: real; var error: boolean): real;
Zu gegebenen real-Zahlen a,b,c berechnet die Funktion ab_DIV_c

den Wert  (a®b)@c¢  ohne vorzeitigen Overflow oder Underflow.
error = TRUE ~» Im denormalisierten Bereich ist eine eigene
Fehlerabschéitzung notwendig!

function a_DIV_bc(a,b,c: real; var error: boolean): real;
Zu gegebenen real-Zahlen a,b,c berechnet die Funktion a_DIV_bc

den Wert a@(b®c¢) ohne vorzeitigen Overflow oder Underflow.
error = TRUE ~» Im denormalisierten Bereich ist eine eigene
Fehlerabschéitzung notwendig!

function ab_DIV_cd(a,b,c,d: real; var error: boolean): real;
Zu den vorgegebenen real-Zahlen a,b,c,d berechnet die Funktion

ab_DIV_cd den Wert  (a®b)@(c®d) ohne vorzeitigen Overflow
oder Underflow.

error = TRUE ~» Im denormalisierten Bereich ist eine eigene
Fehlerabschitzung notwendig!
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3.1.1 Mathematische Konstanten

Dem Anwender stehen mehrere mathematische real-Konstanten zur Verfiigung, die
in Tabelle 3.1 zusammengestellt sind. Zusétzlich existiert im Longreal- und rrG-
Format eine Vielzahl weiterer mathematischer Konstanten, die durch Aufruf ent-
sprechender Funktionen benutzt werden kénnen; vergl. dazu die Tabellen auf den
Seiten 33,64;

Real — Konstanten

Name Wert H Name Wert
MIN_EXP —255 MIN_EXP_ —267
MIN_EXPL —511 MIN_EXPL_ —531
MAX_EXP +255 MAX_EXPL +511
MANT_W +13 MANT_WL +21
TEST_26 —240 TEST_34 —232
PI_1 3.141592653589 - 10790 | PI_2 7.932384626433 - 1013
PI_3 8.327950288419- 10726 | PI_4 7.169399375105 - 10—3°
PI_5 8.209749445923 - 1052 || PL_REST 2.643383279503 - 102!
R_-PI_R 3.183098861838 - 107°" || MIN_REAL 1.107255

Tabelle 3.1: real-Konstanten.

Anmerkungen:

e Addiert man die Konstanten PI_1 bis PI_5 in den Akkumulator, so addiert
man zu seinem Wert die 5 - 13 = 65-stellige, abgerundete N&herung fiir 7 mit
der relativen Fehlerschranke 2.4881 - 1096,

e R_PI_R ist die zur nichsten real-Zahl aufgerundete Niherung fiir 1/7.

3.1.2 Mathematische Standardfunktionen

Fiir das Argument z vom Typ REAL stehen mathematische Standardfunktionen
zur Verfiigung, die in Tabelle 3.2 zusammengestellt sind.

Alle mathematischen Funktionen aus Tabelle 3.2 sind mit Ausnahme von
power(x,n,rndmode) hochgenau, d.h. das Maschinenergebnis unterscheidet sich
vom optimal gerundeten Funktionsergebnis um maximal eine Einheit in der letzten
Mantissenstelle. Diese Abweichung von 1 ulp tritt allerdings nur in sehr seltenen
Ausnahmefillen auf!

Fallen Funktionswerte gy := f(z) in den Bereich (3.1), d.h. gilt:

0 < |y| < 107%% = MIN_REAL,
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Funktion Aufruf Funktion Aufruf
|| abs(z) x¥ power(z,y)
z? sqr(z) sin(z) sin(x)

x? —y? x2_y2(z,y) cos(z) cos(z)
NS sqrt(z), z >0 tan(z) tan(z)
Vitr-1 sqrtlpml(x); z > —1 || cot(x) cot(x)
V1-—22 sqrtlmx2(z); |z| <1 || sin(7x) sinpi(z)
V1+a? sqrt1px2(zx) cos(mz) cospi(z)
V2 -1 sqrtx2ml(z); |z| > 1 || tan(wz) tanpi(z)
N sqrtx2y2(z, y) cot(mx) cotpi(z)
et exp(z) arcsin(z) arcsin(z)
et —1 expml(z) arccos(x) arccos(z)
e=’ exp-x2(z) arctan(zx) arctan(z)
2° exp2(z) arctan(z/y) | arctan2(z,y)
10* expl0(z) arccot(z) arccot(z)
In(x) In(x); >0 sinh(z) sinh(z)
In(e - z) In_ex(z) cosh(z) cosh(z)
In(1+ z) Inlp(z); z > -1 tanh(x) tanh(z)
0.5 In(z? + y?) In_sqrtx2y2(z,y) coth(z) coth(z)
0.5-In[(1 4 z)% + 3?] | In_sqrt1px2y2(z, y) arsinh(z) arsinh(z)
log, (z) loga(a, x) arcosh(zx) arcosh(z)
log, () log2(z); x >0 arcosh(1 + z) | arcoshlp(z)
log;o(x) log10(z); x >0 artanh(z) artanh(x)
logyo(1 + ) loglp(z); z > —1 arcoth(z) arcoth(z)
" power(z, n, rndmode)

Tabelle 3.2: Hochgenaue Funktionen vom Typ real; a,x,y: real-Ausdriicke;

und werden hintere, von Null verschiedene Ziffern der Ergebnismantisse gleich Null
gesetzt oder entsteht Underflow, so daf§ die Funktionsergebnisse dadurch nicht mehr
hochgenau sind, so erfolgt die Fehlermeldung;:

rel. error exceeds error bound

mit Programmabbruch.
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Anmerkungen zu den Standardfunktionen:

1. Mit Ausnahme von power(x,n,rndmode) zur Berechnung von Unter- bzw.
Oberschranken (rndmode = —1 bzw.+1) fiir z™,n = 0,1,2... haben alle
Funktionen aus Tabelle 3.2 die relative Fehlerschranke 5.0000001-10~'2, d.h.
wenn etwa exp(xz) das i.a. fehlerbehaftete Maschinenergebnis der Exponen-
tialfunktion zum Argument x: real bedeutet, so gilt:

exp(z) =e® - (14¢), mit |e| < 5.0000001-107"?

2. Sei z = 1.1111-107'39; Wshrend das Produkt =z ®z mit einem relativen
Fehler > 0.5 107!'2 ohne Fehlermeldung in den Bereich (3.1) fillt, liefert
y:=SQR(z) eine Fehlermeldung, da die Quadratfunktion SQR(z) fiir
obiges Argument z nicht mehr hochgenau ausgewertet werden kann.

3. Bei den trigonometrischen Funktionen  sin(z),cos(z),tan(z),cot(z)  ist
das Argument x eingeschriinkt auf den Bereich (Polstellen ausgenommen):

2| < 10%;

4. Bei den Funktionen tan(rw -z) und cot(w - z) ist das Argument x einge-
schrinkt auf den Bereich (Polstellen ausgenommen):

x| < 1.0737418235 - 10° ;

5. Bei den Funktionen sin(z - ) und cos(w - z) ist das Argument x einge-
schrankt auf den Bereich:

2| < 2.147483647- 107 ;

6. Argumente auflerhalb der drei obigen Bereiche erzeugen bei den entsprechen-
den Funktionen eine Fehlermeldung. Verletzungen des Definitionsbereiches,
z.B. bei der /z—Funktion oder Argumente im Overflowbereich erzeugen eben-
falls Fehlermeldungen mit Programmabbruch.

3.1.3 Funktionen, Prozeduren und Operatoren

In der folgenden Auflistung werden alle diejenigen Funktionen, Prozeduren und
Operatoren angegeben, die mit den Datentypen integer,real in Verbindung stehen.

Wie im Binir-System existieren auch in der PASCAL-XSC-BCD-Version die
Vergleichsoperatoren = <> < <= > >=fiir Operanden vom Typ real und
integer.

Fiir die Grundoperationen + — %/ mit Rundung der exakten Ergebnisse zur
néchsten real-Zahl einschliefilich gerichteter Rundungen stehen alle arithmetischen
Operatoren fiir real- und integer-Operanden zur Verfiigung und werden hier nicht
weiter beschrieben.
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. function CEIL (b: real): real;

y:=CEIL(x) liefert die kleinste ganze real-Zahl y, die groer oder
gleich x ist: x <y;

. function FLOOR (b: real): real;

y:=FLOOR(x) liefert die grofite ganze real-Zahl y, die kleiner
oder gleich x ist: y < x;

. function FRAC (b: real): real;

y:=FRAC(x) liefert den Nachkommawert von x;
y:=FRAC(-12.012) liefert: y = —1.2E-002;
0 < |y] < 0.9999999999999 ;

. function ROUND (b: real): integer;

n:=ROUND(x) liefert die zu x nichstgelegene integer—Zahl n;
n:=ROUND(3.5) liefert: y =4
integer—Bereich: —2147483648 < n < +2147483647 ;

. function ROUND (b: real): real;

y:=ROUND(x) liefert die zu x niichstgelegene, ganze real-Zahl y;
y:=ROUND(3.5) liefert: y =4
y—Bereich: —2147483648 < y < 42147483647 ;

. function TRUNC (b: real): integer;

n:=TRUNC(x) liefert die integer—Zahl n, die durch Abschneiden
der Nachkommastellen von x entsteht.
integer—Bereich: —2147483648 < n < 42147483647 ;

function TRUNC (b: real): real;
y:=TRUNC(x) liefert die ganze real-Zahl y, die durch Abschnei-
den der Nachkommastellen von x entsteht.
y—Bereich: —2147483648 < y < 42147483647 ;

. function SIGN (b: real): integer;

y:=SIGN(x) liefert das Vorzeichen von x; ye{-1,0,+1};

. function MANT (b: real): real;

m:=MANT(x) liefert die vorzeichenbehaftete Mantisse von x;
es gilt: m=0 oder 0.1<|m|<1;

function EXPO (b: real): integer;
ex:=EXPO(x) liefert den Zehnerexponenten ex bzgl. der Dar-

stellung: x = m - 10%%, wobei die Mantisse m folgende Be-
dingungen erfiillen mu$: m=0 oder 01<|m|<1;
Fiir x # 0 gilt: —266 < ex < +256;

Im Fall x = 0 gilt: ex = —2147483647 ;
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11. function EXPO_0 (b: real): integer;

ex:=EXPO_0(x) liefert den Zehnerexponenten ex bzgl. der
Darstellung: x =m - 108, wobei die Mantisse m folgende
Bedingungen erfiillen muf: m=0 oder 0.1<|m|<1;
Fiir x # 0 gilt: —266 < ex < +256;

Im Falle x = 0 gilt: ex = 0, im Gegensatz zur EXPO-Funktion!

12. function EXPO_ADD (a,b: integer): integer;
s := EXPO_ADD(a,b) liefert die Summe s:=a + b;
integer—Unterlauf: s := —2147483647;
integer—Uberlauf: ~ Fehlermeldung;

13. procedure INTEGER-ADD (a,b: integer; var s,k: integer);
INTEGER-ADD(a,b,s,k) liefert die Summe s := a + b;
integer—Unterlauf: k:= —1;
integer-Uberlauf: & := +1;

s := a + b wird exakt berechnet: £k :=0;

14. function COMP (m: real; ex: integer): real;
y:=COMP (m,ex) liefert die real-Zahl y, zusammengesetzt aus
der Mantisse m und dem Zehnerexponenten ex bzgl. der Darstel-

lung: x =m - 10%%, wobei die Mantisse m folgende Bedin-
gungen erfiillen muf: m=0 oder 0.1<|m|<1;
Es muf} gelten: —266 < ex < 4256, und im Bereich

—266 < ex < —255 muf} die Mantisse m, wie auf S. 12 beschrie-
ben, zusétzlich eingeschrinkt sein!

Beispiele:

y:=COMP(0.1,-267) — y = 0; ,Exponent too small“~Meldung;
kein Programmabbruch!

y:=COMP(0.12...23, —255) — y = 1.23...20E — 256;

»,Mantissa bits lost...“~Meldung; kein Programmabbruch!
y:=COMP(Long(0.1),4+257) — ,Overflow—Meldung* mit Pro-
grammabbruch.

15. function PRED (b: real): real;
y:=PRED(x) liefert bzgl. x die nichstkleinere Maschinenzahl y.
(

16. function SUCC (b: real): real;
y:=SUCC(x) liefert bzgl. x die ndchstgrofere Maschinenzahl y.
(

17. function RVAL (s: string): real;
y:=RVAL(s) wandelt den String s in eine real-Zahl y. Der
String s muf} eine Zeichenfolge enthalten, die eine real-Konstante
darstellt. Dabei werden fithrende Leerzeichen iiberlesen. Ein eventu-
ell verbleibender Reststring wird durch Runden zur néchsten real-
Zahl berticksichtigt.

19
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18. function RVAL (s: string; round: integer): real;
y:=RVAL(s,round) wandelt den String s in eine real-Zahl y. Der
String s muf} eine Zeichenfolge enthalten, die eine real-Konstante
darstellt. Dabei werden fithrende Leerzeichen iiberlesen. Ein even-
tuell verbleibender Reststring wird durch Runden gemifl round
berticksichtigt:

—1 nach unten gerundet
round = 0 né&chstliegend gerundet
+1 nach oben gerundet

19. function IMAGE (s: real): string;
s:=IMAGE(y) wandelt die real-Zahl y in einen String s ent-
sprechend der Standardausgabe von real-Werten.
Beispiel:
s:=IMAGE(-235,E—-7) liefert: s=—-24E—007;

20. function IMAGE (s: real; width: integer): string;
s:=IMAGE(y,w) wandelt die real-Zahl y in einen String s aus
mindestens w Zeichen entsprechend der Ausgabe von real-Werten,
eventuell mit Auffiillen von Nullen am Mantissenende.
Beispiele:
s:= IMAGE(-2.35,E - 7,0) — s = —24E — 007;
s:= IMAGE(-2.35,E - 7,11) — s = —2.350E — 007 ;

21. function IMAGE (s: real; width, fracs: integer): string;
s:=IMAGE(y,w,f) wandelt die real-Zahl y in einen String s
aus wenigstens w Zeichen (eventuell mit fiihrenden Leerzeichen auf-
gefiillt) entsprechend der Ausgabe von real-Werten in Festkomma-
darstellung mit f Nachkommastellen, wobei Nullen angehéngt wer-
den, wenn f unnétig grof} ist.

Beispiele:

s:= IMAGE(-2.35,E —3,12,7) — s = LU LU —0.0023500;
s:=IMAGE(-2.35,E —3,7,4) — s = —0.0024 ;

s:= IMAGE(-2.35,E —3,3,4) — s = —0.0024;

22. function IMAGE (s: real; width, fracs, round: integer): string;
s:=IMAGE(y,w,f,round) wandelt die real-Zahl y in einen String
s aus wenigstens w Zeichen (eventuell mit fiihrenden Leerzei-
chen aufgefiillt) entsprechend der Ausgabe von real-Werten in
Festkommadarstellung mit f Nachkommastellen, wobei Nullen an-
gehingt werden, wenn f unnétig grofl ist. Bei zu kleinem f wird ent-
sprechend round gerundet, vergl. die entsprechende Funktion LVAL.
Beispiele:
s:=IMAGE(-2.35,E - 3,7,4,40) — s = —0.0024;
s:=IMAGE(-2.35,E - 3,3,4,4+1) — s = —0.0023;
s:=IMAGE(-2.35,E—-3,7,4,—-1) — s = —0.0024 ;

) 3 )
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23.

24.

25.

function ENTIRE (x: real; var gerade: boolean): boolean;
bl:=ENTIRE(x, gerade) liefert an bl den Wert true, wenn die
Real-Zahl x eine ganze Zahl ist, sonst erhilt bl den Wert false.
Falls x ganzzahlig ist, erhélt gerade den Wert true (false), wenn x
zusétzlich gerade (ungerade) ist.
Ist x nicht ganzzahlig, so bleibt die Variable gerade bedeutungslos.

procedure MANT_EXPO_PRODUCT(F1,F2: real; var MP: real;

21

var exp: integer);

MANT_EXPO_PRODUCT liefert zu den real-Zahlen F1,F2 die zur
néchsten real-Zahl gerundete Mantisse MP des exakten Produkts
F1-F2 und den zugehorigen Zehnerexponenten exp.

Im Fall F1-F2 =0 gilt MP = 0 und exp = —maxint =
—2147483647, und im Fall F1-F2#0 gilt: 0.1 <|MP|< 1.

priority M_10HOCH = x;

operator M_10HOCH (x: real; k: integer) rint: real;
y := x M_10HOCH k berechnet zur real-Zahl x das Produkt
y=x-10F, ke {0,£1,£2,...};

Im Fall 107267 < |x-10%| < 1072%  wird ohne Fehlermeldung
zur néchsten Rasterzahl gerundet, wenn das Ergebnis wegen einer
zu langen Mantisse von x nicht mehr exakt dargestellt werden kann.
Im Fall 0 < [x-10%] < 10727  wird das Ergebnis auf Null gesetzt.
Der Operand x darf auch vom Typ integer sein!
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3.2 Der Datentyp LONGREAL

Durch das Modul STDMOD wird der Datentyp LONGREAL zur Verfiigung ge-
stellt. Gegeben sei die Dezimalzahl 2z =m-10°", dann gilt im LONGREAL-
Datenformat fiir die normalisierten Zahlen:

m =0 oder 0.1 < |m| < 0.999999999999999999999 , 21 BCD-Ziffern ;
wobei fiir den Zehnerexponenten ex folgender Bereich zur Verfiigung steht:
—510 < ex < +512; er € {0,£1,£2,... }

Bezeichnet man mit NZ das oben beschriebene normalisierte Zahlensystem, so gilt
fiir alle positiven € NZ die Beziehung:

1.00000000000000000000 - 10~°! < 2 < 9.99999999999999999999 - 1075 | d.h.:

MINLONGREAL:=1.0...0-107?!! ist die kleinste positive Zahl in NZ
MAXLONGREAL:=9.9...9- 107! ist die grofite (positive) Zahl in NZ

idxminLongreal (Longreal-Konstante) idxmaxLongreal (Longreal-Konstante)
Bedeutet fiir a,b € NZ z.B. a & b das Maschinenergebnis der Addition, so gilt
ia. a®b#a+b, dh.die Grundoperationen +,— %,/ sind in NZ nicht
abgeschlossen, so daff z.B. (a + b) ¢ NZ zur nichsten Rasterzahl zu runden ist. Fiir
die dabei auftretenden relativen Fehler eg gelten die folgenden Aussagen:

e Unter der Voraussetzung
MINLONGREAL < |a0b| < MAXLONGREL, mit: o€ {+,—, %/}
gilt z.B. fiir den relativen Fehler e := [a®b—(a+b)]/(a+b) der Addition:

<0.5-107% =¢(@) : Fehlerschranke der Grundoperationen.

e

e Unter der Voraussetzung a,b eNZund aob =20 ist auch stets das
Maschinenergebnis gleich Null. Das exakte Ergebnis stimmt also mit dem Ma-
schinenergebnis iiberein, wobei aber der relative Fehler ¢ jetzt nicht definiert
ist!

e Unter der Voraussetzung
la ob| > MAXLONGREAL, mit: o€ {+,—,%,/}
erfolgt eine Overflow—Meldung mit Programmabbruch.

Fir den Datentyp LONGREAL ist noch besonders zu beachten, dafl es neben
den normalisierten Zahlen auch noch die denormalisierten Zahlen gibt, die be-
tragsmiflig kleiner als MINLONGREAL = 105! sind. Dazu betrachten wird die
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folgenden Beispiele:

1E-511 2 3E+000 = 3.33333333333333333330E-512 ¢ NZ
1E-5112 3E+001 = 3.33333333333333333300E—-513 ¢ NZ
1E-511 2 3E+002 = 3.33333333333333333000E—-514 ¢ NZ
1E-511 2 3E+019 = 3.00000000000000000000 E-531 ¢ NZ
1IE-51123E+020 = 0.00000000000000000000 E4-000 € NZ

Man erkennt, dafl mit kleiner werdendem Ergebnisexponenten die hinteren Mantis-
senstellen statt mit der Ziffer 3 nur noch mit Nullen besetzt werden, wodurch der
relative Fehler eg jeweils um den Faktor 10 anwéchst! Liegen die Ergebnisse x
einer Operation daher im denormalisierten Bereich

(3.2) MIN_LONGREAL = 107! < |z| < 107°!" = MINLONGREAL,

wobei die Besetzung der Mantisse mit von Null verschiedenen Ziffern nach obigen

Beispielen entsprechend eingeschrinkt ist, so kann fiir alle Grundoperationen die im
NZ-System geltende Fehlerschranke ¢(G) = 0.5-1072°  nicht mehr garantiert
werden!

Hat man also fiir einen Algorithmus eine Fehlerabschitzung auf
der Basis der Fehlerschranke ¢(G) = 0.5 - 1072° fiir die Grund-
operationen vorgenommen, so diirfen keine Zwischen- oder End-
ergebnisse im denormalisierten Bereich (3.2) liegen, es sei denn,
dal man sicher ist, dal die Fehlerschranken der Operationen mit
Zahlen aus diesem kritischen Bereich nicht gréfler als (@) sind!

Dazu einige Beispiele:

e 18 1E-531 =1, d.h. der relative Fehler ist kleiner als £(G) = 0.5 - 10~2°.

Es ist zu beachten, daff im denormalisierten Bereich (3.2) und damit
fiir alle Zahlen vom Typ LONGREAL die Fehlerschranke fiir
Addition und Subtraktion durch (G) = 0.5- 10720 gegeben ist!

Im denormalisierten Bereich haben alle Rasterzahlen im Gegensatz
zu den normalisierten Zahlen den konstanten Abstand 10~°3!, dessen
Wert die kleinste positive Rasterzahl darstellt.

e 1E-511©3E+019 = 3.000...000E—-531, d.h. der relative Fehler 0.1 ist jetzt
grofer als e(G).

e 1.11E-511® 3E—010 = 3.330000000000E—521, d.h. der relative Fehler ist 0
und damit kleiner als ¢(G).
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Bei Multiplikation und Division kann der Betrag des zugehorigen
relativen Fehlers die Fehlerschranke £(G) = 0.5-10729 {iberschreiten,
wenn das Ergebnis der Operation in den denormalisierten Bereich
(3.2) fallt!

Es ist daher sinnvoll, fiir Multiplikation und Division Prozeduren und Funktio-
nen bereitzustellen, die iiberpriifen, ob bei diesen Operationen die Fehlerschranken
e(G) =0.5-10720 bzw. £(G) = 1.0- 10~2Y fiir die Rundung zur néchsten Gleitkom-
mazahl bzw. fiir gerichtete Rundungen iiberschritten werden:

1. function MULNEXT_TEST(x,y: Longreal; var error: boolean): Longreal;

Rundet das exakte Produkt z -y zur nichsten Longreal-Zahl;
error = TRUE ~» relativer Fehler > 0.5-1072%;

. function MULUP_TEST(x,y: Longreal; var error: boolean): Longreal;

Rundet das exakte Produkt z -y zur nichstgréfieren Longreal-
Zahl;
error = TRUE ~» relativer Fehler > 1-10~29;

. function MULDOWN_TEST (x,y: Longreal; var error: boolean): Longreal;

Rundet das exakte Produkt =z -y zur néchstkleineren Longreal-
Zahl;
error = TRUE ~» relativer Fehler > 1-10729;

. function PRODUCT (m1,m2: Longreal; ex1,ex2: integer;

var error: boolean): Longreal;
Zu gegebenen Longreal-Mantissen m1,m2 und den zugehorigen Zeh-
nerexponenten ex1,ex2 berechnet die Funktion PRODUCT das zur
nichsten Longreal-Zahl gerundete Produkt (m1 - m2)czi+es2;
Es muf gelten: 0.1 < |ml|,|m2| <1 oder |ml|,|m2|=0.
error = TRUE ~» relativer Fehler > 0.5 - 10720;

. function ABC(a,b,c: Longreal; var error: boolean): Longreal;

Zu gegebenen Longreal-Zahlen a,b,c berechnet die Funktion ABC
den Wert  (a®b)®c¢  ohne vorzeitigen Overflow oder Underflow.
error = TRUE ~» Im denormalisierten Bereich ist eine eigene
Fehlerabschitzung notwendig!

. function ABCD(a,b,c,d: Longreal; var error: boolean): Longreal;

Zu gegebenen Longreal-Zahlen a.,b,c,d berechnet die Funktion
ABCD den Wert (a®b) ® (¢ @d) ohne vorzeitigen Overflow
oder Underflow.

error = TRUE ~» Im denormalisierten Bereich ist eine eigene
Fehlerabschitzung notwendig!

. function DIVNEXT_TEST(x,y: Longreal; var error: boolean): Longreal;

Rundet den exakten Quotienten z/y zur nichsten Longreal-Zahl;
error = TRUE ~» relativer Fehler > 0.5 - 10729,
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8. function DIVUP_TEST(x,y: Longreal; var error: boolean): Longreal;
Rundet den exakten Quotienten z/y zur niichstgrofieren Longreal-

Zahl:
error = TRUE ~» relativer Fehler > 1-1072°;

9. function DIVDOWN_TEST(x,y: Longreal; var error: boolean): Longreal;
Rundet den exakten Quotienten z/y zur néchstkleineren Longreal-
Zahl;
error = TRUE ~s relativer Fehler > 110720,

10. function QUOTIENT(m1,m2: Longreal; ex1,ex2: integer;
var error: boolean): Longreal;
Zu gegebenen Longreal-Mantissen m1,m2 und den zugehorigen Zeh-
nerexponenten ex1,ex2 berechnet die Funktion QUOTIENT den zur
néichsten Longreal-Zahl gerundeten Quotienten (m1/m2)¢*!—¢2;
Es muf} gelten: 0.1 <|ml|,|m2| <1 oder |ml =0.
error = TRUE ~s relativer Fehler > 0.5 - 10~29;

11. function ab_DIV_c(a,b,c: Longreal; var error: boolean): Longreal;
Zu den vorgegebenen Longreal-Zahlen a,b,c berechnet die Funktion
ab_DIV_c den Wert (a®b)@c ohne vorzeitigen Overflow oder
Underflow.
error = TRUE ~» Im denormalisierten Bereich ist eine eigene
Fehlerabschitzung notwendig!

12. function a_DIV_bc(a,b,c: Longreal; var error: boolean): Longreal;
Zu den vorgegebenen Longreal-Zahlen a,b,c berechnet die Funktion
a_DIV_bc den Wert a@ (b®¢) ohne vorzeitigen Overflow oder
Underflow.
error = TRUE ~» Im denormalisierten Bereich ist eine eigene
Fehlerabschétzung notwendig!

13. function ab_DIV_cd(a,b,c,d: Longreal; var error: boolean): Longreal;
Zu den vorgegebenen Longreal-Zahlen a,b,c,d berechnet die Funk-
tion ab_DIV_cd den Wert (e ®b) @ (¢c®d) ohne vorzeitigen
Overflow oder Underflow.
error = TRUE ~» Im denormalisierten Bereich ist eine eigene
Fehlerabschitzung notwendig!

3.2.1 Standardoperatoren

Fiir integer—, real- und Longreal-Operanden stehen alle in PASCAL-XSC (ibli-
chen Vergleichsoperatoren zur Verfiigung;:

= <> > >= < <=

Der rechte oder linke Vergleichsoperand kann dabei wahlweise ein integer—, real—
oder Longrealausdruck sein, d.h. méglich ist z.B.:

3 +sin(4.1) <= LONG(—4.33) — 2.1113E—13
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Fiir alle Kombinationen aus integer—, real- und Longreal-Operanden stehen die
arithmetischen Operatoren

+,—,%,/ mit den gerichteten Rundungen +>, +<, —>, —<, *>, *<, />, /<

zur Verfiigung.

3.2.2 Mathematische Standardfunktionen

Fiir das Argument z vom Typ LONGREAL stehen hochgenaue mathematische
Standardfunktionen zur Verfiigung, die in nachfolgender Tabelle 3.3 zusammenge-
stellt sind. Mit Ausnahme von power(x,n,rndmode) zur Berechnung von Unter-
bzw. Oberschranken (rndmode = —1 bzw.+1) fir z",n =0,1,2... besitzen alle
Funktionen die relative Fehlershranke e(f) = 5.0078 - 10721,

Definition des relativen Fehlers:

Bedeutet f(x) das fehlerbehaftete Maschinenergebnis des exakten Funktionswertes
f(z), so gilt fiir den relativen Fehler & :

flx) #0; lefl <e(f) : Rel. Fehlerschranke fiir f(z);

Im Fall f(z) = 0 gilt fiir alle Standardfunktionen stets f(xz) = 0, so daf} obige
Einschrinkung f(z) # 0 keine praktische Bedeutung hat!
Fallen Funktionswerte y := f(z) in den Bereich (3.2), d.h. gilt:

0 < |yl <1075 = MINLONGREAL,

und werden hintere, von Null verschiedene Ziffern der Ergebnismantisse gleich Null
gesetzt oder entsteht Underflow, so daf} die angegebenen Fehlerschranken nicht mehr
garantiert werden konnen, so erfolgt die Fehlermeldung:

rel. error exceeds error bound

mit Programmabbruch.
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Funktion Aufruf Funktion Aufruf
|| abs(z) x¥ power(z,y)
z? sqr(z) sin(zx) sin(z)

2 —y? x2_y2(z,y) cos(z) cos(z)
VT sqrt(z), z >0 tan(z) tan(z)
Vitzr-—1 sqrtlpml(x); z > —1 || cot(x) cot(x)
V1—a2 sqrtlmx2(z); |z| < 1 | sin(7z) sinpi(z)
V1+a? sqrt1px2(z) cos(mx) cospi(z)
Va2 —1 sqrtx2ml(z); |z| > 1 || tan(7z) tanpi(z)
Va2 +92 sqrtx2y2(z, y) cot(mz) cotpi(x)
e’ exp(z) arcsin(z) arcsin(z)
e’ —1 expml(x) arccos(z) arccos(x)
e’ exp-x2(z) arctan(zx) arctan(zx)
27 exp2(z) arctan(xz/y) | arctan2(z,y)
10* expl0(z) arccot(x) arccot(x)
In(x) In(z); >0 sinh(z) sinh(z)
In(e - ) In_ex(z) cosh(z) cosh(z)
In(1+ x) Inlp(z); ¢ > -1 tanh(zx) tanh(x)
0.5 In(2? + y?) In_sqrtx2y2(z,y) coth(z) coth(z)
0.5-In[(1 4 x)% + 3] | Insqrt1px2y2(z, y) arsinh(z) arsinh(z)
log, () loga(a, x) arcosh(z) arcosh(zx)
log, () log2(z); = >0 arcosh(1l + z) | arcoshlp(z)
log; () log10(z); z >0 artanh(x) artanh(z)
log,o(1 + ) loglp(z); > —1 arcoth(z) arcoth(z)
" power(z, n, rndmode)

Tabelle 3.3: Hochgenaue Funktionen vom Typ Longreal;

a,x,y: Longreal;

Anmerkungen zu den Standardfunktionen:

1. Bei den trigonometrischen Funktionen  sin(z),cos(z),tan(x),cot(z)  ist
das Argument z eingeschriinkt auf den Bereich (Polstellen ausgenommen):

2| < 1078
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2. Bei den Funktionen tan(w - z) und cot(m - x) ist das Argument x einge-

schriinkt auf den Bereich (Polstellen ausgenommen):

|z| < 1.0737418235-10°;

. Bei den Funktionen sin(7 - x) und cos(w - ) ist das Argument x einge-

schriankt auf den Bereich:

|z| < 2.147483647 - 107 ;

. Argumente aulerhalb der drei obigen Bereiche erzeugen bei den entsprechen-

den Funktionen eine Fehlermeldung. Verletzungen des Definitionsbereiches,
z.B. bei der /z—Funktion oder Argumente im Overflowbereich erzeugen eben-
falls Fehlermeldungen mit Programmabbruch.

3.2.3 Hilfsfunktionen und Operatoren

Die folgenden Funktionen stehen mit dem Datentyp LONGREAL in Verbindung;:

1. function CEIL (b: Longreal): Longreal;

y:=CEIL(x) liefert die kleinste ganze Longreal-Zahl y, die gréfier
oder gleich x ist: x <y;

. function FLOOR (b: Longreal): Longreal;

y:=FLOOR(x) liefert die grofite ganze Longreal-Zahl y, die kleiner
oder gleich x ist: y < x;

. function FRAC (b: Longreal): Longreal;

y:=FRAC(x) liefert den Nachkommawert von x;
y:=FRAC(—12.012) liefert: y = —1.2E-002;
0 < |y| < 0.999999999999999999999 ;

. function LONG (b: real): Longreal;

(
y:=LONG(x) liefert die zu x wertgleiche Longreal-Zahl y;
(

. function LONG (b: integer): Longreal;

y:=LONG(n) liefert die zu n wertgleiche Longreal-Zahl y;

. function ROUND (b: Longreal): integer;

n:=ROUND(x) liefert die zu x niichstgelegene integer—Zahl n;
n:=ROUND(LONG(3.5)) liefert: y =4
integer—Bereich: —2147483648 < n < +2147483647 ;

. function ROUND (b: Longreal): Longreal;

y:=ROUND(x) liefert die zu x niichstgelegene, ganze Longreal—
Zahly; y:=ROUND(LONG(3.5)) liefert: y =14
y—Bereich: —2147483648 < y < 42147483647 ;
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

function SHORT (b: Longreal): real;
y:=SHORT(x) rundet x zur nichstgelegenen real-Zahl y;

function SHORTDOWN (b: Longreal): real;
y:=SHORTDOWN(x) rundet x zur néchstkleineren real-Zahl y;

function SHORTUP (b: Longreal): real;
y:=SHORTUP(x) rundet x zur nichstgréBeren real-Zahl y;

function SHORT_TEST (x: Longreal; var error: boolean): real;
y := SHORT_TEST(z,error) rundet z zur niichsten real-Zahl y;
error = TRUE <= relativer Fehler > 0.5 - 10~ 12;

function SHORTUP_TEST (x: Longreal; var error: boolean): real;
y := SHORTUP_TEST(z,error) rundet z zur nichstgrofieren
real-Zahl y;
error = TRUE <= relativer Fehler > 1-107'2;

function SHORTDOWN_TEST (x: Longreal; var error: boolean): real;
y := SHORTDOWN_TEST(z, error) rundet z zur nichstkleine-
ren real-Zahl y;
error = TRUE <= relativer Fehler > 1-10712;

function TRUNC (b: Longreal): integer;
n:=TRUNC(x) liefert die integer-Zahl n, die durch Abschneiden
der Nachkommastellen von x entsteht.
integer—Bereich: —2147483648 < n < 42147483647 ;

function TRUNC (b: Longreal): Longreal;
y:=TRUNC(x) liefert die ganze Longreal-Zahl y, die durch Ab-
schneiden der Nachkommastellen von x entsteht.
y—Bereich: —2147483648 < y < +2147483647 ;

function SIGN (b: Longreal): integer;
y:=SIGN(x) liefert das Vorzeichen von x; ye{-1,0,+1};

function MANT (b: Longreal): Longreal;
m:=MANT(x) liefert die vorzeichenbehaftete Mantisse von x;
es gilt: m=0 oder 0.1<|m|[<1;

function EXPO (b: Longreal): integer;
ex:=EXPO(x) liefert den Zehnerexponenten ex bzgl. der Dar-

stellung: x =m - 10%%, wobei die Mantisse m folgende Be-
dingungen erfiillen muf: m=0 oder 0.1<|m|[<1;
Fiir x # 0 gilt: =330 <ex < +512;

Im Fall x=0 gilt: ex = —2147483647;

29
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19. function EXPO_0 (b: Longreal): integer;

ex:=EXPO_0(x) liefert den Zehnerexponenten ex bzgl. der
Darstellung: x = m - 10%%, wobei die Mantisse m folgende
Bedingungen erfiillen muf: m=0 oder 01<|m|<1;
Es gilt: —530 < ex < +512;

Im Fall x = 0 gilt: ex = 0, im Gegensatz zur EXPO-
Funktion!

20. procedure MANT_EXPO_PRODUCT(F1,F2: Longreal; var MP: Longreal;
var exp: integer);
MANT_EXPO_PRODUCT liefert zu den Longreal-Zahlen F1,F2
die zur néchsten Longreal-Zahl gerundete Mantisse MP des exak-
ten Produkts F1:F2 und den zugehorigen Zehnerexponenten
exp.
Im Fall F1:-F2 =0 gilt MP = 0 und exp = —maxint =
—2147483647, und im Fall F1-F2#0 gilt: 0.1<|MP|< 1.

21. function COMP (m: Longreal; ex: integer): Longreal;
y:=COMP (m,ex) liefert die Longreal-Zahl y, zusammengesetzt
aus der Mantisse m und dem Zehnerexponenten ex bzgl. der Dar-

stellung: x =m - 10%%, wobei die Mantisse m folgende Be-
dingungen erfiillen mu$f: m=0 oder 0.1<|m|<1;
Es mufl gelten: —530 < ex < 4512, und im Bereich

—530 < ex < =511 muf} die Mantisse m, wie auf S. 23 beschrie-
ben, zusitzlich eingeschrinkt sein!

Beispiele:

y:=COMP(Long(0.1),-531) — y = 0; ,Exponent to small“-
Meldung; kein Programmabbruch!

y:=COMP(Long(0.123...23) 4+ Long(4.5678901 E — 14), —511) —»
y = 1.23...900E — 512; ,Mantissa bits lost...“~Meldung; kein Pro-
grammabbruch!

y:=COMP(Long(0.1),4+513) — , Overflow—Meldung“ mit Pro-

grammabbruch.

22. function PRED (b: Longreal): Longreal;
y:=PRED(x) liefert bzgl. x die nichstkleinere MaschinenZahl
y<x

23. function SUCC (b: Longreal): Longreal;
y:=SUCC(x) liefert bzgl. x die nichstgrofiere MaschinenZahl
y>X

24. function LVAL (s: string): Longreal;
y:=LVAL(s) wandelt den String s in eine Longreal-Zahl y.
Der String s mufl eine Zeichenfolge enthalten, die eine Longreal—
Konstante darstellt. Dabei werden fiithrende Leerzeichen iiberle-
sen. Ein eventuell verbleibender Reststring wird durch Runden zur
néchsten Longreal-Zahl berticksichtigt.
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25. function LVAL (s: string; round: integer): Longreal;
y:=LVAL(s,round) wandelt den String s in eine Longreal-Zahl
y. Der String s muf eine Zeichenfolge enthalten, die eine Longreal—-
Konstante darstellt. Dabei werden fithrende Leerzeichen iiberlesen.
Ein eventuell verbleibender Reststring wird durch Runden gemif
round berticksichtigt:

—1 nach unten gerundet
round = 0 néchstliegend gerundet

+1 nach oben gerundet

26. function LVAL (s: string; round: integer; var rest: string): Longreal;
Wie obige Funktion; ein eventuell vorhandener Reststring wird an
rest zuriickgegeben.

27. function IMAGE (s: Longreal): string;
s:=IMAGE(y) wandelt die Longreal-Zahl y in einen String s
entsprechend der Standardausgabe von Longreal-Werten.
Beispiel:
s := IMAGE(LONG(-2.35,E—T7)) liefert: s=—24E—007;

28. function IMAGE (s: Longreal; width: integer): string;
s:=IMAGE(y,w) wandelt die Longreal-Zahl y in einen String s
aus mindestens w Zeichen entsprechend der Ausgabe von Longreal—
Werten, eventuell mit Auffiillen von Nullen am Mantissenende.
Beispiele:
s :== IMAGE(LONG(-2.35,E — 7),0) — s = —2.4E — 007;
s := IMAGE(LONG(-2.35,E —7),11) — s = —2.350E — 007 ;

29. function IMAGE (s: Longreal; width, fracs: integer): string;

s:=IMAGE(y,w,f) wandelt die Longreal-Zahl y in einen String
s aus wenigstens w Zeichen (eventuell mit fiihrenden Leerzei-
chen aufgefiillt) entsprechend der Ausgabe von Longreal-Werten in
Festkommadarstellung mit f Nachkommastellen, wobei Nullen an-
gehiingt werden, wenn f unnétig grof} ist.

Beispiele:

s .= IMAGE(LONG(-2.35,E - 3),1
s := IMAGE(LONG(—-2.35,E —3),7
s :== IMAGE(LONG(-2.35,E — 3),3

2,7) — s = LU —0.0023500;
,4) — s = —0.0024;
4) — s = —0.0024;

)

30. function IMAGE (s: Longreal; width, fracs, round: integer): string;
s:=IMAGE(y,w,f,round) wandelt die Longreal-Zahl y in einen
String s aus wenigstens w Zeichen (eventuell mit fithrenden Leerzei-
chen aufgefiillt) entsprechend der Ausgabe von Longreal-Werten in
Festkommadarstellung mit f Nachkommastellen, wobei Nullen an-
gehingt werden, wenn f unnétig grof3 ist. Bei zu kleinem f wird ent-
sprechend round gerundet, vergl die entsprechende Funktion LVAL.

31
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Beispiele:

s := IMAGE(LONG(-2.35,E - 3),7,4,0) — s = —0.0024 ;

s := IMAGE(LONG(-2.35,E — 3),3,4,+1) — s = —0.0023;
s := IMAGE(LONG(-2.35,E — 3),7,4,—1) — s = —0.0024 ;

31. function ENTIRE (x: Longreal; var gerade: boolean): boolean;

bl:=ENTIRE(x, gerade) liefert an bl den Wert true, wenn die
Longreal-Zahl x eine ganze Zahl ist, sonst erhilt bl den Wert false.
Falls x ganzzahlig ist, erhiilt gerade den Wert true (false), wenn x
zusétzlich gerade (ungerade) ist.

Ist x nicht ganzzahlig, so bleibt die Variable gerade bedeutungslos.

32. function EM_GANZ (x: Longreal): Longreal;

y:=EM_GANZ(x) berechnet zur Longrealzahl x die zur Man-
tisse von x gehdrige ganze Zahl y.

Beispiele:
x = 12.3456789012345678901E — 55 —
y = 1.23456789012345678901E + 20 ;

x=-1234 — y=-1234.0

33. procedure ZERL (x: Longreal; var x1, x2: real);

ZERL (x, x1, x2) zerlegt die Longrealzahl x in zwei Summan-
den x1,x2 vom Typ real, mit: x =x1 4+ x2;

Im Fall |x| > 1.999999999999E+256 erfolgt eine Fehlermeldung
mit Programmabbruch.

Im Fall |x| < 1.0E-267 gilt: x1=x2 =0 ohne Fehlermel-
dung!! Dies ist fiir viele Anwendungen niitzlich!

Beispiele:
x = 1.999999999999E+ 256 —
x1 = 9.999999999999E+255; x2 = 9.999999999991E+ 255 ;
= 0.9999E—267 — x1 =x2 =0 ohne Fehlermeldung!!
x = 1.1E—-267 — Fehlermeldung wegen zu breiter Mantisse

von x, vergl. dazu die Beispiele auf Seite 12.
x = 10E-267 — x1=1.0E-267, x2=0;

34. priority M_10HOCH = x;

operator M_10HOCH (x: Longreal; k: integer) Irint: Longreal;

y := x M_10HOCH k berechnet zur Longreal-Zahl x das Produkt
y=x-10", ke {0,+£1,£2,...};

Im Fall 10753 < |x-10% < 107"  wird ohne Fehlermeldung
zur néchsten Rasterzahl gerundet, wenn das Ergebnis wegen einer

zu langen Mantisse von x nicht mehr exakt dargestellt werden kann.
ImFall 0 < [x10%¥ < 107%%  wird das Ergebnis auf Null gesetzt.



3.2. DER DATENTYP LONGREAL 33

3.2.4 Mathematische Konstanten

Es existieren 29 mathematische Konstanten im Longreal-Format, die durch Aufruf
entsprechender Funktionsnamen (ohne Argument) zur Verfligung stehen:

Konstanten im Longreal — Format

Name Wert ‘ Funktionswert ‘ Rundung
MAXLONGREAL +9.9...9.10+51"
MINLONGREAL +1.0...0-10751
MIN _LONGREAL +1.0...0-10753
PI_DOWN T +3.1415...23846 | * | PLDOWN < 7
PI_UP T +3.1415...23847 | 1 | PLLUP >«
PI2 27 +6.2831...47693 | x | PI2 > 2«
PI_HALF /2 +1.5707...61923 | + | PLLHALF < 7/2
PI_HALF1 /2 +1.5707...61924 | 1 | PILHALF1 > 7/2
PI_DIV4 /4 +0.7853...09615 | *x | PL.DIV4 < 7 /4
R_PI 1/x +0.3183...71538 | x | R_.PI > 1/7
R_2PI 1/(27) | +0.1591...35769 | % | R_2PI > 1/(27)
R_SQRTPI2 2//m | +1.1283...57390 | x | R_.SQRTPI2 > 2//7
SQRT_PI VT +1.7724...02730 | x | SQRT_PI > /7
R_SQRTPI /7 | +0.5641...86948 | x+ | R_SQRTPI < 1//7
SQRT_PI_D2 V7/2 | +0.8862...13649 | * | SQRT-PL.D2 < /7/2
LN_PI In(w) | +1.1447...17414 | % | LN_PI < In(r)
EUL e +2.7182...23536 | * | EUL < e
LN_10 In(10) | +2.3025...68402 | x | LN_10 > In(10)
R_LN_10 1/In(10) | +0.4342...27651 | * | R_.LN_10 < 1/In(10)
LN_2 In(2) | +0.6931...09417 | % | LN_2 < In(2)
R_LN_2 1/In(2) | +1.4426...40736 | *+ | R_ZLN_2 > 1/In(2)
GAMMA_C C +0.5772...60607 | x | GAMMA_C > C
LN_GAM_C In(C) | —0.5495...22338 | * | LN.GAM_C > In(C)
SQRT2 V2 +1.4142...04880 | * | SQRT2 < /2
SQRT3 V3 +1.7320...29353 | = | SQRT3 > /3
SQRT5 V5 | +2.2360...69641 | * | SQRT5 > /5
SQRT10 V10 | +3.1622...33200 | * | SQRT10 > /10
R_SQRT?2 1/v/2 | 40.7071...24401 | * | R_SQRT2 > 1/v2
R_SQRT2PI 1/v27 | 4+0.3989...77940 | * | R_.SQRT2PI > 1/+/27

* : Rundung zur néchsten, T : Rundung zur néichstgroferen Longreal-Zahl.
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3.2.5 Wertzuweisungen

Durch Uberladen des Zuweisungsoperators := sind folgende Wertzuweisungen
moglich:

Longrealvariable := integer—Ausdruck;
Longrealvariable := real-Ausdruck;
Longrealvariable := Longreal-Ausdruck;

Realvariable := integer—Ausdruck;
Realvariable := real-Ausdruck;
Realvariable := Longreal-Ausdruck;

Wird ein Longreal-Ausdruck in einer real-Variablen gespeichert, so wird im Be-
darfsfall zur néichsten real-Zahl gerundet.

Das folgende Beispiel zeigt die PASCAL-interne Realisierung der Wertzuweisung
eines real-Ausdrucks an eine Longrealvariable; dabei ist die Benutzung von var vor
dem linken Longreal-Operanden zwingend vorgeschrieben!

operator := (var x: Longreal; r: real);

begin x := LONG(r) end.

3.2.6 Hornerschema
Gegeben sei das Polynom:
Pio(x) = b[0] 4 ...+ b[5] - 2° + a[6] - 2° + ... + a[10] - 2'°,

das fiir das Longreal-Argument x nach dem Hornerschema auszuwerten ist. Zur
Laufzeitverkiirzung sollen die ersten 4 Schritte im groben real-Format durchgefiihrt
werden. Im fiinften, gemischten Hornerschritt wird die Multiplikation im real—
Format und die Addition im Longrealformat ausgefiihrt. Die restlichen Horner-
schritte werden dann vollstindig im Longreal-Format berechnet.

Im folgenden PASCAL-XSC-Programm HORNER benutzen wir die im Sprach-
kern von PASCAL-XSC definierten Datentypen:

type rvector = dynamic array[*] of real;

type Lrvector = dynamic array[*] of Longreal;

Die Polynomauswertung nach dem Hornerschema erfolgt mit der Funktion:
function HORNER_L (a: rvector; b: Lrvector; x: Longreal): Longreal;

die vom Modul STDMOD exportiert wird.
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program HORNER (input,output);

var a : rvector[6..10];
b : Lrvector[0..5];
null : rvector[0..0];
X, y, pl0 : Longreal;

begin
al6] :=1.2; ... a[l0]:=5.3E—6;
b[0] := LONG(1) + LONG(1.2E—13);
b[5] := LONG(4) + LONG(3.15E—13);
x:=0.1;
pl0:=HORNER_L (a,b,x);
y :=HORNER_L (null,b,x);

end.

Anmerkungen:
1. Bei 4 groben Schritten benétigt man also 4+ 1=15 Komponenten a[k].

2. Ist N der Polynomgrad und g > 1 die Zahl der groben Schritte im real-Format,
so muf} gelten: 1<g<N-2 mit N > 3;

3. pl0 ist eine Maschinenn&herung fiir den exakten Wert P10(0.1);

4. y:=HORNER_L (null,b,x); berechnet eine Maschinenniherung fiir das
Polynom 5 -ter Ordnung, dessen Longreal-Koeffizienten im b—Feld gespeichert
sind, wenn alle Hornerschritte hochgenau im Longrealformat ausgefiihrt
werden.

3.2.7 Suche eines Teilintervalls

A B
-2\ -1\ o \ t \ 2 \ 3 N 4 \ 5 [5
—10 100 240 300 405 490 900 1600
b-1] ~ blo] b} b2l b bE] b b[6]

Abbildung 3.1: [A,B] mit numerierten, halboffenen Teilintervallen.

Fiir die Auswertung einer reellwertigen Funktion {iber einem Intervall [A, B] ist
es oft sinnvoll, [A, B] mittels eines b-Feldes vom Typ rvector (vergl. Seite 34) in
Teilintervalle aufzuteilen und fiir jedes Teilintervall einen eigenen Algorithmus an-
zugeben. Dadurch entsteht die Aufgabe, zu gegebenem Longrealargument x € [A, B]
die entsprechend richtige Teilintervallnummer n zu bestimmen. In der Abb. 3.1 be-
sitzt z.B. das halboffene Teilintervall [300;405] die Nummer 2 entsprechend dem
Indexwert 2 des linken Randpunktes b[2] = 300. Die gesuchte Teilintervallnummer
n wird bestimmt mit Hilfe der Funktion:



36 KAPITEL 3. BCD-ZAHLENFORMATE

function INT_NR (b: rvector; x: Longreal): integer;

die vom Modul STDMOD exportiert wird. Das folgende Programm NUMMER zeigt
eine Anwendung gemifl Abb. 3.1

program NUMMER (input,output);
var b : rvector[-1..6];
x : Longreal;

n : integer;
begin
b[—1]:= —10; ... b[6]:= 1600;
x:= —10.1;
n:=INT_NR (b,x);
end.
Ergebnisse: n:=INT_NR (b,LONG(1240.3)) liefert: n =25;
n:=INT_NR (b,LONG(1601)) liefert: n = 5;
n:=INT_NR (b,LONG(1600)) liefert: n = 5;
n:=INT_NR (b,LONG(-10.1)) liefert: n = —2;
n:=INT_NR (b,LONG(-10)) liefert: n= —1;
n:=INT_NR (b,LONG(240)) liefert: n=1;
Anmerkungen:

1. Es muf} gelten: A =b[-1] und B = b[6];

2. Durch geeignete Indexgrenzen des b—Feldes kann man sich einen entsprechen-
den Bereich fiir die Teilintervallnummern aussuchen!

3.2.8 Einschlieflung eines exakten Funktionswertes

Fiir einen reellwertigen Funktionswert f(x) sei eine Maschinennéherung f(z) vom
Typ Longreal berechnet. Der relative Fehler ¢ ist definiert durch:

fl@) — f(z)
£f = ;o f@) #0; el <e(f);
=T (@) s < e(f)
Die Fehlerschranke e(f) sei fiir alle z € [a, b] bekannt. Gesucht sind eine garantierte
Unterschranke US und eine Oberschranke OS fiir den exakten Funktionswert f(z):

US < f(z) <0S:  US,0S =2
Fir f(z)>0 und &(f)<0.5-107% gilt:

o) = 1 < L85 < Fy - voon ()

und mit  « = 1.001x> e(f) erhdlt man: f(z) < f(z) [l +a]. Setzt man

flz) = m-10°" so gilt:  m := MANT(f(z)); ez := EXPO(f(z)). Nach Seite
29 folgt: 0.1<m<1l; = m-[l+al=m+a-m<m+a<m+>a =

f(z) < 10°" - [m+> a] =: OS
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Die Oberschranke OS kann daher ohne zeitaufwendige Multiplikation berech-
net werden, wenn man [m+> a] und 10°® mit dem schnellen Operator M_10HOCH
verkniipft! B

Die Vermeidung der Multiplikation im Ausdruck  f(z)-[14+«a] ergibt jedoch
im ungiinstigsten Fall eine Uberschiitzung der Oberschranke als wire £(f) verzehn-
facht worden. Im Fall f(x) < 0 konnen die Unter— und Oberschranken US,0S
ganz analog berechnet werden. Mit Hilfe der Funktion

function BOUND (y: Longreal; alpha: real): Longreal

die vom Modul STDMOD exportiert wird, lassen sich US, OS bestimmen.
Sei y:=f(z) und «a:=1.001%>¢(f), dann liefert:

OS := BOUND (y,+alpha) eine Oberschranke OS und
US := BOUND (y,—alpha) eine Unterschranke US fiir f(z).

Anmerkungen:

e ImFall f(z)=0 gilt: US=-2-10"%%1; OS = +2-10%"; dadurch
wird beriicksichtigt, dal  f(z) =0 durch Underflow entstanden sein kann!

e LONG sollte nicht mit alpha = 0 aufgerufen werden.

3.3 Ein-/Ausgabeprozeduren

Mit Hilfe der bekannten Ein-/Ausgabeprozeduren read, readln, write, writeln
koénnen Dateien (Filevariable) in bekannter Weise zur Ein— bzw. Ausgabe benutzt
werden. Genaue Informationen findet man in: PASCAL-XSC, Sprachbeschreibung
mit Beispielen.

Die Standardausgabe bei Verwendung der Prozedur write erfolgt fiir die Typen
integer, real, Longreal, char und boolean entsprechend der Formatspezifikations-
tabelle 3.4.

Typ integer real Longreal | char | boolean
Format 011 20:0:01 28:0:0 01 15

Tabelle 3.4: Standardausgabeformat fiir write.

Anmerkungen:

1. Mit  read, readln, write, writeln  ergeben sich keine Konversionsfehler
wie sie z.B. bei einem Binér—System unvermeidlich sind!

2. Wird durch  read(x) vom Textfile ein Wert gelesen, der betragsméBig klei-
ner als 10-267(107°31) ist, so erhilt die real-(Longreal)Variable den Wert 0.
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Besitzt die Mantisse des Textfile—-Wertes mehr Ziffern, als die interne Darstel-
lung zulédft, so wird zur nichstgelegenen Maschinenzahl gerundet.

3. Wird durch read(x:r) vom Textfile ein Wert gelesen, dessen Mantisse mehr
Ziffern enthéilt, als die interne Darstellung zuléft, so wird entsprechend r ge-
rundet:

—1 Rundung zur nichstkleineren Zahl
r= 0 Rundung zur néchsten Rasterzahl

+1 Rundung zur nichstgrofieren Zahl

x kann vom Typ real oder Longreal sein!

3.4 Exakte Auswertung von Ausdriicken

Um das Skalarprodukt

§:= Za[k] * O[]
k=1

mit nur einer einzigen Rundung berechnen zu konnen, gibt es in PASCAL-XSC
das Konzept des dotprecision—Ausdrucks oder auch Lattenkreuzausdrucks.
In der BCD—Version stehen solche #£—Ausdriicke ebenfalls in vollem Umfang zur
Verfiigung; allerdings diirfen die a[k], b[k] in #—Ausdriicken nicht vom Datentyp
Longreal gewihlt werden!

Mit Hilfe des Moduls STDMOD werden dem Anwender jedoch zusétzlich folgende
Prozeduren und Operatoren zur Verfiigung gestellt, mit denen unter gewissen Ein-
schrankungen auch Longreal-Zahlen und exakte Produkte aus Longreal-Zahlen zu
einer dotprecision—Variablen addiert (subtrahiert) werden konnen. Zusétzlich 148t
sich der Akkumulator ins real- und Longreal-Format auslesen, wobei die Bereiche
(3.1) und (3.2) entsprechend beriicksichtigt werden kénnen:

e operator + (d: dotprecision; a: Longreal) s : dotprecision;
Zur dotprecision—Variablen d wird ein Longreal-Ausdruck addiert.
e operator + (a: Longreal; d: dotprecision) s : dotprecision;
Zu einem Longreal-Ausdruck wird die dotprecision—Variable d addiert.
e operator — (d: dotprecision; a: Longreal) s : dotprecision;
Von der dotprecision—Variablen d wird ein Longreal-Ausdruck subtrahiert.
e operator — (a: Longreal; d: dotprecision) s : dotprecision;
Von einem Longreal-Ausdruck wird die dotprecision—Variable d subtrahiert.

e procedure ADDACCU (var d: dotprecision; a,b: Longreal);
Zur dotprecision—Variablen d wird das exakte Longreal-Produkt a-b addiert.

e procedure SUBACCU (var d: dotprecision; a,b: Longreal);
Von der dotprecision—Variablen d wird das exakte Longreal-Produkt a - b
subtrahiert.
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e procedure ADDNACCU (var d: dotprecision; a: Lrvector);
Zur dotprecision—Variablen d werden alle Longrealzahlen des Feldes a vom
Typ Lrvector (vergl. Seite 34) addiert.

¢ procedure SUBNACCU (var d: dotprecision; a: Lrvector);
Von der dotprecision—Variablen d werden alle Longrealzahlen des Feldes a vom
Typ Lrvector (vergl. Seite 34) subtrahiert.

e procedure PADDNACCU (var d: dotprecision; a,b: Lrvector);
Zur dotprecision—Variablen d wird das aus den Feldern a,b gebildete exakte
Skalarprodukt addiert.

e procedure PSUBNACCU (var d: dotprecision; a,b: Lrvector);
Von der dotprecision—Variablen d wird das aus den Feldern a,b gebildete ex-
akte Skalarprodukt subtrahiert.

e procedure Akku_times_10power_k (var d: dotprecision; k: integer);
Multipliziert den Akkuinhalt mit 10*;k = 0,1,2,... : negative k-Werte
indern den Akkuinhalt nicht.

e function LONGNEXT (var Akku: dotprecision): Longreal;
y:=LONGNEXT (Akku) liest den Akku-Inhalt in die nichste Longreal—
Zahl y;

e function LONGDOWN (var Akku: dotprecision): Longreal;
y:=LONGDOWN (Akku) liest den Akku-Inhalt in die n&chstkleinere
Longreal-Zahl y;

e function LONGUP (var Akku: dotprecision): Longreal;
y:=LONGUP (Akku) liest den Akkumulator—Inhalt in die néchstgréBere
Longreal-Zahl y;

e function LONGNEXT_TEST (var Akku: dotprecision;
var error: boolean): Longreal;
Liest den Akkumulator—Inhalt in die néchste Longreal-Zahl;
error = TRUE <= relativer Fehler > 0.5 - 1072%; (durch Nullsetzen hinterer
Ziffern der Ergebnismantisse im Bereich (3.2) ).

e function LONGUP_TEST (var Akku: dotprecision;
var error: boolean): Longreal;
Liest den Akkumulator—Inhalt in die nichstgroere Longreal-Zahl;
error = TRUE <= relativer Fehler > 1-1072%; (durch Nullsetzen hinterer
Ziffern der Ergebnismantisse im Bereich (3.2) ).

¢ function LONGDOWDN_TEST (var Akku: dotprecision;
var error: boolean): Longreal;
Liest den Akkumulator—Inhalt in die néichstkleinere Longreal-Zahl,
error = TRUE <= relativer Fehler > 1-1072%; (durch Nullsetzen hinterer
Ziffern der Ergebnismantisse im Bereich (3.2) ).
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e function REALNEXT_TEST (var Akku: dotprecision;
var error: boolean): real;
Liest den Akku—Inhalt in die nichste real-Zahl;
error = TRUE <= relativer Fehler > 0.5 - 107!2; (durch Nullsetzen hinterer
Ziffern der Ergebnismantisse im Bereich (3.1) ).

e function REALUP_TEST (var Akku: dotprecision;
var error: boolean): real;
Liest den Akku—Inhalt in die néchstgrofiere real-Zahl,
error = TRUE <= relativer Fehler > 1-107'2; (durch Nullsetzen hinterer
Ziffern der Ergebnismantisse im Bereich (3.1) ).

e function REALDOWN_TEST (var Akku: dotprecision;
var error: boolean): real;
Liest den Akku—Inhalt in die néichstkleinere real-Zahl;
error = TRUE <= relativer Fehler > 1-107'2; (durch Nullsetzen hinterer
Ziffern der Ergebnismantisse im Bereich (3.1) ).

e function SIGN (Akku: dotprecision) : integer;
Liefert das Vorzeichen des Akkumulators.

Da der lange Akkumulator urspriinglich nur fiir real-Zahlen konzipiert wurde, kann
im Gegensatz zu einer Longreal-Zahl a ein exaktes Produkt a-b aus den
Longreal-Zahlen a, b nur unter bestimmten Einschrinkungen in den Akku addiert
werden.

Schreibt man z.B. die Longreal-Zahl a in der normalisierten Form
a=ma-10°**, mit: ma=0 oder 0.1 < |mal < 1,

so lautet die 1. Einschrinkung:

exa + exb < 512

andernfalls erfogt eine Fehlermeldung mit Programmabbruch.

Bedeutet 7.B. Za die Maximalzahl der mdoglichen, von Null verschiedenen
Mantissenziffern einer Longreal-Zahl a, so gelten fiir Za z.B. die Werte der nach-
folgenden Tabelle :

a || ma-107%%0 | ma-107°2° | ma-10~°" | ma-107°1° | ma - 107599

Za 1 2 20 21 21

Tabelle 3.5: Za =Mantissenlénge einer Longreal-Zahl a
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und die zweite Einschrinkung lautet:

erxa+exb— Za — Zb > —552

andernfalls erfolgt eine Fehlermeldung mit Programmabbruch.
Die zweite Einschriankung 148t sich auch wie folgt formulieren:

Fiir beliebige, zulissige Mantissen ma, mb darf das entsprechende exakte
Produkt a-b zweier Longrealzahlen in Festkommadarstellung héchstens
bis zur 552. —ten Nachkommastelle reichen.

Da Verstole gegen die beiden Einschrinkungen durch Programmabbruch geahn-
det werden, sind Rechnerergebnisse mit den oben genannten Prozeduren und Ope-
ratoren absolut zuverlissig und ermdglichen z.B. den Aufbau einer hochgenauen,
komplexen Longreal-Arithmetik.

Im Gegensatz zur Multiplikation sind Addition und Subtraktion von
Longreal-Zahlen in den Akkumulator ohne Einschriankungen mdglich!

Beispiele:

Vereinbarungen: var a,b : Lrvector[1..2]; d : dotprecision;
Die Ergebnisse in Tabelle 3.7 entstanden durch die Anweisungen:

d:=#(0); PADDNACCU (d,a,b);

| Nr. | a[l1] | b[1] | a[2] | b[2] |
1 1E—1 1E-531 |0 0
2 | 1E-2 1E—531]0 0
3 || 1E-256 1E—256 | 0 0
4 || 1E-256 1E—257 ] 0 0
5 1.234..8901E—256 | a[1] —1.234..8902E—256 | 1.234..8900E—256
6 || 1E+510 1 0 0
7 | 9.99.99E+510  |9.99.99 |0 0
8 [[1E+511 1 0 0
9 [9.99.99E+510 [9.99..99 | 1E+491 1
10 |/ 9.99.99E+510 | 9.99.99 | 2E+491 1

Tabelle 3.6: Komponenten vom Typ Longreal.
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‘ Nr. H d := #(0); paddnaccu(d,a,b);<= d =0+ a[l1]-b[1] + a[2] - b[2]; ‘
1 1E—532 liefert Underflow beim Auslesen des Akkus.
Exponent range restricted ... ; Programmabbruch.
1E—512

Exponent range restricted ... ; Programmabbruch.

1E—552; kleinstmdgliche, positive Zahl im Akkumulator.
1E+510

9.99...99800...001E+511 < 1E+512

Invalid Operation. .. ; Programmabbruch.
9.99...99900...001E+511 < 1E+512

1.000 ... (41Ziffern 0)...0001E+512 > 1E+512

O[O [0t | W|N

—
o

Tabelle 3.7: Akkumulator-Inhalte.

3.4.1 Operatoren fiir dotprecision—Ausdriicke

Da ein #-Konzept fiir real- und Longreal-Ausdriicke nicht zur Verfiigung steht,
soll dieses mit Hilfe geeigneter Operatoren simuliert werden.

Um z.B. das exakte Produkt a -b der Longreal-Zahlen a = b =
1.23456789012345678901 - 10259 in die dotprecision—Variable Akku zu addieren,
darf in der (erlaubten!) Anweisung

Akku := Akku+axb;

der * Operator nicht benutzt werden, da dieser das exakte Produkt a-b zuerst
ins Longrealformat rundet und danach das gerundete Longreal-Produkt in den
Akku addiert! Will man daher das Problem ohne die Prozedur ADDACCU iiber-
sichtlicher mit einem Operator 16sen, so mufl man fiir den Multiplikationsoperator
mit dem Ergebnistyp dotprecision einen neuen Namen wihlen! In nachfolgender
Tabelle 3.8 sind die entsprechenden neuen Operatornamen zusammengestellt:

Operation H Operator-Name | Ergebnistyp
Addition plus dotprecision
Subtraktion minus dotprecision
Multiplikation times dotprecision

Tabelle 3.8: Operatornamen mit Ergebnistyp dotprecision

In Tabelle 3.9 sind fiir die Operatoren  plus, minus, times,* alle erlaubten
Operanden-Typen angegeben.
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‘ rechter Operand H integer ‘ real ‘ Longreal ‘ dotprecision ‘

‘ linker Operand H ‘ ‘ ‘ ‘

integer times times times *
real plus, minus | plus, minus | plus, minus | plus, minus
L 1 times times times +, —, %
ongrea plus, minus | plus, minus | plus, minus | plus, minus

* * +, —, % *

dotprecision plus, minus | plus, minus | plus, minus | plus, minus

Tabelle 3.9: Operatoren vom Ergebnistyp dotprecision

1. Beispiel:

Mit den Longreal-Zahlen

a = b = 1.234567890123456; ¢ = 1.234567890123457; d = 1.234567890123455
liefern die Anweisungen:

yn := LONGNEXT ( a times b minus c times d );
yd := LONGDOWN ( a times b minus c times d );
yu := LONGUP ( a times b minus c times d );

jeweils den gleichen Longrealwert yn = yd = yu = 1-1073° | d.h. yn liefert
sogar den exakten Wert von a-b—c-d (vergl. Beispiel 3. von Seite 5)

2. Beispiel:
Mit Hilfe der Operatoren * und plus zwischen dotprecision- und Longreal-
Operanden kann ein Polynom

n
P(z) = Z ay, - z*
k=0

mit der folgenden Funktion nach dem Hornerschema rundungsfehlerfrei berech-
net werden:

function HORNER_dot (var a: Lrvector; xI: Longreal): dotprecision;
var k : integer;
y : dotprecision;
begin
y := afub(a)];
for k := ub(a)—1 downto Ib(a) do
y :=y * xl plus a[k];
HORNER_dot :=y
end;
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Die Koeffizienten

ag = —0.01; a; = +0.39; ay; = —7.02; as = +77.22;

ay = —579.15; a5 = +3127.41;  ag = —12509.64:  ar = +37528.92;
as = —84440.07; @y = +140733.45: o= —168880.14;  ay; = +138174.66
1o = —6O087.33; 13 = +15943.23:

realisieren das Polynom P(z) = 145 - (3z — 1)!*  mit der Nullstelle zq = 1;

100
Mit den Deklarationen:

var a: Lrvector[0..13];
x1,y: Longreal;  dot: dotprecision;

und den Anweisungen:

x1  :=0.3333333333333333; {x1 =~ xo}
dot := HORNER-_dot (a,x1);
y  := LONGNEXT(dot);

erhiilt man mit der BCD—Version das exakte Ergebnis:
y = P(z1) = —1.00...00 - 1072,

Fiihrt man ganz entsprechende Rechnungen mit der Binérversion von PASCAL-
XSC durch, so erhilt man:

P(z1) = —1.002225955526114 - 10~'7;

Die enorme Abweichung von 195 Groflenordnungen vom exakten BCD—Wert ist
alleine bedingt durch den Umstand, dafl vor der eigentlichen rundungsfehlerfreien
Polynomauswertung neben dem Argument x1 auch alle Polynomkoeffizienten mit
Konversionsfehlern ins Binéirsystem umgewandelt werden miissen.

In der Binérversion kann man bei diesem Beispiel die Konversionsfehler bei den a[k]
vermeiden, indem man diese Polynomkoeffizienten mit dem Faktor 100 multipliziert
und damit ganzzahlig macht:

Q(z) :=100-P(z) = 3z —1)"3

Der noch verbleibende Konversionsfehler beim Argument z1 erzeugt dann mit der
Binérversion im Vergleich zum exakten BCD-Wert immer noch einen Fehler von
etwa vier Groflenordnungen:

Exakter BCD-Wert : Q(z1) = —1.000000000000000 - 10~208
Binir-Ergebnis : Q(z1) = —4.752728915737900 - 10212

Das Beispiel zeigt, dal man trotz Vermeidung der Konversionsfehler bei den Poly-
nomkoeffizienten (was zu vorzeitigem Overflow fithren kann!) nur mit einer BCD-
Version akzeptable Ergebnisse erhélt, wenn man ein Polynom in der Nihe einer
Nullstelle auswerten will.
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Vergleichsoperatoren:
Beziiglich einer beliebigen Kombination von Operanden des Typs
integer, real, Longreal, dotprecision
existieren alle Vergleichsoperatoren: = <> > >= < <= ;

Wertzuweisungen:
An eine Variable vom Typ dotprecision sind Wertzuweisungen von Ausdriicken fol-
gender Typen moglich:

dotprecision—Variable := integer, real, Longreal, dotprecision—Ausdruck;
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3.5 Der Datentyp rrG

Zur Implementierung hochgenauer Standardfunktionen im 21-stelligen Longreal-
Format wurden die entsprechenden Algorithmen im rrG—Format realisiert, das
wie folgt definiert

Type rrG = record
rl,r2 : real;
G : integer;
end;
und durch das Standardmodul STDMOD zur Verfiigung gestellt wird.
Durch a:rrG und

a.rl := 1.234567890123; a.r2 :=4.567890123456E—13; a.G := +123456789;

wird eine BCD-Zahl mit mindestens 26 Mantissenstellen dargestellt, deren Expo-
nentenbereich nur durch die integer—Zahlen begrenzt ist:

a = 1.2345678901234567890123456 - 10+ 123456789
—2147483648 < a.G < +2147483647

Fiir die korrekte Durchfiihrung der arithmetischen Grundoperationen muf} ein rrG-
Operand a die beiden folgenden Bedingungen erfiillen:

arl=0 = ar2=0 (Beding. 1)

a.r2

rl 0 = _
ja.r1] > arl +a.r2

< 5.0001-10713 (Beding. IT)

Die beiden obigen Bedingungen werden dabei automatisch realisiert, falls wie in
allen praktischen Anwendungen a.rl und a.r2 durch die folgenden Anweisungen
aus dem Akkumulator ausgelesen werden:

a.rl := #*x( Akku ); { a: rrG; Akku: dotprecision }

#*x( Akku - a.rl );

a.r2 :

Bedeutet Akku den numerischen Wert des Akkumulators, so gilt mit den obigen
Anweisungen zusétzlich:

larl] > 107241 (arl+a.r2) = Akku- (1 +¢) = le|] <5-10726

Das zweimalige Auslesen des Akkumulators erfolgt also mit dem relativen Hochst-
fehler £(26) := 5-10726 | falls |a.rl| > 102!, Nach den beiden obigen PASCAL -
XSC —Anweisungen erreicht man daher mit der Abfrage
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if (SIGN(Akku) <> 0) and (EXPO(a.rl) < TEST_26)
then Fehlermeldung

daf} das zweimalige Auslesen des Akkumulators in die rrG-Komponenten a.r1 und
a.r2 den relativen Fehler 5-1072% nicht iibersteigt; TEST_26 = —240 wird vom
Modul STDMOD als real-Konstante exportiert.

3.5.1 Monadische Operatoren

Fiir den Datentyp rrG stehen die monadischen Operatoren + —  in gewohnter
Weise zur Verfiigung.

3.5.2 Addition, Subtraktion

Mit Hilfe der folgenden Prozeduren und Operatoren lassen sich Variablen vom Typ
rrG addieren bzw. subtrahieren. Falls beide Operanden den gleichen Zehnerexpo-
nenten besitzen, sind aus Laufzeitgriinden die Prozeduren den Operatoren vorzu-
ziehen. Es existieren auch die wichtigsten Operatoren mit gemischten Operanden.

e procedure ADD_11 (a,b: real; var r1,r2: real);
Es gilt:  (a+b) = (r14+r2) mit der relativen Fehlerschranke 0, falls kein
Overflow auftritt. [r2/(r1 +r2)| < 5.0001 - 10~ wird erfiillt.

e procedure ADD_21 (al,a2,b: real; var r1,r2: real);
(r1+12) = (al+a2+Db)-(1+¢), |r1] > 1024 = le| < 5-10726,
falls kein Overflow auftritt. [r2/(rl +r2)| < 5.0001 - 10~ wird erfiillt.

e procedure ADD_22 (al,a2,b1,b2: real; var r1,r2: real);
(r1+12) = (al+a2+bl+b2)-(1+¢), [r1|>10" = |¢| <5-10726,
falls kein Overflow auftritt. [r2/(rl +r2)| < 5.0001 - 10~ wird erfiillt.

e operator + (x,y: rrG) s: rrG;
Vorauss.: | x.r2/(xrl+xr2)| < 5.0001-10713
| yr2/(yrl+yr2) | < 5.0001-10713
s=(x+y) (1+¢)
= le| < 5.0001 - 10~26; |s.r2/(s.rl 4+ s.r2)| < 5.0001 - 10713

e operator + (x: real; y: rrG) s: 1rG;
Vorauss.: |yr2/(yrl+yr2)| < 5.0001-10"%
s=(x+y) (1+¢)
= le| < 5.0001 - 10~26; s.r2/(s.rl +s.r2)| < 5.0001 - 10~ 13

e operator + (x: Longreal; y: rrG) s: rrG;
Vorauss.: |yr2/(yrl+yr2)| < 5.0001-107"
s=(x+y) (1+¢)
= le| < 5.0001 - 10~26; |s.r2/(s.rl + s.r2)| < 5.0001 - 1013
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operator — (x,y: rrG) d: rrG;
Vorauss.: | x.r2/(xrl+xr2)| < 5.0001-107"
| y.r2/(yrl+yr2) | < 5.0001-10"13
d=(x-y) (1+¢)
= le] < 5.0001 - 10726; |d.r2/(d.rl + d.r2)| < 5.0001-10~1'3

operator — (x: real; y: rrG) d: rrG;
Vorauss.: | yr2/(yrl+yr2)| < 5.0001-10"1'

d=(x-y) (1+¢)
= le] < 5.0001-10726;  |d.r2/(d.rl + d.r2)| < 5.0001- 1013

operator — (x: Longreal; y: rrG) d: rrG;
Vorauss.: |yr2/(yrl+yr2)| < 5.0001-10"1!3
d=(x—y) (1+¢)
— le| < 5.0001-10726;  |dr2/(drl + d.r2)| < 5.0001 - 1013

operator — (y: rrG; x: real) d: rrG;
Vorauss.: | yr2/(yrl+yr2)| < 5.0001-10~'3

d=(y-x)-(1+e)
= le| < 5.0001 - 1026, |d.r2/(d.r1 + d.r2)| < 5.0001 - 10~ *3

operator — (y: rrG; x: Longreal) d: rrG;
Vorauss.: |yr2/(yrl+yr2)| < 5.0001-10"1'3
d=(y—x)(1+¢)
— le| < 5.0001-10726;  |dr2/(drl + d.r2)| < 5.0001 - 1013

operator +> (x,y: rrG) s: rrG;
Vorauss.: | x.r2/(x.rl + x.r2) | 5.0001- 10~
| y.r2/(yrl+yr2) | < 5.0001-10"13
= X+y<s; |s.r2/(s.rl + s.r2)| < 5.0001- 103

A\

operator —> (x,y: rrG) d: rrG;
Vorauss.: | x.r2/(xrl+xr2)| < 5.0001-107%
| y.r2/(yrl+yr2) | < 5.0001-10"13
= x—y<d; |d.r2/(d.r1 + d.r2)| < 5.0001 - 10713

operator +< (x,y: rrG) s: rrG;
Vorauss.: | x.r2/(x.rl + x.r2) | 5.0001- 10~
| y.r2/(yrl+yr2) | < 5.0001-10"13
= X+y>s; |s.r2/(s.rl +s.r2)| < 5.0001- 103

A\
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operator —< (x,y: rrG) d: rrG;
Vorauss.: | x.r2/(xrl+xr2)| < 5.0001-10713
| yr2/(yrl+yr2) | < 5.0001-10713

= x—y>d; |d.r2/(d.r1 + d.r2)| < 5.0001 - 1013

procedure ADD_11G (a,b: Longreal; var s: rrG);

49

s=(a+b)-(1+e) = [g] <5-10725 |s.r2/(s.rl +s.r2)| < 5.0001-1013

Fiir b kann auch ein real-Parameter eingesetzt werden.

3.5.3 Multiplikation

Mit Hilfe der folgenden Prozeduren und Operatoren lassen sich Variablen vom Typ
rrG multiplizieren. Falls die Summe der Zehnerexponenten beider Operanden ver-
schwindet, sind aus Laufzeitgriinden die Prozeduren den Operatoren vorzuziehen.
Es existieren auch die wichtigsten Operatoren mit gemischten Operanden.

procedure MUL_11 (a,b: real; var r1,r2: real);

Es gilt: a-b=(rl+r2) mit der relativen Fehlerschranke 0, falls
1] > 10241, [r2/(rl +r2)| < 5.0001 - 10~ wird erfiillt.
procedure MUL_12 (a,b1,b2: real; var r1,r2: real);
(r1+12) =a-(bl+b2) - (1+¢), [r1] > 10724
= g/ <5-107%, [r2/(rl +r2)| < 5.0001 - 10~ wird erfiillt.

procedure MUL_22 (al,a2,b1,b2: real; var rl,r2: real);
Vorauss.: | a2/(al +a2)| < 5.0001-10"13

|b2/(b1+b2)| < 5.0001-10"13

(rl+12) =(al+a2)-(bl+b2)-(1+¢), [r1] > 10724
= le| < 3.0003 - 10~25; [r2/(r1 +r2)| < 5.0001- 10~

procedure MUL_21 (al,a2: real; xI: Longreal; var r1,r2: real);

Vorauss.: [a2/(al +a2)| < 5.0001-10"13,  |x]| > 10247
(r1+12) = (al +a2)-xI-(14+¢), |rl]> 10724

= le| < 3.0003 - 10~25; r2/(r1 +r2)| < 5.0001-10~1'3

procedure MUL_22S (al,a2,b1,b2: real; var r1,r2: real);
Vorauss.: | a2/(al +a2)| < 5.0001-10"13
| b2/(bl +b2)| < 5.0001-10-13

(r1 +1r2) = (al + a2) - (b1 +b2) - (1 + &), [r1] > 10724
= le| <5-10726; [r2/(rl +r2)| < 5.0001- 103
operator * (x,y: rrG) p: rrG;
Vorauss.: | x.r2/(xrl+xr2)| < 5.0001-10713

| yr2/(yrl+yr2) | < 5.0001-10713

)
)

p=(x-y) - (1+¢

= €| < 5.0001 - 10~26; p.r2/(p.rl + p.r2)| < 5.0001 - 1013
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e operator * (x: real; y: rrG) p: rrG;
Vorauss.: | yr2/(yrl+yr2)| < 5.0001-10"1'3
p=(x-y) (1+¢)
= le| < 5.0001 - 1026, |p.r2/(p.r1 + p.r2)| < 5.0001 - 10~ *3

e operator * (x: Longreal; y: rrG) p: rrG;
Vorauss.: |yr2/(yrl+yr2)| < 5.0001-10"1'3
p=(x-y) (1+¢)

= le| < 5.0001 - 10~26; |p-r2/(p.r1 + p.r2)| < 5.0001 - 10713
e operator ¥> (x,y: rrG) p: rrG;
Vorauss.: | x.r2/(xrl+xr2)| < 5.0001-107"3
| v.r2/(yrl+yr2) | < 5.0001-10713
= Xy <p; |p-r2/(p.r1 + p.r2)| < 5.0001 - 1013
e operator *< (x,y: rrG) p: rrG;
Vorauss.: | x.r2/(xrl+xr2)| < 5.0001-107"
| y.r2/(yrl+yr2) | < 5.0001-10"13
— Xy > p; |p.r2/(p.r1 + p.r2)| < 5.0001 - 1013

3.5.4 Division

Mit Hilfe der folgenden Prozeduren und Operatoren lassen sich Quotienten vom Typ
rrG berechnen. Falls die Zehnerexponenten beider rrG—-Operanden iibereinstimmen,
sind aus Laufzeitgriinden die Prozeduren den Operatoren vorzuziehen. Es existieren
auch die wichtigsten Operatoren mit gemischten Operanden.

e procedure DIV_22 (al,a2,bl,b2: real; var ql,q2: real);
Vorauss.: | a2/(al+a2)| < 5.0001-10"13
|b2/(b1+b2) | < 500011013
(ql + q2) = [(al + a2)/(b1 +b2)] - (1 +¢), lql| > 1024
— le| < 2.2504 - 1024, r2/(rl +12)| < 5.0001 - 1013

e procedure REZIP (x: rrG; var R: rrG);
Vorauss.: | x.r2/(xrl+xr2)| < 5.0001-107"
R=(1/z)-(1+¢)
— le| < 2.2504-102%;  |R.r2/(Rrl + Ra2)| < 5.0001 1013

e operator / (x,y: rrG) q: rrG;
Vorauss.: | x.r2/(x.rl + x.r2)
| y.r2/(y.rl +y.r2)
q=(x/y)-(1+¢)
= le] < 2.2505 - 10~24; lq.r2/(q.r1 + q.r2)| < 5.0001 - 10713

< 5.0001-10713

|
| < 5.0001-10"'2
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e operator / (x: real; y: rrG) q: rrG;
Vorauss.: |yr2/(yrl+yr2)| < 5.0001-107"
q=(x/y) - (1+¢)
= le| < 2.2505 - 10~ 24; lq.r2/(q.r1 + q.r2)| < 5.0001 - 103

e operator / (x: Longreal; y: rrG) q: rrG;
Vorauss.: |yr2/(yrl+yr2)| < 5.0001-107%
q=(x/y) - (1+¢)
= le| < 2.2505 - 10724; lq.r2/(q.r1 + q.r2)| < 5.0001 - 10~13

e operator / (x: rrG; y: real) q: rrG;
Vorauss.: | x.r2/(xrl+xr2)| < 5.0001-107'3
q=(x/y)-(1+¢)
= le| < 2.2505 - 10724; lq.r2/(q.rl + q.r2)| < 5.0001 - 10~13

e operator / (x: rrG; y: Longreal) q: rrG;
Vorauss.: | x.r2/(xrl+xr2)| < 5.0001-10713
q=(x/y) - (1+¢)
= le| < 2.2505 - 10~ 24; lq.r2/(q.r1 + q.r2)| < 5.0001 - 1013

e operator [> (x,y: rTG) q: TG;

Vorauss.: | x.r2/(xrl+xr2)| < 5.0001-10713
| yr2/(yrl+yr2) | < 5.0001-10713
= x/y < q; lq.r2/(q.rl + q.r2)| < 5.0001 - 10~13
e operator /< (x,y: rTG) q: TG;
Vorauss.: | x.r2/(xrl+xr2)| < 5.0001-107'3
| yr2/(yrl+yr2) | < 5.0001-10713
= X[y > q; lq.r2/(q.rl + q.r2)| < 5.0001-10~13

3.5.5 Vergleiche

Mit Hilfe der folgenden Funktionen und Operatoren lassen sich Operanden vom
Typ real,Longreal,rrG vergleichen:

e function greater_21 (x1,x2x: real): boolean;
Vorauss.: |x2/(x1 + x2)| < 5.0001- 10713, x1=0 = x2=0;
greater_21 = true <= (xl1+ 22) > x;

e function less_21 (x1,x2,x: real): boolean;
Vorauss.: |x2/(x1 + x2)| < 5.0001- 10713, x1=0 = x2=0;
less_21 = true <= (2l +22) < z;
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operator = (x,y: rrG) eq: boolean;

Vorauss.: |x.r2/(xrl+=xr2)| < 5.0001-
| yr2/(yrl+yr2) | < 5.0001-

— eq =true <= x=Y;

operator > (x,y: rrG) gr: boolean;

Vorauss.: |x.r2/(xrl+=xr2)| < 5.0001-
| yr2/(yrl+yr2) | < 5.0001-

= gr =true <= Xx>Yy;

operator < (x,y: rrG) le: boolean;

Vorauss.: |x.r2/(xrl+xr2)| < 5.0001-
| yr2/(yrl+yr2) | < 5.0001-

= le =true <= x<y;

operator > (x,y: rrG) ge: boolean;

Vorauss.: |x.r2/(xrl+xr2)| < 5.0001-
| yr2/(yrl+yr2) | < 5.0001-

- ge =true <<= x2>Y;

operator < (x,y: rrG) le: boolean;

Vorauss.: |x.r2/(xrl+xr2)| < 5.0001-
| yr2/(yrl+yr2) | < 5.0001-

= le =true <<= x<y;

operator <> (x,y: rrG) neq: boolean;
Vorauss.: | x.r2/(xrl+xr2)| < 5.0001

| yr2/(yrl+yr2) | < 5.0001-
— neq = true <= x<>Yy;
operator = (x: rrG; a: real) eq: boolean;
Vorauss.: |x.r2/(xrl+xr2)| < 5.0001-
— eq =true <= x=24a;
operator <> (x: rrG; a: real) neq: boolean;
Vorauss.: |x.r2/(xrl+xr2)| < 5.0001-
- neq = true <= x<> g;

operator > (x: rrG; a: real) gr: boolean;

Vorauss.: | x.r2/(xrl+xr2)| < 5.0001-
= gr = true <= X > a;

operator < (x: rrG; a: real) le: boolean;
Vorauss.: | x.r2/(xrl+xr2)| < 5.0001-
= le =true <<= x<a;

10-13
10713

10713
10713

10—13
10713

10-13
10713

10713
10713

. 10—13

10713

10713

10—13

10713

10713
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e operator > (x: rrG; a: real) ge: boolean;
Vorauss.: | x.r2/(xrl+xr2)| < 5.0001-10713
— ge =true <= x> a;

e operator < (x: rrG; a: real) le: boolean;
Vorauss.: | x.r2/(xrl+xr2)| < 5.0001-10713
= le=true <= x<a;

Bei den letzten Operatoren kann a auch vom Typ Longreal gewihlt werden, so
daf} Vergleiche auch zwischen rrG- und Longreal-Operanden mdoglich sind.

3.5.6 Transferfunktionen und Zuweisungsoperatoren

Die folgenden Funktionen und Operatoren ermdoglichen die Verbindung zwischen
den Datentypen real, Longreal, rrG :

e operator := (var a: rrG; r: real);

e operator := (var a: rrG; r: Longreal);

e function LongNext (x: rrG) : Longreal; Rundg. zur niichsten Longrealzahl
e function LongUp (x: rrG) : Longreal; zur néchstgréferen Longrealzahl;
¢ function LongDown (x: rrG) : Longreal; zur néchstkleineren Longrealzahl;
e function RealNext (x: rrG) : real; Rundung zur nichsten real-Zahl;

e function Trans_rrG (x1,x2: Longreal) : rrG;
Vorauss.: x1 =0 = x2=0; x1<>0 = [|x2/(x1+x2)| < 5.0001-10"2L;
y := Trans_rrG(x1,x2) liefert: y = (x1 +x2)-(14+¢e) — |e] <5-10726;

3.5.7 Hilfsfunktionen

Bei den auftretenden Funktionsparametern vom Typ rrG wird vorausgesetzt,
daf} die Bedingungen I,II von Seite 46 erfiillt sind. Dies wird immer dann der Fall
sein, wenn die real-Komponenten dieser Parameter durch das auf der gleichen Seite
beschriebene zweimalige Auslesen des Akkumulators ins real-Format definiert sind.
Besitzen Funktionen den Ergebnistyp rrG, so erfiillen auch die Komponenten aller
Funktionswerte automatisch die Bedingungen III von Seite 46.

e function Expo (x: rrG) : integer;
Berechnet den Zehnerexponeneten analog zu  Expo(x: real): integer;

e procedure Mant_26 (x1,x2: real; var r1,r2: real);
Berechnet die Mantisse von (x1 +x2) analog zu  Mant(x: real): real |, falls
Ix.r2/(x.rl + x.r2)| < 5.0001- 10713 erfiillt ist.
Es gilt also: r1+12|=0 oder 0.1<]|rl+1r2|<]1;
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e function Scale (x: rrG): 1G;

y := Scale(x) liefert folgende Ergebnisse:

1. y=x, ’'="im Sinne der Numerik;

2. yrl=0 = yr2=0,y.G=—Maxint = —2147483647;
3. 01<|yrl] <1, fallsyrl<>0; (Skalierung);

4. |yr2/(yrl +yr2)| < 5.0001- 10713, falls y.rl <> 0;

Falls das Ergebnis y =x in extremen Ausnahmefillen nicht erfiillt werden
kann, erfolgt eine entsprechende Fehlermeldung.

function Normalisiere (x: rrG): rrG;
y := Normalisiere(x) liefert folgende Ergebnisse:

1 yrl=0 = yr2 =0, y.G=—Maxint = —2147483647;
2. 01<yrl] <1, fallsyrl<>0; (Normalisierung);

3. |yr2/(yrl+yr2)| < 5.0001- 10713, falls y.rl <> 0;

4. y=x-(14+¢e) = |e| <1.0001-10266;

5. y=x+06 = |§< 10-267+%.G+Expo(x.r1)

Bei extrem kleinen oder grofen |x|-Werten erfolgt eine Fehlermeldung, wenn
y.G im integer—Bereich nicht mehr darstellbar ist, was fiir die Praxis jedoch
keine Einschrinkung bedeutet.

function Bound (a: rrG; eps: real): rrG;
a sei eine Maschinennéherung fiir den exakten Wert f(x) , und es gelte:

1. a=f(z)-(14¢), |e]<e(f), epsup:=1.00001x>¢e(f);
2. epsup < 107'? | was keine praktische Einschrinkung bedeutet;

Mit: B1 := Bound(a,—epsup); B2 := Bound(a,+epsup) erhiilt man
garantierte Schranken fiir f(z): Bl < f(z) < B2, B1,B2: rrG;
a =0 wird durch die Funktion Bound nicht auf- oder abgerundet. Bei extrem
kleinen oder grofien |a|-Werten erfolgt (durch die Funktion Normalisiere) eine
Fehlermeldung, was fiir die Praxis jedoch keine Einschrinkung bedeutet.

function Bound_toL (a: rrG; eps: real): Longreal;
a sei eine Maschinennéherung fiir den exakten Wert f(x) , und es gelte:

a= f(z)-(1+4+¢), el <e(f), epsup:=1.00001%*>c¢(f);

Mit: L1 := Bound_toL(a,—epsup); L2 := Bound_toL(a,+epsup) erhilt man
garantierte Schranken fiir f(z): L1 < f(z) < L2, L1,1.2: Longreal;
a=0 liefert: ~ L1=—10"931, [2=4+10"%3,
0<a<+10751 liefert: L1=0, L2=+2-10"51;

1075 <a<0 liefrt: Ll=-2-10"%31 L[2=0;
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e function Prod_Sum (a,b,c,d: rrG): 1rG;
y := Prod_Sum(a,b,c,d) liefert:
y=(a-b+c-d)-(1+¢), le| < 1.1112-10725;

e function Transform (x: rrG): rrG;
Vorauss.: x.rl, x.r2, x.G seien beliebig;
Durch y := Transform(x) wird x so transformiert, daf} gilt:

1. y=x;
2. yrl=0 = yr2=0;
3. yrl<>0 = |yr2/(yrl+yr2)| <5.0001-10713;

Falls y = x nicht erfiillt werden kann, erfolgt eine Fehlermeldung.

e procedure Arg_Red (x1,x2,m: real; var r1,r2: real);
Zu gegebenem  x = (x1 +x2), mit 7/2 < [x| < 10"® ist (rl +r2) eine
Niherung fiir das reduzierte Argument xred := z —m - ;
m:=n/2, mit n € Z , muf} dabei so vorgegeben sein, daf} gilt:
|xred| < w/24+t, 0<t<K]I;
(r1+712) =xred- (1 +¢), |e] <5.0002-10725;

e function ENTIRE (x: rrG; var gerade: boolean): boolean;
bl:=ENTIRE(x, gerade) liefert an bl den Wert true, wenn die rrG-Zahl x
eine ganze Zahl ist, sonst erhilt bl den Wert false.
Falls x ganzzahlig ist, erhélt gerade den Wert true (false), wenn x zusétzlich
gerade (ungerade) ist.
Ist x nicht ganzzahlig, so bleibt die Variable gerade bedeutungslos.

3.5.8 Hornerschema
Gegeben sei das Polynom vom Grade N = 9:
Pg(z) = (b1[0] + b2[0]) + (b1[1] + b2[1]) - 2* + a[2] - 2° + ... +a[9] - 2°

das fiir das 26-stellige BCD-Argument z = (£1+422) nach dem Hornerschema
auszuwerten ist. Die real-Zahlen x1,x2 miissen folgende Bedingungen erfiillen:

=0 = 22=0; r1<>0 = [22/(z1+ 22)| < 5.0001-107"

Aus Laufzeitgriinden werden die ersten ¢gr =7  groben Hornerschritte im Long-
realformat durchgefiihrt:

var a: Lrvector[2..9]; {LB(a):=N—-gr=2; UB(a):=N=9;}

Im achten, gemischten Schritt wird die Multiplikation im Longrealformat ausgefiihrt
und die Addition im 26-stelligen BCD—Format. Alle restlichen Hornerschritte laufen
im 26-stelligen BCD-Format wie folgt ab:
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e Die Multiplikation wird im Akkumulator ausgefiihrt, wobei aus Laufzeit-
griinden das betragsméifig kleinste Teilprodukt weggelassen wird. Da der Ak-
ku nach dieser Multiplikation nicht ins (real|real)-Format ausgelesen wird, gilt
fiir die relative Fehlerschranke: &(Mul) = 2.5002 - 10~25;

e Auf das obige Multiplikationsergebnis wird im Akku der jeweilige Polynom-
koeffizient rundungsfehlerfrei addiert. Diese Summe wird anschlielend in das
(real|real)-Format ausgelesen, weshalb die Fehlerschranke der Addition mit
e(Add) = 5-1072¢  anzusetzen ist. Dabei muf} nach Seite 46 vorausgesetzt
werden, daf fiir jedes Ergebnis erg eines Hornerschrittes gilt: |erg| > 107241
Diese Bedingung ist in allen praktischen Féllen erfiillt, wenn |21+ z2| nicht
zu klein gewdhlt wird und wenn das Polynom nicht in der Né&he einer sei-
ner Nullstellen ausgewertet wird. Eine genaue Uberpriifung kann mit dem
PASCAL-XSC Programm Horner_T vorgenommen werden.

var b1,b2: rvector|0..1]; {LB(1):=0; UB(®l):=N-gr—-1=1;}
Die oben beschriebene Polynomauswertung erfolgt durch:

procedure HORNER (a: Lrvector; b1,b2: rvector; x1,x2: real; var r1,r2: real;
1_add: boolean);

Der Aufruf obiger Prozedur mit den deklarierten Eingangsparametern a,b1,b2,x1,x2
liefert mit den AusgangsgréBen rl,;r2 eine Niherung (rl + r2) = Pg(zl + 22)
fiir den Polynomwert Pg(z1+ 22). Es gilt:

erl=0 = 1r2=0; rl<>0 = [r2/(r1+7r2)| < 5.0001-10"1!3
e l_add = true <= Im letzten Hornerschritt wird (b1[0] + 52[0]) addiert.

Die Berechnung von garantierten Oberschranken des absoluten oder relativen Po-
lynomauswertefehlers, der beim Aufruf der Prozedur HORNER. entsteht, ist mit
folgenden Programmen maglich:

IFO_BCD IEEE-Programm, das Polynominformationen sammelt;
AWF_BCD IEEE-Programm, das den Auswertefehler abschéitzt;
Horner_T BCD-Programm iiberpriift AWF_BCD-Ergebnisse.

3.5.9 Ein-/Ausgabeprozeduren

Es stehen die gewohnten Prozeduren

procedure read (var f: text; var a: rrG);
procedure write (var f: text; a: rrG);

mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedoch
ohne Formatspezifikationen zur Verfiigung. a: rrG muf} in der Form

{arl,a.r2,a.G} oder in der Form a.rl
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eingegeben werden. Im zweiten Fall gilt: a.r2 = a.G = 0. Die Komponente a.G
erhilt jedoch stets den Wert —maxint = —2147483647 , falls a.r1 verschwindet.

Erfolgt die Eingabe in der ersten Form mit beliebigen real-Werten a.rl,a.r2 ,
so wird auf a : rrG automatisch die Funktion Transform(a: rrG): rrG  ange-
wandt, so daB ohne Anderung des numerischen Werts von a die beiden folgenden
Bedingungen von Seite 46 erfiillt werden:

arl=0 = ar2=0 (Beding. I)

a.r2

— % 1 <5.0001-10-'3  (Beding. II
T3] < 000110 (Beding. 1)

larl >0 =

Die Ausgabe einer rrG-Zahl erfolgt stets in der Form:
{arl,ar2,a.G}

Beispiele:

Sei a vom Typ rrG, dann wird mit den Anweisungen read(a); write(a) und der
Eingabe

{1.234567890123E35, 5.934567890123E22, 1234567890 }

die rrG-Zahl a in der folgenden Form ausgegeben:

{1.234567890124E4035, —4.065432109877E+022, 1234567890 }
Die Eingabe

{4, —4, 1234567890 }

ergibt mit den gleichen obigen Anweisungen die Ausgabe des Wertes Null:

{0.000000000000E+4-000, 0.000000000000E4000, —2147483647 }
Die Eingabe

{9e+255, 9e+255, +2147483647 }

ergibt mit der obigen read—Anweisung eine Fehlermeldung, da der numerische Ein-
gabewert wegen Overflow im rrG—Format nicht darstellbar ist.

Eine entsprechende Underflow—Fehlermeldung 148t sich mit den read- und write—
Anweisungen jedoch nicht konstruieren!
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Standardfunktionen vom Typ rrG; x,y: rrG; a: Longreal
Funktion Aufruf Argumentbereich Rel. Fehler
|| abs(z) rrG—Bereich 0.0000
x? sqr(z) * %k 5.0001 - 10~26
2 — g2 x2_y2(z,y) * % % 1.5001 - 1072%
Nz sqrt(x) >0 1.2253 - 10724
Vi+zr-1 sqrtlpml(z) x> —1; % %% 1.8403 - 10~ 24
V1—z? sqrt1mx2(z) lz] <1 1.3004 - 10~
V1+a? sqrt1px2(x) rrG-Bereich 1.2754 - 1072
V2 -1 sqrtx2m1(x) lz| > 1 1.3004 - 10—
Vi + 42 sqrtx2y2(z, y) 22+ Y% > 0; xx % 1.2754- 10724
er exp(z) |z| < 5-1073; x 4.6213-102°
e’ —1 expm1(x) r<5-10"3 5.5478 - 102
e~ exp_x2(z) |z] < 70.710516; xx | 4.6213 - 10=2
22 exp2(z) |z| < 5-1073; x 4.6833-102°
10% exp10(z) —10® < z < maxint; * | 6.3644 - 10~
In(z) In(z) 1079900 < 7 < 10+5001 | 27329 .10~
In(e - x) In_ex(x) 1079900 < 2 < 10+5001 | 45584 .10~ %
In(1+ z) Inlp(z) -1 <2 < 10+5001 2.7846- 10~
In(z2 + y?) Inx2y2(z,y) 22+ Y% > 0; % %% 3.2816- 1024
0.5 In(x? +y2) | In_sqrtx2y2(z,y) 2 +y? > 0; %% x 3.3317-10=*
In[(1+ 2)% + 9?] | Inlpx2y2(z,y) (142)24+y2>0; * * * 3.8301-10 2
0.5 - In[(1+2)2+?] | In_sqrtlpx2y2(z,y) | (14+2)2+y>>0; * * * 3.8802- 104
log, () loga(a, x) 1075000 < o < 1015001 | 77163 - 10—
log, () log2(z) 1079900 < 7 < 10+5901 | 3.0830 - 10~
log,o(x) log10(z) 1075000 < & < 10+5001 | 30830 - 1024
logyo(1 + ) loglp(x) -1 <z < 10+5001 2.8371-10
z" power (x,n,rnd) n>0; rnd = +1,-1




%%

X Xk X

der Funktionswert auf Null gesetzt.

ten, so wird der Funktionswert auf Null gesetzt.

erfolgt eine entsprechende Fehlermeldung.
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Funktion Aufruf Argumentbereich | Rel. Fehler
xY power(z,y) | |y-In(z)] <5-1073; x| 5.6503 - 102"
sin(z) sin(z) lz| < 1018 1.0196 - 1024
cos(z) cos(z) lz| < 1018 1.0196- 1024
tan(z) tan(z) lz| < 1018 2.9035 - 1024
cot(z) cot(x) lz| < 1018 2.9035- 1024
sin(w - x) sinpi(x) |z < 2147483647 1.0401-10"24
cos(m - ) cospi(z) lz| < 2147483647 1.1556 - 1024
tan(7 - x) tanpi(z) |z| < 1073741823.5 2.9035- 10
cot(m - z) cotpi(z) | < 1073741823.5 | 2.9035 - 1024
arcsin(x) arcsin(x) lz| <1 3.0671- 102
arccos(x) arccos(z) lz] <1 3.1225 10
arctan(z) arctan(z) rrG-Bereich 3.0170 - 10—
arctan(x/y) | arctan2(z,y) | * * * 5.2675- 1024
arccot(x) arccot(x) rrG-Bereich 5.2675- 1024
sinh(z) sinh(z) lz| <5-1073 2.6320- 1024
cosh(z) cosh(z) lz| <5-1073 1.6875-10"24
tanh(z) tanh(z) rrG-Bereich 4.5980 - 10~
coth(zx) coth(z) x#0; *xx 6.8486 - 1024
arsinh(x) arsinh(z) lz| < 10+5001 4.5070- 102
arcosh(z) arcosh(z) 1 <z < 1015001 3.8908 - 10~
arcosh(1 + z) | arcoshlp(z) | 0 <z < 1075001 6.7674 - 1024
artanh(z) artanh(x) lz] < 1 4.5687 - 10~
arcoth(zx) arcoth(z) |z] > 1 4.6827 10"

Wird der angegebene Definitionsbereich nach links tiberschritten, so wird

Wird der angegebene Definitionsbereich nach links und rechts tiberschrit-

Falls der rrG-Bereich wegen Overflow- oder Underflow verlassen wird,
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Standardfunktionen vom Typ rrG; Xx,y,a: Longreal
Funktion Aufruf Argumentbereich | Rel. Fehler

|| abs_rrG(x) Longreal-Bereich 0.0000
z? sqr_rrG(z) Longreal-Bereich 5.0000 - 1026
22 —y? x2_y2_1rG(z,y) Longreal-Bereich 1.5001- 10725
T sqrt_rrG(z) z>0 1.2253 - 10724
Vitz—1 sqrtlpml_rrG(z) z>-1 1.8403- 1074
V1—22 sqrt1mx2_rrG(x) lz] <1 1.2504 - 10724
V1+a? sqrt1px2_rrG(z) Longreal-Bereich 1.2504-10~2
Va2 —1 sqrtx2m1_rrG(x) lz| > 1 1.2504 - 10724
Va2 + 92 sqrtx2y2_rrG(z, y) Longreal-Bereich 1.2504 - 1024
e* exp_rrG(z) |z] < 5-1073; % 4.6213-1072°
er —1 expml_rrG(z) r<5-10%3 5.5478 - 107 2°
e~ exp_x2_1rG(z) |z| < 70.710516; #x 462131072
27 exp2_rrG(x) |z| < 5-1073; « 4.6833-102°
10® expl0_rrG(z) —10® < x < maxint; * | 6.3644 - 10724
In(x) In_rrG(x) z >0 2.7329-10=
In(e - x) In_ex_rrG(x) x>0 4.5584 - 10~
In(1+ x) Inlp_rrG(z) z>-—1 2.7846 - 10~
In(2? + y?) Inx2y2_rrG(z,y) 2 +y2>0 5.1539 - 10—
In(2z? +y?)/2 | In_sqrtx2y2_11G(z,y) 2 +9y2>0 5.2040 - 10—
In[(142)%+y?] In1px2y2_rrG(z,y) (1+2)+y*>0 2.8929 - 10—
In[(1+2)%+52]/2 | In_sqrt1px2y2_rrG(e.y) | (1 + 2)% +y? > 0 2.9430 - 10~
log, () loga_rrG(a, z) a,z>0; a#1 7.7163- 1024
log, (z) log2_rrG(z) z>0 3.0830- 10~
log; o () log10_1rG(x) z>0 3.0830- 10—
log,o(1 + ) loglp_rrG(x) z>-—1 2.8371-10=
x" power_rrG(x,n,rnd) n >0; rnd = +1, -1
zY power_1rG(z, y) ly - In(x)] <5-1073; x| 4.6212-1072°
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Funktion Aufruf Argumentbereich | Rel. Fehler
sin(z) sin_rrG(z) lz| < 10%8 1.0196 - 1024
cos(x) cos_rrG(z) lz| < 1018 1.0196 - 1024
tan(z) tan_rrG(z) lz| < 10%8 2.9035 - 10~
cot(z) cot_rrG(z) lz| < 1078 2.9035- 10~
sin(rm - x) sinpi_rrG(x) |z < 2147483647 1.0401- 10724
cos(m - x) cospi_rrG(z) |z < 2147483647 1.1556 - 1024
tan(m - ) tanpi-rrG(z) lz| < 1073741823.5 | 2.9035- 1024
cot(m - z) cotpi_rrG(z) lz| < 1073741823.5 | 2.9035- 10
arcsin(z) arcsin_rrG(z) z| <1 6.5180 - 1024
arccos(z) arccos_1rG(z) lz| <1 6.5734- 10~
arctan(zx) arctan_rrG(x) Longreal-Bereich 3.0170 - 10~
arctan(z/y) | arctan2_rrG(z,y) | Longreal-Bereich 5.2675- 1072
arccot(x) arccot_rrG(z) Longreal-Bereich 5.2675- 1024
sinh(z) sinh_rrG(z) lz| <5-1073 2.6320 - 10~
cosh(x) cosh_rrG(x) lz| <5-10%3 1.6875- 10724
tanh(z) tanh_rrG(z) Longreal-Bereich 4.5980 - 10~
coth(x) coth_rrG(z) T#0 6.8486 - 10~
arsinh(x) arsinh_rrG(z) Longreal-Bereich 4.5070 - 10~
arcosh(z) arcosh_rrG(z) r>1 3.8513- 10~
arcosh(1 + z) | arcoshlp_rrG(z) |z >0 6.7674-10-2
artanh(z) artanh_rrG(z) lz] <1 4.5687 - 10~
arcoth(z) arcoth_rrG(z) lz| > 1 4.6827-10=2

*  Wird der angegebene Definitionsbereich nach links iiberschritten, so

wird der Funktionswert auf Null gesetzt.

%  Wird der angegebene Definitionsbereich nach links und rechts iiber-
schritten, so wird der Funktionswert auf Null gesetzt.

61

Mit Hilfe obiger Funktionen vom Ergebnistyp rrG und Longreal-Argumenten x
konnen auch verschachtelte Funktionen fiir den Ergebnistyp Longreal hochgenau

implementiert werden.
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Als Beispiel betrachten wir In( cos(z) ) fir 0 < z < w/2; Mit der naiven
Realisierung;:

function 1n_cos(x: Longreal) : Longreal;
begin

1n_cos := LongNext( 1ln( cos_rrG(x) ) );
end;

erhiilt man zum Argument zo = 107'*  den im Vergleich zum exakten Funk-
tionswert  —5.00 ... 0083 ...-1072%  vollig unbrauchbaren Maschinenwert 0 .
Dieses schlechte Ergebnis ist dadurch begriindet, daf§ die In-Funktion mit fehler-
behafteten cos-Funktionswerten in der Ndhe ihrer Nullstelle 1 ausgewertet wird,
wobei cos_rrG(x) in einer ganzen Umgebung von Null den fehlerbehafteten Funk-
tionswert 1 liefert. Benutzt man jedoch fiir =z <1 die Identitét

In( cos(z) ) = % In[1 — sin?(z) ]

so liefert die entsprechende Implementierung

function In_cos_(x: Longreal): Longreal;

begin
if x < 1 then
1n_cos_ := LongNext( 0.5*%1lnlp( -sqr(sin_rrG(x)) ) ) else
ln_cos_ := LongNext( 1n( cos_rrG(x) ) );

end;

fiir das gleiche Argument 2o = 107  den im Longreal-Format hochgenauen
Funktionswert

In_cos_(xg) = —5.00000000000000000000 - 102
0

Fehlerabschitzung fiir

<z <1
Mit den Bezeichnungen 1y :=

sqr(sin_rrG(z)), y:=sin(z) gilt zunichst:
7 = sin?(2) - (1+e5n)? (14 Esqr)
= y-(1+¢,); ey < 2.0893- 1072 = £(y)

0.5 Inlp(—y) =0.5-In(1 —g) - (1 + €in1p) - (1 +enm)
|ein1p| < 2.7846 - 107 = g(Inlp); |ear| < 5.0001- 10726 = ¢(M);

Mit der Abkiirzung: a:=In {1 - yl_Ey)} /ln(l —y) gilt dann die Gleichung;:
-y
In(1-gy)=1In(1—-y)-(14+«), und einige Abschitzungen liefern:
Y
ol <e)/ [1- 2 -t

I-y
<1 ~ y=sin’(z) <0.7081 ~ |a| <2.0896-107%* ~»
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0.5@Inlp(-y) = 05-In(1—y) - 1+a) - (14+emyp) 1+em)
= In(cos(z) ) - (14+e1); 1] <4.9243-107% =¢(1)

Fir 2z <1 wirdalso In(cos(z)) im 26-stelligen rrG-Format mit einem relati-
ven Hochstfehler von  4.9243-1072% = £(1)  berechnet. Die Funktion LongNext
rundet diese Werte schliefilich zur néchsten Longreal-Zahl, was mit einem zusétzli-
chen Hochstfehler von  5-1072!  verbunden ist:

In_cos_(z) = In(cos(z)) -(1+e1)-(1+ea1)
= In(cos(z) ) (1+es); [e2] <5.0050-10 2 =¢£(2)

Damit haben wir in 2 < 1 auch eine relative Fehlerschranke fiir das Longreal-
Format berechnet.

Fehlerabschitzung fir 1<z <7/2:
Mit den Bezeichnungen g :=cos_rrG(z), y:=cos(z) gilt zunéchst:

g =cos(z)  (1+e,); ey <1.0196-1072* =¢(y)
m@) =) - (1 +em);  |em] < 2732910724

Mit der Abkiirzung: B:=1n(1+¢y)/In(y) erhélt man folgende Gleichung:

In(y) =In[y(1 +¢,)] =In(y) - (1 + ), wirklich einfache Abschitzungen liefern:

(y) —24
18] < m < 1.6563 - 10 ~

@ = Iy (1+6) (1+en)
= In(cos(z) ) (1+e3); les] <4.3893-107% =¢(3)

Fir 1<z <7/2 wirddamit In(cos(z)) im 26-stelligen rrG-Format mit
einem relativen Hochstfehler von — 4.3893-10724 = £(3)  berechnet. Die Funktion
LongNext rundet diese Werte schliefilich zur n#ichsten Longreal-Zahl, was mit
einem zusitzlichen Hochstfehler von  5-1072!  verbunden ist:

In_cos_(x) = In(cos(z)) - (1+4+e3) (1+4¢e2)
= In(cos(z) ) (1+4¢e4); |ea] <5.0044-1072" = £(4)

Damit haben wir in 1 < 2 < /2 auch eine relative Fehlerschranke fiir das
Longreal-Format berechnet.

Beachten Sie bitte, dafi im Bereich 0 < z < 7/2 die Gesamtfehlerschranke
e(ln_cos_) = 5.005- 107>' ihre Giiltigkeit verliert, wenn Funktionswerte in den
denormalisierten Longreal-Bereich fallen, d.h. wenn die Argumente betragsmifig
zu klein gewihlt werden! Der Leser moge die obige Funktion In_cos. so verbes-
sern, dal das Auftreten denormalisierter Funktionswerte durch eine entsprechende
Fehlermeldung verhindert wird.
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3.5.11 Mathematische Konstanten

Es existieren 23 mathematische Konstanten im 26-stelligen rrG—Format , die durch
Aufruf entsprechender Funktionsnamen (ohne Argument) zur Verfiigung stehen:

Mathematische Konstanten im rrG — Format

Funktionsname | Wert | Fehlerschranke Vergleich
PI_1rG T 5.323-10727 PI_rrG >
P12 _rrG 2w 5.323 10727 PI2 _rrG > 27
PI_HALF _rrG /2 5.323- 10727 PI_HALF _rrG > 7/2
PI_DIV4 _rrG /4 5.323-10727 PI_DIV4 _1rG > /4
R_PI_rrG 1/7 8.011-10"28 R_PI_.itG > 1/x
R_2PI_rrG 1/(2m) 2.341-107%7 R_2PI_rrG < 1/(27)
SQRT _PI_rrG N3 9.399 - 1027 SQRT _PI_rrG > /7

SQRT _PI_D2_11G | /7/2 1.886-1072" | SQRT _PI_D2 _1rG < /7/2
R_SQRTPI_rrG /7 2.767-1072" | R_SQRTPI_rtG < 1//7
R_SQRTPI2 _1itG | 2//7 2.767-1072" | R_SQRTPI2_1tG < 2//7
R_SQRT2PI_ritG | 1/V271 1.645 - 1028 R _SQRT2PI_rrG > 1/v/271

LN _PI_rrG In(7) 4.250-1072 | LN _PI_rrG > In(7)
SQRT2 _rrG V2 2.977-10727 SQRT2_1rG > V2

R _SQRT2_rrG 1/v/2 2.977-10"% | R_SQRT2_1rG < 1/v/2
LN_2_rtG In(2) 2.104-10727 | LN _2_1rG < In(2)
LN_10_rrG In(10) 2.035-10"%" | LN _10_rrG < In(10)
R_LN_10_rrG 1/1n(10) 2.495-10727 | R_LN_10_rrG > 1/In(10)
EUL _1rG e 4.977.10"28 EUL_rrG < e
R_EUL_1rG 1/e 4.389 10728 R_EUL_1ntG < 1/e
SQRTEUL _rrG NG 7.392-10"%" | SQRTEUL _rtG > /e
GAMMA _C _1rG C 1.428-1072% | GAMMA _C_1rG < C

LN_GAM_C_rrG In(C) 2.179-10~%7 ILN_.GAM_C_rtG < C
CATALAN _rrG Catalan 5.385-10~%7 CATALAN _rrG < Catalan

— tm (S 1 . N (=DF
C .= 'rr}E)noo (Z % — 1n(m)> H Catalan := Z m,

k=0
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Im folgenden sind die numerischen Werte der Konstanten aus vorheriger Tabelle

zusammengestellt:
X = Komponenten — Werte (x.G=0)
PI_rrG x.rl = 4+3.141592653590 | x.r2 = —2.067615373566E— 13
PI2 _rrG x.rl = 4+6.283185307180 | x.r2 = —4.135230747132E—13
PI_H_ G x.rl = +1.570796326795 | x.r2 = —1.033807686783E—13
PI_DIV4 _rrG x.rl = 4+0.7853981633974 | x.r2 = +4.830961566085E— 14
R_PI_nrG x.rl = 4+0.3183098861838 | x.r2 = —9.328462232473E—15
R_2PI_rrG x.rl = 40.1591549430919 | x.r2 = —4.664231116237E—15
SQRT _PI_rrG x.rl = 4+1.772453850906 | x.r2 = —4.839727018325E—13

SQRT _PI_D2_rrG

x.rl = +0.8862269254528

x.r2 = —4.198635091626E— 14

R _SQRTPI_rrG

x.rl = 40.5641895835478

x.r2 = —4.371305192055E—14

R _SQRTPI2 _rrG

x.rl = +1.128379167096

x.r2 = —4.874261038411E—-13

R _SQRT2PI_rrG

x.rl = 40.3989422804014

x.r2 = +3.267793994606 E— 14

LN_PI_rrG x.rl = 4+1.144729885849 | x.r2 = +4.001741434274E—13
SQRT2 _rrG x.rl = +1.414213562373 | x.r2 = +9.504880168872E—14
R_SQRT2_rrG x.rl = 40.7071067811865 | x.r2 = +4.752440084436E— 14
LN_2_rrG x.rl = 40.6931471805599 | x.r2 = +4.530941723212E—14
LN_10_rrG x.rl = 4+2.302585092994 | x.r2 = +4.568401799145E—14
R_LN_10_1rG x.rl = +0.4342944819033 | x.r2 = —4.817234887108E—14
EUL_rrG x.rl = +2.718281828459 | x.r2 = +4.523536028747E— 14
R_EUL _rrG x.rl = 40.3678794411714 | x.r2 = +4.232159552377E— 14

SQRTEUL _rrG

x.rl = +1.648721270700

x.12 = +1.281468486508E—13

GAMMA _C_rrG

x.rl = 40.5772156649015

x.r2 = +3.286060651209E— 14

LN_GAM_C_rrG

xrl = —0.5495393129816

x.r2 = —4.482233766177E—14

CATALAN _rrG

x.rl = 40.9159655941772

x.r2 = +1.901505460351E—14
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3.6 Der Datentyp IrG

Bei der Implementierung hochgenauer Standardfunktionen im Longreal-Format
kann es z.B. bei der power-Funktion notwendig werden, Zwischenrechnungen mit
mehr als 26 Dezimalstellen durchzufiihren. Analog zum rrG-Format bietet sich
dann an, eine Longreal- und real-Zahl mit insgesamt 34 Dezimalstellen aneinan-
derzuhéngen, was durch den Datentyp IrG realisiert wird

Type 1rG = record
1 : Longreal; r : real;
G : integer
end;
der durch das Standardmodul STDMOD zur Verfiigung gestellt wird.
Durch a:IrG und

a.l :=1.23456789012345678901; a.r := 2.345678901234E—-21; a.G := +1234567;

wird eine BCD-Zahl mit mindestens 34 Mantissenstellen dargestellt, deren Expo-
nentenbereich nur durch die integer—Zahlen begrenzt ist:
a = 1.234567890123456789012345678901234 - 107234567
—2147483648 < a.G < 42147483647

Fiir die korrekte Durchfithrung der arithmetischen Grundoperationen muf} ein IrG—
Operand a die beiden folgenden Bedingungen erfiillen:

al=0 = ar=0 (Beding. 1)

a.r

.0001-10"% Beding. 1T
altar < 5.0001-10 (Beding. IT)

lall >0 =

Die beiden obigen Bedingungen werden dabei automatisch realisiert, falls wie in
allen praktischen Anwendungen a.l und a.r durch die folgenden Anweisungen aus
dem Akkumulator ausgelesen werden:

a.l := LongNext( Akku ); { a : 1rG; Akku: dotprecision }
Akku := Akku - a.l; { a.1 : Longreal; }
a.r := #*x( Akku ); { a.r : real; }

Bedeutet Akku den numerischen Wert des Akkumulators, so gilt mit den obigen
Anweisungen zuséitzlich:

la.l] > 10723, (al+ar) = Akku- (1 +¢) = le] < 5-10 34
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Das zweimalige Auslesen des Akkumulators erfolgt also mit dem relativen H6chst-
fehler £(34) :=5-103* , falls |a.l] > 107233, Nach den drei obigen PASCAL-XSC
Anweisungen erreicht man daher mit der Abfrage
if (SIGN(Akku) <> 0) and (EXP0O(a.l) < TEST_34)
then Fehlermeldung

dafl das zweimalige Auslesen des Akkumulators in die IrG-Komponenten a.l und
a.r den relativen Fehler 5-1073* nicht {ibersteigt; TEST_34 = —232 wird vom
Modul STDMOD als real-Konstante exportiert.

Der Anwender findet fiir den Datentyp IrG nur einen Minimalsatz von Hilfs-
funktionen und Operatoren, die zur Realisierung der benétigten Standardfunktionen
in 34-stelliger Dezimalarithmetik wirklich erforderlich waren. Da Intervallrechnun-
gen im IrG-Format nicht vorgesehen sind, fehlen z.B. bei den Grundoperatoren
alle gerichteten Rundungen.

3.6.1 Monadische Operatoren

Fiir den Datentyp IrG stehen die monadischen Operatoren 4+ —  in gewohnter
Weise zur Verfiigung.

3.6.2 Addition, Subtraktion

Mit Hilfe der folgenden Prozeduren und Operatoren lassen sich Variablen vom Typ
IrG addieren bzw. subtrahieren. Falls beide Operanden den gleichen Zehnerexpo-
nenten besitzen, sind aus Laufzeitgriinden die Prozeduren den Operatoren vorzu-
ziehen.

e procedure ADD_21 (xI: Longreal; x,y: real; var rl: Longreal; var r: real);

(tl+r1) = (xl+x+y)-(1+¢), [l > 107233 = le| < 510734,
falls kein Overflow auftritt. ir/(rl +1)| < 5.0001 - 1072 wird erfiillt.

e procedure ADD_22 (xI: Longreal; x: real; yl: Longreal; y: real;
var rl: Longreal; var r: real);
(tl+1) = (xl+x+yl+y)-(1+e), [l >107233 = ] <5-10734,
falls kein Overflow auftritt. ir/(rl +1)| < 5.0001 - 1072 wird erfiillt.
e operator + (x,y: IrG) s: IrG;
Vorauss.: | x.r/(xl+xr)| < 5.0001-10"2
| yr/(yl+yr) | < 5.0001-1072
s=kx+y) - (1+¢)
= le] <5.0001-1073%;  |s.r/(s.l+s.r)| < 5.0001-102

e operator — (x,y: IrG) d: IrG;
Vorauss.: | x.r/(x1+xr)| < 5.0001-1072
| yr/(yl+yr) | < 5.0001-1072
d=(x-y) - (1+¢)
— e <5.0001-107%; |d.r/(d1+ d.r)| < 5.0001 102!
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3.6.3 Multiplikation

Mit Hilfe der folgenden Prozeduren und Operatoren lassen sich Variablen vom Typ
rrG multiplizieren. Falls die Summe der Zehnerexponenten beider Operanden ver-
schwindet, sind aus Laufzeitgriinden die Prozeduren den Operatoren vorzuziehen.
Es existieren auch die wichtigsten Operatoren mit gemischten Operanden.

e procedure MUL_12 (x: real; yl: Longreal; y: real;
var rl: Longreal; var r: real);
(tl+1) =x-(y1+y) - (1+e), |1l >10%
= |e| <5-1073, [r/(r] +1)| < 5.0001- 1072 wird erfiillt.

e procedure MUL_12 (xl: Longreal; yl: Longreal; y: real;
var rl: Longreal; var r: real);
(rl+1)=xl-(yl4+y) (1+e), rl] > 107233
= |g| <5107, [r/(r] +1)| < 5.0001- 1072 wird erfiillt.

e procedure MUL_22 (xl: Longreal; x: real; yl: Longreal; y: real;
var rl: Longreal; var r: real);
Vorauss.: |x/(xl+x)| <  5.0001-1072!
|y/(y1+7y) | < 5.0001-10"%
(rl4+1)=xl+x)-(yl+y) - 1+e), rl] > 107233
= le| < 5.0001 - 10~34; Ir/(r1+r1)| < 5.0001 - 10~ 2!

e operator * (x,y: IrG) p: IrG;
Vorauss.: |x.r/(xI+xr)| < 5.0001-1072!
| yvr/(yl+yr) | < 500011072
p=(x-y) (1+¢)
= le| <5.0001-10%*;  |p.r/(p.l+ p.r)| < 5.0001- 102!

3.6.4 Division

Mit Hilfe der folgenden Prozeduren und Operatoren lassen sich Quotienten vom Typ
IrG berechnen. Falls die Zehnerexponenten beider IrG-Operanden iibereinstimmen,
sind aus Laufzeitgriinden die Prozeduren den Operatoren vorzuziehen.

e procedure DIV _22 (xl: Longreal; x: real; yl: Longreal; y: real;
var rl: Longreal; var r: real);

Vorauss.: |x/(xl+x)| <  5.0001-10"2

ly/(l+y)| < 50001 10!

(41 = (d4+2/(61+y) (1 +e), | > 10728
— le] < 5.0001 - 10-54; It/(x] +1)| < 5.0001 - 10~2!

e operator / (x,y: IrG) q: IrG;
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Vorauss.: | x.r/(x]1+xr)| < 5.0001-1072
| yr/(yl+yr) | < 5.0001-10"%
q=(x/y)-(1+¢)

= le| <5.0002-107%%  |q.r/(q]+ q.r)| < 5.0001- 1072

3.6.5 Vergleiche
Mit Hilfe der beiden folgenden Funktionen sind lediglich zwei Vergleiche vorgesehen:

e function greater_21 (xl: Longreal; x,a: real): boolean;
Vorauss.: | x/(xl+x)| < 5.0001-1072!
greater_21 = true <= (xl+x)>a

e function less_21 (xl: Longreal; x,a: real): boolean;
Vorauss.: | x/(xl+x)| < 5.0001-1072!
less_21 = true <= (xl+x)<a

3.6.6 Transferfunktionen und Zuweisungsoperatoren

Die folgenden Prozeduren und Operatoren ermdoglichen die Verbindung zwischen
den Datentypen rrG, IrG :

e procedure Trans (rl: Longreal; r: real; var x1,x2: real);
Vorauss.: |r/(rl+1)| < 5.0001-1072%;  (x1+x2) = (1l +71)- (1 +¢)
= le| <5-10726; |x2/(x1 + x2)| < 5.0001 - 10713

e procedure Trans (x1,x2: real; var rl: Longreal; var r: real);
Vorauss.: [x2/(x1+x2)| < 5.0001-107"%; (rl+1) = (x1 +x2)-(1+¢)
= le] = 0; ir/(rl + )| < 5.0001 - 1072

e operator := (var a: rrG; b: IrG);
Vorauss.: |b.r/(b.l+b.r)| < 5.0001-10~2%; a=b-(1+¢)
— e < 510726, lar2/(axl + ar2)| < 5.0001- 1013

e operator := (var a: IrG; b: rrG);
Vorauss.: |b.r2/(b.rl +b.r2)| < 5.0001-10~%3; a=b-(1+¢)
— le| = 0; la.r/(al+ ar)| < 5.0001 - 10-2!

3.6.7 Hilfsfunktionen

Bei den auftretenden Funktionsparametern vom Typ IrG wird vorausgesetzt,
daf} die Bedingungen LII von Seite 66 erfiillt sind. Dies wird immer dann der Fall
sein, wenn die Komponenten dieser Parameter durch das auf der gleichen Seite be-
schriebene zweimalige Auslesen des Akkumulators ins Longreal- bzw. real-Format
definiert sind. Besitzen Funktionen den Ergebnistyp IrG, so erfiillen auch die Kom-
ponenten aller Funktionswerte automatisch die Bedingungen I,IT von Seite 66.
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e function Expo (x: IrG) : integer;
Berechnet den Zehnerexponenten analog zu  Expo(x: real): integer;

e procedure Mant_34 (xl: Longreal; x: real; var rl: Longreal: var r: real);

Berechnet die Mantisse von (x1 4+ x) analog zu  Mant(x: real): real , falls
Ix/(x] + x)| < 5.0001-1072" erfiillt ist.
Es gilt also: [tfl+r/=0 oder 01<|rl+1<1;

e function Scale (x: IrG): IrG;
y := Scale(x) liefert folgende Ergebnisse:
y =x, ’'=’1im Sinne der Numerik;
yl=0 = yr=0,y.G=—Maxint = —2147483647;
0.1< |yl <1, fallsyl<>0; (Skalierung);
ly.r/(y.l + yr)| < 5.0001- 1072, falls y.l <> 0;

= o=

Falls das Ergebnis y =x  in extremen Ausnahmefillen nicht erfiillt werden
kann, erfolgt eine entsprechende Fehlermeldung.

e function Transform (x: IrG): IrG;
Vorauss.: x., x.r, x.G seien beliebig;
Durch y := Transform(x) wird x so transformiert, daf} gilt:

Looy=x
2. y.l =0 = y.r = 0;
3. yl<>0 = |yr/(vl+yr)| <5.0001- 1072

3.6.8 Hornerschema
Gegeben sei das Polynom vom Grade N = 9:
Pg(z) = (b1[0] + B[0]) + (bI[1] + B[1]) - ' + a[2] - 2* + ... +a[9] - 2°

das fiir das 34-stellige BCD-Argument x = (2l + ) nach dem Hornerschema
auszuwerten ist. Die Zahlen zl,z miissen folgende Bedingungen erfiillen:

2l=0 = z=0 2l<>0 = |z/(zl+ )| <5.0001-107*

Aus Laufzeitgriinden werden die ersten gr =7  groben Hornerschritte im Long-
realformat durchgefiihrt:

var a: Lrvector[2..9]; {LB(a):=N—-gr=2; UB(a):=N=9;}

Im achten, gemischten Schritt wird die Multiplikation im Longrealformat ausgefiihrt
und die Addition im 34-stelligen BCD—Format. Alle restlichen Hornerschritte laufen
im 34-stelligen BCD-Format wie folgt ab:
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e Die Multiplikation wird im Akkumulator ausgefiihrt, wobei aus Laufzeit-
griinden das betragsmiflig kleinste Teilprodukt weggelassen wird. Da der
Akku nach dieser Multiplikation nicht ins (Longreal|real)-Format ausgelesen
wird, gilt fiir die relative Fehlerschranke: (Mul) = 2.5002 - 10~4!;

e Auf das obige Multiplikationsergebnis wird im Akku der jeweilige Polynom-

koeffizient rundungsfehlerfrei addiert. Diese Summe wird anschlieBend in das
(Longreal|real)-Format ausgelesen, weshalb die Fehlerschranke der Addition
mit  e(Add) = 51073  anzusetzen ist. Dabei mufl nach Seite 66 vor-
ausgesetzt werden, daf fiir jedes Ergebnis erg eines Hornerschrittes gilt:
lerg| > 107233,
Diese Bedingung ist in allen praktischen Fillen erfiillt, wenn |zl + x| nicht
zu klein gew&hlt wird und wenn das Polynom nicht in der Nihe einer sei-
ner Nullstellen ausgewertet wird. Eine genaue Uberpriifung kann mit dem
PASCAL-XSC Programm HORN_TS vorgenommen werden.

var bl: Lrvector[0..1]; b: rvector[0..1];
{LB(l):=0; UBMl):=N-gr-1=1;}

Die oben beschriebene Polynomauswertung erfolgt durch:

procedure HORNER (a,bl: Lrvector; b: rvector; xl: Longreal; x: real;
var rl: Longreal; var r: real);

Der Aufruf obiger Prozedur mit den deklarierten Eingangsparametern a,bl,b,x],x
liefert mit den Ausgangsgréfen rlr eine Ndherung (rl+7r) ~ Po(zl +z) fir
den Polynomwert Po(zl +z). Es gilt:

erl=0 = r=0 rl<>0 = |r/(rl+r)| <5.0001-10"%

Die Berechnung von garantierten Oberschranken des absoluten oder relativen Po-
lynomauswertefehlers, der beim Aufruf der Prozedur HORNER. entsteht, ist mit
folgenden Programmen maglich:

IFO_BCDS IEEE-Programm, das Polynominformationen sammelt;
AWF_BCDS IEEE-Programm, das den Auswertefehler abschitzt;
HORN_TS BCD-Programm iiberpriift AWF_BCDS-Ergebnisse.

3.6.9 Ein-/Ausgabeprozeduren

Es stehen die gewohnten Prozeduren

procedure read (var f: text; var a: IrG);
procedure write (var f: text; a: IrG);

mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedoch
ohne Formatspezifikationen zur Verfiigung. a: IrG muf} in der Form

{a.l,a.r,a.G} oder in der Form a.l
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eingegeben werden. Im zweiten Fall gilt: a.r = a.G = 0. Die Komponente a.G erhélt
jedoch stets den Wert —maxint = —2147483647 , falls a.l verschwindet.

Erfolgt die Eingabe in der ersten Form mit beliebigen Werten a.la.r , so wird
auf a:IrG automatisch die Funktion Transform(a:IrG): IrG  angewandt, so daf}
ohne Anderung des numerischen Werts von a die beiden folgenden Bedingungen
von Seite 66 erfiillt werden:

al=0 = ar=0 (Beding. 1)

a.r
al+ar

lal| >0 = <5.0001-10"2'  (Beding. II)

Die Ausgabe einer IrG-Zahl erfolgt stets in der Form:
{al,a.r,a.G}

Beispiele:

Sei a vom Typ IrG, dann wird mit den Anweisungen read(a); write(a) und der
Eingabe

{1.23456789012345678901E35, 5.934567890123E14, —1234567890 }
die IrG-Zahl a in der folgenden Form ausgegeben:
{1.23456789012345678902E+035, —4.065432109877E+014, —1234567890 }
Die Eingabe
{4e+500, —4e + 500, 1234567890 }
ergibt mit den gleichen obigen Anweisungen die Ausgabe des Wertes Null:
{0.000000000000E+4000, 0.000000000000E4000, —2147483647 }
Die Eingabe
{9e+511, 9e+511, +2147483647 }

ergibt mit der obigen read—Anweisung eine Fehlermeldung, da der numerische Ein-
gabewert wegen Overflow im lrG-Format nicht darstellbar ist.

Eine entsprechende Underflow—Fehlermeldung l&8t sich mit den read- und write-
Anweisungen jedoch nicht konstruieren!
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3.6.10 Standardfunktionen

Standardfunktionen vom Typ IrG; x: IrG
Funktion Aufruf Argumentbereich | Rel. Fehler
N3 sqrt(z) x>0 6.6850 - 1031
V1—22 | sqrtlmx2(z) 2] <1 6.6926 - 10731
V1422 | sqrtlpx2(z) rrG-Bereich 6.6901 - 103!
Vr2 —1 | sqrtx2ml(z) |z| > 1 6.6926 - 10731
In(z) In(z) 1075990 < g < 1015001 12,3299 - 1030
log;o () log10(z) 1075990 <z < 1015901 1 2.3310- 1030

Standardfunktionen vom Typ IrG; x: Longreal
Funktion Aufruf Argumentbereich | Rel. Fehler
V1—22 | sqrtlmx2_IrG(z) | |z < 1 6.6876- 10731
V1422 | sqrtlpx2_IrG(z) | Longreal-Bereich 6.6927 - 103!

22 —1 | sqrtx2ml_IrG(z) | 2| > 1 6.6876 - 103!

73

Die Komponenten x.lx.r eines Funktionsarguments x: IrG miissen die beiden
Bedingungen von Seite 66 erfiillen:

xl=0 —

(Beding. I)

xr=20

x>0 = ‘<5.0001-1021 (Beding. 1)

x.]l+xr

Ist y: 1IrG das Ergebnis einer der obigen Funktionen, so gelten die beiden obigen
Bedingungen automatisch auch fiir die Komponenten y.ly.r .
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Kapitel 4

Intervallrechnung

Intervallarithmetiken existieren bzgl. der Grunddatentypen real, Longreal, rrG und
dotprecision.

4.1 Intervallrechnung mit dem Typ real

Mit dem Modul I_ARI werden die fiir das Rechnen mit reellen Intervallen
notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren bereitgestellt.

4.1.1 Der Datentyp interval
Der Datentyp interval ist definiert durch:

type interval = record inf, sup : real end;
Mit der Deklaration: var X : interval; bedeutet x dann das reelle Intervall:
x = [x.INF, x.SUP]

4.1.2 Operatoren

Samtliche in diesem Modul vordefinierten arithmetischen und Verbands—Operatoren
liefern den Ergebnistyp interval. Als arithmetische Operatoren stehen die monadi-
schen Operatoren +,— und die vier Grundoperationen +,—,%,/ mit der
Rundung zum kleinsten einschlieenden Intervall vom Typ interval zur Verfiigung.

Ist bei den Grundoperatoren +,—,%,/ ein Operand vom Typ interval, so
sind fiir den zweiten Operanden die folgenden Typen mdglich:

interval, integer oder real.

Die Vergleichsoperatoren =,<>,<,<=,>,>= sind mengentheoretisch zu in-
terpretieren. Dabei bedeutet:

= gleich <> ungleich < echte Teilmenge von
<= Teilmenge von > echte Obermenge von >= Obermenge von
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Der Operator in steht fiir die Relation ,liegt in“ zwischen einem integer/real—
und einem interval-Operanden oder fiir die Relation ,echt enthalten in“ zwischen
zwei interval-Operanden zur Verfiigung.

Es gilt:

X in y <= (xinf>yinf) and (x.sup <> y.sup).
32 in y <= (3.2>y.inf) and (3.2 < y.sup).

Der Operator ><  testet auf Disjunktheit zweier Intervalle. Dabei heiflen zwei
Intervalle z,y disjunkt, wenn gilt z Ny = O (leere Menge).

Die Verbandsoperatoren +% bzw. =%  bezeichnen die Bildung der Intervall-
Hiille bzw. des Durchschnitts, d.h. der Operator +# liefert das kleinste, beide
Operanden umfassende Intervall, und der Operator ** liefert das Schnittintervall.
Ein leerer Schnitt fiithrt zu einem Laufzeitfehler.

it .
rechter Operand Hnteger interval Bemerkungen
real
linker Operand
monadisch +,—
. o o€ {+,—, %
integer . = /h
+x in, =, <>
real
+*
o o
interval = <> |in, V, >< | VE{=,<>, <, <=,>,>=}
+x +x, %%

Tabelle 4.1: Die Operatoren des Moduls I_ ARI

Beispiele:

Seien a, b vom Typ interval mit: a =1[-1,3]; b=13,4], dannliefern
die Operatoren  +,—, %, /,><,+*,*%x die folgenden Ergebnisse:

Ausdruck Ergebnis Ausdruck | Ergebnis
a + b |[2,7] a +x b |[-1,4]

a — b |[-50] a *x b |[3,3]

a *x b |[-4,12] a >< b | false

a [/ b |[-0.3333333333334, 1]
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4.1.3 Transferfunktionen

Zur Wandlung zwischen den Typen real und interval werden folgende Transferfunk-
tionen bereitgestellt:

Funktion | Ergebnistyp Bedeutung
intval (rl,r2) interval Intervall mit inf =71 und sup = r2; r1 <r2
intval (r) interval Punktintervall mit inf=sup=r
inf (x) real Untergrenze von x
sup (x) real Obergrenze von x
r, rl, r2 = real-Ausdruck; x = interval-Ausdruck

4.1.4 Uberladungen des Zuweisungsoperators

Die Wandlung von real nach interval wird auch in Form einer iiberladenen Zuwei-
sung bereitgestellt:

Zuweisung Bedeutung

X:i=T x := intval (r)

x = Interval-Variable; r = real-Ausdruck

4.1.5 Standardfunktionen

Alle fiir interval-Argumente verfiigbaren, hochgenauen Standardfunktionen sind in
Tabelle 4.2 zusammengestellt.

Dariiberhinaus sind Funktionen fiir die Berechnung des Mittelpunktes, des Vor-
zeichens und des Durchmessers von Intervallen verfiigbar:

-1 xsup<0
¢ Intervall-Vorzeichen: sign(z) = 0 0O€z
+1 xinf >0
¢ Intervall-Durchmesser: diam(z) := sup(z) —> inf(z);

¢ Die Mittelpunktsfunktion ergibt sich aus der Anweisung;:
mid(z) := # * (0.5 % inf(x) + 0.5 x sup(z)) ;
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Funktion Aufruf Funktion Aufruf

|| abs(z) cos(z) cos(z)
z? sqr(z) tan(z) tan(z)
2 —y? x2.y2(x,y) cot(x) cot(z)
N sqrt(z) sin(r - x) sinpi(z)
Vitzr-—1 sqrt1pm1(z) cos(m - x) cospi(z)
Va2 +y? sqrtx2y2(z, y) tan(7 - x) tanpi(z)
V1+a? sqrt1px2(zx) cot(m - x) cotpi(x)
V1—22 sqrtlmx2(zx) arcsin(z) arcsin(z)
Vz2 —1 sqrtx2m1(x) arccos(z) arccos(x)
e’ exp(z) arctan(z) arctan(zx)
e’ —1 expml(x) arctan2(z,y) | arctan2(z,y)
e’ exp-x2(z) arccot(x) arccot(x)
27 exp2(z) sinh(z) sinh(x)
10* expl0(z) cosh(z) cosh(z)
x¥ power(z,y) tanh(z) tanh(z)
In(z) In(z) coth(z) coth(z)
In(e - x) In_ex(x) arsinh(z) arsinh(z)
In(1 + ) Inlp(zx) arcosh(z) arcosh(z)
In(2? + y?)/2 In_sqrtx2y2(z, y) arcosh(1 + z) | arcosh1p(z)
In[(1+ )% + y%)]/2 | In_sqrt1px2y2(z,y) || artanh(z) artanh(z)
log, (x) loga(a, x) arcoth(z) arcoth(z)
log, () log2(z) sign(z) sign(x)
log; () log10(x) diam(x) diam(z)
logyo(1 + z) loglp(x) mid(z) mid(z)
sin(x) sin(x) blow(x,eps) | blow(z, eps)

Tabelle 4.2: Mathematische Standardfunktionen des Moduls I_ ARI;

X,y: interval-Ausdriicke;  eps,a: real-Ausdriicke;

e Mit Ausnahme von sign(z), diam(z), und mid(z) liefern alle anderen
Funktionen aus Tabelle 4.2 ein Ergebnis vom Typ interval mit hochgenau
berechneten Intervallgrenzen, d.h. nur in ganz seltenen Ausnahmefillen wird
z.B. die untere Intervallgrenze um 1 ulp zu klein berechnet.
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¢ Bei Einschliefungsmethoden wird die Funktion
Epsilonaufblihung eines Intervalls bené6tigt. Mit einem real-Ausdruck eps und
einem interval-Ausdruck x wird die blow(z, eps)-Funktion aufgebaut durch
die Anweisungen:

y

blow (x,eps) :=

e y:=abs(z);
o y:=sqr(z);
o y = sart(a);
Beispiele:

;= (14 eps) *xx — eps * X;

{|r||r€mﬂ]R}=y

{r2|r€mﬂ]R} Cy

{ﬁlrExﬁ]R, inf(z) > 0} Cy

blow

intval (pred (inf(y)), succ (sup(y)));

Seien a, b, ¢ vom Typ interval, erzeugt durch die Anweisungen:

a := intval(—1, 3);

dann liefern die Funktionen:

b := intval(1,4)

c:=intval (-5,-4);

abs, sqr, mid, sign, sqrt, diam, x2_y2, sqrtx2y2, arctan2

die folgenden Ergebnisse:

Ausdruck Ergebnis Ausdruck Ergebnis

abs (a) [0, 3] sqr (b) [1;16]

abs (b) [1,4] mid (a) 1

sqr (a) [0,9] diam (a) 4

sign (a) 0 sign (b) 1

sign (c) -1 sqrt (b) [1,2]

x2_y2 (a,b) [-16, 8] sqrtx2y2 (a,b) | [1,5]

arctan2 (b,a) | [-1.57..95;1.57..95] || arctan2 (a,b) | [-0.78..75;1.24..99]

4.1.6 Ein-/Ausgabeprozeduren

Es stehen die bekannten Prozeduren

procedure read (var f: text; var a: interval);
procedure write (var f: text; a: interval);
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fiir die sogenannte

mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein—/Ausgabeparametern, jedoch
ohne Formatspezifikationen zur Verfiigung.
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Die Eingabe eines Intervalls z =[a,b] muf} in der Form
[a, b] oder in der Form a

erfolgen. Der zweite Fall dient zur vereinfachten Eingabe eines Punktintervalls
z = [a,al.

Die Ausgabe eines Intervalls durch die write-Prozedur erfolgt stets in der Form
[a, 0]
Das Ausgabeformat ist dabei durch folgende Regelung bestimmit:

Ist x eine Variable vom Typ interval und stimmen die Werte von inf (x)
und sup (x) auf den ersten n > 2 Ziffern iiberein, so gibt die Anweisung
write (x)  die Unterschranke a und die Oberschranke b jeweils auf n
gerundete Mantissenstellen aus.

Fiir n = 0 und n = 1 werden a und b stets auf zwei Mantissenstellen
gerundet.

Werden also durch  write (x) n > 2 Mantissenziffern ausgegeben, so weify der
Anwender, daf} inf (x) und sup (x) genau in den ersten n Ziffern iibereinstimmen!

In folgender Tabelle sind fiir den Wert einer Variablen x vom Typ interval die
jeweiligen Ergebnisse der Ausgabeprozedur write (x) zusammengestellt:

z = [inf(z), sup(z)] write(z)

[2,3] [2.0E+000, 3.0E+000]
[1.1,1.2] [1.1E+000, 1.2E+000]
[1.11,1.13] [1.1E+000, 1.2E+000]
[2.000, 2.0001] [2.000E+000, 2.001E+000]

Die real-Werte inf (z) und sup (z) kdénnen natiirlich auch (ohne zusitzliche Run-
dungen durch die write (z)-Prozedur) wie folgt ausgegeben werden:

o write (inf(z), sup(z));
° write (x.inf, x.sup);
x :=intval (1.11,1.13) und write (x.inf,x.sup) ergeben:

[1.110000000000E+000, 1.13000000000E+000 ]

im Gegensatz zur entsprechenden Ausgabe von write (z) in obiger Tabelle.
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4.2 Intervallrechnung mit dem Typ Longreal

Mit dem Modul LI_ARI werden die fiir das Rechnen mit reellen Intervallen
notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren bereitgestellt.

4.2.1 Der Datentyp Linterval

Der Datentyp Linterval ist definiert durch:
type Linterval = record inf, sup : Longreal end;

Mit der Deklaration: var x : Linterval; bedeutet x dann das reelle Intervall:
x = [x.INF, x.SUP]

4.2.2 Operatoren

Wir betrachten zunéchst alle im Modul LI ARI vordefinierten arithmetischen und
Verbands—Operatoren mit dem Ergebnistyp Linterval. Als arithmetische Operato-
ren stehen die monadischen Operatoren +,— und die vier Grundoperationen
+,—,%,/ mit der Rundung zum jeweils kleinsten einschlieenden Intervall vom
Typ Linterval zur Verfiigung.

Ist bei den Grundoperatoren +,—,%,/ ein Operand vom Typ Linterval, so
sind fiir den zweiten Operanden die folgenden Typen mdoglich:

integer, real, Longreal, interval oder Linterval.

Die Vergleichsoperatoren = <> < <= > >= sind mengentheoretisch zu
interpretieren. Dabei bedeutet:

= gleich <> ungleich < echte Teilmenge von
<= Teilmenge von > echte Obermenge von >= Obermenge von

Der Operator in  steht wieder fiir die Relation ,liegt in“ zwischen einem
integer /real /Longreal- und einem Linterval-Operanden oder fiir die Relation ,echt
enthalten in“ zwischen zwei Linterval-Operanden zur Verfiigung. Es gilt:

x in y <= (xinf>yinf) and (x.sup <> y.sup).
32 in y <= (3.2>y.inf) and (3.2 < y.sup).

Der Operator >< testet auf Disjunktheit zweier Intervalle. Dabei heiflen zwei
Intervalle z, y disjunkt, wenn gilt z Ny = O (leere Menge).

Die Verbandsoperatoren +% bzw. %% bezeichnen die Bildung der Intervall-
Hiille bzw. des Durchschnitts, d.h. der Operator +x liefert das kleinste, beide
Operanden umfassende Intervall, und der Operator *x liefert das Schnittintervall.
Ein leerer Schnitt fithrt zu einem Laufzeitfehler.
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integer
Linterval
rechter Operand real Bemerkungen
interval
Longreal
linker Operand Ergebnistypen: Linterval oder boolean
monadisch +,—
integer o o€ {+,—, %/}
real in, =, <>
Longreal +*
o o
Linterval
= <> |in, V, >< | Ve{=,<>, <, <=,>,>=}
interval
+x +x, k*
Beispiele:
Seien a, b vom Typ Linterval mit: a =1[-1,3]; b=13,4], dann lie-
fern die Operatoren 4+, —, %, /,><, +*,*x die folgenden Ergebnisse:
Ausdruck Ergebnis Ausdruck | Ergebnis
a + b |[2,7] a +x b | [-1,4]
a — b |[-50] a #x b |[3,3]
a x b |[-4,12] a >< b | false
a / b |[-0.333333333333333333334, 1]

4.2.3 Transferfunktionen

In nachfolgender Tabelle sind alle die Funktionen angegeben, die den Zusammen-
hang zwischen dem Typ Linterval einerseits und den Typen integer, real,
Longreal und interval  andererseits herstellen:

Funktion Ergebnistyp Bedeutung
SHORT (Lx) interval Lx C SHORT (Lx)
LONG (x) Linterval Long(x) =x, aber Datentypen verschieden!
LINTVAL (a,b) | Linterval Intervall mit inf =aund sup=1>; a <b
LINTVAL (a) Linterval Punktintervall mit inf=sup=a
INF (Lx) Longreal Untergrenze von Lx
SUP (Lx) Longreal Obergrenze von Lx

a, b = integer/real/Longreal-Ausdruck
Lx = Linterval-Ausdruck x = Interval-Ausdruck;
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4.2.4 Standardfunktionen

83

Dem Anwender stehen die in nachfolgender Tabelle 4.3 zusammengestellten hoch-
genauen, mathematischen Intervall-Standardfunktionen zur Verfiigung. Argumente
x,y vom Typ Linterval liefern Funktionswerte ebenfalls vom Typ Linterval.

Funktion Aufruf Funktion Aufruf

x| abs(z) cos(z) cos(z)

z? sqr(z) tan(x) tan(z)

2?2 — P x2_y2(z,y) cot(z) cot(z)

N3 sqrt(z) sin(rm - x) sinpi(x)
Vitr-1 sqrt1pm1(z) cos(m - x) cospi(z)
Va2 42 sqrtx2y2(z, y) tan(r - z) tanpi(z)
V1+a? sqrt1px2(z) cot(m - x) cotpi(z)
V1—22 sqrtlmx2(zx) arcsin(z) arcsin(x)

x? -1 sqrtx2m1(x) arccos(x) arccos(z)
et exp(z) arctan(zx) arctan(z)
et —1 expml(zx) arctan2(z,y) | arctan2(z,y)
e=’ exp-x2(z) arccot(z) arccot(z)
2% exp2(z) sinh(x) sinh(z)

10* expl0(z) cosh(z) cosh(z)

x¥ power(z,y) tanh(z) tanh(z)
In(z) In(z) coth(z) coth(zx)
In(e - x) In_ex(z) arsinh(z) arsinh(z)
In(1+ z) Inlp(z) arcosh(z) arcosh(z)
In(z? + y?)/2 In_sqrtx2y2(z, y) arcosh(1 + z) | arcoshlp(x)
In[(1 + 2)2 + 9?)]/2 | In_sqrt1px2y2(z,y) || artanh(z) artanh(z)
log, () loga(a, x) arcoth(z) arcoth(z)
log, (x) log2(z) sign(x) sign(z)

log, () log10(z) diam(z) diam(z)
log,o(1 + ) loglp(z) mid(z) mid(z)
sin(zx) sin(zx) blow(z,eps) | blow(zx, eps)

Tabelle 4.3:

eps: real;

a: Longreal;

Hochgenaue Standardfunktionen des Moduls LI_ ARI;
x,y: Linterval;
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Die Funktionen mid, diam sind fiir die Berechnung des Mittelpunktes und des
Durchmessers von Intervallen vorgesehen.

Die Mittelpunktsfunktion liefert mit: m:= MID (x) den Longreal-Mittelpunkt
m eines Intervalls x. Kann m mit dem Akkumulator nicht maximalgenau berechnet
werden, erfolgt eine entsprechende Fehlermeldung mit Programmabbruch.

Der Intervalldurchmesser ist definiert durch:  diam(z) := sup(z) —> inf(z);

Bei Einschlieungsmethoden wird oft die Funktion blow fiir die sogenannte
Epsilonaufblihung benotigt. Mit einem real-Ausdruck eps und einem Linterval-
Ausdruck x wird die blow—Funktion aufgebaut durch die Anweisungen:

(Long(1) + eps) x x — eps * X;

y
blow (x,eps) intval (pred (inf(y)), succ (sup(y)));

Beispiele:

Seien a,b vom Typ Linterval, erzeugt durch die Anweisungen:

a:=intval (—1,3); b:=intval (2);

dann liefern die Funktionen abs, sqr, mid, diam die folgenden

Ergebnisse:
Ausdruck | Ergebnis | Ausdruck | Ergebnis
abs () | 0,3 sar () | 4]
abs (b) [2,2] mid (a) 1
sqr (a) [0,9] diam (a) 4
Anmerkung:

Mit Hilfe der obigen Intervallfunktionen vom Typ Linterval kénnen hochgenaue
Intervallfunktionen vom Typ interval sehr einfach bereitgestellt werden, sofern dies
nicht schon nach Tabelle 4.2 geschehen ist. Das folgende Beispiel zeigt, wie z.B. die
Potenzfunktion z¥ fiir interval-Argumente z, y zu deklarieren ist:

program test (input,output);

use i-ari, li_ari;

function power (x,y: interval): interval;

begin power := SHORT ( power(Long(x),Long(y)) );
begin { test } ... end.

end;

3



4.2. INTERVALLRECHNUNG MIT DEM TYP LONGREAL 85

4.2.5 Uberladungen des Zuweisungsoperators

Die Wandlung von integer/real/Longreal /interval nach Linterval wird auch in Form
einer iiberladenen Zuweisung bereitgestellt:

‘ Zuweisung ‘ Bedeutung ‘

Lx:=r Lx := Lintval (r)
Lx :=x | Lx := intval (r1,r2)

Lx = Linterval-Variable; x = interval-Ausdruck;
r = integer/real/Longreal-Ausdruck; rl,r2 = integer/real-Ausdruck;

4.2.6 Ein-/Ausgabeprozeduren

Es stehen die bekannten Prozeduren

procedure read (var f: text; var a: Linterval);
procedure write (var f: text; a: Linterval);

mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein—/Ausgabeparametern, jedoch
ohne Formatspezifikationen zur Verfiigung.

Die Eingabe eines Intervalls 2 =[a,b] muf} in der Form
[a, b] oder in der Form a

erfolgen. Der zweite Fall dient zur vereinfachten Eingabe eines Punktintervalls
x = [a,a).

Die Ausgabe eines Intervalls durch die write-Prozedur erfolgt stets in der Form
[a,b]
Das Ausgabeformat ist dabei durch folgende Regelung bestimmt;:

Ist Lx eine Variable vom Typ  Linterval und stimmen die Werte von
inf (Lx) und sup (Lx) auf den ersten n > 2 Ziffern iiberein, so gibt die
Anweisung  write (Lx) die Unterschranke a und die Oberschranke b
jeweils auf n gerundete Mantissenstellen aus.

Fiir n = 0 und n = 1 werden a und b stets auf zwei Mantissenstellen
gerundet.

Werden also durch  write (Lx) n > 2 Mantissenziffern ausgegeben, so weifl der
Anwender, daf inf (Lx) und sup (Lx) genau in den ersten n Ziffern {ibereinstimmen!

In folgender Tabelle sind fiir den Wert einer Variablen Lx vom Typ Linterval die
jeweiligen Ergebnisse der Ausgabeprozedur write (Lx) zusammengestellt:
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Lz = [inf(Lz), sup(Lx)] write(Lzx)

2, 3] [2.0E+000, 3.0E+000]
[1.1,1.2] [1.1E+000, 1.2E+000]
[1.11,1.13] [1.1E+000, 1.2E+000]
[2.000, 2.0001] [2.000E+000, 2.001E+000]

Die Longreal-Werte inf (Lz) und sup (Lz) konnen natiirlich auch (ohne zusétzliche
Rundungen durch die write (Lz)-Prozedur) wie folgt ausgegeben werden:

. write (inf(Lz), sup(Lz));
° write (Lx.inf, Lx.sup);

Lx := Lintval (1.11,1.13) und  write (Lx.inf,Lx.sup) ergeben:
[1.11000000000000000000E+000, 1.13000000000000000000E+000]

im Gegensatz zur entsprechenden Ausgabe von write (Lz) in obiger Tabelle.

4.2.7 Exakte Auswertung von Intervallausdriicken

In PASCAL-XSC koénnen mit Hilfe der Operatoren +,—,% Intervall-
Ausdriicke vom Typ interval mit Hilfe des langen Akkus rundungsfehlerfrei
berechnet und durch die Anweisung

i := ##( exakter Intervallausdruck );

mit nur einer einzigen Rundung pro Intervallgrenze in eine Variable i vom Typ
interval abgespeichert werden. Dieses ##—Konzept steht auch fiir die BCD—Version
in vollem Umfang zur Verfiigung; es ist jedoch nicht anwendbar, wenn nur einer
der Operanden im exakt auszuwertenden Intervallausdruck vom Typ Longreal oder
Linterval ist!

Um das ##-Konzept fiir diese Datentypen wenigstens simulieren zu kénnen,
bendétigt man den Datentyp idotprecision:

type idotprecision = record INF, SUP: dotprecision end;

4.2.7.1 Operatoren

Wie auf Seite 42 bechrieben, mufl auch jetzt z.B. fiir einen Additionsoperator mit
Linterval-Operanden und einem Ergebnis vom Typ idotprecision ein neuer Ope-
ratorname (plus_i) gewiihlt werden, da der normale + Operator mit den gleichen
Operanden schon fiir den Ergebnistyp Linterval vergeben ist. Beachten Sie, dafl
Operatoren, Prozeduren und Funktionen vom Compiler nicht bzgl. des Ergebnis-
typs unterschieden werden! In nachfolgender Tabelle 4.4 sind die entsprechenden
neuen Operatornamen zusammengestellt:
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Operation H Operator-Name | Ergebnistyp
Addition plus_i idotprecision
Subtraktion minus_i idotprecision
Multiplikation times_i idotprecision

Tabelle 4.4: Operatornamen mit Ergebnistyp idotprecision

In Tabelle 4.5 sind fiir die Operatoren  plus_i, minus_i, times_i, x die er-
laubten Operanden—Typen angegeben. Mit einem dotprecision-Operanden existiert

jedoch der * Operator nur mit dem zweiten Operandentyp idotprecision; vergl. auch
Tabelle 4.6 !

integer/real interval idotprecision
rechter Operand L ger/ . precis
ongreal Linterval (dotprecision)
linker Operand
integer /real times_i times_i *
Longreal plus_i, minus_i | plus_i, minus_i | plus_i, minus-i
interval times_i times_i *
Linterval plus_i, minus_i | plus_i, minus_i | plus_i, minus_i
idotprecision * * *
(dotprecision) plus_i, minus_i | plus_i, minus_i | plus_i, minus_i

Tabelle 4.5: Operatoren des Moduls LI_ ARI mit Ergebnistyp idotprecision

Wertzuweisungen an eine Variable vom Typ idotprecision:
Durch Uberladen des Zuweisungsoperators := sind folgende Wertzuweisungen
moglich:

idotprecision—Variable := Linterval-Ausdruck;
idotprecision—Variable := interval-Ausdruck;
idotprecision—Variable := dotprecision—Ausdruck;
idotprecision—Variable := Longreal-Ausdruck;
idotprecision—Variable := real/integer—Ausdruck;

In nachfolgender Tabelle 4.6 kénnen zu den Operatoren mit den Ergebnistypen:
boolean, interval, Linterval, idotprecision

alle moglichen Operanden abgelesen werden:
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integer
Linterval
rechter Operand real idotprecision | dotprecision
interval
Longreal
linker Operand
monadisch +,—
integer O, A O
real in, =, <> in, =, <>
Longreal +* +x*
O, A O, A O
Linterval
=, <> |in,V, >< in, V, ><
interval
4% +x, k* +x, kk
O O O
idotprecision = <> |in,V, >< in, V, >< O
4% +x, k* +x, kk
dotprecision O

Tabelle 4.6: Operatoren vom Typ:

interval, Linterval,idotprecision oder boolean

Bedeutung der Operatoren:

. A € {plus_i, minus_i, times_i};

. in -Operator testet:

Dies sind monadische Operatoren mit den Ergebnistypen: interval,
Linterval, idotprecision;

. O e {+,—,%,/}, Grundoperatoren mit Ergebnistyp: interval, Linterval;

. O € {plus_i, minus_i, *}; Additions-, Subtraktions- und Multiplikationsope-

ratoren mit Ergebnistyp idotprecision;

Additions-, Subtraktions- und Multipli-
kationsoperatoren mit Ergebnistyp idotprecision;

[a,b] C [A,B] oder =z € [A,B];

. >< Operator testet auf Disjunktheit zweier Intervalle;

. +x* Operator liefert die konvexe Hiille zweier Intervalle oder eines Intervalls

mit einer Zahl;

. xx Operator liefert das Schnittintervall; ein leeres Schnittintervall erzeugt

einen Laufzeitfehler;

. Ve {=,<>,<,<=,>,>=}, Vergleichsoperatoren zwischen Intervallen;
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4.2.7.2 Transferfunktionen

Zur Wandlung zwischen den Typen

integer/real/Longreal /dotprecision/interval /Linterval

einerseits und dem Typ idotprecision andererseits werden folgende Transferfunktio-
nen bereitgestellt: idxsup (Funktion)

Funktion Ergebnistyp Bedeutung
DOTINTVAL(d1,d2) | idotprecision | Intervall mit inf = dl und sup = d2;
DOTINTVAL(d) idotprecision | Punktintervall mit inf = sup = d;
DOTINTVAL(rl,r2) | idotprecision | Intervall mit inf =rl und sup = r2;
DOTINTVAL(r) idotprecision | Punktintervall mit inf = sup = r;
INF (di) dotprecision Untergrenze von di
SUP (di) dotprecision Obergrenze von di
LONG (di) Linterval di-Einschlg. durch Intervall: Linterval
SHORT (di) interval di-Einschlg. durch Intervall: interval

Tabelle 4.7: Transferfunktionen mit dem Typ idotprecision

r,r1,r2 = integer/real/Longreal-Ausdruck, r1 < r2, sonst Fehlermeldung;
di = idotprecision—Ausdruck;
d,d1,d2 = dotprecision—Variable, d1 < d2, sonst Fehlermeldung;

4.2.7.3 Simulation von SUM-—A usdriicken

Zur Simulation von SUM-Ausdriicken im ##-Konzept stehen die folgenden Da-

tentypen und Prozeduren zur Verfiigung:

e type rvector = dynamic array [*] of real;

¢ type Lrvector = dynamic array [«] of Longreal;

e type ivector = dynamic array [#] of interval;

e type Livector = dynamic array [] of Linterval;

1. procedure ADDNACCU (var di: idotprecision; var a: rvector);
Exakte Addition des real-Feldes a zum Intervall di;

2. procedure ADDNACCU (var di: idotprecision; var a: Lrvector);
Exakte Addition des Longreal-Feldes a zum Intervall di;

3. procedure ADDNACCU (var di: idotprecision; var a: ivector);
Exakte Addition des interval-Feldes a zum Intervall di;
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4. procedure ADDNACCU (var di: idotprecision; var a: Livector);
Exakte Addition des Linterval-Feldes a zum Intervall di;

5. procedure SUBNACCU (var di: idotprecision; var a: rvector);
Exakte Subtraktion des real-Feldes a vom Intervall di;

6. procedure SUBNACCU (var di: idotprecision; var a: Lrvector);
Exakte Subtraktion des Longreal-Feldes a vom Intervall di;

7. procedure SUBNACCU (var di: idotprecision; var a: ivector);
Exakte Subtraktion des interval-Feldes a vom Intervall di;

8. procedure SUBNACCU (var di: idotprecision; var a: Livector);
Exakte Subtraktion des Linterval-Feldes a vom Intervall di;

9. procedure PADDNACCU (var di: idotprecision; var a,b: rvector);
Exakte Addition des real-Skalarproduktes zum Intervall di;

10. procedure PADDNACCU (var di: idotprecision; var a,b: Lrvector);
Exakte Addition des Longreal-Skalarproduktes zum Intervall di;

11. procedure PADDNACCU (var di: idotprecision; var a,b: ivector);
Exakte Addition des interval-Skalarproduktes zum Intervall dji;

12. procedure PADDNACCU (var di: idotprecision; var a,b: Livector);
Exakte Addition des Linterval-Skalarproduktes zum Intervall di;

13. procedure PSUBNACCU (var di: idotprecision; var a,b: rvector);
Exakte Subtraktion des real-Skalarproduktes vom Intervall di;

14. procedure PSUBNACCU (var di: idotprecision; var a,b: Lrvector);
Exakte Subtraktion des Longreal-Skalarproduktes vom Intervall di;

15. procedure PSUBNACCU (var di: idotprecision; var a,b: ivector);
Exakte Subtraktion des interval-Skalarproduktes vom Intervall di;

16. procedure PSUBNACCU (var di: idotprecision; var a,b: Livector);
Exakte Subtraktion des Linterval-Skalarproduktes vom Intervall di;

4.2.7.4 Beispiele
1. Beispiel:

Mit den Deklarationen: var doti : idotprecision;
a,b : Livector [1..10];
Li : Linterval;

sind z.B. folgende Anweisungen moglich:

doti := 0; PADDNACCU (doti,a,b);
Li := LONG( doti plus_i a[l] times_i b[10] minus_i a[2] times_i b[9] );

Das Intervall Li liefert eine EinschlieBung der exakten Summe mit nur einer
Rundung bzgl. Intervallunter— und —~Obergrenze!
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2. Beispiel:

Mit Hilfe der Operatoren * und plus_i zwischen idotprecision- und Linterval-
Operanden kann ein Polynom

n
P(z) = Z ay, - =*
k=0

mit folgender Funktion rundungsfehlerfrei berechnet werden:

function HORNER_IDOT (var a:Livector; x:Linterval):idotprecision;
var k : integer; y : idotprecision;

begin
% = afub(a)];

for k := ub(a)—1 downto Ib(a) do
y :=y * x plus_i a[k]; { Intervall-Hornerschema }
HORNER._IDOT =y

end;
Die Koeffizienten

ag = —0.01; a; = +0.39; ay = —7.02; as = +77.22;

ay = —579.15; as = +3127.41; ag = —12509.64; a7 = +37528.92;
ag = —84440.07; ag = +140733.45;  ajp= —168880.14; ay; = +138174.66;
a2 = —69087.33; a3 = +15943.23;

realisieren das Polynom  P(z) = 145 - (3z — 1)'*  mit der Nullstelle zo = %;

100
Mit den Deklarationen:
var a: Livector[0..13];  x,y: Linterval;  doti: idotprecision;
und den Anweisungen:

x = 0.3333333333333333; {z = xp; x ist Punktintervall!}
y = LONG( HORNER._IDOT (a,x) );

erhélt man mit der BCD—Version das exakte Intervallergebnis:
y =P(z) € [-1.00...00-107%'% —~1.00...00 - 1072'7]

Fiihrt man ganz entsprechende Rechnungen mit der Bin&rversion von PASCAL-
XSC durch, wobei die a; und das Argument z vorher durch Binérintervalle einzu-
schlieffen sind, so erhilt man:

P(z1) € [-4.41283...593 - 107 '%; 4+2.40837...365 - 10™'7]

Die enorme Abweichung von 195 Groéflenordnungen von der exakten BCD-
Einschlieung ist alleine bedingt durch den Umstand, dal vor der eigentlichen run-
dungsfehlerfreien Polynomauswertung neben dem Argument x auch alle Polynom-
koeffizienten in Bindrintervalle eingeschlossen werden miissen, deren Durchmesser
i.a. von Null verschieden sind, da Dezimalzahlen i.a. nicht exakt als Bin#rzahlen
endlicher Léange darstellbar sind.
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4.2.8 Wertebereich monotoner Funktionen

Zur Realisierung der hochgenauen Intervallfunktionen aus Tabelle 4.3 mit Hilfe
monotoner Punktfunktionen vom Ergebnistyp rrG sind im Modul LI_ARI
folgende Werkzeuge bereitgestellt:

function Lintval_f ( { Wertebereichs—Einschlieig. }
function f(x: Longreal): rrG; { Monotone Punktfunktion }
I: Linterval; { Monotonie-Intervall }
up: boolean; { Monotoniebeschreibung }
eps: real { VergroBerte Fehlerschranke }
) : Linterval; { Typ des Wertebereichs }

Die Funktion f(x: Longreal): rrG ~ muf} im Intervall I monoton sein. Mit
der relativen Fehlerschranke e(f) der Funktion f muf gelten:

eps := 1.00001 x> e(f);

Ist f(z) in I monoton wachsend (fallend), so ist der Parameter up true
(false) zu wiihlen. Die Anweisung

y := Lintval_f(f,I,up,eps);

liefert dann mit y: Linterval eine hochgenaue Einschlieung aller Funktions-
werte f(z), mit z € L

function Lintval_frrG ( { Wertebereichs-Einschlieig. }
function f(x: rrG): rrG;  { Monotone Punktfunktion }
I: Linterval; { Monotonie-Intervall }
up: boolean; { Monotoniebeschreibung }
eps: real { Vergriflerte Fehlerschranke }
) : Linterval; { Typ des Wertebereichs }

Die Funktion f(x: rrG): rrG =~ muf} im Intervall I monoton sein. Mit der
relativen Fehlerschranke e(f) der Funktion f muf} gelten:

eps := 1.00001 x> e(f);

Ist f(z) in I monoton wachsend (fallend), so ist der Parameter up true
(false) zu wiihlen. Die Anweisung

y := Lintval_frrG(f,I,up,eps);

liefert dann mit y: Linterval eine hochgenaue Einschliefung aller Funktions-
werte f(z), mit z € L
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4.3 Intervallrechnung mit dem Typ rrG

Mit dem Modul RRGI_ARI werden nur die Operatoren, Funktionen und
Prozeduren bereitgestellt, die zur Implementierung von mathematischen Intervall-
funktionen notwendig sind. Es ist nicht vorgesehen, die komplette Intervallrechnung
wie etwa im Modul LI_ ARI zu realisieren, so dafl z.B. Vergleichsoperatoren fiir
Intervalle oder Intervall-Grundoperationen mit gemischten Operandentypen nur in
dem Umfang bereitgestellt werden, wie sie tatséchlich erforderlich waren.

4.3.1 Der Datentyp rrGinterval

Der Datentyp rrGinterval ist definiert durch:
type rrGinterval = record inf, sup : rrG end;

Mit der Deklaration: var x : rrGinterval; bedeutet x dann das reelle Intervall:

x = [x.INF, x.SUP]

4.3.2 Operatoren

Fiir Operanden vom Typ rrGinterval stehen die monadischen Operatoren + —
und die arithmetischen Operatoren + — %/  zur Verfiigung. Bei der Multipli-
kation kann zusitzlich der erste Operand vom Typ rrG,Longreal,;real und bei
der Division der zweite Operand ebenfalls vom Typ rrG,Longreal,real gewihlt
werden.

Als Vergleichsoperatoren sind lediglich die Operatoren = <>  definiert, wobei
beide Operanden vom Typ rrGinterval sein miissen.

Beim Operator in ist der zweite Operand vom Typ rrGinterval, und der erste
Operand kann vom Typ real,rrGinterval gewiihlt werden.

Der Operator ><  testet zwei rrGinterval-Operanden auf Disjunktheit, wobei
zwei Intervalle disjunkt heiflen, wenn sie kein gemeinsames Element enthalten.

Die Verbandsoperatoren +#% #x sind als Intervall-Hiille bzw. als Durchschnitt
zweier rrGintervall-Operanden definiert.

4.3.3 Transferfunktionen

In nachfolgender Tabelle sind alle die Funktionen angegeben, die den Zusammen-
hang zwischen dem Typ rrGinterval einerseits und den Typen integer, real,
Longreal und rrG  andererseits herstellen:

Funktion Ergebnistyp Bedeutung

RRGINTVAL (a,b) | rrGinterval [a,b]; a,b: G
RRGINTVAL (a) rrGinterval [a,a]; a: integer/real/Longreal/rrG
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4.3.4 Standardfunktionen

Es stehen die in nachfolgender Tabelle 4.8 angegebenen mathematischen Intervall-
Standardfunktionen zur Verfiigung. Argumente x,y vom Typ rrGinterval liefern,
mit Ausnahme von sign(x), Funktionswerte ebenfalls vom Typ rrGinterval.

0 falls 0 € 2

sign(z) = ¢ +1 falls z.inf > 0
—1 falls z.sup <0
Funktion Aufruf Funktion Aufruf

|| abs(z) sin(zx) sin(z)
z? sqr(zx) cos(z) cos(z)
2 —y? x2.y2(x,y) tan(z) tan(z)
N sqrt(z) cot(zx) cot(x)
Vitzr-—1 sqrtlpml(z) sin(r - x) sinpi(z)
Va2 +y? sqrtx2y2(z, y) cos(m - x) cospi(zx)
V1+a? sqrt1px2(x) tan(w - x) tanpi(z)
V1—22 sqrtlmx2(zx) cot(m - x) cotpi(x)

x2 -1 sqrtx2ml(z) arcsin(x) arcsin(z)
e’ exp(z) arccos(z) arccos(x)
e’ —1 expml(x) arctan(z) arctan(zx)
e’ exp-x2(z) arctan2(z,y) | arctan2(z,y)
27 exp2(z) arccot(x) arccot(x)
10* expl0(z) sinh(z) sinh(x)
x¥ power(z,y) cosh(zx) cosh(z)
In(z) In(z) tanh(z) tanh(z)
In(e - ) In_ex(z) coth(z) coth(zx)
In(1 + ) Inlp(zx) arsinh(z) arsinh(zx)
In(2? + y?)/2 In_sqrtx2y2(z, y) arcosh(z) arcosh(z)
In[(1+ 2)% + y%)]/2 | In_sqrt1px2y2(z,y) || arcosh(1 + x) | arcoshlp(x)
log, (x) loga(a, x) artanh(zx) artanh(z)
log, () log2(x) arcoth(z) arcoth(x)
log; () log10(x) sign(z) sign(z)
logo(1 + ) loglp(z) diam(z) diam(z)

Tabelle 4.8: Mathematische Standardfunktionen des Moduls RRGI_ ARI,

x,y: rrGinterval;

a: Longreal;
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Um bei verschachtelten Intervall-Funktionen Zwischenrechnungen auch im genaue-
ren rrGinterval-Format durchfiihren zu kénnen, sind in nachfolgender Tabelle 4.9
alle mathematischen Intervall-Standardfunktionen angegeben, die fiir Argumente
x,y vom Typ Linterval Funktionswerte vom Typ rrGinterval liefern:

Funktion Aufruf Funktion Aufruf
|z] abs_rrG(z) sin(z) sin_rrG(z)
z? sqr_rrG(z) cos(z) cos_1rG(z)
7?2 —y? x2_y2_rrG(z,y) tan(z) tan_rrG(z)
NS sqrt_rrG(z) cot_rrG(z) cot_rrG(z)
Vitzr-1 sqrtlpml_rrG(z) sin(r - x) sinpi_rrG(x)
NS sqrtx2y2_rrG(z, y) cos(m - x) cospi_rrG(x)
V1+a? sqrtlpx2_rrG(zx) tan(w - ) tanpi-rrG(z)
V1— 22 sqrtlmx2_rrG(x) cot_rrG(m - x) | cotpi_rrG(z)

(
)

Vo2 -1 sqrtx2m1_rrG(x) arcsin(z arcsin_rrG(x)

et exp-rrG(z) arccos(x) arccos_rrG(x)

e’ —1 expml_rrG(z) arctan(z) arctan_rrG(x)
e=’ exp-x2_rrG(z) arctan2(z,y) | arctan2_rrG(z,y)
2" exp2_rrG(z) arccot(z) arccot_rrG(z)
10® expl0_rrG(zx) sinh(z) sinh_rrG(z)

x¥ power_rrG(z, y) cosh(z) cosh_rrG(z)
In(z) In(z) tanh(x) tanh_rrG(z)
In(e - x) In_ex_rrG(x) coth(z) coth_rrG(z)
In(1+ ) Inlp_rrG(z) arsinh(z) arsinh_rrG(z)
In(z% +9?)/2 | In_sqrtx2y2_rrG(z,y) arcosh(z) arcosh_rrG(z)
In[(14+2)2+y?)]/2 | In_sqrt1px2y2_rrG(z,y) || arcosh(1 + z) | arcoshlp_rrG(z)
log,(z) loga_rrG(a, x) artanh(z) artanh_rrG(z)
log, () log2_1rG(z) arcoth(z) arcoth_rrG(z)
log; () log10_rrG(x) diam(z) diam_rrG(z)

(
1+ ) loglp_1rG(x)

Tabelle 4.9: Mathematische Standardfunktionen des Moduls RRGI_ARI;
x,y: Linterval; a: Longreal;
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4.3.5 Uberladungen des Zuweisungsoperators

Die Wandlungen von integer/real/Longreal/rrG/Linterval nach rrGinterval bzw.
von rrGinterval nach Linterval werden auch durch Uberladungen des Zuweisungs-
operators bereitgestellt:

Zuweisung Bedeutung

rrGi := rrGx | rrGi := RRGINTVAL(rrGx); rrGi : rrGinterval; 1rGx : rrG

rrGi = Lx rrGi := RRGINTVAL(Lx); rrGi: rrGinterval; Lx : Longreal

rrGi := x rrGi := RRGINTVAL(x); rrGi: rrGinterval; x : real

rrGi = Li rrGi = Li; rrGi : rrGinterval; LI : Linterval

Li:= rrGi rrGi C Li; rrGi : rrGinterval; LI : Linterval

4.3.6 Ein-/Ausgabeprozeduren

Es stehen die bekannten Prozeduren

procedure read (var f: text; var a: rrGinterval);
procedure write (var f: text; a: rrGinterval);

mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein—/Ausgabeparametern, jedoch
ohne Formatspezifikationen zur Verfiigung.

Die Eingabe eines Intervalls 2 = [a,b] mit a,b : G~ muf in der Form
[a, b] oder in der Form a

erfolgen. Der zweite Fall dient zur vereinfachten Eingabe eines Punktintervalls
x = [a,al.

Die Eingabe eines Wertes a: rrG ~ muf} dabei in der Form
{arl,ar2,a.G} oder in der Form a.rl

erfolgen. Weitere Einzelheiten findet man auf Seite 56.

Die Ausgabe eines Intervalls durch die write-Prozedur erfolgt stets in der Form
[a,b]

wobei z.B. a:rrG in der Form

{arl,ar2,a.G}

ausgegeben wird.
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4.3.7 Wertebereich einer Funktion
Gegeben sei eine iiber einem Intervall D = [a, b] definierte, reellwertige Funktion f
f: D=la,b — R
Der Wertebereich W von f ist dann definiert durch:
W:={yly = f(z) Az € [a,b]}.

Wird f(z) fiir ein rrG-Argument z € [a,b] mit einem geeigneten Algorithmus aus-
gewertet, so ist f(x) # f(z) das fehlerbehaftete Rechnerergebnis mit dem relativen
Fehler e, definiert durch:

=== f(@) £0; leg| <e(f), v €ab).

Die Fehlerschranke e(f) wird als bekannt angesehen. Die PASCAL-XSC-Funktion
function f (x: rrG): rrG;

liefert zum exakten Funktionswert f(z) die rrG-Niherung f(z).

Gesucht ist eine Intervallfunktion vom Ergebnistyp rrGinterval, die zu einem
gegebenem Intervall 1C [a,b] vom Typ rrGinterval eine Einschlielung des
entsprechenden Wertebereichs

Wy = {yly = f(z) Az € 1C [a,b]}.
liefert. Unter bestimmten Voraussetzungen lassen sich die gesuchten Intervallfunk-

tionen mit vordefinierten Funktionen aus dem Modul rrGi_ari realisieren:

4.3.7.1 Die Funktion ist monoton

Mit Hilfe der Funktion RRGINTVAL_f rrG(...) ausdem Modul rrGi_ari
erhélt man die gewiinschte Einschliefung des Wertebereichs:

function RRGINTVAL_f_rrG ( function f (x: rrG): rrG; I rrGinterval;
bl: boolean; eps: real): rrGinterval;

Zu einer in einem Intervall 1= [zy,22] monotonen Funktion f berechnet
w := RRGINTVAL_f_rrG (f, I, bl, eps)
eine garantierte EinschlieBung w der Funktionswerte f(z), mit =z €1 = [z,25]:
Wr={yly=/F(z) N zel} Cw;

Ist f in I monoton wachsend (fallend), so muf bl = true (false) gesetzt werden.
Ist e(f) die relative Fehlerschranke von f, so mufl eps wie folgt berechnet werden:

eps := 1.00001*> e(f);
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Im nachfolgenden Beispiel wird gezeigt, wie die Exponentialfunktion
function exp (x: rrGinterval): rrGinterval;
aus dem Modul rrGi_ari realisiert wurde:

function EXP(x: rrGinterval): rrGinterval;
var ¢ : rrGinterval;
begin
¢ := rrGintval_f_rrG(EXP,x,TRUE,4.6214E-25);
if SIGN(c.SUP.r1) = 0 then
begin { Oberschranke falls Underflow: }
c.SUP.r1 :=1; c¢.SUP.r2 := 0;
c.SUP.G -2171;
end;
EXP := c;
end; { EXP }

EXP ist dabei der Name der Exponentialfunktion fiir rrG—Argumente aus der
Tabelle von Seite 58. Mit der Fehlerschranke &(f) = 4.6213E—25 ergibt sich
dann eps zu: eps = 4.6214 E—25.

Mit den beiden folgenden Funktionen aus dem Modul rrGi_ari lassen sich
Wertebereiche von monotonen Funktionen ganz entsprechend berechnen, wenn das
Monotonie-Intervall oder das Argument von f andere Datentypen besitzen:

function RRGINTVAL._f ( function f (x: Longreal): rrG; I: Linterval,
bl: boolean; eps: real): rrGinterval;

function RRGINTVAL._frrG ( function f (x: rrG): rrG; I: Linterval;
bl: boolean; eps: real): rrGinterval;

4.3.7.2 Die Funktion besitzt ein relatives Maximum

f : [a,b] — R sei eine stetige Funktion und habe in  zo €]a,b[ ein relatives
Maximum. Fiir z < xq sei f monoton wachsend, und fiir x > x( sei f monoton
fallend.

f(z) wird auf dem Rechner durch folgende Funktion realisiert:

function f (x: rrG): 11G;

und liefert zum rrG-Argument = € [a,b] den i.a. fehlerbehafteten Funktions-

wert  f(z) # f(z).

Die zugehorige relative Fehlerschranke e(f) wird fiir alle z € [a,b] als bekannt
angenommen.

Zu einem beliebig vorgegebenen Intervall I vom Typ rrGinterval, mit:

I =[Linf, Lsup] C [a, b]
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I=[Linf,Lsup]
Abbildung 4.1: EinschlieSung des Wertebereichs W; durch das Intervall w

ist gesucht eine Einschliefung w = [w.inf, w.sup] vom Typ rrGinterval fiir den
Wertebereich:
Wr :={y|y= f(z) A z €I=[Linf, Lsup] } C w = [w.inf, w.sup];

In Abb. 4.1 ist xe ein Intervall vom Typ rrGinterval, welches die Maximum-
stelle zo einschliefit. Das Intervall ye, ebenfalls vom Typ rrGinterval, ist eine
EinschlieBung aller Funktionswerte f(z), mit z € ze :

{yly=f(z) ANz €xe} Cuye;

Ist die relative Fehlerschranke &(f) bekannt, so lassen sich die Einschlieffungen
xe,ye mit dem Programm MIN_26 bestimmen, wenn man dort —f(z) an Stelle
von f(x) benutzt, da MIN_26 die genannten EinschlieBungen nur unter der
Voraussetzung berechnet, dafl die betrachtete Funktion ein relatives Minimum
besitzt.

Mit Hilfe der Funktion

function INCL_MAX (function f (x: rrG): rrG; eps: real;
xe, ye, I: rrGinterval): rrGinterval;

die durch rrGi_ari bereitgestellt wird, erhilt man dann die EinschlieBung w durch
den Funktionsaufruf:

w:= INCL_MAX (f, eps, xe, ye, I);
wobei eps durch eps:= 1.00001%> e(f) zu berechnen ist.



100 KAPITEL 4. INTERVALLRECHNUNG

4.3.7.3 Die Funktion besitzt ein relatives Minimum

f : [a,b] — R sei eine stetige Funktion und habein  zo €]a,b[ ein relatives
Minimum. Fiir x < z¢ sei f monoton fallend, und fiir x > zy sei f monoton
wachsend.

a |I=[Linf Lsup] ‘ o b

Abbildung 4.2: Einschliefung des Wertebereichs W; durch das Intervall w

f(z) wird auf dem Rechner durch folgende Funktion realisiert:
function f (x: rrG): 11G;

und liefert zum rrG-Argument = € [a,b] den i.a. fehlerbehafteten Funktions-

wert  f(z) # f(z).

Die zugehorige relative Fehlerschranke e(f) wird fiir alle z € [a,b] als bekannt
angenommen.

Zu einem beliebig vorgegebenen Intervall I vom Typ rrGinterval, mit:
I = [Linf, Lsup] C [a, b]

ist gesucht eine Einschliefung w = [w.inf, w.sup] vom Typ rrGinterval fiir den
Wertebereich:

Wr :={y|y = f(z) A z €1=[Linf, Lsup] } C w = [w.inf, w.sup];

In Abb. 4.2 ist xe ein Intervall vom Typ rrGinterval, welches die Minimum-
stelle zg einschlieft. Das Intervall  ye, ebenfalls vom Typ rrGinterval, ist eine
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EinschlieBung aller Funktionswerte f(z), mit z € xe :
{yly=f(=) A zecze} Cye;

Ist die relative Fehlerschranke e(f) bekannt, so lassen sich die Einschlieffungen
xe,ye  mit dem Programm MIN_26 bestimmen.

Mit Hilfe der Funktion

function INCL_MAX (function f (x: rrG): rrG; eps: real;
xe, ye, I: rrGinterval): rrGinterval;

aus dem Modul rrGi_ari erhilt man dann die EinschlieBung w durch folgendes
Programmbeispiel:

program test(input,output) ;
use rrGi_ari;
var xe,ye,Il,w : rrGinterval; eps: real;

function f(x: rrG): rrG;

begin  { Definition von f; x>11}%
f := exp(x) / 1n(x);
end; { Rel. Fehlerschr.: 5.4457E-24 }

function fI(xI: rrGinterval): rrGinterval;
{ fI liefert zu gegebenem Intervall I }

{ die Einschliessung w von W_I }
function fn(x: rrG): rrG;
begin fn := -f(x) end;

begin fI := -INCL_MAX(fn,eps,xe,-ye,xI) end;

begin { Haupt }
eps := 5.4458E-24; { = 1.00001 *> 5.4457E-24 }
{* Ergebnisse des Programms MIN_26 : *x}
xe.INF.rl1 := 1.763222834346;

xe.INF.r2 := 3.793862611114E-13; xe.INF.G := 0;
xe.SUP.r1 := 1.763222834357;

xe.SUP.r2 := 2.933226823867E-13; xe.SUP.G := 0;
ye.INF.r1 := 1.028170523089E+1;

ye.INF.r2 := -2.754504467672E-12; ye.INF.G := 0;
ye.SUP.r1 := 1.028170523089E+1;

ye.SUP.r2 := -2.754504466670E-12; ye.SUP.G := 0;

I.inf := 1.6; I.sup := 1.8; {Eingangsintervall }
w := fI(I); { w: Wertebereichseinschliessung }
end. { f(x) > 1.028170523089E+1 - 2.754504467672E-12 }
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4.3.7.4 Die Funktion besitzt ein realtives Maximum und Minimum

f :[a,b] — R sei eine stetige Funktion und habe in  zo €]a,b[ ein relatives
Maximum und in  z; > zg ein relatives Minimum. Vor, zwischen und nach den
relativen Extrema sei f(z) jeweils monoton.

BRI

I=[Linf Lsup]

Abbildung 4.3: Einschliefung des Wertebereichs W; durch das Intervall w

f(z) wird auf dem Rechner durch folgende Funktion realisiert:
function f (x: rrG): 1rG;

und liefert zum rrG-Argument 2 € [a,b] den i.a. fehlerbehafteten Funktions-

wert  f(z) # f(z).

Die zugehorige relative Fehlerschranke e(f) wird fiir alle z € [a,b] als bekannt
angenommen.

Zu einem beliebig vorgegebenen Intervall I vom Typ rrGinterval, mit:
I = [Linf, Lsup] C [a, b]

ist gesucht eine Einschliefung w = [w.inf, w.sup] vom Typ rrGinterval fiir den
Wertebereich:

Wr :={y|y = f(z) A z €l=[Linf, Lsup] } C w = [w.inf, w.sup];

In Abb. 4.3 ist xma ein Intervall vom Typ rrGinterval, welches die Maximum-
stelle zo einschlieit. Das Intervall yma, ebenfalls vom Typ rrGinterval, ist eine
EinschlieBung aller Funktionswerte f(z), mit x € zma :

{yly=f(z) A z €zma} Cyma;
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Entsprechend ist xmi ein Intervall vom Typ rrGinterval, welches die Minimum-
stelle 1 einschliet. Das Intervall ~ymi, ebenfalls vom Typ rrGinterval, ist eine
EinschlieBung aller Funktionswerte f(z), mit z € xmi :

{yly=f(z) Az €xmi} Cymi;

Ist die relative Fehlerschranke &(f) bekannt, so lassen sich die Einschlieffungen
xma,yma bzw. xmi,ymi mit dem Programm MIN_26 bestimmen.

Mit Hilfe der Funktion

function INCL_MAMI (function f (x: rrG): rrG; eps: real;
xma, yma, xmi, ymi, I: rrGinterval): rrGinterval;

aus dem Modul rrGi_ari erhélt man dann die EinschlieBung w durch folgenden
Funktionsaufruf:

w:= INCL_MAMI (f, eps, xma, yma, xmi, ymi, I);

wobei eps wie folgt zu berechnen ist: eps := 1.00001%> &(f);

4.3.7.5 Die Funktion besitzt ein realtives Minimum und Maximum

f i la,b] — R sei eine stetige Funktion und habe in 2o €]a,b[ ein relatives
Minimum und in 27 > zg  ein relatives Maximum.
Vor, zwischen und nach den relativen Extrema sei f jeweils monoton.

#EH] <

\ ™

I=[Linf,Lsup]

Abbildung 4.4: EinschlieBung des Wertebereichs W; durch das Intervall w
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f(z) wird auf dem Rechner durch folgende Funktion realisiert:
function f (x: rrG): 11G;

und liefert zum rrG-Argument = € [a,b] den i.a. fehlerbehafteten Funktions-

wert  f(z) # f(a).

Die zugehorige relative Fehlerschranke e(f) wird fir alle z € [a,b] als bekannt
angenommen.

Zu einem beliebig vorgegebenen Intervall I vom Typ rrGinterval, mit:
I = [Linf, Lsup] C [a, b]

ist gesucht eine Einschliefung w = [w.inf, w.sup] vom Typ rrGinterval fiir den
Wertebereich:

Wr :={y|y = f(z) A z €1=[Linf, Lsup] } C w = [w.inf, w.sup];

In Abb. 4.4 ist xmi ein Intervall vom Typ rrGinterval, welches die Minimum-
stelle zq einschliefit. Das Intervall  ymi, ebenfalls vom Typ rrGinterval, ist eine
EinschlieBung aller Funktionswerte f(z), mit x € xzmi :

{yly=f(z) Az €axmi} Cymi;

Entsprechend ist xma  ein Intervall vom Typ rrGinterval, welches die Maxi-
mumstelle x; einschliefit. Das Intervall yma, ebenfalls vom Typ rrGinterval, ist
eine EinschlieBung aller Funktionswerte f(z), mit z € xma :

{yly=f(2) A zeama} Cyma;

Ist die relative Fehlerschranke &(f) bekannt, so lassen sich die Einschlieungen
xmi,ymi bzw. xma,yma mit dem Programm MIN_26 bestimmen.

Mit Hilfe der Funktion

function INCL_MAMI (function f (x: rrG): rrG; eps: real;
xma, yma, xmi, ymi, I: rrGinterval): rrGinterval;

aus dem Modul rrGi_ari erhélt man dann die EinschlieBung w durch folgendes
Programmbeispiel:

program test (input,output);

use rrGi_ari;

var xmi, ymi, xma, yma, I, w : rrGinterval;
eps : real;

function f (x: rrG): rrG;
begin

f:= ... { Definition von f }
end;

3
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function fI (I: rrGinterval): rrGinterval;
{ fI liefert zu gegebenem Intervall I die EinschlieBung w von W; }
function fn (x: rrG): rrG;
begin fn := —f(x) end;
begin
fI := —INCL_MAMI (fn, eps, xmi, —ymi, xma, —yma, I);
end;

begin { Haupt }

eps := ... ; { eps:= 1.00001%> e(f)}

xmi = rrGintval (... , ...);

ymi := rrGintval (... , ...);

xma := rrGintval (... , ...);

yma := rrGintval (... , ...);

I:=rrGintval (... , ...);

w = fI(I); { w liefert eine Einschliefung von Wy }
end.

4.3.7.6 Die Funktion besitzt mehr als zwei Extrema

f i [a,b] — R sei eine reellwertige, stetige Funktion und habe in  z¢ €]a,b]
nach Abb. 4.5 z.B. drei relative Extrema.

I=[Linf,Lsup]

Abbildung 4.5: Funktion mit drei relativen Extrema

f(x) wird auf dem Rechner durch folgende Funktion realisiert:

function f (x: rrG): rrG;
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und liefert zum rrG-Argument = € [a,b] den i.a. fehlerbehafteten Funktions-

wert  f(z) # f(z).

Die zugehorige relative Fehlerschranke e(f) wird fiir alle z € [a,b] als bekannt
angenommen.

Zu einem beliebig vorgegebenen Intervall I vom Typ rrGinterval, mit:
I =[Linf, Lsup] C [a, b]

ist gesucht eine Einschliefung w = [w.inf, w.sup] vom Typ rrGinterval fiir den
Wertebereich:

Wr:={y|y = f(z) A z €I =][Linf, Lsup] } C w;

Zur Losung unterteilt man zunéchst [a, b] durch ¢ € [a, b] in die beiden Teilintervalle
[a,c] und [e, b]. Mit den Schnittintervallen

I1:=1INnja,¢] und I12:=1N]c,b

berechnet man dann entsprechend den Abbildungen 4.4 bzw. 4.2 die jeweiligen
Einschliefungen w1 und w2. Die konvexe Hiille von w1l und w2 ist dann die gesuchte
Einschliefung w:

w:=wl+xw22D1I

Bei mehr als drei Extrema unterteilt man [a,b] so in Teilintervalle, dafi jedes
hochstens zwei Extrema enthélt und verfahrt dann analog zum obigen Beispiel.

Bei bekannter Fehlerschranke e( f) lassen sich so fiir alle ’gutmiitigen’ Funktionen
zu einem beliebigen Intervall-Argument I eine Einschliefung w des entsprechenden
Wertebereichs W; bestimmen, wenn man vorher alle EinschlieSungen der relativen
Extrema mit dem Programm MIN_26 berechnet hat.



Kapitel 5
Komplexe Arithmetik

Mit dem Modul C_ARI werden die fiir das Rechnen mit komplexen Zahlen
notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren beziiglich des Datentyps real
bereitgestellt.

Das Modul LC_ARI ermoglicht zusétzlich komplexe Rechnungen auf Basis
der Typen real, Longreal, dotprecision und rrG.

5.1 Das Modul C_ARI

Fiir Rechnungen mit komplexen Zahlen wird der Datentyp complex entsprechend
der Definition

type complex = record re,im : real end;

im Sprachkern von PASCAL-XSC bereitgestellt. Fir 2z =z+4+i-y, i =+/—1
und z : complex gilt dann:

z.re = X und z.im = y;

5.1.1 Operatoren

Samtliche in diesem Modul vordefinierten arithmetischen Operatoren liefern den Er-
gebnistyp complex. Als arithmetische Operatoren stehen die monadischen Operato-
ren +,— und die vier Grundoperationen +,—,%,/ mit den drei verschiede-
nen Rundungsarten zu Verfiigung. Dabei werden die Rundungen jeweils auf Real-
und Imagindrteil angewandt. Die Ergebnisse der Operationen +,—,%  sind
maximalgenau, d.h. das exakte Ergebnis wird stets zur niichsten Maschinenzahl
gerundet. Das FErgebnis der komplexen Division ist jedoch nur hochgenau, d.h.
zwischen dem exakten Quotienten und dem Maschinenergebnis liegt bzgl. Real-
und Imaginirteil keine weitere Rasterzahl.

Das Beispiel ¢ := (2.00...003—4-10"%)/(2+i-10713) liefert z.B. fiir den Real-
teil die nur hochgenaue Maschinennéherung  Re(c) = 1.00...002 im Gegensatz
zur maximalgenauen Naherung: 1.000000000001.
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Bezeichnen wir mit e(G) die relative Fehlerschranke der Operationen +, —,
und mit e(D) die relative Fehlerschranke der Division und sind £(G),é(D) die
entsprechenden Fehlerschranken fiir die gerichteten Rundungen, so gelten fiir den
normalisierten bzw. denormalisierten real-Bereich die in folgender Tabelle angege-
benen relativen Fehlerschranken:

Oper. Normal. Denormal. Rel. Fehlerschranke
+/- e(@); é(G) e(@); é(G) e(G)=5-10"13; &(G)=1-10"12
* e(G); 6(Q) | >e(@); é(G) | e(G)=5-10713; g(G)=1-10"12
/ e(D); é(D) | >&e(D); é(D) | e(D)=1-10"12; &(D)=1.5-10"12

Liegen die Ergebnisse von Multiplikation oder Division also im denormalisierten
Bereich (3.1), so kann der relative Betragsfehler die Fehlerschranken aus dem nor-
malisierten Bereich iiberschreiten, vergl. dazu Seite 12. Es ist daher sinnvoll, fiir
die komplexe Multiplikation und Division Funktionen bereitzustellen, die fiir Real-
und Imaginérteilergebnisse aus dem denormalisierten real-Bereich iiberpriifen, ob
die Betrige der aufgetretenen relativen Fehler die Fehlerschranken aus dem norma-
lisierten Bereich tibertreffen:

1. function MULNEXT_TEST(var A,B: complex; var error: boolean): complex;

Berechnet A x B; error = TRUE ~» |rel. Fehler| > 0.5 - 10712,

2. function MULUP_TEST(var A,B: complex; var error: boolean): complex;
Berechnet A > B; error = TRUE ~» |rel. Fehler| > 1-107!%;
3. function MULDOWN_TEST (var A,B:complex; var error:boolean): complex;
Berechnet A x< B; error = TRUE ~» [rel. Fehler| > 1-107'%;
4. function DIVNEXT_TEST (var A,B: complex; var error: boolean): complex;
Berechnet A / B; error = TRUE ~ [rel. Fehler| > 1-107'%;

5. function DIVUP_TEST (var A,B: complex; var error: boolean): complex;
Berechnet A /> B; error = TRUE ~ |rel. Fehler| > 1.5-107'%;
6. function DIVDOWN_TEST (var A B: complex; var error: boolean): complex;
Berechnet A /< B; error = TRUE ~ |[rel. Fehler| > 1.5-107%;
Die Vergleichsoperatoren = <> < <= > >=  beziehen sich auf Real- und

Imaginéarteil. Fiir a,b vom Typ complex gilt demnach:
a <= b < (are <= bre) and (a.im <= b.im)

Entsprechende Vergleiche auch mit einem integer— oder real-Operanden sind
zuléssig.
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integer
rechter Operand g complex
real
linker Operand
monadisch +,—
integer o
real \%
[e] [e]
complex

Tabelle 5.1: Die Operatoren des Moduls C_ARI
o€ {+7 +<: +>7_7 _<= _>7*= *<= *>=/7 /<7 />}
VE{= <> < <=>>=}

5.1.2 Transferfunktionen

Zur Wandlung zwischen den Typen integer/real und complex werden folgende
Transferfunktionen bereitgestellt:

Funktion Ergebnistyp Bedeutung
compl (r1,r2) complex z=rl+i-r2; i=+-1
compl (r) complex z=rl+i-0; i=+v-1
re (z) real Realteil von z
im (z) real Imaginirteil von z

Tabelle 5.2: Transferfunktionen des Moduls C_ARI
r, rl, r2 = real-Ausdruck; 7 = complex-Ausdruck

5.1.3 Uberladungen des Zuweisungsoperators

Die Wandlung von real/integer nach complex wird auch in Form einer iiberladenen
Zuweisung bereitgestellt:

Zuweisung Bedeutung

zZ:=r 7z := compl (r)

7z = complex—Variable; r = real-Ausdruck
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5.1.4 Standardfunktionen

Es stehen die folgenden Standardfunktionen zur Verfiigung:

‘ Funktion ‘ Bedeutung ‘ Aufruf ‘ Ergebnistyp
22=z-2 Quadrat sqr (z) complex
N Quadratwurzel (Realteil > 0) | sqrt (z) complex
NE Quadratwurzel (Realteil > 0) | sqrt-u (z) complex
Vz Quadratwurzel sqrt_negim (z) | complex
e? Exponentialfunktion exp (z) complex
In(z) Natiirlicher Logarithmus In (z) complex
In(1 + 2) Natiirlicher Logarithmus Inlp (z) complex
sin(z) Sinus sin (z) complex
cos(z) Kosinus cos (z) complex
tan(z) Tangens tan (z) complex
cot(z) Kotangens cot (z) complex
sinh(z) Hyperbolischer Sinus sinh (7) complex
cosh(z) Hyperbolischer Kosinus cosh (7) complex
tanh(z) Hyperbolischer Tangens tanh (z) complex
coth(z) Hyperbolischer Kotangens coth (z) complex
Z=xz—1i-y Konjugation von z =z + i -y | conj (z) complex
© Argument von z = r - e'¥ arg (z) real
© Argument von 1+ z = r - e | arglp (z) real
r = /22 4+ y2 | Absolutbetrag von z = r - e’ | abs (z) real

Tabelle 5.3: Standardfunktionen des Moduls C_ARI, z: complex

Anmerkungen zu den Funktionen: sqrt(z), sqrt-u(z), sqrt-negim, In(z), Inlp(z):

e sqrt(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobei diese
Achse zur oberen Halbebene z&hlt.

e sqrt_u(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobei
diese Achse zur unteren Halbebene z&hlt.

e sqrt_negim(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, imaginire Achse,
wobei diese Achse zur linken Halbebene z&hlt.

e In(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobei diese
Achse zur oberen Halbebene zihlt.
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e Inlp(z) Der Verzweigungsschnitt ist der negative Teil der reellen Achse von
—oo bis —1, wobei diese Achse zur oberen Halbebene zéhlt.

Fiir alle Funktionen aus Tabelle 5.3 ist der Betrag des relativen Fehlers kleiner als
5.00000006-10~ '3, so daf} alle Funktionen hochgenau sind, d.h. das Maschinenergeb-
nis unterscheidet sich vom optimal gerundeten Funktionsergebnis um maximal eine
Einheit in der letzten Mantissenstelle. Diese Abweichung von 1 ulp tritt allerdings
nur in sehr seltenen Ausnahmefillen auf!

Fallen Real- oder Imaginirteil in den denormalisierten Bereich (3.1), d.h.

0 < |Re(f(2))], Tm(f(2))| < 10725 = MIN_REAL,

und werden dadurch hintere, von Null verschiedene Ziffern der Ergebnismantisse
gleich Null gesetzt oder entsteht Underflow, so daf} die Funktionsergebnisse dadurch
nicht mehr hochgenau sind, so erfolgt die Fehlermeldung;:

rel. error exceeds error bound

mit anschliefendem Programmabbruch.
Die noch unvollsténdige Liste der komplexen Standardfunktionen aus Tabelle
5.3 wird in folgenden Updates erweitert.

5.1.5 Ein-/Ausgabeprozeduren

Es stehen die gewohnten Prozeduren

procedure read (var f: text; var a: complex);
procedure write (var f: text; a: complex);

mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedoch
ohne Formatspezifikationen zur Verfiigung.
Die Eingabe einer komplexen Zahl z =  + i - y muf} in der Form

(z,y) oder in der Form x

erfolgen. Im zweiten Fall wird der Imaginérteil y automatisch auf 0 gesetzt. z und y
sind dabei real-Konstanten. Die Ausgabe einer komplexen Zahl erfolgt stets in der
Form

(z,9)

mit dem Standardformat fiir die real-Gréflen = und y aus Tabelle 3.4.
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5.2 Das Modul LC_ARI

5.2.1 Der Typ Lcomplex

Fiir allgemeine Gleitkommarechnungen mit komplexen Zahlen wird neben dem Typ
complex zusétzlich der Datentyp Lcomplex entsprechend der Definition

type Lcomplex = record Re,Im : Longreal end;
bereitgestellt. Fir z=x+14¢-y, i=+/—1 und z: Lcomplex gilt dann:

z.Re = x und z.Im = y;

5.2.1.1 Operatoren

Wir betrachten zunéchst alle in diesem Modul vordefinierten arithmetischen Opera-
toren mit dem Ergebnistyp Lcomplex. Als arithmetische Operatoren stehen die mo-
nadischen Operatoren +,— und die vier Grundoperationen +,—,%,/ mit
den drei verschiedenen Rundungsarten zu Verfiigung. Dabei werden die Rundungen
jeweils auf Real- und Imaginérteil angewandt.

integer
rechter Operand Longreal | complex | Lcomplex
real
linker Operand
monadisch +,—
integer o
real \%
Longreal ° °
complex ° ©
V \
Lcomplex ° ° ° °
\% Vv Vv \%

Tabelle 5.4: Operatoren des Moduls LC_ARI mit Ergebnistyp Lcomplex, boolean
0 € {4, +<, +>, —, =<, =>, %, x<, 5>, /, /<, [>}

Ve {=<>,<<=,>,>=}

Die Ergebnisse der Operationen 4+, —,% sind maximalgenau, d.h. das exakte
Ergebnis wird stets zur nichsten Maschinenzahl gerundet. Das Ergebnis der
komplexen Division ist im Gegensatz dazu jedoch nur hochgenau, d.h. zwischen
dem exakten Quotienten und dem Maschinenergebnis liegt beziiglich Real- und
Imaginirteil keine weitere Rasterzahl.
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Das Beispiel ¢ := (2.00...003—i-10721)/(2+i-10721)  liefert z.B. fiir den Realteil
die nur hochgenaue Maschinenndherung ﬁé(c) =1.00...002 im Gegensatz zur
maximalgenauen Niherung:  1.00000000000000000001.

Bezeichnen wir mit e(G) die relative Fehlerschranke der Operationen +, —, %
und mit e(D) die relative Fehlerschranke der Division und sind £(G),é(D) die
entsprechenden Fehlerschranken fiir die gerichteten Rundungen, so gelten fiir den
normalisierten bzw. denormalisierten real-Bereich die in folgender Tabelle angege-
benen relativen Fehlerschranken:

Oper. Normal. Denormal. Rel. Fehlerschranke

/= | @) 2@) | £G); 4@G) | eG)=5-10"; &G)=1-10"20
s | e(G); 4G) | >e(G); £(G) | £(G)=5-10721; £(G)=1-10"2
/ e(D); (D) | >e(D); é(D) | e(D) =1-10"20; &(D)=1.5-10"20

>

>

Liegen die Real- bzw. Imaginérteil-Ergebnisse von Multiplikation oder Division also
im denormalisierten Bereich, so kann der relative Betragsfehler die Fehlerschranken
aus dem normalisierten Bereich {iberschreiten, vergl. dazu Seite 23. Es ist daher sinn-
voll, fiir die komplexe Multiplikation und Division Funktionen bereitzustellen, die
fiir Real- und Imaginirteilergebnisse aus dem denormalisierten real-Bereich iiber-
priifen, ob die Betrige der aufgetretenen relativen Fehler die Fehlerschranken aus
dem normalisierten Bereich iibertreffen:

1. function MULNEXT_TEST (var A,B : Lcomplex;
var error : boolean) : Leomplex;

Berechnet A x B; error = TRUE ~» [rel. Fehler| > 0.5 10720;

2. function MULUP_TEST (var A,B : Lecomplex;
var error : boolean) : Leomplex;

Berechnet A > B; error = TRUE ~» |rel. Fehler| > 1-1072;

3. function MULDOWN_TEST (var A,B : Lcomplex;
var error : boolean) : Leomplex;

Berechnet A < B; error = TRUE ~» |rel. Fehler| > 1-1072;

4. function DIVNEXT_TEST (var A,B : Lcomplex;
var error : boolean) : Leomplex;

Berechnet A / B; error = TRUE ~» |rel. Fehler| > 1-1072%;

5. function DIVUP_TEST (var A,B : Lecomplex;
var error : boolean) : Leomplex;

Berechnet A /> B; error = TRUE ~» |rel. Fehler| > 1.5-1072Y;

6. function DIVDOWN_TEST (var A,B : Lcomplex;
var error : boolean) : Leomplex;

Berechnet A /< B; error = TRUE ~» |rel. Fehler| > 1.5- 1072,
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Die Vergleichsoperatoren =,<>,<,<=,>,>=  beziehen sich auf Real- und
Imaginérteil. Fiir a,b vom Typ Lcomplex gilt demnach:

a <= b < (a.Re <= b.Re) and (a.Im <= b.Im)

Entsprechende Vergleiche auch mit einem integer/real- oder Longreal-Operanden
sind zuléssig.

5.2.1.2 Transferfunktionen

Zur Wandlung zwischen den Typen integer/real/Longreal/complex und dem Typ
Lcomplex werden folgende Transferfunktionen bereitgestellt:

Funktion Ergebnistyp Bedeutung
LCOMPL (x1,x2) | Lcomplex z=gl4+i-22; i=+—1
LCOMPL (x) Lcomplex z=ax+i-0; i=+-1
LONG (c) Lcomplex z = LONG(c.Re) +i - LONG(c.Im)
RE (z) Longreal Realteil von z
M (z) Longreal Imaginérteil von z
SHORT (z) complex Rundung zum néchsten c
SHORTUP (z) complex Rundung zum néchstgréferen c
SHORTDOWN (z) | complex Rundung zum nichstkleineren c

short_test( z,error ), shortup-_test( z,error ), shortdown_test( z,error )
Rundgn. wie oben; error = true < rel. Fehler > 5- 10713 bzw. > 10712

Tabelle 5.5: Transferfunktionen des Moduls LC_ARI

x, x1, x2 = integer/real/Longreal-Ausdruck; ¢ = complex-Ausdruck;
z = Lecomplex-Ausdruck; error = boolean-Variable;
5.2.1.3 Uberladungen des Zuweisungsoperators

Die Wandlung von integer/real/Longreal/complex nach Lcomplex wird auch in
Form einer iiberladenen Zuweisung bereitgestellt:

Zuweisung Bedeutung
Z =X z := LCOMPL (x)
7:=¢ z := LONG (c)

z = Lcomplex-Variable; x = integer/real/Longreal-Ausdruck;
¢ = complex-Ausdruck
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5.2.1.4 Standardfunktionen

Es stehen die folgenden Standardfunktionen zur Verfiigung:

‘ Aufruf ‘ Ergebnistyp ‘ Funktion ‘ e(Re{f(2)}) ‘ e(Im{f(2)}) ‘
sqr (z) Leomplex 22=2z-2 | 5.0002-1072 | 5.0002- 102
sqrt (z) Lcomplex Vz 5.0045 - 102! | 5.0045-1072!
sqrt-u (z) Lcomplex Vz 5.0045-1072! | 5.0045- 10721
sqrt-negim (z) | Lcomplex vz 5.0045- 1072t | 5.0045- 102!
exp (z) Lcomplex e’ 5.0016-1072! | 5.0016 - 10~ 2!
In (z) Lcomplex In(z) 5.0053-1072! | 5.0054 - 10~2!
Inlp (z) Leomplex | In(1+2) | 5.0030-10-2' | 5.0059 - 10-2!
sin (z) Lcomplex sin(z) 5.0028 - 1072t | 5.0038 - 102!
cos (z) Lcomplex cos(z) 5.0028 - 1072t | 5.0038 - 102!
tan (z) Lcomplex tan(z) 5.0098 -1072! | 5.0120-10~2!
cot (z) Lcomplex cot(z) 5.0098 -1072! | 5.0120-10~2!
sinh (z) Lcomplex sinh(z) 5.0038 - 102! | 5.0028 - 102!
cosh (z) Lcomplex cosh(z) 5.0028 - 1072t | 5.0038 - 102!
tanh (z) Lcomplex tanh(z) 5.0120- 102! | 5.0098 - 10~2!
coth (z) Lcomplex coth(z) 5.0120-1072! | 5.0098 - 10~2!
conj (z) Leomplex | Z=z—i-y 0.0 0.0
arg (z) Longreal 0; z=r-e"%; 5.0054 - 102
arglp (z) Longreal 0; l+z=r-e"%; 5.0059 - 10~
abs (z) Longreal | r= /22 +y2; 5.0013 - 102!

Tabelle 5.6: Standardfunktionen des Moduls LC_ARI, z: Lcomplex

Anmerkungen zu den Funktionen: sqrt(z), sqrt_u(z), sqrt_negim, In(z), Inlp(z):

sqrt(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobei diese
Achse zur oberen Halbebene zihlt.

sqrt_u(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobei
diese Achse zur unteren Halbebene z#hlt.

sqrt_negim(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, imaginiire Achse,
wobei diese Achse zur linken Halbebene zihlt.

In(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobei diese
Achse zur oberen Halbebene zihlt.

Inlp(z) Der Verzweigungsschnitt ist der negative Teil der reellen Achse von
—oo bis —1, wobei diese Achse zur oberen Halbebene zéhlt.
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Fiir alle Funktionen aus Tabelle 5.6 ist im normalisierten Bereich der Betrag des
relativen Fehlers kleiner als die jeweils angegebene Fehlerschranke. Fallen jedoch
Real- oder Tmaginérteil in den denormalisierten Bereich (3.2), d.h.

0 < [Re(f(2))], Im(f(2))| < 107°"" = MINLONGREAL,

und werden dadurch hintere, von Null verschiedene Ziffern der Ergebnismantisse
gleich Null gesetzt oder entsteht Underflow mit dem relativen Fehler 1, so erfolgt
die Fehlermeldung;:

rel. error exceeds error bound

mit anschlieBendem Programmabbruch.

5.2.1.5 Ein-/Ausgabeprozeduren

Es stehen die gewohnten Prozeduren

procedure read (var f: text; var a: Lcomplex);
procedure write (var f: text; a: Lcomplex);

mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedoch
ohne Formatspezifikationen zur Verfiigung.
Die Eingabe einer komplexen Zahl 2z =z+44-y muf in der Form

(z,y) oder in der Form x

erfolgen. Im zweiten Fall wird der Imaginérteil y automatisch auf 0 gesetzt. z und y
sind dabei real-Konstanten. Die Ausgabe einer komplexen Zahl erfolgt stets in der
Form

(z,y)

mit dem Standardformat fiir die Longreal-Gréfien  und y aus Tabelle 3.4.

5.2.2 Exakte Auswertung komplexer Ausdriicke

In PASCAL-XSC konnen mit Hilfe der Operatoren +,—,%  Variablen,
Konstanten und spezielle Funktionsaufrufe vom Typ integer, real, complex, dotpre-
cision oder Produkte vom Typ integer, real, complex oder Skalarprodukte vom Typ
real oder complex mit Hilfe des langen Akkus rundungsfehlerfrei berechnet und
durch die Anweisungen

z := # x( exakter Ausdruck vom Typ complex);
7 := #>( exakter Ausdruck vom Typ complex);
7 := # <( exakter Ausdruck vom Typ complex);
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mit nur einer einzigen Rundung bei Real- und Imaginérteil in eine Variable z vom
Typ complex abgespeichert werden. Dieses #—Konzept steht auch fiir die BCD-
Version in vollem Umfang 7zur Verfiigung; es ist jedoch nicht anwendbar, wenn
nur einer der Operanden im exakt auszuwertenden, komplexen Ausdruck vom Typ
Longreal oder Lcomplex ist!

Um das #—Konzept fiir diese Datentypen wenigstens simulieren zu konnen,
benttigt man den Datentyp cdotprecision:

type cdotprecision = record Re, Im: dotprecision end;

5.2.2.1 Operatoren

Wie auf Seite 42 bechrieben, muf} auch jetzt z.B. fiir einen Additionsoperator mit
Lcomplex—Operanden und einem Ergebnis vom Typ cdotprecision ein neuer Ope-
ratorname (plus_c) gewihlt werden, da der normale + Operator mit den gleichen
Operanden schon fiir den Ergebnistyp Lcomplex vergeben ist. In nachfolgender
Tabelle 5.7 sind die entsprechenden neuen Operatornamen zusammengestellt:

‘ Operation H Operator-Name | Ergebnistyp
Addition plus_c cdotprecision
Subtraktion minus_c cdotprecision
Multiplikation times_c cdotprecision

Tabelle 5.7: Operatornamen mit, Ergebnistyp cdotprecision

integer /real complex cdotprecision
rechter Operand Longreal Lcomplex (dotprecision)
linker Operand
integer /real times_c times_c *
Longreal plus_c, minus_c | plus_c, minus_c | plus_c, minus_c
complex times_c times_c *
Lcomplex plus_c, minus_c | plus_c, minus_c | plus_c, minus_c
cdotprecision * * *
(dotprecision) plus_c, minus_c | plus_c, minus_c | plus_c, minus_c

Tabelle 5.8: Operatoren des Moduls LC_ARI mit Ergebnistyp cdotprecision

In Tabelle 5.8 sind fiir die Operatoren plus_c, minus_c, times_c, *  alle erlaubten
Operanden—Typen angegeben. Mit einem dotprecision—Operanden existiert jedoch
nur der x Operator mit dem zweiten Operandentyp cdotprecision!
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Wertzuweisungen an eine Variable vom Typ cdotprecision:
Durch Uberladen des Zuweisungsoperators := sind folgende Wertzuweisungen
moglich:

cdotprecision—Variable := Lcomplex—Ausdruck;
cdotprecision—Variable := complex—Ausdruck;
cdotprecision—Variable := dotprecision—Ausdruck;
cdotprecision—Variable := Longreal-Ausdruck;
cdotprecision—Variable := real/integer—Ausdruck;

5.2.2.2 Transferfunktionen
Zur Wandlung zwischen den Typen
integer/real/Longreal /dotprecision

einerseits und dem Typ cdotprecision andererseits werden folgende Transferfunk-
tionen bereitgestellt:

Funktion Ergebnistyp Bedeutung
DOTCOMPL (x1,x2) | cdotprecision | dc =x1 +i-22; i=+/—1
DOTCOMPL (x) cdotprecision | de =z +i-0; i=+—1
DOTCOMPL (d1,d2) | cdotprecision | dc=dl +i-d2; i=+/—1
DOTCOMPL (d) cdotprecision | de=d+i-0; i=+—1
Re (dc) dotprecision | Realteil von dc
Im (dc) dotprecision | Imaginérteil von dc

x, x1, x2 = integer/real/Longreal-Ausdruck; dc = cdotprecision-Variable;
d, d1, d2 = dotprecision—Variable;
5.2.2.3 Simulation von SUM-Ausdriicken

Zur Auswertung von SUM-Ausdriicken im #-Konzept stehen die folgenden Da-
tentypen und Prozeduren zur Verfiigung:

¢ type rvector = dynamic array [#] of real;

e type Lrvector = dynamic array [*] of Longreal;
e type cvector = dynamic array [+] of complex;

e type Levector = dynamic array [#] of Lcomplex;

1. procedure ADDNACCU (var dc: cdotprecision; var a: rvector);
Exakte Addition des real-Feldes a zur cdotprecision-Variablen dc;

2. procedure ADDNACCU (var dc: cdotprecision; var a: Lrvector);
Exakte Addition des Longreal-Feldes a zur cdotprecision-Variablen dc;
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

procedure ADDNACCU (var dc: cdotprecision; var a: cvector);
Exakte Addition des complex-Feldes a zur cdotprecision-Variablen dc;

procedure ADDNACCU (var dc: cdotprecision; var a: Levector);
Exakte Addition des Lcomplex-Feldes a zur cdotprecision-Variablen dc;

. procedure SUBNACCU (var dc: cdotprecision; var a: rvector);

Exakte Subtraktion des real-Feldes a von der cdotprecision-Variablen dc;

procedure SUBNACCU (var dc: cdotprecision; var a: Lrvector);
Exakte Subtraktion des Longreal-Feldes a von der cdotprecision-Variablen
dc;

procedure SUBNACCU (var dc: cdotprecision; var a: cvector);
Exakte Subtraktion des complex-Feldes a von der cdotprecision-Variablen dc;

procedure SUBNACCU (var dc: cdotprecision; var a: Levector);
Exakte Subtraktion des Lcomplex-Feldes a von der cdotprecision-Variablen
dc;

procedure PADDNACCU (var dc: cdotprecision; var a,b: rvector);
Exakte Addition des real-Skalarproduktes zur cdotprecision-Variablen dc;

procedure PADDNACCU (var dc: cdotprecision; var a,b: Lrvector);
Exakte Addition des Longreal-Skalarproduktes zur cdotprecision-Variablen
dc;

procedure PADDNACCU (var dc: cdotprecision; var a,b: cvector);
Exakte Addition des complex-Skalarproduktes zur cdotprecision-Variablen
dc;

procedure PADDNACCU (var dc: cdotprecision; var a,b: Levector);
Exakte Addition des Lcomplex-Skalarproduktes zur cdotprecision-Variablen
dc;

procedure PSUBNACCU (var dc: cdotprecision; var a,b: rvector);
Exakte Subtraktion des real-Skalarproduktes von der cdotprecision-Variablen
dc;

procedure PSUBNACCU (var dc: cdotprecision; var a,b: Lrvector);
Exakte Subtraktion des Longreal-Skalarproduktes von der cdotprecision-
Variablen dc;

procedure PSUBNACCU (var dc: cdotprecision; var a,b: cvector);
Exakte Subtraktion des complex-Skalarproduktes von der cdotprecision-
Variablen dc;

procedure PSUBNACCU (var dc: cdotprecision; var a,b: Levector);
Exakte Subtraktion des Lcomplex-Skalarproduktes von der cdotprecision-
Variablen dc;



120 KAPITEL 5. KOMPLEXE ARITHMETIK

Mit Hilfe der folgenden Funktionen kann der Wert einer cdotprecision—Variablen
durch die drei verschiedenen Rundungsarten in einen Wert vom Typ Lcomplex
umgewandelt werden. Fallen dabei Real- oder Imaginérteil in den denormalisierten
Zahlenbereich (3.2), so kann man mit den Funktionen

LONGNEXT_TEST, LONGUP_TEST, LONGDOWN_TEST

iiberpriifen, ob der aktuelle, relative Fehler bei den entsprechenden Rundungen die
jeweiligen Fehlerschranken fiir den normalisierten Bereich iibersteigen; vergleiche
dazu die Bemerkungen von Seite 23.

e function LONGNEXT (var dc: cdotprecision): Lecomplex;
y:=LONGNEXT(dc) liest den dc—Wert in die néichste Lcomplex—Zahl y;

e function LONGDOWN (var dc: cdotprecision): Lecomplex;
y:=LONGDOWN(dc) liest den dc-Wert in die nichstkleinere Lcomplex—
Zahl y;

e function LONGUP (var dc: cdotprecision): Lcomplex;
y:=LONGUP(dc); liest den dc—Wert in die niichstgroBere Leomplex—Zahl y;

e function LONGNEXT_TEST (var dc: cdotprecision;
var error: boolean): Lcomplex;
Liest den dc-Wert in die nichste Lcomplex—Zahl;
error = TRUE <= relativer Fehler > 0.5 - 1072%; (durch Nullsetzen hinterer
Ziffern der Ergebnismantisse im Bereich (3.2) ).

e function LONGUP_TEST (var dc: cdotprecision;
var error: boolean): Lcomplex;
Liest den dc—Wert in die néchstgrofiere Lcomplex—Zahl;
error = TRUE <= relativer Fehler > 1-102% (durch Nullsetzen hinterer
Ziffern der Ergebnismantisse im Bereich (3.2) ).

¢ function LONGDOWDN_TEST (var dc: cdotprecision;
var error: boolean): Lcomplex;
Liest den dc—Wert in die néichstkleinere Lecomplex—Zahl;
error = TRUE <= relativer Fehler > 110729 (durch Nullsetzen hinterer
Ziffern der Ergebnismantisse im Bereich (3.2) ).
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5.2.2.4 Beispiele

1. Beispiel:
program test (input,output);
var Lz : Leomplex; a,b : Levector[1..100];
error : boolean; dcl,dc2 : cdotprecision;
x1 : Longreal; zZ : complex;
begin

dcl := 0; PADDNACCU(dc1,a,b);
dc2 := xI times_c 3 minus-c Lz times_c z plus_c dcl;
Lz := LONGNEXT_TEST (dc2,error);

end.

Obiges Programm berechnet den Ausdruck

100
de2=3-xl—z-Lz+ Yy alk]-b[k]

k=1
rundungsfehlerfrei und schreibt seinen Wert mit nur einer ein-
zigen Rundung in die n&chstgelegene Lcomplex-Zahl der Variablen
Lz. Falls beim Real- oder Imaginérteil durch das jeweilige Runden zur
nichstgelegenen Longreal-Zahl der relative Betragsfehler grofler wird als
e(@) =0.5-1072%,  erhilt die Variable error den Wert TRUE.

2. Beispiel:

Mit Hilfe der Operatoren * und plus_c zwischen cdotprecision-
und Lcomplex-Operanden kann ein komplexwertiges Polynom

P(z2) = Z ay, - 2*
k=0

mit der folgenden Funktion nach dem Hornerschema rundungsfehler-
frei berechnet werden:

function HORNER _cdot (var a: Levector;
z: Lecomplex): cdotprecision;

var k : integer;

y : cdotprecision;
begin

y := afub(a)];

for k := ub(a)—1 downto 1b(a) do

y :=y * z plus_c a[k];

HORNER :=y
end;
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Die Koeffizienten

ag = 120+ 903; a; = —54 + 224; as =6+ 7i;
as -5 — 3i; as =1+ 01

realisieren ein komplexwertiges Polynom P(z) mit den Nullstellen:
210 =4V2-(142i), 23=5, 24 =3i.
Mit den Deklarationen:

var a: Levector[0..4];
z,y: Lcomplex;  dotz: cdotprecision;

und den Anweisungen:

z := 5.00000000000000000001; { z = 23 }
dotz := HORNER _cdot (a,z);
y = LONGNEXT(dotz);

erhélt man mit der BCD—Version das Ergebnis:
y = P(z) = 1.31000000000000000001 - 10~'® — 1.3300...00- 10** -

mit nur einer Rundung bzgl. Real- und Imaginérteil.
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5.2.3 Der Typ rrGcomplex

Zur Implementierung hochgenauer, komplexwertiger Standardfunktionen mit dem
21-stelligen Ergebnistyp Lcomplex wurden die entsprechenden Algorithmen im
rrGcecomplex-Format realisiert, das wie folgt definiert ist:

type rrGecomplex = record Re, Im : rrG end;

Es wurden nur die wichtigsten Operatoren, Funktionen und Prozeduren bereitge-
stellt, die zur Realisierung der Standardfunktionen notwendig waren.

5.2.3.1 Operatoren

Neben den monadischen Operatoren + —  existieren die in folgender Tabelle

zusammengestellten, arithmetischen Grundoperatoren:

1. Operand 2. Operand || Ergebnistyp | Rel. Fehler
rrGecomplex | + | rrGcomplex rrGceomplex 5.0001 - 1026
rrGeomplex | — | rrGeomplex rrGeomplex 5.0001 - 1026
rrGeomplex | * | rrGeomplex || rrGcomplex 1.1112-10°2%
real % | rrGcomplex rrGceomplex 5.0001 - 1026
Longreal * | rrGcomplex rrGeomplex 5.0001 - 1026
rG % | rrGcomplex rrGcecomplex 5.0001 - 1026
rrGeomplex / | rrGeomplex rrGeomplex 2.4617- 10~
rrGeomplex / | real rrGeomplex 2.2505 - 10—
rrGeomplex | / | Longreal rrGeomplex 2.2505 - 10~2*
rrGeomplex | / | rrG rrGcomplex 2.2505 - 10~
Als Vergleichsoperatoren existieren lediglich die Operatoren = <> .

5.2.3.2 Transferfunktionen

Zur Wandlung zwischen den Typen rrG und rrGcomplex  werden folgende

Transferfunktionen bereitgestellt:

Funktion Ergebnistyp Bedeutung
RRGCOMPL (x1,x2) | rrGcomplex z=xzl+i-22; i=+-1
RRGCOMPL (x) rrGcomplex z=x+1i-0; i=+-1
RE (z) G z.Re = Realteil von z
IM (z) G z.Im = Imaginérteil von z

x, x1, x2 = rrG-Ausdruck;

z = rrGcecomplex—Ausdruck;
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5.2.3.3 Standardfunktionen

Es stehen folgende Standardfunktionen mit Argumenttyp rrGcomplex und
Ergebnistyp rrGcomplex zur Verfiigung:

| Aufruf | Ergebnistyp | Funktion | e(Re{f(x)}) | e(Im{f(»)}) |

sqr (7) rrGeomplex | 22 =2z-z | 1.5001 10725 | 1.5001 102"
sqrt (z) rrGeomplex Vz 4.4551-10°2* | 4.4551 10
sqrt_u (z) rrGeomplex Vz 4.4551-10°2* | 4.4551 10~
sqrt_negim (z) | rrGcomplex z 4.4551-1072* | 4.4551-10724
exp () rrGcomplex e* 1.5318 - 1024 | 1.5318-10=2*
In (z) rrGcomplex In(z) 3.3317-10°2* | 5.3282.10
Inlp (z) rrGeomplex | In(1+ 2) 3.8802-10 2% | 5.8285-10
sin (z) rrGceomplex sin(z) 2.7572-1072* | 3.7017-10~**
cos (z) rrGeomplex cos(z) 2.7572-1072* | 3.7017-10724
tan (z) rrGeomplex tan(z) 9.7041-10"2* | 1.1985 1023
cot (z) rrGeomplex cot(z) 9.7041-10"2* | 1.1985- 1023
sinh (z) rrGceomplex sinh(z) 3.7017-1072* | 2.7572-10~**
cosh (z) rrGeomplex cosh(z) 2.7572-1072* | 3.7017-10724
tanh (z) rrGcomplex tanh(z) 1.1985-1072% | 9.7041-10~ %
coth (z) rrGeomplex coth(z) 1.1985-1072% | 9.7041-10
conj (z) rrGeomplex | Z=z —i-y 0.0 0.0

arg (z) rrG o z=r-e"¥; 5.3282 - 1024

arglp (z) rrG o; l4+z=r-e¥; 5.8285 - 1024

abs (z) rrG r=22+y?%; 1.2754 - 1024

Tabelle 5.9: Standardfunktionen des Moduls LC_ARI, z: rrGcomplex

Anmerkungen zu den Funktionen: sqrt(z), sqrt-u(z), sqrt-negim, In(z), Inlp(z):

e sqrt(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobei diese
Achse zur oberen Halbebene zihlt.

e sqrt_u(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobei
diese Achse zur unteren Halbebene z&hlt.

e sqrt_negim(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, imaginire Achse,
wobei diese Achse zur linken Halbebene z&hlt.

e In(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobei diese
Achse zur oberen Halbebene zihlt.
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e Inlp(z) Der Verzweigungsschnitt ist der negative Teil der reellen Achse von
—oo bis —1, wobei diese Achse zur oberen Halbebene zéhlt.

Es stehen folgende Standardfunktionen mit Argumenttyp Lcomplex  und
Ergebnistyp rrGcomplex zur Verfiigung:

| Aufruf | Ergebnistyp | Funktion | c(Re{f(x)}) | e(Im{f(2)}) |

sqr-rrG (z) rrGeomplex | 22 =2z-z | 1.5001-107%° | 1.5001- 10725
sqri_rrG (z) rrGeomplex Vz 4.4551-10"2* | 4.4551-10-
sqrt_u-rrG (z) rrGeomplex N 4.4551-1072* | 4.4551-10~**
sqrt_negim_rrG(z) | rrGcomplex P 4.4551-1072% | 4.4551-10724
exp-rrG (z) rrGcomplex e” 1.5318 10724 | 1.5318- 10~
In_rrG (z) rrGeomplex In(2) 5.2040- 1024 | 5.3282- 10
Inlp_rrG (z) rrGeomplex | In(1+2) | 2.9430-107** | 5.8285-10~2*
sin_rrG (z) rrGceomplex sin(z) 2.7572-10724 | 3.7017- 10724
cos_1rG (7) rrGeomplex cos(z) 2757210 | 3.7017- 10~
tan_rrG (z) rrGeomplex tan(z) 9.7041-10"2* | 1.1985- 1023
cot_rrG (z) rrGeomplex cot(z) 9.7041-1072* | 1.1985- 10723
sinh_rrG () rrGcomplex sinh(z) 3.7017-10724 | 2.7572- 10724
cosh_1rG (z) rrGeomplex | cosh(z) | 2.7572-1072* | 3.7017- 10724
tanh_rrG (z) rrGeomplex | tanh(z) | 1.1985-1072% | 9.7041- 10~
coth_rrG (z) rrGeomplex | coth(z) | 1.1985-1072% | 9.7041- 10~
conj_rrG (7) rrGeomplex | z =z — iy 0.0 0.0

arg_rrG (7) rrG 0; z=r-e"¥; 5.3282- 10~

arglp_rrG (z) rrG 0; l4+z=r-e"¥; 58285102

abs_rrG (z) rrG r=r2+y?; 1.2504- 1024

Tabelle 5.10: Standardfunktionen des Moduls LC_ARI, z: Lcomplex
Anmerkungen zu den Funktionen: sqrt_rrG(z), sqrt-u-rrG(z), sqrt_negim_rrG,
In_rrG(z), Inlp_1rG(z):

e sqrt_rrG(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobei
diese Achse zur oberen Halbebene z#hlt.

e sqrt_u_rrG(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse,
wobei diese Achse zur unteren Halbebene zihlt.

e sqrt_negim_rrG(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, imaginére
Achse, wobei diese Achse zur linken Halbebene zéhlt.

e In_rrG(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobei
diese Achse zur oberen Halbebene z&hlt.
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e Inlp_rrG(z) Der Verzweigungsschnitt ist der negative Teil der reellen
Achse von —oo bis —1, wobei diese Achse zur oberen Halbebene zéahlt.
5.2.3.4 Uberladungen des Zuweisungsoperators

Die Wandlung zwischen den Typen Lcomplex und rrGcomplex wird in Form
einer {iberladenen Zuweisung bereitgestellt:

Zuweisung Bedeutung

Lc :=rrGe | Rundung von rrGe zur néchsten Lecomplex—Zahl

rrGe := Lc¢ | rrGe = Lc, aber unterschiedliche Typen von rrGe, Lc

rrGe = rrGeomplex—Variable/Ausdruck; Lc = Lcomplex—Variable/Ausdruck;

5.2.3.5 Ein-/Ausgabeprozeduren

Es stehen die gewohnten Prozeduren

procedure read (var f: text; var z: rrGcomplex);
procedure write (var f: text; z: rrGcomplex);

mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedoch
ohne Formatspezifikationen zur Verfiigung.
Die Eingabe einer komplexen Zahl 2z =2z +i-y muB in der Form

(z,y) oder in der Form x

erfolgen. Im zweiten Fall wird der Imaginérteil y automatisch auf 0 gesetzt.  und
y sind dabei rrG-Werte, deren Eingabe auf Seite 56 beschrieben wird.

Die Ausgabe einer rrGcomplex—Zahl erfolgt stets in der Form
(2,y)
wobei z.B. der Realteil x :rrG stets in der Form
{xrlxr2x.G}

ausgegeben wird.



Kapitel 6

Komplexe
Intervallarithmetik

Mit dem Modul CI_ARI werden die fiir das Rechnen mit komplexen Interval-
len notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren beziiglich des Datentyps
REAL bereitgestellt.

Das Modul LCI_ARI ermdglicht zusétzlich komplexe Intervallrechnungen
auf Basis der Typen REAL, LONGREAL, DOTPRECISION und RRG.

6.1 Das Modul CI_ARI

Fiir Rechnungen mit komplexen Intervallen wird der Datentyp cinterval entspre-
chend der Definition

type cinterval = record re,im : interval end,;

im Sprachkern von PASCAL-XSC bereitgestellt. Fiir 2z : cinterval sind damit
Real- und Imaginérteil von z Intervalle, so daf}

z=zre+i-zim = [z.reinf, z.re.sup| + i - [z.im.inf, z.im.sup); 1=+v-1

in der komplexen Ebene als Rechteck-Intervall gedeutet werden kann:

ZAMLSUP e

Z.im.inf [ L

z.re.inf 7.re.sup

Abbildung 6.1: Komplexes Intervall
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6.1.1 Operatoren

Samtliche in diesem Modul vordefinierten arithmetischen und Verbands—Operatoren
liefern den Ergebnistyp cinterval. Als arithmetische Operatoren stehen die monadi-

schen Operatoren +,— und die vier Grundoperationen +,—,%,/ mit der
Rundung zum kleinsten, einschlieBenden komplexen Intervall vom Typ cinterval zur
Verfiigung.

Die Vergleichsoperatoren =,<>,<,<=,>,>= sind mengentheoretisch zu
interpretieren. Dabei bedeutet:
= gleich <> ungleich < echte Teilmenge von
<= Teilmenge von >  echte Obermenge von >= Obermenge von

Fiir v,w vom Typ cinterval gilt:
v <= w <= (vre <= w.re) and (vim <= w.im).

Die Operatoren auf der rechten Seite der Aquivalenzbeziehung sind dabei die Ope-
ratoren fiir Intervalle vom Typ interval.

rechter Operand integer complex interval cinterval
real
linker Operand
monadisch +, -
integer °
rezi o s
+x
S S
complex +x +x in, =, <> | in, =, <>
+x +*
S S
interval =, <> in, V, ><
4% +x, k*
S S S S
cinterval = <> | = <> Vv, >< in, V, ><
+x 4% +x, kk +x, **

Tabelle 6.1: Die Operatoren des Moduls CI_ ARI
06{"’7_7*:/} VE{:=<>7<7<:=>5>:}
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Zusitzlich stehen die Operatoren in  fiir die Relation ,liegt in“ bzw. ,enthalten
im Innern“ sowie >< fiir den Test auf Disjunktheit zweier komplexer Intervalle zur
Verfiigung. Dabei heiflen zwei komplexe Intervalle v, w disjunkt, wenn gilt:

vNw = O (leere Menge). Fiir zwei komplexe Intervalle 2 und y gilt:

xz in y < (z.re in y.re) and (z.im in y.im).

Die Verbandsoperatoren +% bzw. =%  bezeichnen die Bildung der Intervall-
Hiille bzw. des Durchschnitts, d.h. der Operator +x liefert das kleinste, beide
Operanden umfassende komplexe Intervall, und der Operator *x liefert das kom-
plexe Schnittintervall. Ein leerer Schnitt fiihrt zu einem Laufzeitfehler.

6.1.2 Transferfunktionen

Zur Wandlung zwischen den Typen integer, real, complex, interval und cinterval
werden folgende Transferfunktionen bereitgestellt:

‘ Funktion ‘ Ergebnistyp Bedeutung
compl (I1,12) cinterval I1+i4-12
compl (R,I) cinterval R+i-1
compl (I,R) cinterval I+i-R
compl (T) cinterval I+:-0

intval(C1,C2) cinterval [Cl.re,C2.re] + i - [C1.im,C2.im];
Clre < C2re und Cl.im < C2.im

intval(R,C) cinterval [R,C.re] +i- [0, C.im];
R <Cre und 0< C.im
intval(C,R) cinterval [C.re,R] +i - [C.im, O];
Cre<R und C.im<0
intval(C) cinterval [C.re,C.re] + ¢ - [C.im,C.im)]
e (CI) interval Realteil von CI
im (CI) interval Imaginérteil von CI
inf (CI) complex Komplexe Untergrenze z von CI, mit:
z = (CLre.inf, CLim.inf )
sup (CI) complex Komplexe Obergrenze z von CI, mit:

z = (CLre.sup, CLim.sup)

Tabelle 6.2: Transferfunktionen des Moduls CI_ARI

R = real-Ausdruck, I, 11, 12 = interval-Ausdruck, i=+-1,
C, C1, C2 = complex-Ausdruck, CI = cinterval-Ausdruck
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6.1.3 Uberladungen des Zuweisungsoperators

Die Wandlungen von integer/real/complex/interval nach cinterval wird auch in
Form {iberladener Zuweisungen bereitgestellt:

‘ Zuweisung ‘ Bedeutung ‘
CI:=R CI := compl (intval(R))
Cl:=C CI := intval (C)

Cl:=1 CI := compl (I)

Tabelle 6.3: Uberladungen des Zuweisungsoperators

CI = cinterval-Variable, I = interval-Ausdruck,
C = complex-Ausdruck, R = integer/real-Ausdruck

6.1.4 Standardfunktionen

Es stehen die folgenden Standardfunktionen zur Verfiigung:

‘ Funktion ‘ Ergb.-Typ ‘ Bedeutung

sqr (ci) cinterval | c¢i® =ci-ci  Quadrat

sqrt (ci) cinterval Vi Quadratwurzel

exp (ci) cinterval | e¢! Exponentialfunktion

In (ci) cinterval | ln(ci) Natiirlicher Logarithmus

Inlp (ci) cinterval | In(1 + ¢i) Natiirlicher Logarithmus

power (w,z) cinterval | w? Potenzfunktion, nicht immer
hochgenau

xplpowy (w,z) cinterval (1+w)? Potenzfunktion, nicht immer
hochgenau

sin (ci) cinterval | sin(ci) Sinus

cos (ci) cinterval | cos(ci) Kosinus

sinh (ci) cinterval | sinh(ci) Hyperbolischer Sinus

cosh (ci) cinterval | cosh(ci) Hyperbolischer Kosinus

conj (ci) cinterval | ci=x—i-y Konjugation von ci=z4+1i-y

arg (ci) interval @ Argumentintervall fiir
das ci-Rechteck
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‘ Funktion ‘ Ergb.-Typ ‘ Bedeutung

arglp (ci) interval @ Argumentintervall fiir das

(1 + ci)-Rechteck

abs (ci) interval Veire2 + ciiim?  Absolutbetrag von ci

mid (ci) complex m Mittelpunkt von ci

diam (ci) real d Durchmesser von ci

blow (ci,r) cinterval Epsilonaufblihung

Tabelle 6.4: Standardfunktionen des Moduls CI_ARI
w,z,ci = cinterval-Ausdruck, r = real-Ausdruck, i=+/—1

Anmerkungen zu den Standardfunktionen:

1. Mit Ausnahme von diam(ei), blow(ei,r), power(w,z), xplpowy(w, z)

liefern alle anderen Funktionen aus Tabelle 6.4 hochgenaue Ergebnisse, d.h.
nur in ganz seltenen Ausnahmeféllen wird z.B. die untere Intervallgrenze von
e’ um 1 ulp zu klein berechnet.

. x := diam (CI) liefert zum komplexen Intervall CI: cinterval eine Ober-

schranke x: real fiir die Liange L der entsprechenden Rechteckdiagonalen mit:
0<L<=xz
und einem relativen Hochstfehler:  e(DIAM) = 1.0000004 - 10~12;

function sqrt (var CI: cinterval): cinterval;
CI sei ein komplexes Intervallargument mit:

CI= [z, 2] + i [y1,2], i =v-1;

Zu vorgegebenem CI  liefert die Anweisung EI := sqrt(CI) ein
komplexes EinschlieBungsintervall EI mit:

Vz€eEI fiir alle z € C1;

Beziiglich der Lage des Verzweigungsschnitts in der komplexen z-Ebene wer-
den drei Félle unterschieden:

(a) y1 <0, y2=0 und z; <0;
Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobei diese Achse
der unteren Halbebene zugeordnet wird.

(b) y1 <0<y und z <z <0
Der Verzweigungsschnitt ist die negative, imaginére Achse, wobei diese
Achse der linken Halbebene zugeordnet wird.
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(c) In allen anderen Fillen ist der Verzweigungsschnitt wie iiblich die nega-
tive, reelle Achse, wobei diese Achse der oberen Halbebene zugeordnet
wird.

Durch die Wahl der Verzweigungsschnitte in den Fillen (a) und (b) wird eine
unnotige Uberschitzung der EinschlieBungsintervalle EI verhindert, die mit
dem iiblichen Verzweigungsschnitt im Fall (c) auftreten wiirde.

Allerdings geht in den Féllen (a) oder (b) die Inclusionsmonotonie verloren,
denn es gilt z.B.:

A={[-2,-1]+i-0} C{[-2,—-1]+i-[-1,0]} = B, aber sqrt(A) ¢ sqrt(B).

4. function ARG (var CI: cinterval): interval;
CI sei ein komplexes Intervallargument mit:

CI =[z1,22] + 1 [y1,92], i=v-1

Zu vorgegebenem  CI  liefert die Anweisung FEI := ARG(CI) ein
EinschlieSungsintervall EI mit:

arg(z) € EI fiir alle z € CI;

Gilt CI =0, oderist0Innenpunkt von CI, so erhilt man das Intervall
EI = [—7,+w], wobei die Intervallgrenzen entsprechend gerundet werden.

In den restlichen Féllen miissen noch drei prinzipielle Lagen des komplexen
Argumentintervalls unterschieden werden, in denen jeweils ein geeigneter Ver-
zweigungsschnitt zu wéhlen ist:

Y

(a) y1 <0, y2=0 und z; <0;
Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobei diese Achse
der unteren Halbebene zugeordnet wird.

(b) y1 <0<ys und =z <z9 <0
Der Verzweigungsschnitt ist die negative, imaginére Achse, wobei diese
Achse der linken Halbebene zugeordnet wird.

(c¢) In allen anderen Fillen ist der Verzweigungsschnitt wie iiblich die nega-
tive, reelle Achse, wobei diese Achse der oberen Halbebene zugeordnet
wird.

Durch die Wahl der Verzweigungsschnitte in den Féllen (a) und (b) wird eine
unnotige Uberschitzung der Einschlieffungsintervalle EI verhindert, die mit
dem iiblichen Verzweigungsschnitt im Fall (c) auftreten wiirde.

Allerdings geht in den Féllen (a) oder (b) die Inclusionsmonotonie verloren,
denn es gilt z.B.:

A={[-2,-1]4+¢-0} c {[-2,-1]+i-[-1,0]} = B, aber ARG(A) ¢ ARG(B).
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5. function ARG1P (var CI: cinterval): interval;
CI sei ein komplexes Intervallargument mit:

CI:[wl’mQ]_*—i-[yl:yQ]: iz\/—l;

Zu vorgegebenem CI liefert die Anweisung EI := ARGIP(CI) ein
EinschlieSungsintervall EI mit:

arg(l+z2) € EI fiir alle z € CT;

Gilt CI = —1, oder ist —1 Innenpunkt von CI, so erhilt man das Intervall
EI = [—7,+7], wobei die Intervallgrenzen entsprechend gerundet werden.

In den restlichen Fillen miissen noch drei prinzipielle Lagen des komplexen
Argumentintervalls unterschieden werden, in denen jeweils ein geeigneter Ver-
zweigungsschnitt zu wihlen ist:

(a) y1 <0, ya=0 und = < —1;
Der Verzweigungsschnitt ist das Intervall (—oo, —1] auf der negativen,
reellen Achse, wobei dieses Intervall der unteren Halbebene zugeordnet
wird.

(b) y1 <0<y und z <z <0
Der Verzweigungsschnitt ist die Parallele zur negativen, imaginiiren Ach-
se durch z = —1 4+ 0 - 4, wobei diese Parallele der linken Halbebene
zugeordnet wird.

(c¢) In allen anderen Fillen ist der Verzweigungsschnitt wieder das Intervall

(—o0, —1] auf der negativen, reellen Achse, wobei dieses Intervall der
oberen Halbebene zugeordnet wird.

Durch die Wahl der Verzweigungsschnitte in den Fillen (a) und (b) wird eine
unnotige Uberschétzung der EinschlieBungsintervalle EI verhindert, die mit
dem iiblichen Verzweigungsschnitt im Fall (c) auftreten wiirde.

Allerdings geht in den Fillen (a) oder (b) die Inclusionsmonotonie verloren,
denn es gilt z.B.:

A={[-3,-2]+i-0} C{[-3, -2 +i [-1,0]} =B,  aber

ARG1P(A) ¢ ARGIP(B).

6. function LN (var CI: cinterval): cinterval;
Zu vorgegebenem Argument C1I liefert die Anweisung EI := LN(CI)
ein EinschlieBungsintervall ET mit:

In(z) € EI fiir alle z € C1I;

Enthilt das komplexe Argumentintervall CI den Ursprung, so erfolgt eine
Fehlermeldung mit Programmabbruch. Wegen Im{LN(CI)} = ARG(CI)
gelten fiir die Funktionen LN(CI) und ARG(CI) bzgl. der Verzweigungs-
schnitte identische Aussagen!
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7. function LN1P (var CI: cinterval): cinterval;

Zu vorgegebenem C1I liefert die Anweisung FEI := LNIP(CI) ein
EinschlieSungsintervall EI mit:

In(1+2) € EI fiir alle z € CI;

Enthéilt das komplexe Argumentintervall CT die Zahl —1, so erfolgt eine Feh-
lermeldung mit Programmabbruch.

Wegen  Im{LN1P(CI)} = ARGIP(CI) gelten fiir die Funktionen
LN1P(CI) und ARGIP(CI) beziiglich der Verzweigungsschnitte identische
Aussagen!

8. function POWER (var w,z: cinterval): cinterval;

Zu vorgegebenen komplexen Intervallargumenten w,z  liefert die Anwei-
sung EI := POWER(w,z) ein nicht immer hochgenau berechnetes
Einschlieungsintervall EI mit:

w® € ET fiir alle komplexen Zahlen v € w und v € z;

Enthéilt das komplexe Argumentintervall w die Zahl 0, so erfolgt eine Fehler-
meldung mit Programmabbruch. Wegen

w? = ez-ln(w)

gelten fiir die Funktionen POWER(w, z), LN(w), ARG(w)  beziiglich der
Verzweigungsschnitte identische Aussagen!

9. function XP1POWY (var w,z: cinterval): cinterval;

Zu vorgegebenen komplexen Intervallargumenten w,z  liefert die Anwei-
sung EI := XPIPOWY(w,z) ein nicht immer hochgenau berechnetes
EinschlieSungsintervall EI mit:

(1+w)* e EI fiir alle komplexen Zahlen u € w und v € z;

Enthilt das komplexe Argumentintervall w die Zahl —1, so erfolgt eine Feh-
lermeldung mit Programmabbruch. Wegen

(1 +w)z = ez-ln(1+w)

gelten fiir die Funktionen XPI1POWY (w, z), LN1P(w), ARG1P(w) beziiglich
der Verzweigungsschnitte identische Aussagen!
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6.1.5 Ein-/Ausgabeanweisungen

Es stehen die bekannten Prozeduren

procedure read (var f: text; var ci: cinterval);
procedure write (var f: text; ci: cinterval);

mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedoch
ohne Formatspezifikationen zur Verfiigung.

Die Eingabe eines komplexen Intervalls ¢i = [z,y] + - [v,w] kann mit dem
Prozeduraufruf read(ci) in der Form

([z,y], [v,w]) allgemeines komplexes Intervall
oder in der Form

(z, [v,w]) mit Punktintervall als Realteil, d.h. z =y
oder in der Form
([z,y],v) mit Punktintervall als Imaginirteil, d.h. v = w
oder in der Form
[, Y] rein reelles Intervall, d.h. v = w =0
oder in der Form
(z,v) komplexes Punktintervall, d.h. x = y und v = w
oder in der Form
x rein reelles Punktintervall, dh. z =gy und v =w =0

erfolgen.

Die Ausgabe eines komplexen Intervalls ¢i erfolgt durch den Prozeduraufruf
write(ci) stets in der Form

([z, 9], [v, w])

Das Ausgabeformat fiir die Real- und Imaginérteilintervalle ist dabei bestimmt
durch das entsprechende Ausgabeformat fiir Intervalle, verleiche Seite 80.

Die Ausgabe der Intervallgrenzen z,y und v,w kann natiirlich auch erfolgen
durch:

write(ci.re.inf,ci.re.sup) und  write(ci.im.inf,ci.im.sup);

wobei entsprechende Formatspezifikationen fiir die real-Zahlen
T = ci.reinf, y = ci.re.sup, v = ciim.inf, w = ci.im.sup

wieder moglich sind.
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6.2 Das Modul LCI_ARI

6.2.1 Der Typ Lcinterval

Fiir allgemeine Gleitkommarechnungen mit komplexen Intervallen wird neben dem
Typ cinterval zusétzlich der Datentyp Lcinterval entsprechend der Definition

type Lcinterval = record re,im : Linterval end,;

bereitgestellt. Fiir 2z : Lcinterval sind damit Real- und Imaginérteil von 2
Intervalle, so dafl

z=zre+i-zim=[z.reinf, z.re.sup| +i- [zaim.inf, z.im.sup); i=+v-1

in der komplexen Ebene als Rechteck-Intervall gedeutet werden kann:

Z.im.Sllp T
z.im ~z-Intervall -

zim.inf e :

z.re.inf z.re.sup

Abbildung 6.2: Komplexes Intervall

6.2.1.1 Operatoren

Wir betrachten zunichst alle in diesem Modul vordefinierten arithmetischen und
Verbands—Operatoren mit dem Ergebnistyp Lcinterval. Als arithmetische Operato-
ren stehen die monadischen Operatoren +,— und die vier Grundoperationen
+,—,%,/ mit der Rundung zum kleinsten, einschlieBenden komplexen Intervall
vom Typ Lcinterval zur Verfiigung.

Die Vergleichsoperatoren =,<>,<,<=,>,>= sind mengentheoretisch zu
interpretieren. Dabei bedeutet:

= gleich <> ungleich < echte Teilmenge von
<= Teilmenge von >  echte Obermenge von >= Obermenge von
Fiir v,w vom Typ Lcinterval gilt:

v <= w <= (vre <= w.re) and (vim <= w.im).

Die Operatoren auf der rechten Seite der Aquivalenzbeziehung sind dabei die Ope-
ratoren fiir Intervalle vom Typ Linterval.
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rechter Operand mteger Longreal | complex | Lcomplex
real
linker Operand || Ergebnistypen: Lcinterval oder boolean
monadisch
integer %
real

Longreal +* +*
complex +x% +*
Lcomplex 4% +x +% 4%
o

interval =, <>
+x
S o

Linterval =, <> = <>
+x +*
S o

cinterval =, <> = <>
+% +*
S S S o

Lcinterval =, <> =, <> =, <> = <>
+x +x +x +x

Tabelle 6.5: Die Operatoren des Moduls LCI_ ARI (Teil 1)

o€ {+,— %/} VeE{= <>, < <=,>,>=}

Zusétzlich stehen die Operatoren in  fiir die Relation ,liegt in“ bzw. ,enthalten
im Innern“ sowie >< fiir den Test auf Disjunktheit zweier komplexer Intervalle zur
Verfiigung. Dabei heiflen zwei komplexe Intervalle v, w disjunkt, wenn gilt:

vNw = O (leere Menge). Fiir zwei komplexe Intervalle z und y gilt:

z in y < (z.re in y.re) and (z.im in y.im).

Die Verbandsoperatoren +% bzw. =%  bezeichnen die Bildung der Intervall-
Hiille bzw. des Durchschnitts, d.h. der Operator +x liefert das kleinste, beide
Operanden umfassende komplexe Intervall, und der Operator *x liefert das kom-
plexe Schnittintervall. Ein leerer Schnitt fiihrt zu einem Laufzeitfehler.
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rechter Operand interval Linterval cinterval | Lcinterval
linker Operand Bezeichnungen wie in Tabelle 6.5
monadisch +, -
int <o
+x
S S
Longreal in, =, <> | in, =, <>
+% +*
S S
complex in, =, <> in, =, <>
+x +*
o S S S
Lcomplex in,=, <> |in, =, <> | in, =, <> | in, =, <>
+* +* +* +*
o
interval in, V, ><
+%, k%
o o
Linterval in, V, >< | in, V, ><
+%, k% +%, k%
o o
cinterval V, >< in, vV, ><
+%, x%k +%, k%
o o o o
Lcinterval V, >< V, >< in, V, >< | in, V, ><
+%, x%k +%, x% +%, %% +%, k%

Tabelle 6.6: Die Operatoren des Moduls LCI_ ARI (Teil 2)
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6.2.1.2 Transferfunktionen

Zur Wandlung zwischen den Typen integer, real, Longreal, complex, Lcomplex,
interval, Linterval, cinterval und Lcinterval ~ werden folgende Transferfunktionen
bereitgestellt:

Funktion Ergebnistyp Bedeutung

LCOMPL (I1,12) Leinterval | I1+i- 12

LCOMPL (R.I) Lcinterval R+i4-1

LCOMPL (IL,R) Lcinterval I+i-R

LCOMPL (I) Lcinterval I+4-0

LCOMPL (I,LI) Leinterval | T+i- LI

LCOMPL (LL]I) Lcinterval LI+i-I

LCOMPL (LI1,L12) Lcinterval LI1+i-LI2

LCOMPL (R,LI) Lcinterval R+i-LI

LCOMPL (LLR) Lcinterval LI+i-R

LCOMPL (LR.I) Lcinterval LR+ -1

LCOMPL (I,LR) Lcinterval I+i-LR

LCOMPL (LR,LI) Lcinterval LR+i-LI

LCOMPL (LI,LR) Leinterval | LI+i-LR

LCOMPL (LI) Lcinterval LI+:i-0

LINTVAL (C1,C2) Lcinterval [Cl.re, C2.re] +i- [Clim, C2.im];
Clore <C2re und Cl.im < C2.4m

LINTVAL (C,LC) Lcinterval [C.re, LC.re] +i - [C.im, LC.im];
Cre < LCre und C.um < LC.m

LINTVAL (LC,C) Lcinterval [LC.re,C.re] +i- [LC.im,C.im];
LCre<Care und LC.um <C.am

LINTVAL (LC1,LC2) Lcinterval [LC1l.re, LC2.re] +i- [LC1.im, LC2.im];
LCl.re < LC2.re und LC1.im < LC2.4m

LINTVAL (R,C) Lcinterval [R,C.re]+i-[0,C.im];
R<Cre und 0<C.um

Tabelle 6.7: Transferfunktionen des Moduls LCI_ARI  (Teil 1)
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Funktion Ergebnistyp Bedeutung
LINTVAL (R,LC) Lcinterval [R,LC.re]+i-[0, LC.im];
R<LCre und 0<LC.im
LINTVAL (LR,C) Lcinterval [LR,C.re] +i-[0,C.im];

LR<C.ore und 0<C.im
LINTVAL (LR,LC) Lcinterval [LR,LC.re]+i-[0, LC.im];
LR<LCre und 0<LC.im

LINTVAL (C,R) Lcinterval [C.re, R] + - [C.im,0];
Cre<R und C.im <0

LINTVAL (LC,R) Lcinterval [LC.re,R] + i [LC.im,0];
LCre<R und LC.im <0

LINTVAL (C,LR) Lcinterval [C.re, LR] +i - [C.im, 0];

Cre<LR und C.im<0
LINTVAL (LC,LR) Lcinterval [LC.re, LR] + i - [LC.im, 0];
LCre<LR und LC.im<0

LINTVAL (C) Lcinterval [C.re,C.re] + i - [C.im, C.im]

LINTVAL (LC) Lcinterval [LC.re, LC.re] +i - [LC.im, LC.im]

LINTVAL (CI) Lcinterval LONG(CI.re) +1i - LONG(CI.im)

LONG (CI) Lcinterval LONG(CI.re) +i - LONG(CI.im)

SHORT (LCI) cinterval SHORT(LCI.re) +i- SHORT(LCI.im)

RE (LCI) Linterval Realteil von LCT

IM (LCI) Linterval Imaginérteil von LCT

INF (LCI) Lcomplex Komplexe Untergrenze z von LCI, mit:
z = (LCI.re.inf, LCI.im.inf)

SUP (LCI) Lcomplex Komplexe Obergrenze z von LCI, mit:

z = (LCI.re.sup, LCI.im.sup)

Tabelle 6.8: Transferfunktionen des Moduls LCI_ARI  (Teil 2)

LC,LC1,LC2 = Lecomplex-Ausdruck, LCI = Lcinterval-Ausdruck,
C,C1,02 = complex-Ausdruck, CI = cinterval-Ausdruck, i =+/—1,
I,11,12 = interval-Ausdruck, R = real,Longreal-Ausdruck,
LI,LI1,LI2 = Linterval-Ausdruck, LR = Longreal-Ausdruck
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6.2.1.3 Uberladungen des Zuweisungsoperators

Die Wandlungen der Typen integer, real, Longreal, complex, Lcomplex, interval,
Linterval nach Lcinterval wird auch in Form iiberladener Zuweisungen bereitgestellt:

Zuweisung Bedeutung

LCI:=R LCI := LCOMPL (INTVAL(R))
LCI:=LR | LCI:= LCOMPL (INTVAL(LR))
LCI:=CI LCI := LINTVAL (CI)

LCI:=C LCI := LINTVAL (C)
LCI:=LC | LCI:= LINTVAL (LC)

LCI:=1 LCI := LCOMPL (I)

LCI:=1I LCI := LCOMPL (LI)

Tabelle 6.9: Uberladungen des Zuweisungsoperators

LCI = Lcinterval-Variable, R = integer/real-Ausdruck,
LR = Longreal-Ausdruck, CI = cinterval-Ausdruck,
C = complex-Ausdruck, LC = Lcomplex-Ausdruck,

I = interval-Ausdruck, LI = Linterval-Ausdruck;

6.2.1.4 Standardfunktionen

Es stehen die folgenden Standardfunktionen zur Verfiigung:

Funktion Ergb.-Typ Bedeutung
sqr (LCI) Leinterval | LCI? = LCT - LCT  Quadrat
sqrt (LCI) Lcinterval VLCI Quadratwurzel
exp (LCI) Lcinterval elcl Exponentialfunktion
In (LCI) Lcinterval In(LCT) Natiirlicher Logarithmus
Inlp (LCI) Lcinterval In(1+ LCI) Natiirlicher Logarithmus
power (W,Z) Leinterval | W7 Potenzfunktion, nicht

immer hochgenau

xplpowy (W,Z) | Lcinterval (1+W)? Potenzfunktion, nicht

immer hochgenau
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Funktion Ergb.-Typ Bedeutung

sin (LCI) Lcinterval sin(LCI) Sinus

cos (LCI) Lcinterval cos(LCT) Kosinus

sinh (LCT) Lcinterval sinh(LCT) Hyperbolischer Sinus

cosh (LCI) Lcinterval cosh(LCT) Hyperbolischer Kosinus

conj (LCI) Lcinterval LCI=x2—i-y Konjugation von
LCI=x+i-y

arg (LCI) Linterval @ Argumentintervall fiir
das LCI-Rechteck

arglp (LCI) Linterval 7 Argumentintervall fiir
das (1 + LCI)-Rechteck

abs (LCI) Linterval VLCT.re2 + LCT.im2  Absolutbetrag von LCT

mid (LCT) Lcomplex m Mittelpunkt von LCT

diam (LCI) Longreal d Durchmesser von LCT

blow (LCL,R) | Leinterval Epsilonaufblihung

Tabelle 6.10: Standardfunktionen des Moduls LCI_ ARI
W.Z,LCI = Lcinterval-Ausdruck, R = real-Ausdruck, i =+/—1

Anmerkungen zu den Standardfunktionen:

1.

. Fir die Funktionen

. x1 := diam (LCI)

. Die Anweisung mc := MID(LCI)

. Bei EinschlieBungsmethoden wird oft die Funktion

Mit Ausnahme der Funktionen power, xplpowy sind alle Intervallfunk-

tionen aus obiger Tabelle 6.10 hochgenau.

sqrt, arg, arglp, In, Inlp, power, xplpowy
vom Ergebnistyp Lcinterval gelten beziiglich der Verzweigungsschnitte in
Abhéngigkeit von der Lage des komplexen Argumentintervalls die gleichen
Aussagen wie fiir die entsprechenden cinterval-Funktionen von Seite 131.

liefert zum komplexen Intervall LCI: Lcinterval eine Ober-
schranke x1: Longreal fiir die Lénge L der entsprechenden Rechteckdiagonalen
mit;: 0<L <zl

liefert den maximalgenauen komplexen
Mittelpunkt mc: Lcomplex des komplexen Intervalls LCI: Leinterval.

blow fiir die soge-
nannte Epsilonaufblihung bendtigt. Mit einem real-Ausdruck R wirkt die
blow(LCI,R)-Funktion auf die Intervalle LCLre und LCLim wie die entspre-
chende blow-Funktion aus dem Modul LI_ ARI, vergl. Seite 84.
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6.2.1.5 Ein-/Ausgabeanweisungen

Es stehen die bekannten Prozeduren

procedure read (var f: text; var LCI: Lcinterval);
procedure write (var f: text; LCI: Leinterval);

mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedoch
ohne Formatspezifikationen zur Verfiigung.

Die Eingabe eines komplexen Intervalls LCI = [z,y] + i - [v,w] kann mit
dem Prozeduraufruf read(LCI) in der Form

([z,y], [v,w]) allgemeines komplexes Intervall
oder in der Form

(z, [v,w]) mit Punktintervall als Realteil, d.h. z =y
oder in der Form
([z,y],v) mit Punktintervall als Imaginirteil, d.h. v = w
oder in der Form
[z,9] rein reelles Intervall, d.h. v =w =0
oder in der Form
(z,v) komplexes Punktintervall, d.h. x = y und v = w
oder in der Form
x rein reelles Punktintervall, dh. z =gy und v =w =0

erfolgen.

Die Ausgabe eines komplexen Intervalls LCT erfolgt durch den Prozeduraufruf
write(LCI) stets in der Form

([, 9], [v, w])

Das Ausgabeformat fiir die Real- und Imaginérteilintervalle ist dabei bestimmt
durch das entsprechende Ausgabeformat fiir Intervalle, verleiche Seite 80.

Die Ausgabe der Intervallgrenzen z,y und v,w kann natiirlich auch erfolgen
durch:

write(LCLre.inf, LCLre.sup) und write(LCLim.inf,LCLim.sup);

wobei entsprechende Formatspezifikationen fiir die Longreal-Zahlen
x = LCI.re.inf, y= LCI.re.sup, v = LCIlim.inf, w= LCI.im.sup

wieder moglich sind.
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6.2.2 Exakte komplexe Intervallausdriicke

In PASCAL-XSC koénnen mit Hilfe der Operatoren +,—,% komplexe
Intervall-Ausdriicke vom Typ cinterval mit Hilfe des langen Akkumulators run-
dungsfehlerfrei berechnet und durch die Anweisung

CI := #+#( exakter, komplexer Intervallausdruck );

mit nur einer einzigen Rundung pro Intervallgrenze in eine Variable CI vom Typ
cinterval abgespeichert werden. Dieses ##-Konzept steht auch fiir die BCD-
Version in vollem Umfang zur Verfiigung; es ist jedoch nicht anwendbar, wenn nur
einer der Operanden im exakt auszuwertenden, komplexen Intervallausdruck vom
Typ Longreal, Lcomplex, cdotprecision, Linterval, idotprecision, Lcinterval oder ci-
dotprecision ist!

Um das ##-Konzept fiir diese Datentypen wenigstens simulieren zu kénnen,
benétigt man den Datentyp cidotprecision:

type cidotprecision = record re, im: idotprecision end;

6.2.2.1 Transferfunktionen

Zur Wandlung zwischen den Typen

integer, real, Longreal, dotprecision, interval, Linterval, idotprecision, complex,
Lcomplex, cdotprecision, cinterval, Lcinterval

einerseits und dem Typ cidotprecision andererseits werden folgende Transfer-
funktionen bereitgestellt:

Funktion Ergebnistyp Bedeutung
DOTICOMPL(I1,12) cidotprecision | 11+ - 12;
DOTICOMPL(LI1,LI2) | cidotprecision | LI1+ - LI2;
DOTICOMPL(DI1,DI2) | cidotprecision | DI1 +i- DI2;
DOTICOMPL(R,I) cidotprecision | [R, R] +i - I;
DOTICOMPL(L, LI) cidotprecision | [L,L]+i- LI,
DOTICOMPL(D,DI) cidotprecision | [D, D]+ - DI;
DOTICOMPL(I,R) cidotprecision | I +1i-[R, R];
DOTICOMPL(LIL) cidotprecision | LI +i - [L, L];
DOTICOMPL(DI,D) cidotprecision | DI + i -[D, DJ;
DOTICOMPL(T) cidotprecision | I+ -0, 0];

Tabelle 6.11: Transferfunktionen mit dem Typ cidotprecision (Teil 1)
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Funktion Ergebnistyp Bedeutung

DOTICOMPL(LI) cidotprecision | LI +i - 0,0];
DOTICOMPL(DI) cidotprecision | DI + i - [0, 0];
DOTICOMPL(DC1,DC2) | cidotprecision | [DC1.re, DC2.re]+

+i-[DC1l.im, DC2.im];
DOTICOMPL(LC1,LC2) | cidotprecision | [LC1.re, LC2.re]+

+i - [LCl.im, LC2.im];
DOTICOMPL(C1,C2) cidotprecision | [Cl.re,C2.re]+

+i - [Cl.im, C2.im];
DOTICOMPL(D,DC) cidotprecision | [D,DC.re] +i - [0, DC.im];
DOTICOMPL(L,LC) cidotprecision | [L, LC.re] +i - [0, LC.im];
DOTICOMPL(R,C) cidotprecision | [R,C.re] +1i - [0,C.im];
DOTICOMPL(DC D) cidotprecision | [DC.re, D] + i - [DC.im,0];
DOTICOMPL(LC,L) cidotprecision | [LC.re,L] + i - [LC.im,0];
DOTICOMPL(C,R) cidotprecision | [C.re,R] +1 - [C.im,0];
DOTICOMPL(DC) cidotprecision | [DC.re, DC.re]+

+i - [DC.im, DC.im];
DOTICOMPL(LC) cidotprecision | [LC.re, LC.re]+

+i - [LC.im, LC.im];
DOTICOMPL(C) cidotprecision | [C.re,C.re] +i - [C.im,C.im];
RE(DCI) idotprecision | [DCI.re.inf, DCI.re.sup);
IM(DCTI) idotprecision | [DCI.im.inf, DCI.im.sup);
INF(DCI) cdotprecision | DCI.re.inf +i- DCI.im.inf;
SUP(DCI) cdotprecision | DCI.re.sup +i - DCI.im.sup;
LONG(DCI) Lcinterval Long(DC1I.re)+

+i - Long(DC1I.im)
SHORT(DCI) cinterval SHORT(DCI.re)+

+i-SHORT(DCL.im)

Tabelle 6.12: Transferfunktionen mit dem Typ cidotprecision (Teil 2)

LI1,I2 = interval-Ausdruck, LI,LI1,LI2 = Linterval-Ausdruck,

DI,DI1,DI2 = idotprecision-Variable, R =

integer/real- Ausdruck,

L. = Longreal-Ausdruck, D = dotprecision-Variable,
C,C1,C2 = complex-Ausdruck, LC,LC1,LC2 = Lcomplex-Ausdruck,
DC,DC1,DC2 = cdotprecision-Variable, DCI = cidotprecision-Variable.

145
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6.2.2.2 Wertzuweisungen

Durch Uberladen des Zuweisungsoperators :=  sind folgende Wertzuweisungen
an eine Variable vom Typ cidotprecision moglich:

cidotprecision—Variable := integer/real-Ausdruck;
cidotprecision—Variable Longreal-Ausdruck;
cidotprecision—Variable dotprecision—Ausdruck;
cidotprecision—Variable complex—Ausdruck;
cidotprecision—Variable := Lcomplex—Ausdruck;
cidotprecision—Variable cdotprecision—Ausdruck;
cidotprecision—Variable interval-Ausdruck;
cidotprecision—Variable Linterval-Ausdruck;
cidotprecision—Variable idotprecision—Ausdruck;
cidotprecision—Variable := cinterval-Ausdruck;
cidotprecision—Variable := Lcinterval-Ausdruck;

6.2.2.3 Operatoren

Auch jetzt muf} z.B. fiir einen Multiplikationsoperator mit Lcinterval-Operanden
und einem Ergebnis vom Typ cidotprecision ein neuer Operatorname (times.ci)
gewihlt werden, da der normale * Operator mit gleichen Operanden schon fiir den
Ergebnistyp Lcinterval vergeben ist.

Entsprechende Uberlegungen beziiglich der Additions- und Subtraktionsoperatoren
(z.B mit Namen plus_ci, minus_ci) fithren zum Ergebnis, daf bei Beriicksichtigung
aller Operandenkombinationen neben den 81 times_ci Operatoren noch zusétzlich
2-13-13 = 338 Operatoren zu definieren sind! Die grofle Zahl von insgesamt 419
Operatoren 148t sich auf 81 4+ 2 - 13 = 107 reduzieren, wenn man bei Addition
und Subtraktion die folgende fiir die Praxis unerhebliche Einschrinkung beziiglich
der Operandenkombinationen macht. Dazu betrachten wir die Variable S vom Typ
cidotprecision und die Variablen a,b,c mit den moglichen Typen:

cidotprecision, Lcinterval, cinterval, cdotprecision, Lcomplex, complex,
dotprecision, Longreal, real, integer, idotprecision, Linterval, interval;

Da fiir den Compiler die beiden folgenden Anweisungen dquivalent sind
S:=a+b+c <= S:=(a+b)+e,
kann man mit der Variablen NULL_DCI: cidotprecision die Anweisung S :=a+b

auch in der Form schreiben:
NULL_DCI := 0;
S := NULL.DCI+a+b <= S:=((NULL.DCI+ a)+b),
und jetzt werden in der Anweisung fiir S nur Additionsoperatoren mit einem linken

Operanden vom Typ cidotprecision benutzt! Fiir eine Subtraktion S := a—b
gilt dann entsprechend:

NULL_DCI := 0; S := NULL_DCI + a — b;
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In den nachfolgenden Tabellen 6.13, 6.14 sind alle Operanden der Operatoren aus
dem Modul LCI. ARI mit Ergebnistyp cidotprecision zusammengestellt:

real interval complex cinterval
rechter Operand Longreal | Linterval | Lcomplex | Lcinterval
linker Operand
cidotprecision
p +,— +,— +,— +,—
real . . . . . . . .
times_ci | times_ci times_ci times_ci
Longreal
interval . . . . . . . .
K times_ci times_ci times_ci times_ci
Linterval
complex . . . . . . . .
times_ci | times_ci times_ci times_ci
Lcomplex
cinterval . . . . . . . .
K times_ci times_ci times_ci times_ci
Lcinterval

Tabelle 6.13: Operatoren aus LCI_ ARI mit Ergebnistyp cidotprecision (Teil 1)

dotprecisio .. . -
rechter Operand || Pr l' l' " cdotprecision | cidotprecision
idotprecision
linker Operand
cidotprecision +, — +,— +,—
real
%
Longreal
interval .
Linterval
complex .
Lcomplex
cinterval .
Lcinterval
dotprecision
idotprecision *
cdotprecision

Tabelle 6.14: Operatoren aus LCI_ ARI mit Ergebnistyp cidotprecision (Teil 2)
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Beachten Sie, daf jetzt neue Namen fiir Additions- und Subtraktionsoperatoren
nicht notwendig sind, da die Einschrinkung besteht, daf} fiir diese Operatoren mit
Ergebnistyp cidotprecision der linke Operand vom Typ cidotprecision sein muf.
Durch diese Einschrinkung ergibt sich noch der wichtige Satz:

In einem Ausdruck mit Ergebnistyp cidotprecision
diirfen keine Klammern gesetzt werden.

Aus den Tabellen 6.13, 6.14 ergibt sich noch:

Ist bei einer Multiplikation mit Ergebnistyp cidotprecision wenigstens ein Operand
vom Typ cidotprecision, so wird zur Vereinfachung das iibliche Operatorsymbol *
benutzt und nicht der Name times_ci.

Beispiele:
1. Sind a,b vom Typ real und S vom Typ cidotprecision, so ist die Anweisung
S:=b+(a—b)
zwar zuldssig, aber die Subtraktion in der Klammer und die anschlieende
Addition liefern i.a. fehlerbehaftete real-Ergebnisse, so dafl in S i.a. nicht der
exakte Differenzwert a gespeichert wird! Mit den Anweisungen
NULL_DCI := 0; S:=NULL_.DCI+b+a—-b
erhiilt man jedoch ohne Klammern den exakten Differenzwert a.
2. Sind a,b,c vom Typ real und S vom Typ cidotprecision, so ist die Anweisung
S:=cx(a—b)

ebenfalls zul#ssig, liefert aber wie im 1. Beispiel i.a. nicht das exakte Produkt!
Mit der Anweisung

S:=ctimes_cia — ctimes_cib

erhélt man jedoch ohne Klammern das exakte Produkt c-(a — b).
Natiirlich liefert die Anweisung

S:=#(c-a—c-b);

ebenfalls das exakte Produkt c¢-(a —b) mit dem Ergebnistyp cidotprecision.
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6.2.2.4 Simulation von SUM-Ausdriicken

Zur Simulation von SUM-Ausdriicken im ##-Konzept stehen die folgenden
Datentypen und Prozeduren zur Verfiigung:

e type civector = dynamic array [+] of cinterval;

e type Lcivector = dynamic array [+] of Leinterval;

1.

10.

11.

12.

13.

14.

procedure ADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a: Lcivector);
Exakte Addition des Lcinterval-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;

. procedure ADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a: civector);

Exakte Addition des cinterval-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;

procedure ADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a: Livector);
Exakte Addition des Linterval-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;

. procedure ADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a: ivector);

Exakte Addition des interval-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;

. procedure ADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a: Levector);

Exakte Addition des Lcomplex-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;

procedure ADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a: cvector);
Exakte Addition des complex-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;

procedure ADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a: Lrvector);
Exakte Addition des Longreal-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;

procedure ADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a: rvector);
Exakte Addition des real-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;

procedure SUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a: Lcivector);
Exakte Subtraktion des Lcinterval-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;

procedure SUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a: civector);
Exakte Subtraktion des cinterval-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;

procedure SUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a: Livector);
Exakte Subtraktion des Linterval-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;

procedure SUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a: ivector);
Exakte Subtraktion des interval-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;

procedure SUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a: Levector);
Exakte Subtraktion des Lcomplex-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;

procedure SUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a: cvector);
Exakte Subtraktion des complex-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
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procedure SUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a: Lrvector);
Exakte Subtraktion des Longreal-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;

procedure SUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a: rvector);
Exakte Subtraktion des real-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;

procedure PADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: Lcivector);
Exakte Addition des Lcinterval-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typ
cidotprecision;

procedure PADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: civector);
Exakte Addition des cinterval-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typ
cidotprecision;

procedure PADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: Livector);
Exakte Addition des Linterval-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typ
cidotprecision;

procedure PADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: ivector);
Exakte Addition des interval-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typ
cidotprecision;

procedure PADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: Levector);
Exakte Addition des Lcomplex-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typ
cidotprecision;

procedure PADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: cvector);
Exakte Addition des complex-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typ
cidotprecision;

procedure PADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: Lrvector);
Exakte Addition des Longreal-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typ
cidotprecision;

procedure PADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: rvector);
Exakte Addition des real-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typ cidot-
precision;

procedure PSUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: Lcivector);
Exakte Subtraktion des Lcinterval-Skalarproduktes zur Variablen dci vom
Typ cidotprecision;

procedure PSUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: civector);
Exakte Subtraktion des cinterval-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typ
cidotprecision;

procedure PSUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: Livector);
Exakte Subtraktion des Linterval-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typ
cidotprecision;
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28. procedure PSUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: ivector);
Exakte Subtraktion des interval-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typ
cidotprecision;

29. procedure PSUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: Levector);
Exakte Subtraktion des Lcomplex-Skalarproduktes zur Variablen dci vom
Typ cidotprecision;

30. procedure PSUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: cvector);
Exakte Subtraktion des complex-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typ
cidotprecision;

31. procedure PSUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: Lrvector);
Exakte Subtraktion des Longreal-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typ
cidotprecision;

32. procedure PSUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: rvector);
Exakte Subtraktion des real-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typ ci-
dotprecision;

6.2.2.5 Beispiele
1. Beispiel:
Mit den Deklarationen:
var dotci,dci : cidotprecision;

a,b : Leivector [1..10];
Lci : Lcinterval;

sind z.B. folgende Anweisungen moglich:

dci := 0;

PADDNACCU (dci,a,b);

dotci := dci + a[l] times_ci b[10] — a[2] times_ci b[9];
Lci := LONG (dotci);

Das komplexe Intervall  Lci: Leinterval — liefert eine EinschlieBung der

exakten, komplexen Intervallsumme dotci mit nur einer Rundung

beziiglich der reellen bzw. imaginéren Intervallunter— und —Obergrenze!
2. Beispiel:

Mit Hilfe der Operatoren % und +  zwischen Operanden vom
Typ cidotprecision und Lcinterval kann ein Polynom vom Ergebnistyp
cidotprecision mit Argument und Koeffizienten vom Typ Lcinterval

n
P(z) = Z ay, - 2*
k=0

mit der folgenden Funktion nach dem Hornerschema rundungsfehler-
frei berechnet werden:
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function HORNER_CIDOT (var a: Lcivector;
z: Lceinterval): cidotprecision;

var k : integer;
y : cidotprecision;
begin

y := afub(a)];

for k := ub(a)—1 downto Ib(a) do
y =y *z + a[k];
HORNER.CIDOT := y

end;

Die komplexen Punktintervall-Koeffizienten

ap =120+ 90i; a1 = —54+22i;  ay =6+ Ti;
as = —5— 3i; as =1+ 0i;

realisieren ein komplexwertiges Polynom P(z) mit den Nullstellen:
z19=4V2-(142i), 2z3=5, 24 =3i
Mit den Deklarationen:

var a: Leivector[0..4];
z,y: Lcinterval,
dci: cidotprecision;

und den Anweisungen:

z := 5.00000000000000000001; { z = 23 }
dci  := HORNER_CIDOT (a,z);
y := LONG(dci);

erhilt man mit der BCD—Version das Ergebnis:

y = P(z) € ([+1.3100...000- 10" ¥ +1.3100...001 - 10~ '¥],
[~1.3300...001-107'8 —1.3300...000- 10~ '%])

mit nur einer Rundung bzgl. Unter- und Obergrenze der Real- und
Imaginérteilintervalle.
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6.2.3 Komplexe Intervallrechnung mit dem Typ rrG

Mit dem Modul LCI_ARI werden nur diejenigen Operatoren, Funktionen
und Prozeduren bereitgestellt, die zur Implementierung von komplexen Intervall-
Standardfunktionen zum Basistyp rrG notwendig sind. Es ist daher nicht vorgese-
hen, die komplette Intervallrechnung, wie sie etwa zwischen den Typen cinterval und
Lcinterval definiert wurde, ebenfalls zu realisieren, so dafl z.B. Vergleichsoperatoren
fiir Intervalle oder Intervall-Grundoperationen mit gemischten Operandentypen nur
in dem Umfang bereitgestellt werden, wie sie tatsdchlich erforderlich waren.

6.2.3.1 Der Datentyp rrGcinterval

Der Datentyp rrGcinterval ist definiert durch:
type rrGceinterval = record re, im : rrGinterval end;

Fiir  z: rrGceinterval sind Real- und Imaginérteil von z Intervalle, so dafl
z=zre+i-zim = [z.rednf, z.re.sup| + i - [z.im.nf, z.im.sup); i=+v-1

in der komplexen Ebene als Rechteck-Intervall gedeutet werden kann:

ZAMLSUp g e

zim ~z-Intervall

zim.inf oo :

z.re.inf 7.re.sup

Abbildung 6.3: Komplexes Intervall

6.2.3.2 Transferfunktionen

Zur Wandlung zwischen den Typen  rrGcinterval und rrGinterval werden
folgende Transferfunktionen bereitgestellt:

Funktion Ergebnistyp Bedeutung
RRGCINTVAL (x1,x2) | rrGeinterval | z=z1+i-22; i=+-1
RRGCINTVAL (x) rrGeinterval | z=2+1i-0; i=+/-1
RE (z) rrGinterval z.Re = Realteil von z
IM (z) rrGinterval z.Im = Imaginérteil von z

x, x1, x2 = rrGinterval-Ausdruck; z = rrGcinterval-Ausdruck;
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6.2.3.3 Operatoren

Neben den monadischen Operatoren + —  existieren die in folgender Tabelle
zusammengestellten, arithmetischen Grundoperatoren:

1. Operand 2. Operand || Ergebnistyp
rrGeinterval | + | rrGeinterval || rrGeinterval
rrGeinterval | — | rrGeinterval || rrGeinterval
rrGeinterval | # | rrGeinterval || rrGeinterval
real x | rrGeinterval || rrGeinterval
Longreal x | rrGceinterval || rrGeinterval
rrG x | rrGeinterval || rrGeinterval
rrGeinterval | / | rrGeinterval || rrGeinterval
rrGeinterval | / | real rrGeinterval
rrGeinterval | / | Longreal rrGeinterval
rrGeinterval | / | G rrGeinterval
Als Vergleichsoperatoren existieren lediglich die Operatoren = <> .

6.2.3.4 Uberladungen des Zuweisungsoperators

Die Wandlungen zwischen den verschiedenen Datentypen werden in Form iiberla-
dener Zuweisungen nach folgender Tabelle bereitgestellt:

Zuweisung Bedeutung

rrGei := R | rrGei = reelle Zahl

rrGei := C rrGcei = komplexe Zahl
rrGei := RI | rrGei = reelles Intervall
rrGei ;= CI | rrGei = komplexes Intervall
LC := rrGci | rrGei C LC

Tabelle 6.15: Uberladungen des Zuweisungsoperators

rrGei : rrGeinterval;
RI : rrGinterval/Linterval /interval;

R : rrG/Longreal/real; C : rrGcomplex/Lcomplex/complex;
CI : Lcinterval /cinterval;  LC : Lcinterval;
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6.2.3.5 Standardfunktionen
Es stehen folgende Standardfunktionen mit Argumenten x,y: rrGeinterval —zur
Verfiigung;:
Funktion Ergb.-Typ Bedeutung
sqr (x) rrGeinterval | 22 =z - Quadrat
sqrt (x) rrGeinterval | /z Quadratwurzel
exp (x) rrGeinterval | e” Exponentialfunktion
In (x) rrGeinterval | In(z) Natiirlicher Logarithmus
Inlp (x) rrGeinterval | In(1 + ) Natiirlicher Logarithmus
power (X,y) rrGeinterval | z¥ Potenzfunktion
xplpowy (x,y) | rrGeinterval | (1 + z)¥ Potenzfunktion
sin (x) rrGeinterval | sin(z) Sinus
cos (x) rrGeinterval | cos(z) Kosinus
sinh (x) rrGeinterval | sinh(z) Hyperbolischer Sinus
cosh (x) rrGeinterval | cosh(x) Hyperbolischer Kosinus
conj (x) rrGeinterval | T=u —1-v Konjugation von
r=u+1-v
arg (x) rrGinterval | ¢ Argumentintervall fiir
das z-Rechteck
arglp (x) rrGinterval | ¢ Argumentintervall fiir
das (1 + z)-Rechteck
abs (x) rrGinterval | v/z.re2 + z.im2  Absolutbetrag von
diam (x) rrG d Durchmesser von z

Tabelle 6.16: Standardfunktionen des Moduls LCI_ ARI

1. Fiir die Funktionen

x,y = rrGeinterval-Ausdruck,

Anmerkungen zu den Standardfunktionen:

i=y 1

sqrt, arg, arglp, In, Ilnlp, power, xplpowy

vom Ergebnistyp rrGceinterval gelten beziiglich der Verzweigungsschnitte in
Abhingigkeit von der Lage des komplexen Argumentintervalls die gleichen
Aussagen wie fiir die entsprechenden cinterval-Funktionen von Seite 131.

. d := diam (x) liefert zum komplexen Intervall x: rrGcinterval eine Ober-
schranke d: rrG fiir die Linge L der entsprechenden Rechteckdiagonalen
mit: 0<L<d,
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Es stehen folgende Standardfunktionen mit Argumenten x,y: Lcinterval zur
Verfiigung:
Funktion Ergb.-Typ Bedeutung
sqr_1rG (x) rrGeinterval | 22 =2 - Quadrat
sqrt_rrG (x) rrGeinterval | /z Quadratwurzel
exp_rrG (x) rrGeinterval | e® Exponentialfunktion
In_rrG (x) rrGeinterval | In(z) Natiirlicher Logarithmus
Inlp_rrG (x) rrGeinterval | In(1 + ) Natiirlicher Logarithmus
power_rrG (x,y) rrGeinterval | z¥ Potenzfunktion
xplpowy_rrG (x,y) | rrGeinterval | (1 + z)¥ Potenzfunktion
sin_rrG (x) rrGeinterval | sin(z) Sinus
cos_rrG (x) rrGeinterval | cos(z) Kosinus
sinh_rrG (x) rrGeinterval | sinh(z) Hyperbolischer Sinus
cosh_rrG (x) rrGeinterval | cosh(z) Hyperbolischer Kosinus
arg_rrG (x) rrGinterval | ¢ Argumentintervall fiir
das z-Rechteck
arglp_rrG (x) rrGinterval | ¢ Argumentintervall fiir
das (1 + z)-Rechteck
abs_rrG (x) rrGinterval | v/z.re2 + z.im?  Absolutbetrag von z
diam_rrG (x) rrG d Durchmesser von z

Tabelle 6.17: Standardfunktionen des Moduls LCI_ARI

i= V1

x,y = Lcinterval-Ausdruck,
Anmerkungen zu den Standardfunktionen:

1. Fiir die Funktionen sqrt_rrG, arg_rrG, arglp_rrG, In_rrG,
Inlp_rrG, power_rrG, xplpowy_rrG vom Ergebnistyp rrGcinterval
gelten beziiglich der Verzweigungsschnitte in Abhéingigkeit von der Lage des
komplexen Argumentintervalls die gleichen Aussagen wie fiir die entsprechen-
den cinterval-Funktionen von Seite 131.

2. d := diam_1rrG (x)
schranke d: rrG
mit;: 0<L<dg

liefert zum komplexen Intervall x: Leinterval eine Ober-
fiir die Linge L der entsprechenden Rechteckdiagonalen
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6.2.3.6 Wertebereich separierbarer Funktionen

157

Zur Berechnung einer Wertebereichs—EinschlieSung einer reellwertigen Funktion

u(z) mit komplexen Punktargumenten 2z dient die PASCAL-XSC Funktion

function BOUNDS (
mi,Ma : rrGcomplex; { Kompl. Punkte aus dem }
{ Def.-Bereich von u(z) }
function U(z: rrGecomplex): rrG; { reellwertig }
eps : real { eps := 1.00001 *> eps(u) }
{ eps(u) := Fehlerschr. von u(z) }
) : rrGinterval;

U(z) sei Ndherungsfunktion fiir die reellwertige Funktion wu(z):
Uz) =u(z) - (1 +eu), leu| <e(u)
Der Eingabeparameter eps ist definiert durch:
eps := 1.00001 x> e(u);

Mit der Anweisung

y := BOUNDS( mi,Ma,U,eps ); { y: rrGinterval }

erhilt man unter der Voraussetzung wu(mi) < u(Ma) die folgenden Ergebnisse:

y.Inf < u(mi) < u(Ma) < y.Sup

Anmerkungen:

e Beim Aufruf von U(z) muf in der globalen Variablen FW_exakt , die vom
Standardmodul STDMOD bereitgestellt wird, festgehalten werden, ob u(z)

exakt berechnet wurde (U(z) = u(z)) oder nicht.

e Im Fall u(mi) <u(z) <u(Ma); z € D: rrGeinterval  liefert y: rrGinterval

eine WertebereichseinschlieBung bzgl. w(z) fir z € D.

Ist U(z) der Realteil einer gegebenen, komplexwertigen Ndherungsfunktion

Fz)=U(z)+i-V(z) = f(z) =u(z) +i-v(2)

so liefert y eine Einschliefung des Realteils u(z). Ganz analog 148t sich dann

auch der Wertebereich des Imaginérteils von f(z) einschlieflen.

Ist die komplexwertige Funktion  f(z) := u(z) +i-v(z) separierbar und
sind die Minimum- und Maximumpunkte mi,Ma jeweils fir u(z) und v(z)
bekannt, so kann man durch Anwendung der Funktion BOUNDS auf die
reellwertigen Ndherungsfunktionen U(z), V(z) Intervall-EinschlieBungen fiir

Real- und Imaginérteil von f(z) berechnen.
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6.2.3.7 Ein-/Ausgabeprozeduren

Es stehen die bekannten Prozeduren

procedure read (var f: text; var RRGCI: rrGcinterval);
procedure write (var f: text; RRGCI: rrGcinterval);

mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedoch
ohne Formatspezifikationen zur Verfiigung.

Die Eingabe eines komplexen Intervalls RRGCI = [z,y]+i-[v,w] kann mit
dem Prozeduraufruf read(RRGCI) in der Form

([z,y], [v,w]) allgemeines komplexes Intervall
oder in der Form

(z, [v,w]) mit Punktintervall als Realteil, d.h. z =y
oder in der Form
([z,y],v) mit Punktintervall als Imaginérteil, d.h. v = w
oder in der Form
[z,9] rein reelles Intervall, dh. v =w =0
oder in der Form
(z,v) komplexes Punktintervall, d.h. z =y und v = w
oder in der Form
x rein reelles Punktintervall, dh. z=yund v =w =0

erfolgen.

Die Vorschriften zur Eingabe einer rrG-Zahl x findet man dabei auf Seite 56.

Die Ausgabe eines komplexen Intervalls RRGCI erfolgt durch den Prozeduraufruf
write(RRGCI) stets in der Form

([z. 9], [v,w])
Die Ausgabe der Intervallgrenzen z,y und v, w kann natiirlich auch erfolgen durch:

write(RRGCLre.inf, RRGCILre.sup) und write(RRGCLim.inf, RRGCLim.sup);



Kapitel 7

Matrix /-Vektorarithmetik

7.1 Ubersicht

Das Rechnen mit Matrizen und Vektoren bildet die Grundlage zur Losung vieler
Probleme, z.B.:

lineare und nichtlineare Gleichungssysteme, lineare Optimierung, Poly-
nomauswertungen, globale Optimierung, ...

Fiir Matrix- und Vektoroperanden stehen die Grundoperationen  +,—,* mit
den drei verschiedenen Rundungsarten zur Verfiigung. Mit Hilfe des Akkumulators
kénnen die Operationen maximalgenau durchgefiihrt werden, d.h. das wahre Ergeb-
nis z.B. eines Matrixelements aus einem Matrizenprodukt AxB  wird zur néichst-
gelegenen Maschinenzahl gerundet. Bei gerichteten Rundungen wird das exakte Er-
gebnis zur nichstkleineren bzw. néichstgrofieren Rasterzahl gerundet. Erst durch
solche maximalgenauen Rechnungen wird z.B. die maximalgenaue Einschlieung ei-
nes Defekts bei linearen Gleichungssystemen oder die maximalgenaue Einschliefung
eines reellen Polynomwertes ermoglicht! Die genannten Grundoperationen beziehen
sich dabei auf reelle oder komplexe Matrix/-Vektoroperanden in Punkt- oder Inter-
vallform.

Im Gegensatz zu den Modulen
STDMOD, LI_ARI, LC_ARI oder LCI_ARI

steht bei Matrizenrechnungen entweder nur der Datentyp real oder nur der Datentyp
Longreal zur Verfiigung. Beachten Sie, daf in der vorliegenden BCD-Version die in
der Binérversion oft lastigen Konversionsfehler bei Matrix- und Vektorkomponenten
nicht auftreten!

Die nachfolgende Tabelle liefert eine Zusammenstellung der vorhandenen Mo-
dule, in denen die fiir das Rechnen mit Vektoren und Matrizen notwendigen Ope-
ratoren, Funktionen und Prozeduren bereitgestellt werden.
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Name Inhalt Basistyp
MV_ARI Reelle Matrizen und Vektoren real
MVI_ARI Reelle Intervall-Matrizen und -Vektoren real
MVC_ARI Komplexe Matrizen und Vektoren real

MVCI_ARI | Komplexe Intervall-Matrizen und -Vektoren real

LMV_ARI Reelle Matrizen und Vektoren Longreal
LMVI_ARI | Reelle Intervall-Matrizen und -Vektoren Longreal
LMVC_ARI | Komplexe Matrizen und Vektoren Longreal

LMVCI_AR | Komplexe Intervall-Matrizen und -Vektoren | Longreal

Tabelle 7.1: Module zur Matrix/-Vektorarithmetik

Die Namen der Module zum Basistyp Longreal ergeben sich also aus den Namen
der Module zum Basistyp real durch Voranstellen des Buchstaben ’L’ | wie es
auch bei den entsprechenden Typ—Namen gehandhabt wurde.
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7.2 Das Modul MV_ARI

In diesem Modul werden die fiir das Rechnen mit reellen Vektoren und Matrizen
notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren auf der Grundlage des Da-
tentyps real bereitgestellt.

7.2.1 Datentypen

Die dynamischen Datentypen zur Darstellung von Vektoren und Matrizen sind ent-
sprechend der Vereinbarung

type rvector = dynamic array [*] of real;
rmatrix = dynamic array [x] of rvector;

im Sprachkern von PASCAL-XSC enthalten. Die aktuellen Indexgrenzen werden
erst bei der Vereinbarung von Variablen dieser Typen festgelegt.

7.2.2 Operatoren

Viele der bekannten, grundlegenden Matrix/Vektor-Operationen sind in diesem Mo-
dul vordefiniert. Als arithmetische Operatoren stehen die monadischen Operatoren
+,— und die vier Grundoperationen +,—,%,/ mit den drei verschiedenen
Rundungsarten zur Verfiigung, wobei jedoch nur bestimmte Operandenkombinatio-
nen zuldssig sind. Wihrend die Operationen + und — fiir Vektoren und Matrizen
komponentenweise erklirt sind geméif

c = a =+ b mit c[i]
A + B mit CJ[i,j]

ali]£b[i]
Ali,j]+£B[4,j]

mit a, b, ¢ vom Typ rvector und A, B, C vom Typ rmatrix, sind die Operationen *
und / definiert durch

s = a *x b mit s ;= Fx (fori:=1b(a) to ub(a)
sum (a[i]*b[i])) 1!

c r % a mit c[i] rsali]

c = a r mit c[i] = afi]x*r

c = a r mit c[i] = ali]/r

c = A b mit  c[i] = Ali]xb

C = r x A mit C[ij] = rxA[ij]

C = A r mit Cli,j] = A[i,j]=*r

cC = A r mit Cli,j] = Al j]/r

C = A x B mit C[i,j] = A[i]*B[*,j] !

tMaximalgenaues Skalarprodukt mit Ergebnistyp real
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wobei r, s vom Typ real, a, b, ¢ vom Typ rvector und A, B, C vom Typ rmatrix
sind. Die Operationen mit gerichteten Rundungen sind entsprechend definiert.

Die Vergleichsoperatoren =,<>,<,<=,>,>=  wirken auf alle Komponen-
ten eines Vektors oder einer Matrix. Fiir a,b vom Typ rvector und A,B vom Typ
rmatrix gilt:

a <= b <<= ali] <= bJi] fiir alle ¢
A <= B <<= Alij] <= BJi,j] firallei,j

Die Operatoren auf der rechten Seite der Aquivalenzbeziehungen sind dabei die
Operatoren fiir Operanden vom Typ real.

integer .
rechter Operand g rvector rmatrix
real

linker Operand
monadisch +, — +, -
integer
*, %<, k> | K, <, x>
real

rvector ¥ ¥, *> ©
/1< />

rmatrix ¥R A | K R RS> °
/1< />

Tabelle 7.2: Operatoren des Moduls MV_ARI
0 € {+,+<,+>, —, =<, =>, %, %<, x>} V€ {=,<>, <, <=,>,>=}

7.2.3 TUberladungen des Zuweisungsoperators

Die komponentenweise Initialisierung von rvector- und rmatrix-Variablen wird in
Form {iberladener Zuweisungen bereitgestellt:

Zuweisung ‘ Bedeutung ‘

rv = 1 |rv[j] = 1; j=1b(rv), .. ,ub(rv)

tM = r | tM[jk] := r; j=1bM]I),...,ub(rM,1)
k = 1b(rM,2),... ,ub(rM,2)

Tabelle 7.3: r = real-Ausdruck, rv = rvector-Variable, rM = rmatrix-Variable
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7.2.4 Standardfunktionen

Es stehen die Funktionen id und null zur Erzeugung einer Einheitsmatrix und einer
Nullmatrix bzw. eines Nullvektors sowie die Funktion transp zur Berechnung der
transponierten Matrix zur Verfiigung.

‘ Funktion ‘ Ergebnistyp Bedeutung ‘
null (v) rvector Nullvektor mit dem aktuellen Indexbe-
reich von v
voull (n) rvector Nullvektor mit dem Indexbereich [1..n]
null (M) rmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-

chen von M
null (M1,M2) rmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-
chen der Produktmatrix M1 - M2

null (n) rmatrix Nullmatrix mit Indexbereich [1..n,1..n]
null (n1,n2) rmatrix Nullmatrix mit Indexbereich [1..n1,1..n2]
id (M) rmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-

bereichen von M

id (M1,M2) rmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-
bereichen der Produktmatrix M1 - M2

id (n) rmatrix Einheitsmatrix mit den Indexbereichen
[1.n,1.n]

id (n1,n2) rmatrix Einheitsmatrix mit den Indexbereichen
[1.n1,1..n2]

transp (M) rmatrix Transponierte Matrix Mt von M mit

Mt[i,j] = M1j,i]

Tabelle 7.4: n, n1, n2 = integer-Ausdruck, v = rvector-Ausdruck,
M, M1, M2 = rmatrix-Ausdruck

Beispiel:

Ist E die Einheitsmatrix und R ~ A~! eine Niherungsinverse der qua-
dratischen Matrix A, so kann der in der Numerik hiufig verwendete
Defekt

D=E-R-A
in PASCAL-XSC durch die Anweisung

D:=id () —Rx A
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bzw. unter Verwendung eines Lattenkreuzausdrucks durch die Anwei-
sung

Di=#+ (id (A) — R+ A)

bestimmt werden, wobei die zweite Form die Defektmatrix mit nur einer
einzigen Rundung pro Komponente berechnet.

7.2.5 Ein-/Ausgabeprozeduren

Es stehen die Prozeduren

procedure read (var f: text; var a : rvector);
procedure read (var f: text; var A : rmatrix);
procedure write (var f: text; a : rvector);
procedure write (var f: text; A : rmatrix);

mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedoch
ohne Formatspezifikationen zur Verfiigung.

Die Eingabe eines Vektors bzw. einer Matrix erfolgt komponentenweise ent-
sprechend der Eingabe von real-Werten, dabei wird eine Matrix stets zeilenweise
eingelesen. Die Ausgabe eines Vektors bzw. einer Matrix erfolgt wie bei der Eingabe
komponentenweise mit dem Standardformat fiir real-Groflien aus Tabelle 3.4.

Beispiel:

Durch die Anweisung

read (b, A, x); { b,x : rvector; A : rmatrix; }

kénnen der Vektor b, die Matrix A und der Vektor z hintereinander
eingelesen werden.
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7.3 Das Modul LMV_ARI

In diesem Modul werden die fiir das Rechnen mit reellen Vektoren und Matrizen
notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren auf der Grundlage des Da-
tentyps Longreal bereitgestellt.

7.3.1 Datentypen

Die dynamischen Datentypen zur Darstellung von Vektoren und Matrizen sind ent-
sprechend der Vereinbarung

type Lrvector = dynamic array [*] of Longreal;
Lrmatrix = dynamic array [*] of Lrvector;

definiert. Die aktuellen Indexgrenzen werden erst bei der Vereinbarung von Varia-
blen dieser Typen festgelegt.

7.3.2 Operatoren

Viele der bekannten, grundlegenden Matrix/Vektor-Operationen sind in diesem Mo-
dul vordefiniert. Als arithmetische Operatoren stehen die monadischen Operatoren
+,— und die vier Grundoperationen +,—,%,/ mit den drei verschiedenen
Rundungsarten zur Verfiigung, wobei jedoch nur bestimmte Operandenkombinatio-
nen zuldssig sind. Wihrend die Operationen + und — fiir Vektoren und Matrizen
komponentenweise erklirt sind geméifl

c = a £ b mit c[i] = ali]tb][i]
A + B mit C[ij] Ali,j]£B[i,j]

mit a,b,c vom Typ Lrvector und A, B, C vom Typ Lrmatrix, sind die Operationen
%, times und / definiert durch

s % b mit s Longnext (Y, ali]-b[i]) *
d := a times g mit d = Y.ali-gli] |

c = T * a mit c[i] = rx*xali]

c = a * r mit c[i] = ali]xr

c = a / r mit c[i] = afi]/r

c = A * b mit c[i] = Ali]xb ¥

C = r * A mit Cli,j] = r=A[ij]

C = A * r mit Cli,j] = Ali,j]*r

cC = A r mit Cli,j] = Al j]/r

Cc = A B mit Cl[i,j] = A[i]*B[*,j] *

fMaximalgenaues Skalarprodukt mit Ergebnistyp Longreal
TExaktes Skalarprodukt mit Ergebnistyp dotprecision
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wobei r, s vom Typ Longreal, a, b, c vom Typ Lrvector, g vom Typ rvector/Lrvector,
d vom Typ dotprecision und A, B, C vom Typ Lrmatrix sind. Die Operationen mit
gerichteten Rundungen sind ganz entsprechend definiert.

Die Vergleichsoperatoren =,<>,<,<=,>,>= wirken auf alle Komponen-
ten eines Vektors oder einer Matrix. Fiir a,b vom Typ Lrvector und A,B vom Typ
Lrmatrix gilt:

a <
A <

b << ali] <= b[i] fiir alle ¢
B << A[i,j] <= B[i,j] firallei,j

Die Operatoren auf der rechten Seite der Aquivalenzbeziehungen sind dabei die
Operatoren fiir Operanden vom Typ Longreal.

rechter Operand Longreal | rvector | Lrvector | Lrmatrix
linker Operand
monadisch +, — +, —
Longreal K, k<, k> |k, k<, kD>
rvector times times
*, k<, k> . , times
Lrvector T times | 7
/1<, /> Y
. > o
Lrmatrix T ®, %<, *>
/1<, [> %

Tabelle 7.5: Operatoren des Moduls LMV_ARI
o€ {+,+<,4+>,—, =<, —>, %, %, #>} VE{=<>,<,<=,>,>=}

7.3.3 Uberladungen des Zuweisungsoperators

| Zuweisung | Bedeutung |
Lv  := Lr | Lv[j] = Lr; j = Ib(Lv),...ub(Lv)
LM = Lr|LM[jk] =  Lr; j=Ib(LM,1),...ub(LM,1)
k = Ib(LM,2),... ub(LM,2)
LM := M |[LM[jk] := M[j,k]; j=Ib(LM,1),..ub(LM,1)
k = Ib(LM,2),... ub(LM,2)
Lv. = v | Lv[j] = v[j]; j=I1bLv),..ub(Lv)

Lr = Longreal-Ausdruck, Lv = Lrvector-Variable,
LM = Lrmatrix-Variable, M = rmatrix-Ausdruck, v = rvector-Ausdruck
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7.3.4 Standardfunktionen

Es stehen die Funktionen lid und Inull zur Erzeugung einer Einheitsmatrix und
einer Nullmatrix bzw. eines Nullvektors sowie die Funktion ltransp zur Berechnung
der transponierten Matrix zur Verfiigung. Die short-Funktionen erzeugen rmatrix-
bzw. rvector-Werte.

‘ Funktion ‘ Ergebnistyp Bedeutung ‘

lnull (Iv) Lrvector Nullvektor mit dem aktuellen Indexbe-
reich von lv

lvnull (n) Lrvector Nullvektor mit dem Indexbereich [1..n]

Inull (IM) Lrmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-
chen von IM

lnull (IM1,1M2) Lrmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-
chen der Produktmatrix IM1-IM?2

Inull (n) Lrmatrix Nullmatrix mit Indexbereich [1..n,1..n]

Inull (n1,n2) Lrmatrix Nullmatrix mit Indexbereich [1..n1,1..n2]

lid (IM) Lrmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-
bereichen von IM

lid (IM1,IM2) Lrmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-
bereichen der Produktmatrix [A/1-IM2

lid (n) Lrmatrix Einheitsmatrix mit den Indexbereichen
[1.n,1.n]

lid (n1,n2) Lrmatrix Einheitsmatrix mit den Indexbereichen
[1.n1,1..n2]

ltransp (IM) Lrmatrix Transponierte Matrix [Mt¢ von (M mit
IMtli,j]=1M[j,i]

short (IM) rmatrix M]Ji,j] := short(IM][i,j])

shortup (IM) rmatrix MTi,j] = shortup(IM]i,j])

shortdown (IM) rmatrix MTi,j] = shortdown(IM[i,j])

short (lv) rvector v[j] := short(lv[j])

shortup (lv) rvector v[j] := shortup(lv[j])

shortdown (lv) rvector v[j] := shortdown(lv[j])

Standardfunktionen des Moduls LMV_ARI, Teil 1
n, nl, n2 = integer-Ausdruck, lv = Lrvector-Ausdruck, v = rvector-Variable
M = rmatrix-Variable; 1M, IM1, IM2 = Lrmatrix-Ausdruck;
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Funktion ‘ Typ ‘ Bedeutung ‘
short_test (IM,Err) rmatrix | M|i,j]:= short_test(IM[i,j], Err)
shortup-_test (IM,Err) rmatrix | M[i,j] := shortup_test(IM[i,j], Err)
shortdown_test (IM,Err) | rmatrix | MJi,j] := shortdown_test(IM]i,j], Err)

short_test (1v,Err) rvector | v[j]:= short_test(lv[j], Err)
shortup_test (lv,Err) rvector | v[j]:= shortup_test(lv[j], Err)
shortdown_test (Iv,Err) | rvector | v[j]:= shortdown_test(lv][j], Err)

Tabelle 7.6: Standardfunktionen des Moduls LMV_ARI, Teil 2

n, nl, n2 = integer-Ausdruck, lv = Lrvector-Ausdruck, v = rvector-Variable
M = rmatrix-Variable; M, IM1, IM2 = Lrmatrix-Ausdruck;
Err = boolean-Variable

7.3.5 Ein-/Ausgabeprozeduren
Es stehen die Prozeduren

procedure read (var f: text; var a: Lrvector);
procedure read (var f: text; var A : Lrmatrix);
procedure write (var f: text; a : Lrvector);
procedure write (var f: text; A : Lrmatrix);

mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedoch
ohne Formatspezifikationen zur Verfiigung.

Die Eingabe eines Vektors bzw. einer Matrix erfolgt komponentenweise entspre-
chend der Eingabe von Longreal-Werten, dabei wird eine Matrix stets zeilenweise
eingelesen. Die Ausgabe eines Vektors bzw. einer Matrix erfolgt wie bei der Eingabe
komponentenweise mit dem Standardformat fiir Longreal-Grofien aus Tabelle 3.4.

Beispiel:

Durch die Anweisung
read (b, A, x); { b,x : Lrvector; A : Lrmatrix }

kénnen der Vektor b, die Matrix A und der Vektor z hintereinander
eingelesen werden.

7.3.6 Exakte Auswertung von Ausdriicken

Mit Hilfe des Moduls MV _ARI lassen sich rvector-und rmatriz-Ausdriicke
mit den drei verschiedenen Rundungsarten maximalgenau auswerten. So liefert
z.B. die Anweisung

D :=4#x(id(A) — R« A)
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die Defektmatrix D vom Typ rmatriz, wobei bzgl. jeder Matrixkomponente nur
eine einzige Rundung zur néchsten Rasterzahl erfolgt, vergl. Seite 163.

Mit a,rv vom Typ rvector und B vom Typ rmatriz liefert die Anweisung
rv:=# < (3xa— Bxa)

fiir die Variable rv bzgl. jeder Komponente den zur néchstkleineren real-Zahl ge-
rundeten exakten Vektorausdruck 3-a — B-a , wobei B - a das bekannte
Produkt einer Matrix B mit einem Spaltenvektor a bedeutet.

Da die obigen #-Ausdriicke nicht anwendbar sind, wenn nur einer der Operan-
den vom Typ Longreal, Lrvector oder Lrmatriz ist, soll die maximalgenaue Aus-
wertung von Lrvector- und Lrmatriz-Ausdriicken simuliert werden! Aus Speicher-
platzgriinden lassen sich aber jetzt keine Operatoren fiir Lrmatriz-Operanden de-
finieren, wenn fiir jede Ergebniskomponente eine dotprecision-Variable erforderlich
wird. Man muf} vielmehr zur Auswertung eines Lrmatriz- Ausdrucks jede Ergebnis-
komponente einzeln in einer dotprecision-Variablen rundungsfehlerfrei berechnen
und ihren Wert dann anschlieend mit einer der drei verschiedenen Rundungsar-
ten in die entsprechende Ergebnis-Komponente vom Typ Longreal abspeichern.
Dadurch bendtigt man fiir die Auswertung eines beliebigen Lrmatriz-Ausdrucks
nur eine einzige dotprecision-Variable; man muf} jedoch die Ausdruckauswertung in
einer Laufanweisung programmieren. Neben den Operatoren  plus, minus, times
aus dem Standardmodul STDMOD benétigt man dazu aus dem Modul LMV_ARI
lediglich die vier zusitzlichen Operatoren times mit Lrvector/rvector-Operanden
und dem Ergebnistyp dotprecision:

OPERATOR times
OPERATOR times
OPERATOR times
OPERATOR times

var a,b: Lrvector) res: dotprecision;

var a,b: rvector) res: dotprecision;

var a: Lrvector; var b: rvector) res: dotprecision;
var a: rvector; var b: Lrvector) res: dotprecision;

PRy

Mit diesen Operatoren lassen sich dann auch Lrmatriz-Ausdriicke maximalgenau
auswerten, die zusétzlich noch rmatriz-Operanden enthalten. Fiir die maximalge-
naue Auswertung eines Lrvector-Ausdrucks gelten ganz entsprechende Aussagen.
Die folgenden Programmbeispiele zeigen die typischen Vorgehensweisen bei der ma-
ximalgenauen Auswertung von Lrvector- und Lrmatriz-Ausdriicken.

program Beispiell (input, output);

{x Tst R~ A" eine Niherungsinverse, so liefert die Matrix D: Lrmatriz
{*x den maximalgenauen Wert des Defekts E—-R:-Ax~D , wobei E
{x die Einheitsmatrix mit dem Indexbereich von A ist.

use lmv_ari;

var E; R, A, D : Lrmatrix[1..3,1..3];
i, k : integer;
Akku : dotprecision;

*}
*}
*}
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begin
E:=1lid (A); { E = Einheitsmatrix mit Indexbereich von A }
For i := Ib(E,1) to ub(E,1) do
For k := 1b(E,2) to ub(E,2) do
begin
Akku := E[i,k] — R[i] times LRVECTOR( A [x*,k] );
D[i, k] := LONGNEXT( Akku );
end;
end.
Anmerkungen:

1. Die Konstruktion ~LRVECTOR ( A[#,k]) liefert dem Compiler die In-

formation, das Teilfeld A [*, k] als Vektor vom Typ Lrvector zu behandeln.

. Um die Matrix D maximalgenau berechnen zu kénnen, miissen alle Opera-

toren in der Anweisung fiir die dotprecision-Variable Akku vom Ergebnistyp
dotprecision sein!

. Der Operator times mit Ergebnistyp dotprecision und Lrvector-Operanden

ist im Modul LMV_ARI definiert; vergleiche Tabelle 7.5

. Der Operator — mit Longreal- und dotprecision- Operanden liefert den

Ergebnistyp dotprecision und kénnte auch durch den Operator minus er-
setzt werden. Beide Operatoren sind im Modul STDMOD definiert, vergl.
Tabelle 3.9

Im n#chsten Programmbeispiel wird mit a,lv vom Typ Lrvector und B vom Typ
rmatriz der Lrvector-Ausdruck

3-a—B-a

maximalgenau ausgewertet, wobei das exakte Ergebnis komponentenweise zur
néchstkleineren Longreal-Zahl gerundet und in die Variable lv geschrieben wird.

program Beispiel2 (input, output);
use lmv_ari;

var B : rmatrix [1..3,1..3];
i : integer;
a, lv : Lrvector [1..3];
Akku : dotprecision;
begin
For i := Ib(a) to ub(a) do
begin

Akku := 3 times a[i] minus B[4] times a;
lv[i] := LONGDOWN( Akku );
end;
end.
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Anmerkungen:

1. Um den Vektor lv maximalgenau berechnen zu kénnen, miissen alle Opera-
toren in der Anweisung fiir die dotprecision-Variable Akku vom Ergebnistyp
dotprecision sein!

2. Der erste Operator times mit integer/Longreal-Operanden und der Ope-
rator minus mit dotprecision-Operanden haben den gemeinsamen Ergeb-
nistyp dotprecision; vergl. Tabelle 3.9

3. Der zweite Operator times mit rvector/Lrvector-Operanden hat den Er-
gebnistyp dotprecision; vergl. Tabelle 7.5 und Seite 169.
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7.4 Das Modul MVI_ARI

In diesem Modul werden die fiir das Rechnen mit reellen Intervallvektoren und Inter-
vallmatrizen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren auf der Grund-
lage des Datentyps real bereitgestellt.

7.4.1 Datentypen

Die dynamischen Datentypen zur Darstellung von Intervallvektoren und Intervall-
matrizen sind entsprechend der Vereinbarung

type ivector = dynamic array [*] of interval;
imatrix = dynamic array [*] of ivector;

im Sprachkern von PASCAL-XSC enthalten. Die aktuellen Indexgrenzen werden
erst bei der Vereinbarung von Variablen dieser Typen festgelegt.

7.4.2 Operatoren

Viele der bekannten, grundlegenden Matrix/Vektor-Operationen sind in diesem Mo-
dul vordefiniert. Als arithmetische Operatoren stehen die monadischen Operatoren
+,— und die vier Grundoperationen +,—,%,/ mit der komponentenweisen
Rundung zum kleinsten einschlielenden Intervall (auch fiir gemischte Typen) zur
Verfiigung, wobei jedoch nur bestimmte Operandenkombinationen zuléssig sind.
Wihrend die Operationen + und — fiir Intervallvektoren und Intervallmatrizen
komponentenweise erklirt sind geméaf

c = a £ b mit c[i] = ali]tb[i]
= A £+ B mit C[i,j] := Ali,j]+BJ[i,j]

mit a, b, ¢ vom Typ ivector und A, B, C vom Typ imatrix, sind die Operationen x
und / definiert durch

s = a % b mit s ;= #+# (fori:= lb(a) to ub(a)
sum (a[i]*b[i])) 1!

c r % a mit c[i] = rxali]

c = a r mit c[i] = afi]xr

c = a r mit c[i] = ali]/r

c = A x b mit c[i] = A[i]*b ?

C = r x A mit C[ij] = rxA[ij]

C = A r mit Cli,j] = A[i,j]l=*r

C = A r mit Cli,j] = Ali,j]/r

C = A B mit C[i,j] := A[i]*B[x,j] !

fMaximalgenaues Skalarprodukt mit Ergebnistyp interval
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wobei r, s vom Typ interval, a, b, ¢ vom Typ ivector und A, B, C vom Typ imatrix
sind. Die Operationen mit gemischten Operandentypen sind entsprechend definiert.

rechter integer | . . . . .
interval | rvector ivector rmatrix 1matrix
Operand real
linker
Operand
monadisch +, — +, -
integer % *
real
interval * * * *
o
rvector *, /[ 4% =,<>,in
+x
o o
ivector *, / *, /[ =,<> | in,V, ><
+% +%, Hk
o
rmatrix *, /[ * +x =,<>,in
+*
o o
imatrix *, / *, /[ * * =,<> | inV,><
+* +%, k%

Tabelle 7.7: Die Operatoren des Moduls MVI_ARI
Ve {:=<>7<7<:=>=>:}; 06{4—,—,*}

Die Vergleichsoperatoren =,<>,<,<=,>,>= sind wie im Falle von Interval-
len mengentheoretisch definiert und wirken auf alle Komponenten eines Intervall-
vektors oder einer Intervallmatrix. Fiir a,b vom Typ ivector und A,B vom Typ
imatrix gilt:

a <= b <<= ali] <= bJ[i] fiir alle 4
A <= B <<= Alij] <= BJli,j] firallei,j

Die Operatoren auf der rechten Seite der Aquivalenzbeziehungen sind dabei die
Operatoren fiir Operanden vom Typ interval.

Zusétzlich stehen noch die Operatoren in fiir die Relation ,liegt in“ zwischen
einem rvector- und einem ivector-Operanden bzw. zwischen einem rmatriz- und
einem imatriz-Operanden und fiir die Relation ,enthalten im Innern“  zwischen
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zwei ivector-Operanden bzw. imatriz-Operanden sowie >< fiir den Test auf Dis-
junktheit zweier Intervallvektoren bzw. Intervallmatrizen zur Verfiigung. Diese Ope-
ratoren sind jeweils komponentenweise definiert. Die Verbandsoperatoren +x und
x% bezeichnen die komponentenweise Bildung der Intervall-Hiille bzw. des Durch-
schnitts, wie es bereits fiir den Typ interval auf Seite 76 beschrieben wurde.

7.4.3 Transferfunktionen

Zur Wandlung zwischen den Typen rvector und ivector werden folgende Transfer-

funktionen bereitgestel

It:

Funktion Ergebnistyp Bedeutung

intval (rvl,rv2) ivector Intervallvektor iv mit
iv[i] = intval (rvl[i],rv2[i])

intval (rv) ivector Punktintervallvektor iv mit
iv[i] = intval (rv[i])

inf (iv) rvector Vektor rv der Untergrenzen mit
rv[i] = inf (iv[i])

sup (iv) rvector Vektor rv der Obergrenzen mit
ro[i] = sup (iv][i])

rv, rvl, rv2 = rvector-Ausdruck mit: rvl <= rv2; iv = ivector-Ausdruck

Zur Wandlung zwischen den Typen rmatriz und imatriz werden folgende Trans-

ferfunktionen bereitgestellt:
Funktion Ergebnistyp Bedeutung

intval (rM1,rM2) imatriz Intervallmatrix i M mit
iM[i,j] = intval (rM1[d,j],7M2[4,5])

intval (rM) imatriz Punktintervallmatrix iM mit
iM[i,7] = intval (rM[i,j])

inf (iM) rmatrix Matrix rM der Untergrenzen mit
rM[i,j] = inf (iM[i,5))

sup (iM) rmatrix Matrix M der Obergrenzen mit
rM[i, ] = sup (iM][i,5)

rM, rM1, rM2 = rmatriz-Ausdruck mit: tM1 <= rM2; iM = imatriz-Ausdruck
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7.4.4 TUberladungen des Zuweisungsoperators

Die komponentenweise Initialisierung von ivector- und imatrix-Variablen sowie die
Wandlung von rvector nach ivector und rmatriz nach imatriz werden in Form
iiberladener Zuweisungen bereitgestellt:

Zuweisung ‘ Bedeutung ‘
iv. = r iv[j] = intval (r); j = 1b(iv),... ,ub(iv)

iv = i iv[j] = i j = Ib(iv),... ,ub(iv)

iv. = v |iv := intval (rv);

iM = iM[j, k] := intval (r); j = 1b(iM,1),... ,ub(iM,1)

k = Ib(iM,2),... ,ub(iM,2)
i =1b(iM,1),... ub(iM,1)
k = 1b(iM,2),... ,ub(iM,2)

—

iM = i | iM[jk]

iM = ™M |iM := intval (rfM);

Tabelle 7.8: Uberladungen des Zuweisungsoperators

i = interval-Ausdruck, iv = jvector-Variable, iM = imatriz-Variable
r = real-Ausdruck, rv = rvector-Ausdruck, rM = rmatriz-Ausdruck

7.4.5 Standardfunktionen

Es stehen die Funktionen id und null zur Erzeugung einer Einheitsmatrix und einer
Nullmatrix bzw. eines Nullvektors, die Funktionen mid und diam fiir die komponen-
tenweise Berechnung von Mittelpunkt und Durchmesser sowie die Funktion transp
zur Berechnung der transponierten Intervallmatrix zur Verfiigung. Dariiberhinaus
wird die komponentenweise definierte Funktion blow fiir die Epsilonaufblihung be-
reitgestellt.

‘ Funktion ‘ Ergebnistyp Bedeutung

null (iv) rvector Nullvektor mit dem aktuellen Indexbe-
reich von v

null (iM) rmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-
chen von iM

null (iM1,iM2) rmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-
chen der Produktmatrix ¢M1 - iM2
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‘ Funktion ‘Ergebnistyp Bedeutung

id (iM) rmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-

bereichen von iM

id (iM1,iM2) rmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-
bereichen der Produktmatrix ¢M1 -iM2
mid (iv) rvector Mittelpunktsvektor pv mit

pu[i] = mid (iv[i])
diam (iv) rvector Durchmesservektor dv mit
dv[i] = diam (iv[i])

mid (iM) rmatriz Mittelpunktsmatrix pM mit
pM i, j] = mid (iM [i,5))

diam (iM) rmatrix Durchmessermatrix dM mit
dM [i,5] = diam (iM [i,]])

transp (iM) imatrix Transponierte Matrix Mt von M mit
iMt[i,j]=iM/[j,i]

blow (iv,r) ivector Vektorielle Epsilonaufblihung ev mit

ev[i] = blow (iv[i],r)
blow (iM,r) imatriz Matrix-Epsilonaufblihung e M mit
eM (i, j] = blow (iM i, ], 7)

Tabelle 7.9: Standardfunktionen des Moduls MVI_ARI

r = real-Ausdruck, iv = jvector-Ausdruck,
iM, iM1, iM2 = imatrix-Ausdruck

Beispiel:

A, D und R seien Variable vom Typ imatriz. A sei die quadratische
Punktintervallmatrix der Punkt-Koeffizienten eines linearen Gleichungs-
systems. R &~ A~ sei die quadratische Punktintervallmatrix einer Nihe-
rungsinversen zu A. Dann 148t sich mit der Anweisung

D :=1id(A) — R x A;
eine garantierte Intervalleinschlieung fiir den Defekt
DEF=FE-R-A, (E = Einheitsmatrix)

berechnen, die wegen Intervallaufblihungen fiir die Praxis aber meist
unbrauchbar ist!
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Unter Verwendung eines Lattenkreuzausdrucks erhélt man jedoch mit
der Anweisung

D = ##(id(A) — R* A);

durch die Variable D die engstmégliche EinschlieSung fiir den Defekt
DEF. In der letzten Anweisung kénnen fiir R und A auch die entspre-
chenden Matrizen vom Typ rmatriz gewihlt werden!

7.4.6 Ein-/Ausgabeprozeduren

Es stehen die Prozeduren

procedure read (var f: text; var a : ivector);
procedure read (var f : text; var A : imatrix);
procedure write (var f: text; a : ivector);
procedure write (var f: text; A : imatrix);

mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedoch
ohne Formatspezifikationen zur Verfiigung.

Die Eingabe eines Intervallvektors bzw. einer Intervallmatrix erfolgt komponen-
tenweise entsprechend der Eingabe von interval-Werten, dabei wird eine Matrix
stets zeilenweise eingelesen. Die Ausgabe eines Intervallvektors bzw. einer Intervall-
matrix erfolgt wie bei der Eingabe komponentenweise mit dem Standardformat fiir
real-Groflen aus Tabelle 3.4.
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7.5 Das Modul LMVI_ARI

In diesem Modul werden die fiir das Rechnen mit reellen Intervallvektoren und Inter-
vallmatrizen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren auf der Grund-
lage des Datentyps Longreal bereitgestellt.

7.5.1 Datentypen

Die dynamischen Datentypen zur Darstellung von Intervallvektoren und Intervall-
matrizen sind entsprechend der Vereinbarung

type Livector = dynamic array [*] of Linterval;
Limatrix = dynamic array [x] of Livector;

definiert. Die aktuellen Indexgrenzen werden erst bei der Vereinbarung von Varia-
blen dieser Typen festgelegt.

7.5.2 Operatoren

Viele der bekannten, grundlegenden Matrix/Vektor-Operationen sind in diesem Mo-
dul vordefiniert. Als arithmetische Operatoren stehen die monadischen Operatoren
+,— und die vier Grundoperationen +,—,%,/ mit der komponentenweisen
Rundung zum kleinsten einschlielenden Intervall (auch fir gemischte Typen) zur
Verfiigung, wobei jedoch nur bestimmte Operandenkombinationen zuldssig sind.
Wihrend die Operationen + und — fiir Intervallvektoren und Intervallmatrizen
komponentenweise erklirt sind geméif

c = a £ b mit c[i] ;= ali]£b[i]
A £ B mit C[ij] Ali,j]£B[i,j]

mit a, b, ¢ vom Typ ivector und A, B, C vom Typ imatrix, sind die Operationen x
und / definiert durch

s = a * b mit s = Yali]-b[i] ¥
c = r x a mit c[i] = rxali]

c = a x mit  c[i] = ali]*r

c = a [/ r mit c[i] = ali]/r

c = A x b mit c[i] = Ali]*b 1

C = r x A mit C[ij] = rxA[ij]

C = A x r mit C[ij] = AJfi,j]x*r

C = A / r mit Cl[ij] = Alijl/r

C = A x B mit Cli,j] = A[i]*B[*,j] }

#Maximalgenaues Skalarprodukt mit Ergebnistyp Linterval
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wobei r, s vom Typ Linterval, a, b, ¢ vom Typ Livector und A, B, C vom Typ
Limatrix sind. Die Operationen mit gemischten Operandentypen sind entsprechend

definiert.
rechter . . . . .
Longreal | Linterval | Lrvector | Livector | Lrmatrix | Limatrix
Operand
linker
Operand
monad. +, — +, —
Longreal * *
Linterval * * * *
S
Lrvector x, / +x =,<>,in
+x
S S
Livector *, /[ *, / =<> | in,V,><
+x o, k%
o
Lrmatrix *, / * + % =,<>,in
+x
o o
Limatrix *, /[ *, / * * = <> in,V, ><
4% o, k%

Tabelle 7.10: Operatoren aus LMVI_ARI mit Ergebnistypen: Linterval, Livector,

Limatrix oder boolean;

VeE{=<>,<<=,>,>=}; o€ {+,—,%}
rechter Operand || rvector ‘ Lrvector ‘ ivector ‘ Livector
linker Operand

rvector times_i
Lrvector times_i | times_i
ivector times_i

Livector times_i | times_i times_i

Tabelle 7.11: Operator times-i mit Ergebnistyp idotprecision
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Zusétzlich zu den Operatoren aus Tabelle 7.10 steht zur exakten Auswertung von
Livector- und Limatrix-Ausdriicken noch der Operator times_i mit dem Ergeb-
nistyp idotprecision zur Verfiigung. Die erlaubten Operandenkombinationen findet
man in Tabelle 7.11.

Die Vergleichsoperatoren =,<>,<,<=,>,>= sind wie im Falle von Inter-
vallen mengentheoretisch definiert und wirken auf alle Komponenten eines Inter-
vallvektors oder einer Intervallmatrix. Fiir a, b vom Typ Livector und A,B vom Typ
Limatrix gilt:

a <
A <

b <« ali] <= bli] fiir alle i
B <« AJi,j] <= BJij] firallei,j

Die Operatoren auf der rechten Seite der Aquivalenzbeziehungen sind dabei die
Operatoren fiir Operanden vom Typ Linterval.

Zusétzlich stehen die Operatoren in fiir die Relation ,liegt in“ zwischen einem
Lrvector- und einem Livector-Operanden bzw. zwischen einem Lrmatriz- und ei-
nem Limatriz-Operanden und fiir die Relation ,enthalten im Innern“ zwischen
zwei Livector-Operanden bzw. Limatriz-Operanden sowie >< fiir den Test auf
Disjunktheit zweier Intervallvektoren bzw. Intervallmatrizen zur Verfiigung. Die-
se Operatoren sind jeweils komponentenweise definiert. Die Verbandsoperatoren
+x% und ** bezeichnen die komponentenweise Bildung der Intervall-Hiille bzw. des
Durchschnitts, wie es bereits fiir den Typ interval auf Seite 76 beschrieben wurde.

7.5.3 Transferfunktionen

Zur Wandlung zwischen den Typen Lrvector und Livector bzw. Livector und ivector
werden folgende Transferfunktionen bereitgestellt:

Funktion Ergebnistyp Bedeutung
intval (Iv1,lv2) Livector Intervallvektor liv mit
liv[i] = lintval (Iv1[d],1v2]i])
intval (lv) Livector Punktintervallvektor liv mit

liv[i] = lintval (Iv[i])

inf (liv) Lrvector Vektor Iv der Untergrenzen mit
Iv[i] = inf (liv[i])

sup (liv) Lrvector Vektor Iv der Obergrenzen mit
Iv[i] =sup (liv[i])

short (liv) ivector iv := short(liv); liv[i] Civ][i]

lv, Ivl, Iv2 = Lrvector-Ausdruck mit: lvl <= 1v2; liv = Livector-Ausdruck
iv = ivector- Variable
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Zur Wandlung zwischen den Typen Lrmatrix und Limatrix bzw. Limatrix und ima-
trix werden folgende Transferfunktionen bereitgestellt:

Funktion Ergebnistyp Bedeutung

intval (IM1,IM2) Limatrix Intervallmatrix /i M mit
liM[i,j] = lintval (IM1[4,5],IM2[i,5])

intval (IM) Limatrix Punktintervallmatrix /i M mit
liM[i,j] = lintval (IM[i,5])

inf (1iM) Lrmatrix Matrix [M der Untergrenzen mit
IM[i,j] =inf (liM[i,j])

sup (liM) Lrmatrix Matrix {M der Obergrenzen mit
IMLi, ] = sup (liM[i, )

short (1iM) imatrix iM := short(liM); liM[i, ] C iM]Ji, j]

IM, IM1, IM2 = Lrmatrix-Ausdruck mit: IM1 <=1M2; 1iM = Limatrix-Ausdruck
liM = Limatrix-Ausdruck; iM = imatrix-Variable

7.5.4 Uberladungen des Zuweisungsoperators

Zuweisung ‘ Bedeutung ‘

liv = 1Ir | liv[j] ;= lintval (Ir); j = lb(liv),... ,ub(liv)

liv = 1 |liv[j] = i j = Ib(liv),. .. ,ub(liv)

liv = 1lv |liv = intval (Iv);

M = Ir | LM[j,k] := lintval (I); j = Ib(iM,1),... ,ub(liM,1)
k = Ib(liM,2),.. . ,ub(liM,2)

M = L | WM[j k] = U i = b(liM,1),.... ,ub(liM,1)
k = Ib(liM,2),.. . ,ub(liM.2)

iM = IM | liM := intval (IM);

M = M | EM[j,k] := iM[jk]:  j=IbM,1),... ub(liM,1)
k = Ib(liM,2),.. . ,ub(liM.2)

liv = iv | liv[j] = iv[j]; j = Ib(liv),... ,ub(liv)

Tabelle 7.12: Uberladungen des Zuweisungsoperators

li = Linterval-Ausdruck, liv = Livector-Variable, liM = Limatrix-Variable
Ir = Longreal-Ausdruck, lv = Lrvector-Ausdruck, IM = Lrmatrix-Ausdruck
iM = imatrix-Ausdruck, iv = ivector-Variable
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Es stehen die Funktionen id und null zur Erzeugung einer Einheitsmatrix und einer
Nullmatrix bzw. eines Nullvektors, die Funktionen mid und diam fiir die komponen-
tenweise Berechnung von Mittelpunkt und Durchmesser sowie die Funktion transp
zur Berechnung der transponierten Intervallmatrix zur Verfiigung. Dariiberhinaus
werden die komponentenweise definierten Funktionen blow und blow_z fiir die Ep-
silonaufblihung bereitgestellt.

| Funktion | Ergebnistyp Bedeutung

null (liv) Lrvector Nullvektor mit dem aktuellen Indexbe-
reich von liv

null (1iM) Lrmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-
chen von liM

null (liM1,1iM2) Lrmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-
chen der Produktmatrix {iM1 - li M2

id (liM) Lrmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-
bereichen von liM

id (1iM1,1iM2) Lrmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-
bereichen der Produktmatrix l4M1 - [i M2

mid (liv) Lrvector Mittelpunktsvektor pv mit
puli] =mid(liv]i])

diam (liv) Lrvector Durchmesservektor dv mit
dv[i] = diam (liv[i])

mid (liM) Lrmatrizx Mittelpunktsmatrix pM mit
pM i, j] = mid (1M [, ])

diam (1iM) Lrmatriz Durchmessermatrix dM mit
dM [i,5] = diam (liM [i,j])

transp (1iM) Limatrix Transponierte Matrix liMt von liM mit
liMt[i,j] = 1iM [j,i]

blow (liv,r) Livector Vektorielle Epsilonaufblihung ev mit
ev[i] = blow (liv[i],r)
[0,0] = [-107331, +107531]

blow_z (liv,r) Livector Wie blow(liv,r);[0,0] = [-107255, +107257]

blow (liM,r) Limatrix Matrix-Epsilonaufblihung e M mit
eM[i,j7] = blow (liM [i,j],r)
[0,0] = [-107331, +107531]

blow_z (1iM,r) Limatriz Wie blow(liM,r);[0,0] — [—107255 107255

Tabelle 7.13: Standardfunktionen des Moduls LMVI_ARI

r = real-Ausdruck,

liv = Livector-Ausdruck,

1iM, 1iM1, liM2 = Limatrix-Ausdruck
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7.5.6 Ein-/Ausgabeprozeduren
Es stehen die Prozeduren

procedure read (var f: text; var a : Livector);
procedure read (var f: text; var A : Limatrix);
procedure write (var f: text; a : Livector);
procedure write (var f: text; A : Limatrix);

mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedoch oh-
ne Formatspezifikationen zur Verfiigung.

Die Eingabe eines Intervallvektors bzw. einer Intervallmatrix erfolgt komponen-
tenweise entsprechend der Eingabe von Linterval-Werten, dabei wird eine Matrix
stets zeilenweise eingelesen. Die Ausgabe eines Intervallvektors bzw. einer Intervall-
matrix erfolgt wie bei der Eingabe komponentenweise mit dem Standardformat fiir
Longreal-Groflen aus Tabelle 3.4.

7.5.7 Exakte Auswertung von Ausdriicken

Mit Hilfe des Moduls MVI_ARI lassen sich ivector-und imatriz-Ausdriicke
maximalgenau auswerten. Bedeutet z.B. A vom Typ imatrix die quadratische
Koeffizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems A-x =b , R vom Typ
imatrix die Niherungsinverse R ~ A~! und ist id(A) die Einheitsmatrix mit dem
Indexbereich von A, so liefert die Anweisung

D = ## (id(A) — R A)

die Defektmatrix D vom Typ imatrix, wobei bzgl. jeder Matrixkomponente nur
eine einzige Rundung pro Intervallgrenze zur néchstkleineren bzw. nichstgroferen
Rasterzahl erfolgt.

Da der obige ##-Ausdruck mit A vom Typ Limatrix nicht anwendbar ist,
soll die maximalgenaue Auswertung von Livector- und Limatrix-Ausdriicken si-
muliert werden! Aus Speicherplatzgriinden lassen sich aber jetzt z.B. keine Ope-
ratoren fiir Limatrix-Operanden definieren, wenn fiir jede Ergebniskomponente ei-
ne idotprecision-Variable erforderlich wird. Man muf} vielmehr zur Auswertung ei-
nes Limatrix-Ausdrucks jede Ergebniskomponente einzeln in einer idotprecision-
Variablen rundungsfehlerfrei berechnen und ihren Wert dann anschlieend mit Hilfe
der Funktion LONG (vergl. Seite 89) mit nur einer einzigen Rundung pro Inter-
vallgrenze durch eine Linterval-Variable einschlielen. Dadurch benétigt man fiir
die Auswertung eines beliebigen Limatrix-Ausdrucks nur eine einzige idotprecision-
Variable; man muf} jedoch die Ausdruckauswertung in einer Laufanweisung pro-
grammieren. Neben den Operatoren  plus_i, minus_i, times_i  aus dem Modul
LI_ARI benotigt man dazu aus dem Modul LMVI_ARI lediglich die sieben zusétz-
lichen Operatoren times_i aus Tabelle 7.11 mit rvector/Lrvector/ivector/Livector-
Operanden und dem Ergebnistyp idotprecision. Mit diesen Operatoren lassen
sich dann auch Limatrix-Ausdriicke maximalgenau auswerten, die zuséitzlich noch
imatrix- oder rmatrix-Operanden enthalten. Fiir die maximalgenaue Auswertung
eines Livector-Ausdrucks gelten ganz entsprechende Aussagen.
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Die beiden folgenden Programmbeispiele zeigen die typischen Vorgehensweisen bei
der maximalgenauen Auswertung eines Limatrix-Ausdrucks:

program Beispiell (input, output);

{* DefekteinschlieBung eines linearen Gleichungssystems A-z =10 *}
{* TIst R~ A ! cine Niherungsinverse, so liefert die Matrix D: Limatriz *}
{* die maximalgenaue Einschliefung des Defekts E —R-A |, wobei x}
{x E die Einheitsmatrix mit dem Indexbereich von A ist. *}

use Imvi_ari, Imv_ari, li_ari;

var A, D, R : Limatrix [1..3, 1..3];
E : Lrmatrix [1..3,1..3];
i, k : integer;
idot : idotprecision;
begin
E:=id (A); { E = Einheitsmatrix mit Indexbereich von A }

For i := Ib(E,1) to ub(E,1) do
For k := 1b(E,2) to ub(E,2) do
begin
idot := E[4,k] minus_i R[7] times_i LIVECTOR( A[%,k] );
D[4, k] := LONG( idot );

end;
end.
Anmerkungen:
1. In diesem Beispiel wird angenommen, dafl die Koeffizienten der Matrix A
Intervalle sind, so da} A,R vom Typ Limatrix zu wihlen sind.
2. Die Konstruktion LIVECTOR ( A[%,k]) liefert dem Compiler die In-

formation, das Teilfeld A [x*,%] als Vektor vom Typ Livector zu behandeln.

. Um die Matrix D maximalgenau berechnen zu kénnen, miissen alle Opera-

toren in der Anweisung fiir die idotprecision-Variable idot vom Ergebnistyp
dotprecision /idotprecision sein!

Der Operator times_i  mit dem Ergebnistyp idotprecision und Livector-
Operanden ist im Modul LMVI_ARI definiert; vergleiche Tabelle 7.11

. Der Operator minus_i mit Longreal- und idotprecision- Operanden liefert

den Ergebnistyp idotprecision; vergl. Tabelle 4.5

Im n&chsten Programmbeispiel wird wieder der Defekt E — R-A  eines linearen
Gleichungssystems A-z = b maximalgenau eingeschlossen, wenn R ~ A~!
eine berechnete Naherungsinverse ist. Jetzt wird jedoch angenommen, dafl die Ko-
effizienten der Matrix A Dezimalzahlen sind, d.h. AR miissen vom Typ Lrmatrix
gewdhlt werden.
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program Beispiel2 (input, output);

{x DefekteinschlieBung eines linearen Gleichungssystems A-z=1» *}
{x Tst R~ A~ eine Niherungsinverse, so liefert die Matrix D: Limatriz *}
{* die maximalgenaue EinschlieBung des Defekts E —R-A |, wobei x}
{x E die Einheitsmatrix mit dem Indexbereich von A ist. *}

use lmvi_ari, Imv_ari, li_ari;

var D : Limatrix [1..3,1..3];
AER : Lrmatrix [1..3,1..3];
i, k : integer;
idot : idotprecision;
begin
E:=1lid (A); { E = Einheitsmatrix mit Indexbereich von A }

For i := Ib(E,1) to ub(E,1) do
For k := 1b(E,2) to ub(E,2) do
begin
idot := E[i,k] — R[7] times LVECTOR( A[x, k] );
D[i, k] := LONG( idot );
end;
end.

Anmerkungen:

1.

In diesem Beispiel wird angenommen, dafl die Koeffizienten der Matrix A
Longreal-Zahlen sind, so dafl A,R vom Typ Lrmatrix zu wihlen sind.

. Die Konstruktion LVECTOR ( A[x,k]) liefert dem Compiler die Infor-

mation, das Teilfeld A [*, %] als Vektor vom Typ Lrvector zu behandeln.

Um die Matrix D maximalgenau berechnen zu kénnen, miissen alle Opera-
toren in der Anweisung fiir die idotprecision-Variable idot vom Ergebnistyp
dotprecision/idotprecision sein!

Der Operator times mit dem Ergebnistyp dotprecision und Lrvector-
Operanden ist im Modul LMV _ARI definiert; vergleiche Tabelle 7.5

. Der Operator — mit Longreal- und dotprecision- Operanden liefert den

Ergebnistyp dotprecision; vergl. Tabelle 3.9

Die Anweisung D[i, k] := LONG( idot ) liefert die bestmégliche, d.h.
maximalgenaue Einschliefung des Intervalls idot vom Typ idotprecision durch
ein Intervall D[4, k] vom Typ Linterval;, vergl. Tabelle 4.7 auf Seite 89.
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7.6 Das Modul MVC_ARI

In diesem Modul werden die fiir das Rechnen mit komplexen Vektoren und Matri-
zen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren auf der Grundlage des
Datentyps real Dbereitgestellt.

7.6.1 Datentypen

Die dynamischen Datentypen zur Darstellung von komplexen Vektoren und Matri-
zen sind entsprechend der Vereinbarung

type cvector = dynamic array [*] of complex;
cmatrix = dynamic array [*] of cvector;

im Sprachkern von PASCAL-XSC enthalten. Die aktuellen Indexgrenzen werden
erst bei der Vereinbarung von Variablen dieser Typen festgelegt.

7.6.2 Operatoren

Viele der bekannten grundlegenden komplexen Matrix/Vektor-Operationen sind in
diesem Modul vordefiniert. Als arithmetische Operatoren stehen die monadischen
Operatoren +,— und die vier Grundoperationen +,—,%,/ mit den drei
verschiedenen Rundungsarten zur Verfiigung, wobei jedoch nur bestimmte Operan-
denkombinationen zuldssig sind. Wahrend die Operationen + und — fiir Vektoren
und Matrizen komponentenweise erklirt sind gemé&f

c = a £ b mit c[i] = ali]tb[i]
= A £+ B mit C[i,j] := Ali,j]+BJ[i,j]

mit a, b, ¢ vom Typ cvector und A, B, C vom Typ cmatrix, sind die Operationen
*x und / definiert durch

s = a % b mit s ;=  #x (fori:=1b(a) to ub(a)
sum (a[i]*b[i])) 1!

c = r x a mit c[i] = rx*xali]

c = a r mit c[i] = afi]x*r

c = a r mit c[i] = ali]/r

c = A b mit c[i] = Ali]*b 1

C = r x A mit C[ij] = rxA[ij]

C = A r mit C[i,j] := Afij]x*r

CcC = A r mit Cli,j] = Ali,j]/r

C = A x B mit Cli,j] = A[i]*B[#*,j] }

fMaximalgenaues Skalarprodukt mit Ergebnistyp real
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wobei r, s vom Typ complex, a, b, ¢ vom Typ cvector und A, B, C vom Typ cmatrix
sind. Die Operationen mit gerichteten Rundungen sind entsprechend definiert.

Die Vergleichsoperatoren =,<>,<,<=,>,>= wirken auf alle Komponen-
ten eines Vektors oder einer Matrix. Fiir a,b vom Typ cvector und A,B vom Typ
cmatrix gilt:

ali] <= bJ[i] fiir alle ¢
Ali,j] <= BJli,j] fiirallei,j

Die Operatoren auf der rechten Seite der Aquivalenzbeziehungen sind dabei die
Operatoren fiir Operanden vom Typ complex. In nachfolgender Tabelle sind alle
Operatoren des Moduls MVC_ARI zusammengestelt:

rechter integer . .
complex rvector cvector rmatrix cmatrix
Operand real
linker
Operand
monadisch +, — +,—
integer
*, x<, *D> ¥, x>
real
complex 2, x> | o R D> |k R ED> |k, # <, x>
rvector *y xR H> °
/1<, />
* ok x> | ok k< x> o o
cvector P P
[ 1< 1> 1< /> v v
rmatrix * x<, x> *, %<, x> °
/1< /> v
cmatrix RN B T T R R ° °
/7/<7/> /7/<7/> \ \%

Tabelle 7.14: Operatoren des Moduls MVC_ARI

0 € {+,+<,+>, —, =<, —>, %, %<, %>}
Ve {=<>,<<=>>=}
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7.6.3 Transferfunktionen

Zur Wandlung zwischen den Typen rvector und cvector werden folgende Transfer-

funktionen bereitgestellt:

Funktion Ergb.-Typ Bedeutung
compl (rvl,rv2) cvector Komplexer Vektor cv mit
cv[i] = compl (rvl[i],rv2[i])
compl (rv) cvector Rein reeller komplexer Vektor cv mit
cvli] = compl (rv[i])
re (cv) rvector Realteilvektor rv, mit ro[i] = re (cv[i])
im (cv) rvector Imaginérteilvektor rv, mit rv[i] = im (cv[i])

rv, rvl, rv2 = rvector-Ausdruck, cv = cvector-Ausdruck

Zur Wandlung zwischen den Typen rmatrix und cmatrix werden folgende Transfer-

funktionen bereitgestellt:

Funktion

Ergb.-Typ

Bedeutung

compl (rM)

re (cM)

im (cM)

compl (rM1,rM2) cmatrix

cmatrix

rmatrix

rmatrix

Komplexe Matrix ¢cM mit

eMi,j] = compl (rM1[i,j],rM2[i,j])
Rein reelle komplexe Matrix cM mit
cMli,j] = compl (rM]i,j])
Realteilmatrix rM mit

rMTi,j] = re (M, j))
Imaginérteilmatrix rM mit

rM[i,j] = im (M[i,j])

rM, rM1, rM2 = rmatrix-Ausdruck, cM = cmatrix-Ausdruck

7.6.4 Uberladungen des Zuweisungsoperators

Die komponentenweise Initialisierung von cvector- und cmatrix-Variablen sowie die
Wandlungen von rvector nach cvector und rmatrix nach cmatrix werden in Form

iiberladener Zuweisungen bereitgestellt:
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Zuweisung Bedeutung

cv = r |cv][j] = compl (r) j = Ib(cv),... ,ub(cv)

cv = ¢ |cev][j] c j = Ib(cv),... ,ub(cv)

cv = v |cv compl (rv)

cM = r | cM[j,k] := compl (r) j = Ib(cM,1),... ,ub(cM,1)
k = 1b(cM,2),... ,ub(cM,2)

cM = ¢ | cM[j,k] = ¢ j = 1b(cM,1),... ,ub(cM,1)
k = 1b(cM,2),... ,ub(cM,2)

cM = ™M |cM ;= compl (rM)

¢ = complex-Ausdruck, cv = cvector-Variable
cM = cmatrix-Variable, r = real-Ausdruck
rv = rvector-Ausdruck, rM = rmatrix-Ausdruck

7.6.5 Standardfunktionen

Es stehen die Funktionen id und null zur Erzeugung einer Einheitsmatrix und ei-
ner Nullmatrix bzw. eines Nullvektors, die Funktion conj fiir die Konjugation von
Vektoren und Matrizen sowie die Funktionen ¢ransp und herm zur Berechnung der
transponierten und der hermiteschen Matrix zur Verfiigung.

Funktion Ergb.-Typ Bedeutung

null (cv) rvector Nullvektor mit dem aktuellen Indexbe-
reich von cv

null (cM) rmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-
chen von cM

null (cM1,cM2) rmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-
chen der Produktmatrix eM1 - cM?2

id (cM) rmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-
bereichen von cM

id (cM1,cM2) rmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-
bereichen der Produktmatrix c¢M1 - cM2

cv = cvector-Ausdruck,

cM, cM1, cM2 = cmatrix-Ausdruck
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Funktion Ergb.-Typ Bedeutung

conj (cv) cvector Konjugiert komplexer Vektor cvk mit
cvk[i] = conj (cv[i])

conj (cM) cmatrix Konjugiert komplexe Matrix cMk mit
eME[i,j] = conj (cM[i,j])

transp (cM) cmatrix Transponierte Matrix ¢Mt von c¢M mit
cMtli,jl=eM]|j,i]

herm (cM) cmatrix Hermitesche Matrix c¢Mh von c¢M mit
eMhli,j]=conj (cM][j,i])

cv = cvector-Ausdruck, c¢M = cmatrix-Ausdruck

Beispiel:

Fiir die komplexen Matrizen M, M1, M2 vom Typ cmatrix ergibt, nach
Ausfiihrung der Anweisungen

M1 := conj( transp (M) );
M2 := herm( M );

der logische Ausdruck
M1 = M2

den Wert true.

7.6.6 Ein-/Ausgabeprozeduren

Es stehen die Prozeduren

procedure read (var f: text; var a : cvector);
procedure read (var f: text; var A : cmatrix);
procedure write (var f: text; a : cvector);
procedure write (var f: text; A : cmatrix);

mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedoch
ohne Formatspezifikationen zur Verfiigung.

Die Eingabe eines komplexen Vektors bzw. einer komplexen Matrix erfolgt kom-
ponentenweise entsprechend der Eingabe von complex-Grofien, dabei wird eine
Matrix stets zeilenweise eingelesen. Die Ausgabe eines komplexen Vektors bzw.
einer komplexen Matrix erfolgt wie bei der Eingabe komponentenweise mit dem
Standardformat fiir real-Grofien aus Tabelle 3.4.
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7.7 Das Modul LMVC_ARI

In diesem Modul werden die fiir das Rechnen mit komplexen Vektoren und Matri-
zen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren auf der Grundlage des
Datentyps real bereitgestellt.

7.7.1 Datentypen

Die dynamischen Datentypen zur Darstellung von komplexen Vektoren und Matri-
zen sind definiert durch:

type Levector = dynamic array [*] of Lcomplex;
Lematrix = dynamic array [*] of Lcvector;

Die aktuellen Indexgrenzen werden erst bei der Vereinbarung von Variablen dieser
Typen festgelegt.

7.7.2 Operatoren

Viele der bekannten grundlegenden komplexen Matrix/Vektor-Operationen sind in
diesem Modul vordefiniert. Als arithmetische Operatoren stehen die monadischen
Operatoren +,— und die vier Grundoperationen +,—,%,/ mit den drei
verschiedenen Rundungsarten zur Verfiigung, wobei jedoch nur bestimmte Operan-
denkombinationen zuldssig sind. Wahrend die Operationen + und — fiir Vektoren
und Matrizen komponentenweise erklirt sind gem#f

c = a £ b mit c[i] = ali]tb][i]
A + B mit C[ij] Ali,j]£B[i,j]

mit a,b,c vom Typ Levector und A, B, C vom Typ Lcmatrix, sind die Operationen
*x und / definiert durch

s = a *x b mit s = Zfigiga) ali] - b[i] '
c = 1 *x a mit c[i] = rxali]

c = a *x r mit c[i] = ali]xr

c = a [/ r mit c[i] = ali]/r

c = A x b mit c[i] = Ali]xb 1

C = r x A mit C[ij] = rxA[ij]

C = A x r mit C[ij] = Ali,j]=*r

C = A / r mit C[ij] = Alijl/r

C = A B mit C[i,j] := A[i]*B[x,j] }

fMaximalgenaues Skalarprodukt mit Rundung zur niichsten Longreal-Zahl
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wobei r, s vom Typ Lcomplex, a, b, c vom Typ Lcvector und A, B, C  vom
Typ Lematrix sind. Die Operationen mit gerichteten Rundungen sind entsprechend
definiert.

Die Vergleichsoperatoren =,<>,<,<=,>,>= wirken auf alle Komponen-
ten eines Vektors oder einer Matrix. Fiir a,b vom Typ Lcvector und A,B vom Typ
Lematrix gilt:

a <= fiir alle i
A <=

b <« ali] <=
B < AJlij] <=

b[i]
B[i,j] fiir alle 4, j

Die Operatoren auf der rechten Seite der Aquivalenzbeziehungen sind dabei die
Operatoren fiir Operanden vom Typ Lcomplex. In nachfolgender Tabelle sind alle

Operatoren des Moduls LMVC_ARI zusammengestellt:

rechter Longreal | Lcomplex | Lrvector | Levector | Lrmatrix | Lematrix
Operand
linker
Operand
monadisch L -
Longreal *, k<, ¥> £, 1<, A
Lcomplex R x> |k R K> |k R D> | &, RS, K>
Lrvector *, k<, *D> o
/: /<; /> Vi
Lcvector k< kD> | ok, R D> ° o
/’/<’/> /:/<:/> \Vi vV
Lrmatrix *, %<, ¥> e ]
/1< /> y
Lematrix RS E T T RS R o o
/’/<’/> /:/<:/> v v

Tabelle 7.15: Operatoren des Moduls LMVC_ARI

0 € {4, +<,+>, —, =<, —>, %, %<, %>}
Ve {=<>,<<=,>,>=}
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7.7.3 Transferfunktionen

Zur Wandlung zwischen den Typen Lrvector und Lcvector werden folgende
Transferfunktionen bereitgestellt:

‘ Funktion ‘ Ergb.-Typ ‘ Bedeutung

compl (Lv1,Lv2) Levector Komplexer Vektor Lcv mit

Lev[i] = leompl (Lvl]i], Lv2[i])

compl (Lv) Levector | Rein reeller komplexer Vektor Lev mit
Lev[i] = leompl (Lv[i])

re (Lev) Lrvector | Realteilvektor Lv, mit Lv[i] = re (Lev[i])

im (Lcv) Lrvector | Imag.-teilvektor Lv, mit Lv[i] = im (Lcv[i])

Lv, Lvl, Lv2 = Lrvector-Ausdruck, Lcv = Levector-Ausdruck

Zur Wandlung zwischen den Typen Lrmatrix und Lematrix werden folgende Trans-
ferfunktionen bereitgestellt:

‘ Funktion ‘ Ergb.-Typ ‘ Bedeutung ‘

compl (LM1,LM2) | Lcmatrix | Komplexe Matrix LcM mit
LeM(i,j] = leompl (LM1[i,5], LM2[i,35])

compl (LM) Lematrix | Rein reelle komplexe Matrix LeM mit
LeMi,j] = leompl (LM][i,35])

re (LecM) Lrmatrix | Realteilmatrix LM mit
LM[i,j] =re (LcM[i,j])

im (LcM) Lrmatrix | Imaginérteilmatrix LM mit

LM[i,j] =1im (LeM[i, j])

LM, LM1, LM2 = Lrmatrix-Ausdruck, LecM = Lematrix-Ausdruck

Wihrend dem Anwender im Modul LC_ARI alle gemischten Operationen mit
den Datentypen complex und Lcomplex zur Verfiigung stehen, sind im Modul
LMVC_ARI die gemischten Operationen z.B. mit den Datentypen cvector und
Levector nicht definiert.

Mit Hilfe der Funktionen SHORT, SHORTUP, SHORTDOWN lassen
sich jedoch Vektoren bzw. Matrizen vom Typ Lcvector bzw. Lematrix durch entspre-
chende Rundungen umwandeln in Vektoren bzw. Matrizen vom Typ cvector bzw.
cmatrix. Mit den entsprechenden ... _TEST-Versionen dieser Funktionen kann
tiberpriift werden, ob durch Rundungen in den denormalisierten Zahlenbereich bei
wenigstens einer Komponente hintere Mantissenstellen auf Null gesetzt werden.
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Durch Uberladungen des Zuweisungsoperators kénnen umgekehrt Vektoren und
Matrizen vom Typ cvector bzw. cmatrix rundungsfehlerfrei umgewandelt werden in
Vektoren und Matrizen vom Typ Lcvector bzw. Lematrix.

Funktion Erg.-Typ Bedeutung
short (Lcv) cvector | cv[i]:= short (Lev[i])
shortup (Lcv) cvector | cv[i]:= shortup (Lcv[i])
shortdown (Lcv) cvector | cv[i] := shortdown (Lev[i])
short_test (Lev,err) cvector | cv[i]:= short_test (Lcv[i],err)
shortup_test (Lcv,err) cvector | cv[i]:= shortup_test (Lcv[i],err)
shortdown_test (Lcv,err) cvector | cv[i] := shortdown_test (Lcv[i],err)
short (LcM) cmatrix | eM[i] := short (LcM]i])
shortup (LcM) cmatrix | eM|[i] := shortup (LeM[i])
shortdown (LcM) cmatrix | eM|[i] := shortdown (LeM]Ji])
short_test (LcM,err) cmatrix | eM[i] := short_test (LecM][i],err)
shortup_test (LcM,err) cmatrix | eM|[i] := shortup_test (LeM[i],err)
shortdown_test(LcM,err) | cmatrix | eM[i] := shortdown_test(LeM|i], err)

Lcv = Levector-Ausdruck,

LcM = Lcematrix-Ausdruck;

cv = cvector-Variable, err = boolean-Variable

c¢cM = cmatrix-Variable

7.7.4 TUberladungen des Zuweisungsoperators

Die komponentenweise Initialisierung von Lcvector- und Lematrix-Variablen sowie
die Wandlungen von Lrvector nach Lcvector und Lrmatrix nach Lematrix werden
in Form iiberladener Zuweisungen bereitgestellt:

Zuweisung Bedeutung
Lev := Lr | Lev[j] := lcompl (Lr) j = Ib(Lev),... ,ub(Lcv)
Lev := Lc | Lev[j] := Le j = Ib(Lev),. .. ,ub(Lev)
Lev := Lv | Lev := lcompl (Lv)

Lc = Leomplex-Ausdruck,
Lv = Lrvector-Ausdruck,

Lev = Levector-Variable
Lr = Longreal-Ausdruck
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Zuweisung Bedeutung

LcM := Lr | LcM[j,k] := lcompl (Lr) j = lb(LcM,1),... ,ub(LcM,1)
k = Ib(LcM,2),... ,ub(LcM,2)

LcM := Lc | LeM[j,k] := Lc j = Ib(LeM,1),. .. ,ub(LeM, 1)
k = Ib(LeM,2).. .. ,ub(LeM,2)

LcM := LM | LcM := compl (LM)

Lev cv | Lev[j] = cv[j] j = Ib(Lev),. .. ;ub(Lev)

LcM = cM | LeM[j, k] = cM[j, k] j = Ib(LeM,1),. .. ;ub(LeM, 1)

k = Ib(LcM,2),. .. ub(LeM,2)

Lc = Leomplex-Ausdruck, Lr = Longreal-Ausdruck
cv = cvector-Ausdruck, Lcv = Levector-Variable
cM = cmatrix-Ausdruck, LcM = Lematrix-Variable,

LM = Lrmatrix-Ausdruck

7.7.5 Standardfunktionen

Es stehen die Funktionen id und null zur Erzeugung einer Einheitsmatrix und ei-
ner Nullmatrix bzw. eines Nullvektors, die Funktion conj fiir die Konjugation von
Vektoren und Matrizen sowie die Funktionen ¢ransp und herm zur Berechnung der
transponierten und der hermiteschen Matrix zur Verfiigung.

conj

id (LeM)

id (LecM1,LeM2)

(Lev)

null (LcM1,LeM2) |  Lrmatrix

Lrmatrix

Lrmatrix

Lcvector

Funktion Ergb.-Typ Bedeutung
null (Lev) Lrvector | Nullvektor mit dem aktuellen Indexbe-
reich von Lcv
null (LcM) Lrmatrix | Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-

chen von LcM

Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-
chen der Produktmatrix LeM1 - LeM?2
Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-
bereichen von LcM

Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-
bereichen der Produktmatrix LeM1 - LeM?2
Konjugiert komplexer Vektor cvk mit

cvk|[i] = conj (Lev[i])

Lcv = Levector-Ausdruck,

LcM, LeM1, LeM2 = Lematrix-Ausdruck
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Funktion Ergb.-Typ Bedeutung

conj (LcM) Lematrix | Konjugiert komplexe Matrix IeMk mit
leME[i,j] = conj (LeM|i,j])

transp (LcM) | Lematrix | Transponierte Matrix leMt von LeM  mit
leMt]i,j] = LeM [j4,1]

herm (LcM) Lematrix | Hermitesche Matrix [cMh von LcM  mit
leMhli,j] = conj (LcM[j4,1])

LcM = Lematrix-Ausdruck

Beispiel:

Fiir die komplexen Matrizen M, M1, M2 vom Typ Lcmatrix ergibt, nach
Ausfiihrung der Anweisungen

M1 := conj( transp (M) );
M2 := herm( M );

der logische Ausdruck
M1 = M2

den Wert true.

7.7.6 Ein-/Ausgabeprozeduren

Es stehen die Prozeduren

procedure read (var f: text; var a : Levector);
procedure read (var f: text; var A : Lematrix);
procedure write (var f: text; a : Levector);
procedure write (var f: text; A : Lematrix);

mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedoch
ohne Formatspezifikationen zur Verfiigung.

Die Eingabe eines komplexen Vektors bzw. einer komplexen Matrix erfolgt kom-
ponentenweise entsprechend der Eingabe von Lcomplex-Gréfien, dabei wird eine
Matrix stets zeilenweise eingelesen. Die Ausgabe eines komplexen Vektors bzw.
einer komplexen Matrix erfolgt wie bei der Eingabe komponentenweise mit dem
Standardformat fiir Longreal-Griofien aus Tabelle 3.4.
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7 Exakte Auswertung von Ausdriicken

Benutzt man das Modul MVC_ARI , so lassen sich cvector- und cmatrix—
Ausdriicke mit Hilfe des Lattenkreuz—Konzepts maximalgenau auswerten. Da
jedoch #—Ausdriicke z.B. nicht mit Lematrix—Operanden vertriiglich sind, wird hier
an einem Programmbeispiel gezeigt, wie man mit den Lecmatrix—Operanden A,B,C
z.B. den Ausdruck A+ B-C ebenfalls maximalgenau berechnen kann:

program beispiel (input,output);
use lc_ari, lmvc_ari;
var cdot : cdotprecision;

A,B,C,D : Lematrix[1..5,1..5];
i,k : integer;

begin { Haupt }

writeln(’A = ?’); read(A); { Die Eingabe einer Matrix }
writeln(’B = ?’); read(B); { erfolgt stets zeilenweise }
writeln(’C = ?’); read(C);
For i := 1b(A,1) to ub(A,1) do
for k := 1b(A,2) to ub(A,2) do
begin
cdot := A[i,k];
PADDNACCU( cdot,LCVECTOR(B[1i,*]),LCVECTOR(C[*,k]) );
D[i,k] := LONGNEXT(cdot)

end;
writeln(D); { Maximalgen. Ergebnis in D }
end.
Anmerkungen:
1. Eine Matrix wird stets zeilenweise eingegeben, wobei jede Zeile durch ein

< return >  abzuschlielen ist.

Die Konstruktion LCVECTOR(BJ[i,*]) liefert dem Compiler die Informa-
tion, den i-ten Zeilenvektor B[i, %] als Vektor vom Typ Levector zu behandeln.

Die Konstruktion LCVECTOR(B[x,k]) liefert dem Compiler die Infor-
mation, den k-ten Spaltenvektor B[%,k] als Vektor vom Typ Lcvector zu
behandeln.

Die Prozedur PADDNACCUY(..) aus dem Modul LC_ARI addiert zur
Variablen cdot = Afi, k] das Produkt BJi,*]- C[*,k] rundungsfehlerfrei;
vergl. Seite 119, Nr. 12.

Die Funktion LONGNEXT(cdot) rundet den exakten cdot—Wert zur
néchsten Lcomplex—Zahl DJi, k]; vergl. Seite 120.
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7.8 Das Modul MVCI_ARI

In diesem Modul werden die fiir das Rechnen mit komplexen Intervallvektoren
und Intervallmatrizen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren auf
der Grundlage des Datentyps real bereitgestellt.

7.8.1 Datentypen

Die dynamischen Datentypen zur Darstellung von komplexen Intervallvektoren und
Intervallmatrizen sind entsprechend der Vereinbarung

type civector = dynamic array [*] of cinterval;
cimatrix = dynamic array [*] of civector;

im Sprachkern von PASCAL-XSC enthalten. Die aktuellen Indexgrenzen werden
erst bei der Vereinbarung von Variablen dieser Typen festgelegt.

7.8.2 Operatoren

Viele der bekannten grundlegenden komplexen, intervallmifiigen Matrix/Vektor-
Operationen sind in diesem Modul vordefiniert. Als arithmetische Operatoren
stehen die monadischen Operatoren +,— und die vier Grundoperationen
+,—,%,/ mit der komponentenweisen Rundung zum kleinsten einschlieBenden
komplexen Intervall (auch fiir gemischte Typen) zur Verfiigung, wobei jedoch nur
bestimmte Operandenkombinationen zuléssig sind. Wahrend die Operationen +
und — fiir Intervallvektoren und Intervallmatrizen komponentenweise erklirt sind
gemif

C

= a ali]£b][i]
C = A

Ali,j]£B[ij]

b omit  c[i]
B mit CJi,j]

mit a, b, ¢ vom Typ civector und A, B, C vom Typ cimatrix, sind die Operationen
*x und / definiert durch

s := a % b mit s :=  #+# (fori:=Ib(a) to ub(a)
sum (afi]*b[i])) *

c r o+ a mit c[i] rxali]

c = a x r mit c[i] = ali]*r

c = a [/ r mit c[i] = ali]/r

c = A x b mit c[i] = Ali]xb }?

C == r x A mit C[i,j] = r+xA[i,j]

C = A x r mit C[ij] = AJfi,j]x*r

C = A / r mit Cl[ij] = Alijl/r

C A x B mit C[i,j] = A[i]*B[*,j] *

fMaximalgenaues Skalarprodukt mit Ergebnistyp real
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wobei r, s vom Typ cinterval, a, b, ¢ vom Typ civector und A, B, C vom Typ
cimatrix sind. Die Operationen mit gemischten Operandentypen sind entsprechend
definiert.

Die wie im Falle von Intervallen und komplexen Intervallen mengentheoretisch
zu verstehenden Vergleichsoperatoren =,<>,<,<=,>,>= sind auf der Basis
von = und <= realisiert, wobei fiir a, b vom Typ civector und A,B vom Typ cimatrix
gilt:

a <
A <

b <« ali] <= bJ[i] fiir alle 4
B < Alij] <= BJij] firallei,j

Die Operatoren auf der rechten Seite der Aquivalenzbeziehungen sind dabei die
Operatoren fiir Werte vom Typ cinterval.

Zusétzlich stehen die Operatoren in fiir die Relation ,liegt in“ zwischen einem
rvector- oder cvector- und einem civector- Operanden bzw. zwischen einem rmatrix-
oder cmatrix- und einem cimatrix-Operanden sowie fiir die Relation ,enthalten
im Innern“ zwischen zwei civector-Operanden bzw. zwei cimatrix-Operanden zur
Verfiigung. >< fiir den Test auf Disjunktheit zweier komplexer Intervallvektoren
bzw. Intervallmatrizen steht ebenfalls zur Verfiigung. Diese Operatoren sind jeweils
komponentenweise definiert.

Die Verbandsoperatoren +* und *x bezeichnen die komponentenweise Bildung
der Intervall-Hiille bzw. des Durchschnitts, wie es bereits fiir den Typ cinterval im
Modul CI_ ARI beschrieben wurde.

Die Ubersicht iiber alle im Modul MVCI_ARI definierten Operatoren wird, be-
dingt durch die grofie Zahl von Operatoren, in den beiden nachfolgenden Tabellen
gegeben:
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rechter integer complex | interval | cinterval | rvector | cvector
Operand real
linker
Operand
monadisch
integer
real
complex
interval *
cinterval * *
rvector *, / +*
cvector *, [ *, / +* +*
<>’
ivector *, [ *, / =,<>,
+x
b b
civector *, / *, / *, / %, / = <>, | = <>
+* +x*
rmatrix *, [
cmatrix *, / *, /
imatrix *, / *, / *
cimatrix *, / *, / %, / %, / * *

Tabelle 7.16: Operatoren des Moduls MVCI_ARI, Teil 1
o€ {+,—,*} Ve = <> < <=,>,>=}
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rechter

ivector civector | rmatrix | cmatrix imatrix cimatrix
Operand
linker
Operand
monadisch +,— +,—
in r
tege " "
real
complex * * * *
interval * * *
cinterval * * * * * *
07
rvector =,<>,in
+x
07 07
cvector =,<>,in | =,<>,in
+x* +*
07
ivector inV,><
+ %, **
07 07
civector V,>< inV, ><
+ %, ** + %, **
07
rmatrix * +% =,<>,in
+x
07 07
cmatrix * * +% +% =,<>,in | =,<>,in
+x* +*
07 07
imatrix * =,<>, inV,><,
4% + %, ®%
07 07 07 07
cimatrix * * = <> =, <>, Vv, ><, inV, ><,
+x +x + %, *% + %, ®%

Tabelle 7.17: Operatoren des Moduls MVCI_ ARI, Teil 2
Ve {=<>,<<=>>=}

o€ {+,—,*}
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7.8.3 Transferfunktionen fiir komplexe Intervallvektoren

Zur Wandlung zwischen den Typen rvector, cvector, ivector und civector werden
folgende Transferfunktionen bereitgestellt:

Funktion Ergb.-Typ Bedeutung

compl (ivl,iv2) civector Komplexer Intervallvektor civ mit
civ[i] = compl (ivl]i],iv2[i])
compl (rv,iv) civector Komplexer Intervallvektor civ mit
civ[i] = compl (rv[i],iv[i])
compl (iv,rv) civector Komplexer Intervallvektor civ mit
civ[i] = compl (iv[i],rv[i])
compl (iv) civector Rein reeller komplexer Intervallvektor civ
mit civ[i] = compl (iv][i])

intval (cv1,cv2) civector Komplexer Intervallvektor civ mit
civ[i] = intval (cvl[i], cv2[i])
intval (rv,cv) civector Komplexer Intervallvektor civ mit
civ[i] = intval (rv[i], cv[i])
intval (cv,rv) civector Komplexer Intervallvektor civ mit
civ[i] = intval (cv[i],rv[i])
intval (cv) civector Punktintervallvektor civ mit

civ[i] = intval (cv[i])

re (civ) ivector Realteilvektor iv, mit iv[i] = re (civ[i])
im (civ) ivector Imaginirteilvektor iv, mit iv[i] = im (civ[i])
inf (civ) cvector Komplexer Vektor c¢v der Untergrenzen

mit cvfi] = inf (civ[i])

sup (civ) cvector Komplexer Vektor cv der Obergrenzen

mit cv[i] = sup (civ[i])

rv = rvector-Ausdruck, cv, cvl, cv2 = cvector-Ausdruck,
iv, ivl, iv2 = ivector-Ausdruck, civ = civector-Ausdruck
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Zur Wandlung zwischen den Typen rmatrix, cmatrix, imatrix und cimatrix werden

folgende Transferfunktionen bereitgestellt:

Funktion Ergb.-Typ Bedeutung

compl (iM1,iM2) cimatrix Komplexe Intervallmatrix ciM mit
ciMi,j] = compl (iM1[i,j],iM2[i,j])

compl (rM,iM) cimatrix Komplexe Intervallmatrix ¢iM mit
ciM[i,j] = compl (rM[i,j],iM][i,j])

compl (iM,rM) cimatrix Komplexe Intervallmatrix ciM mit
ciMi,j] = compl (iM[i,j],rM[i,j])

compl (iM) cimatrix Rein reelle komplexe Intervallmatrix ciM
mit ciM([i,j] = compl (iM][i,5])

intval (cM1,cM2) cimatrix | Komplexe Intervallmatrix ciM mit
ciMi,j] = intval (cM1[i,j],ecM2[i,5])

intval (rM,cM) cimatrix | Komplexe Intervallmatrix ciM mit
ciMi,j] = intval (rM[i,j],eMJi,j])

intval (cM,rM) cimatrix | Komplexe Intervallmatrix ciM mit
ciM[i,j] = intval (cM[i,j],rM]i,j])

intval (cM) cimatrix | Punktintervallmatrix ciM mit
ciMi,j] = intval (cM[i,j])

re (ciM) imatrix Realteilmatrix iM mit
iM[i,j] =re (ciM][i,j])

im (ciM) imatrix Imaginérteilmatrix iM mit
iM[i,j] =im (ciM][i,5])

inf (ciM) cmatrix Komplexe Matrix cM der Untergrenzen
mit eM[i,j] =inf (ciM][i,j])

sup (ciM) cmatrix Komplexe Matrix ¢cM der Obergrenzen
mit ¢cM[i,7] = sup (ciM]i,j])

rM = rmatrix-Ausdruck,

iM, iM1, iM2 = imatrix-Ausdruck,

cM, cM1, cM2 = cmatrix-Ausdruck
ciM = cimatrix-Ausdruck
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Die komponentenweise Initialisierung von civector- und cimatrix-Variablen sowie
die Wandlungen von rvector bzw. cvector bzw. ivector nach civector und rmatrix
bzw. cmatrix bzw. imatrix nach cimatrix werden in Form iiberladener Zuweisungen

bereitgestellt:
Zuweisung Bedeutung

civ = r |civ]j] compl (intval (r))  j = Ib(civ),... ,ub(civ)

civ = ¢ |civ[j] intval (c) j = Ib(civ),... ,ub(civ)

civ = i [civ[j] compl (i) j = Ib(civ),... ,ub(civ)

civ = ¢ |civ]j] ci j = Ib(civ),... ,ub(civ)

civ rv | civ compl (intval( rv))

civ := cv |civ intval (cv)

civ = iv |civ compl (iv)

cM = r [ciM][j,k] compl (intval (r))  j = Ib(ciM,1),... ,ub(ciM,1)
k = 1b(ciM,2).... ,ub(ciM,2)

cM = ¢ |ciM[j, k] intval (c) j = Ib(ciM,1),... ,ub(ciM,1)
k = 1b(ciM,2),... ,ub(ciM,2)

cM = i |[ciM][j,k] compl (i) j = Ib(ciM,1),... ,ub(ciM,1)
k = 1b(ciM,2).... ,ub(ciM,2)

ciM = ci |ciM[j,k] ci j = Ib(ciM,1),... ,ub(ciM,1)
k = 1b(ciM,2),... ,ub(ciM,2)

cM := M | cM compl (intval (rM))

ciM cM | ¢ciM intval (cM)

cM = iM |ciM compl (iM)

ci =

cinterval-Ausdruck, civ = civector-Variable, ciM = cimatrix-Variable
i = interval-Ausdruck, iv = ivector-Ausdruck, iM = imatrix-Ausdruck

¢ = complex-Ausdruck, cv = cvector-Ausdruck, cM = cmatrix-Ausdruck

r = real-Ausdruck, rv = rvector-Ausdruck, rM = rmatrix-Ausdruck
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7.8.6 Standardfunktionen

Es stehen die Funktionen id und null zur Erzeugung einer Einheitsmatrix und ei-
ner Nullmatrix bzw. eines Nullvektors, die Funktionen mid und diam fiir die kom-
ponentenweise Berechnung von Mittelpunkt und Durchmesser, die Funktion conj
fiir die Konjugation von komplexen Intervallvektoren und Intervallmatrizen, sowie
die Funktionen transp und herm zur Berechnung der transponierten und der her-
miteschen Matrix zur Verfiigung. Dariiber hinaus wird die Funktion blow fiir die
omponentenweise Berechnung der Epsilonaufblihung bereitgestellt

Funktion Ergb.-Typ Bedeutung

null (civ) rvector Nullvektor mit dem aktuellen Indexbe-
reich von civ

null (ciM) rmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-
chen von ciM

null (ciM1,ciM2) rmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-
chen der Produktmatrix ciM1 - ciM2

id (ciM) rmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-
bereichen von ciM

id (ciM1,ciM2) rmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-
bereichen der Produktmatrix ciM1 - ciM2

mid (civ) cvector Mittelpunktsvektor pv mit
pv[i] = mid (civ[i])

diam (civ) rvector Durchmesservektor dv mit
dv[i] = diam (civ][1])

mid (ciM) cmatrix Mittelpunktsmatrix pM mit
pMLi, ) = mid (ciM[i,j])

diam (ciM) rmatrix Durchmessermatrix dM mit
dM(i,j] = diam (ciM[i])

conj (civ) civector Konjugiert komplexer Intervallvektor civk
mit civk[i] = conj (civ[i])

conj (ciM) cimatrix Konjugiert komplexe Intervallmatrix
ciMk mit ciMk[i,j] = conj (ciM[i,j])

transp (ciM) cimatrix | Transponierte Matrix ciMt von ciM mit
ciMt[i,j] = ciM[j,i]

herm (ciM) cimatrix | Hermitesche Matrix c¢iMh von ciM mit
ciMhli,j] =conj (ciM[j,i])

blow (civ,r) civector Vektorielle Epsilonaufblihung ev mit

ev|[i] = blow (civ[i],r)
blow (ciM,r) cimatrix | Vektorielle Epsilonaufblihung e mit
eM[i,j] = blow (ciM]i,jl,r)

civ = civector-Ausdruck; ciM, ciM1, ciM2 = cimatrix-Ausdruck, r = real-Ausdruck
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Beispiel:

Fiir die komplexen Matrizen M, M1, M2 vom Typ cimatrix ergibt, nach
Ausfithrung der Anweisungen

M1 := conj( transp (M) );
M2 := herm( M );

der logische Ausdruck
M1 = M2

den Wert true.

7.8.7 Ein-/Ausgabeprozeduren

Es stehen die Prozeduren

procedure read (var f: text; var a: civector);
procedure read (var f: text; var A : cimatrix);
procedure write (var f: text; a : civector);
procedure write (var f: text; A : cimatrix);

mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedoch
ohne Formatspezifikationen zur Verfiigung.

Die Eingabe eines komplexen Intervallvektors bzw. einer komplexen Intervall-
matrix erfolgt komponentenweise entsprechend der Eingabe von cinterval-Grofien,
dabei wird eine Matrix stets zeilenweise eingelesen. Die Ausgabe eines komplexen
Intervallvektors bzw. einer komplexen Intervallmatrix erfolgt wie bei der Eingabe
komponentenweise mit dem Standardformat fiir real-Groflien aus Tabelle 3.4.
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7.9 Das Modul LMVCI_ARI

In diesem Modul werden die fiir das Rechnen mit komplexen Intervallvektoren
und Intervallmatrizen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren auf
der Grundlage des Datentyps Longreal bereitgestellt.

7.9.1 Datentypen

Die dynamischen Datentypen zur Darstellung von komplexen Intervallvektoren und
Intervallmatrizen sind definiert durch:

type Lcivector = dynamic array [x] of Lcinterval;
Lcimatrix = dynamic array [*] of Lcivector;

Die aktuellen Indexgrenzen werden erst bei der Vereinbarung von Variablen dieser
Typen festgelegt.

7.9.2 Operatoren

Viele der bekannten grundlegenden komplexen, intervallmifigen Matrix/Vektor-
Operationen sind in diesem Modul vordefiniert, dabei sind gemischte Operanden
mit den Basistypen real und Longreal nicht realisiert. Als arithmetische Opera-
toren stehen die monadischen Operatoren +,— und die vier Grundoperationen
+,—,%,/ mit der komponentenweisen Rundung zum kleinsten einschlieSenden
komplexen Intervall zur Verfiigung, wobei jedoch nur bestimmte Operandenkom-
binationen zuldssig sind. Wahrend die Operationen + und — fiir Intervallvektoren
und Intervallmatrizen komponentenweise erklért sind geméafl

c = a
C = A

+ b mit c[i] ali]£b[i]

+ B mit Clij] = A[i,j]£B[i,j]

mit a, b, ¢ vom Typ Lcivector und A, B, C vom Typ Lcimatrix, sind die Operationen
*x und / definiert durch

s a x b mit s S ey ali] B[]
c = 1 *x a mit c[i] = rxali]

c = a *x r mit c[i] = ali]xr

c = a [/ r mit c[i] = ali]/r

c = A x b mit «c[i] = Ali]xb }?

C = r x A mit C[ij] = rxA[ij]

C = A x r mit C[ij] = AJfi,j]=*r

C = A / r mit C[ij] = Alijl/r

C A + B mit C[i,j] = A[i]*B[x,j] ?

tMaximalgenaues Skalarprodukt mit Ergebnistyp Longreal
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wobei r, s vom Typ Lcinterval, a, b, ¢ vom Typ Lcivector und A, B, C vom Typ
Lcimatrix sind. Die Operationen mit gemischten Operandentypen sind entsprechend
definiert.

Die wie im Falle von Intervallen und komplexen Intervallen mengentheoretisch
zu verstehenden Vergleichsoperatoren =,<> <, <=,>,>= sind auf der Basis
von = und <= realisiert, wobei fiir a,b vom Typ Lcivector und A,B vom Typ
Lcimatrix gilt:

a <
A <

b <« ali] <= bli] fiir alle 4
B <« AJi,j] <= BJi,j] firallei,j

Die Operatoren auf der rechten Seite der Aquivalenzbeziehungen sind dabei die
Operatoren fiir Werte vom Typ Lcinterval.

Zusétzlich stehen die Operatoren in fiir die Relation ,liegt in“ zwischen einem
Lrvector- oder Lcvector- und einem Lcivector- Operanden bzw. zwischen einem
Lrmatrix- oder Lematrix- und einem Leimatrix-Operanden sowie fiir die Relation
yenthalten im Innern“ zwischen zwei Lcivector-Operanden bzw. zwei Lcimatrix-
Operanden zur Verfiigung. >< fiir den Test auf Disjunktheit zweier komplexer
Intervallvektoren bzw. Intervallmatrizen steht ebenfalls zur Verfiigung. Diese Ope-
ratoren sind jeweils komponentenweise definiert.

Die Verbandsoperatoren +x* und *x bezeichnen die komponentenweise Bildung
der Intervall-Hiille bzw. des Durchschnitts, wie es bereits fiir den Typ Lcinterval im
Modul LCI_ ARI beschrieben wurde.

Die Ubersicht iiber alle im Modul LMVCI_ARI definierten Operatoren wird,
bedingt durch die grofle Zahl von Operatoren, in den beiden nachfolgenden Tabellen
gegeben:
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rechter Longreal | Lcomplex | Linterval | Lcinterval | Lrvector | Levector
Operand
linker
Operand
monadisch
Longreal
Lcomplex
Linterval *
Lcinterval * *
Lrvector *, / t+x
Levector %,/ *, / +* t+x
07
Livector *, / %, / =,<>,
+ %
b 07
Lcivector *, [ *, / *, / *, / =,<>, =, <>,
+* +*
Lrmatrix *, /
Lematrix *, / *, /
Limatrix *, / *, / *
Lcimatrix *, [/ *, / *, / *, / * *

Tabelle 7.18: Operatoren des Moduls LMVCI_ ARI, Teil 1

© € {+7_7*}

VE{=<> < <=>>=}
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SEZ};Zird Livector | Lcivector | Lrmatrix | Lematrix | Limatrix | Leimatrix
linker
Operand
monadisch +,— +,—
Longreal * *
Lcomplex * * * *
Linterval * * *
Lcinterval * * * * * *
07
Lrvector =,<>,in
+ %
o, o,
Lecvector =,<>in | =,<>/in
+* +*
07
Livector inV, ><
+ %, ®%
o, o,
Lcivector V,>< inV, ><
+ %, ®% + %, *%
07
Lrmatrix * + % =,<>,in
—+*
o, o,
Lematrix * * +% +% =,<>in | =,<>,in
+ % =+ x
o, o,
Limatrix * =,<>, inVv, ><,
+% +x, x%
o, o, o, o,
Lcimatrix * * = <> =,<>, V,><, inVv, ><,
+x +x +, %% +x, x%

Tabelle 7.19: Operatoren des Moduls LMVCI_ ARI, Teil 2

o€ {+,—,*}

Ve = <> < <=,>,>=}
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7.9.3 Transferfunktionen fiir komplexe Intervallvektoren

Zur Wandlung zwischen den Typen Lrvector, Levector, Livector und Lcivector sowie
zwischen Lcivector und civector werden folgende Transferfunktionen bereitgestellt:

Funktion Ergb.-Typ Bedeutung

compl (livl,liv2) | Lcivector | Komplexer Intervallvektor lciv mit
leiv[i] = leompl (livl[i],liv2][i])
compl (1v,liv) Lcivector | Komplexer Intervallvektor Iciv mit
leiv[i] = leompl (lv[i],liv[i])
compl (liv,Irv) Lcivector | Komplexer Intervallvektor Iciv mit
leiv[i] = leompl (liv[i],lv]i])
compl (liv) Lcivector | Rein reeller komplexer Intervallvektor Iciv
mit [civ[i] = leompl (liv][i])
intval (Icvl,lev2) | Leivector | Komplexer Intervallvektor Iciv mit
leiv[i] = lintval (Ievl[i], lev2[i])
intval (lv,lcv) Lcivector | Komplexer Intervallvektor Iciv mit
leiv]i] = lintval (lv[i],lev]i])
intval (Icv,lv) Lcivector | Komplexer Intervallvektor Iciv mit
leiv]i] = lintval (lev]i],lv]i])
intval (lcv) Lcivector | Punktintervallvektor Iciv mit

leiv[i] = lintval (lcv[i])

short (lciv) civector | lciv[i] Cshort (lciv[i])

re (Iciv) Livector | Realteilvektor liv, mit liv[i] = re (lciv[i])

im (Iciv) Livector | Imaginirteilvektor liv, mit liv[i] = im (lciv[i])
inf (Iciv) Levector | Komplexer Vektor Icv der Untergrenzen

mit lev[i] = inf (lciv[i])
sup (lciv) Levector | Komplexer Vektor Icv der Obergrenzen

mit lev[i] = sup (lciv]i])

lv = Lrvector-Ausdruck, lcv, levl, lev2 = Levector-Ausdruck,
liv, livl, liv2 = Livector-Ausdruck, lciv = Lcivector-Ausdruck
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7.9.4 Transferfunktionen fiir komplexe Intervallmatrizen

Zur Wandlung zwischen den Typen Lrmatrix, Lecmatrix, Limatrix und Lcimatrix
sowie zwischen Lcimatrix und cimatrix werden folgende Transferfunktionen bereit-
gestellt:

Funktion Ergb.-Typ Bedeutung

compl (1iM1,1iM2) Leimatrix | Komplexe Intervallmatrix IciM mit
leiM[i, 5] = leompl (liM1[i,j],1iM2[i,5])

compl (LM,liM) Lcimatrix | Komplexe Intervallmatrix IciM mit
leiM]i, 5] = lcompl (LMJi,j],liM][i,5])

compl (liM,LM) Leimatrix | Komplexe Intervallmatrix IciM mit
leiM[i, 5] = leompl (liM]i,j], LM][i,j5])

compl (1iM) Lcimatrix | Rein reelle komplexe Intervallmatrix IciM

mit leiM [, j] = leompl (liM][1,j])

intval (1cM1,lcM2) | Lcimatrix | Komplexe Intervallmatrix IciM mit
leiM|i, 7] = lintval (leM1[i,5],leM2[4,5])
intval (LM,1cM) Lcimatrix | Komplexe Intervallmatrix IciM mit
leiM]i,j] = lintval (LM[4,j],leM][i,j])

intval (1cM,LM) Lcimatrix | Komplexe Intervallmatrix IciM mit
leiM|i, 7] = lintval (leM[i,5],LM[i,5])

intval (IcM) Lcimatrix | Punktintervallmatrix IciM mit
leiM]i,j] = lintval (leM]1,j])

short (lciM) cimatrix | 1ciM[4,5] Cshort (IciM[i,7])

re (IciM) Limatrix | Realteilmatrix IiM mit
liM[i,j] =re (lciM]i,5])

im (1ciM) Limatrix | Imaginirteilmatrix liM mit
liM[i,j] = im (leiM[i,j])

inf (IciM) Lematrix | Komplexe Matrix IcM der Untergrenzen
mit leM[i,j] = inf (lciM][1,j])

sup (1ciM) Lematrix | Komplexe Matrix IeM der Obergrenzen

mit leMi,j] = sup (leiM[i,j])

LM = Lrmatrix-Ausdruck, 1cM, IcM1, IcM2 = Lcmatrix-Ausdruck
liM, 1liM1, liM2 = Limatrix-Ausdruck, lciM = Lcimatrix-Ausdruck
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7.9.5 Uberladungen des Zuweisungsoperators

Die komponentenweise Initialisierung von Lcivector- und Lcimatrix-Variablen sowie
die Wandlungen von Lrvector bzw. Lcvector bzw. Livector nach Lcivector und
Lrmatrix bzw. Lematrix bzw. Limatrix nach Leimatrix und civector bzw. cimatrix
nach Lcivector bzw. Lecimatrix werden in Form tiberladener Zuweisungen bereitge-
stellt:

Zuweisung Bedeutung

leiv := Lr |lciv[j] := lcompl (lintval (Lr)) j = Ib(lciv),... ,ub(lciv)

lciv = lc |lciv[j] := lintval (lc) j = Ib(lciv),. .. ,ub(lciv)

leiv := 1 |lciv[j] := lcompl (li) j = Ib(lciv),. .. ,ub(lciv)

leiv = lei |leiv][j] = lci j = Ib(lciv),. .. ,ub(lciv)

leiv = civ |lciv[j] := Long(civ[j]) j = Ib(lciv),. .. ,ub(lciv)

Iciv = 1lv |lciv := lcompl (lintval( 1v))

Iciv := lev |lciv := lintval (lev)

Iciv := iv |lciv := lcompl (liv)

1ciM := Lr |1ciM[4, k] := lcompl (lintval (Lr)) j = Ib(lciM,1),... ,ub(lciM,1)
k = 1b(IciM,2),. .. ,ub(lciM,2)

IciM := lc |lciM [, k] := lintval (lc) j = 1b(lciM,1),... ,ub(lciM,1)
k = 1b(1ciM,2),. .. ,ub(1ciM,2)

lciM := 1i |1eiM[4,k] := lcompl (li) j = Ib(IciM,1),. .. ,ub(1ciM,1)
k = 1b(IciM,2),. .. ,ub(lciM,2)

1ciM := lci |1ciM[4, k] = lci j = 1b(lciM,1),... ,ub(lciM,1)
k = 1b(1ciM,2),. .. ,ub(1ciM,2)

IciM := ciM |1ciM [ 4, k] := Long(ciM]j, k]) j = 1b(lciM,1),... ,ub(1ciM,1)
k = 1b(IciM,2),. .. ,ub(lciM,2)

lciM := LM |lciM := lcompl (lintval (LM))

lciM := 1cM |1ciM := lintval (lcM)

lciM := 1liM |1ciM := lcompl (liM)

lci = Lcinterval-Ausdr., Iciv = Lcivector-Variable, 1ciM = Lcimatrix-Variable
li = Linterval-Ausdruck, liv = Livector-Ausdruck, liM = Limatrix-Ausdruck
lc = Lecomplex-Ausdruck, lev = Levector-Ausdruck, IcM = Lematrix-Ausdruck
Lr = Longreal-Ausdruck, lv = Lrvector-Ausdruck, LM = Lrmatrix-Ausdruck
civ = civector-Ausdruck, ciM = cimatrix-Ausdruck, iv = ivector-Ausdruck
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7.9.6 Standardfunktionen

Es stehen die Funktionen id und null zur Erzeugung einer Einheitsmatrix und
einer Nullmatrix bzw. eines Nullvektors, die Funktionen mid und diam fiir die
komponentenweise Berechnung von Mittelpunkt und Durchmesser, die Funktion
conj fiir die Konjugation von komplexen Intervallvektoren und Intervallmatrizen,
sowie die Funktionen transp und herm zur Berechnung der transponierten und der
hermiteschen Matrix zur Verfiigung. Dariiber hinaus wird die Funktion blow fiir die

omponentenweise Rprprhnnng d

or Ensilonaufblihune hereitoestellt
L5 (@) (=)

Funktion

Ergb.-Typ

Bedeutung

null (lciv)

null (1ciM)

null (IciM1,1ciM2)
id (lciM)

id (1ciM1,1ciM2)
mid (lciv)

diam (lciv)

mid (lciM)
diam (1ciM)
conj (lciv)

conj (lciM)
transp (lciM)
herm (lciM)
blow (lciv,Lr)

blow (lciM,Lr)

Lrvector

Lrmatrix

Lrmatrix

Lrmatrix

Lrmatrix

Lcvector

Lrvector

Lcematrix

Lrmatrix

Lcivector

Lcimatrix

Lcimatrix

Lcimatrix

Lcivector

Lcimatrix

Nullvektor mit dem aktuellen Indexbe-

reich von Iciv

Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-

chen von IciM

Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-

chen der Produktmatrix lciM1 - lciM2
Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-
bereichen von IciM

Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-
bereichen der Produktmatrix lciM1 - lciM?2
Mittelpunktsvektor pv mit

pv[i] = mid (lciv[i])

Durchmesservektor dv mit

dv[i] = diam (lciv[i])

Mittelpunktsmatrix pM mit

pM]|i,j] = mid (lciM]i,j])
Durchmessermatrix dM mit

dM]|i,j] = diam (leiM]i])

Konjugiert komplexer Intervallvektor Icivk

mit leivk[i] = conj (leiv[i])

Konjugiert komplexe Intervallmatrix

lciMk mit leiME[4,j] = conj (IciM|i,j])
Transponierte Matrix lciMt von [lciM mit
leiMt[i,j]=1lciM[j,i]
Hermitesche Matrix IlciMh von
leciMh[i,j] = conj (lciM [4,1])
Vektorielle Epsilonaufblihung ev mit
ev[i] = blow (lciv[i], short(Lr))
Vektorielle Epsilonaufblihung eM mit
eM [i,7] = blow (IciM]i, j], short(Lr))

leiM  mit

lIciv = Lcivector-Ausdruck; 1ciM, IciM1, 1ciM2 = Lcimatrix- Ausdruck,
Lr = Longreal-Ausdruck
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Beispiel:

Fiir die komplexen Matrizen M, M1, M2 vom Typ Lcimatrix ergibt,
nach Ausfithrung der Anweisungen

M1 := conj( transp (M) );
M2 := herm( M );

der logische Ausdruck
M1 = M2

den Wert true.

7.9.7 Ein-/Ausgabeprozeduren
Es stehen die Prozeduren

procedure read (var f: text; var a : Lcivector);
procedure read (var f: text; var A : Lcimatrix);
procedure write (var f: text; a : Leivector);
procedure write (var f: text; A : Lcimatrix);
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mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedoch

ohne Formatspezifikationen zur Verfiigung.

Die Eingabe eines komplexen Intervallvektors bzw. einer komplexen Intervall-
matrix erfolgt komponentenweise entsprechend der Eingabe von Icinterval-Grofien,
dabei wird eine Matrix stets zeilenweise eingelesen. Die Ausgabe eines komplexen
Intervallvektors bzw. einer komplexen Intervallmatrix erfolgt wie bei der Eingabe
komponentenweise mit dem Standardformat fiir Longreal-Grofien aus Tabelle 3.4.

Die Eingabe einer dreidimensionalen, komplexen Intervallmatrix

1+ 2+4i-[1,3] [1.4,1.5]+i-0.1
[1,2]+i i-[-1,1] i
[—2.3,1.22] 4 i - [-3, —2.99] 0 1.25E-013

kann erfolgen in der Form:

(1,1) (2,[1,3]) ([1.4,1.5],0.1) < return >
([1,2],1) (0,[-1,1]) (0,1) < return >
([~2.3,1.22],[-3, —2.99]) 0 1.25E—013 < return >

(1,1) bedeutet hier also ein komplexes Punktintervall und (0,[—1,1]) steht fiir

ein rein imaginéres Intervall.
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7.9.8 Exakte Auswertung von Ausdriicken

Zu berechnen ist das komplexe Intervall-Skalarprodukt
(A-b)-c

das im folgenden Programm zunichst exakt ausgewertet und anschlieffend in das
nichstgrofere Intervall vom Typ  Lcinterval —gerundet wird:

program Beispiel (input,output);
use lci_ari, lmvci_ari;
var cidot,

cidot_su : cidotprecision;

A : Leimatrix[1..3,1..3];{ Kompl. Intervall-Matrix }
b,c : Lcivector[1..3]; { Kompl. Intervall-Vektoren }
sk_pr : Lcinterval; { Skalar-Produkt-Einschlg. }
i : integer;

begin

writeln(’A: Lcimatrix = ?’); read(A); { Eingabe: zeilenweise }
writeln(’b: Lcivector = ?’); read(b);
writeln(’c: Lcivector = ?’); read(c);

cidot_su := 0; { Initialisierung }
For i := 1b(a) to ub(a) do
begin
cidot := 0; { Initialisierung }
PADDNACCU( cidot,LCIVECTOR(A[i,*]),b); { A * b }
cidot_su := cidot_su + cidot * c[i]; { Skalar-}
end; { Produkt aufsummieren }

sk_pr := LONG(cidot_su); { Rundg. nach sk_pr }
writeln(sk_pr);
end.

Anmerkungen:

1. Das obige Skalarprodukt 148t sich fiir A: cimatrix; b,c: civector nicht mit
dem PASCAL-XSC Lattenkreuzkonzept fiir cimatrix-, civector—Ausdriicke
behandeln, es muf} ebenfalls in einer analogen Schleife berechnet werden!

2. Die Konstruktion LCIVECTOR(A[i,*]) liefert dem Compiler die Infor-
mation, den i-ten Zeilenvektor Aféi,*] als Vektor vom Typ Lcivector zu
behandeln.

3. Die Prozedur PADDNACCU(..) ausdem Modul LCI_ARI addiert zur
Variablen cidot = 0 das Skalarprodukt A[i,*]-b rundungsfehlerfrei; vergl.
Seite 150, Nr. 17.

4. Die Funktion LONG(cidot-su) liefert mit dem komplexen Inter-
vall sk_pr die bestmdgliche Einschliefung des exakten, komplexe Intervall-
Skalarprodukts cidot_su; vergl. Tabelle 6.12 auf Seite 145.



Kapitel 8

PASCAL-XSC Module

Wie jede moderne Programmiersprache besitzt auch diese PASCAL-XSC BCD-
Version ein Modulkonzept, das dem der IEEE—Version von PASCAL -XSC genau
entspricht. Weitere Einzelheiten zum Gebrauch und zur Entwicklung von Modulen
findet man in [5, 6, 7).

Wir unterscheiden zwischen System-, Hilfs- und Anwendermodulen:

¢ Systemmodule sind: STDMOD, TIMER, ... und bestimmen das zur
Verfiigung stehende PASCAL-XSC BCD-System.

¢ Hilfsmodule sind: DDF_ ARI, LSYS, ... zur Behandlung numerischer
Spezialgebiete wie Automatische Differentiation, Lineare Gleichungssysteme,
... . Da diese Module erfahrungsgeméf immer wieder erweitert und verbessert
werden, stehen entsprechende Updates zur Verfiigung. Alle Problemlésungen
der Toolbox-Bénde LII [3, 4] sollen so auch fiir die BCD-Version durch die
Hilfsmodule bereitgestellt werden. In den entsprechenden Beschreibungen
findet der Anwender weniger den schon in den Toolboxbinden behandelten
theoretischen Hintergrund sondern schwerpunktméfig viele Beispiele und Hin-
weise zu den Losungsroutinen, womit eine schnelle und problemlose Einarbei-
tung ermoglicht werden soll.

¢ Anwendermodule enthalten vom Anwender erstelle Problemlésungen, mit
dem das PASCAL-XSC System nach Bedarf beliebig erweitert werden kann.

8.1 Systemmodule
8.1.1 Modulhierarchie

Durch die use-Klausel wird in jedem Modul festgelegt, welche anderen Module zu
importieren sind. Dabei spielt das Basis-Modul STDMOD ein Ausnahmerolle,
weil es automatisch von jedem Modul oder Hauptprogramm benutzt wird und daher
nicht in die use—Klausel aufgenommen werden mu#f.
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Da dem Anwender mit der BCD—Version die verschiedenen Zahlenformate
integer, real, Longreal, rrG, IrG, dotprecision

zu Verfiigung stehen, existiert eine Vielzahl von Modulen, deren Hierarchie nicht
geschlossen auf einer Buchseite dargestellt werden kann. In nachfolgender Tabelle
sind daher in der ersten Spalte alle Systemmodule in der Reihenfolge angegeben,
wie sie vom Compiler zur Ubersetzung benétigt werden. In jeder Zeile findet man
in den nachfolgenden Spalten alle diejenigen Module, die vom Modul aus der ersten
Spalte durch die use-Klausel importiert werden:

Modul Importierte Module
STDMOD
TIMER
X_INTG
X _REAL
X _STRG
I0STD
LI_ARI
I_ARI li _ari
RRGI_ARI li _ari
C_ARIAUX x _real
LC _HELP li _ari
LC_ARI lc _help li _ari
LCI_ARI i_ari li _ari lc _ari rrGi_ari
C_ARI c _ariaux i_ari lc _ari
CI_ARI c_ari i_ari Ici _ari li _ari
MV _ARI iostd
MVI_ARI i_ari mv _ari
MVC _ARI c_ari mv _ari
MVCI_ARI ci_ari i_ari mvc_ari | mvi_ari | mv_ari
LMV _ARI iostd
LMVI_ARI li _ari Imv _ari | mv _ari
LMVC _ARI lc _ari Imv _ari
LMVCI_ARI lci _ari li_ari | lmvc_ari | lmvi_ari | lmv _ari
mvci _ari
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8.1.2 Modulbeschreibungen

In diesem Abschnitt erfolgt nur eine Grobbeschreibung der System-Module. Falls
deren Inhalte schon in den vorangegangenen Kapiteln behandelt wurden, findet man
lediglich entsprechende Hinweise mit den zugehorigen Seitenzahlen.

8.1.2.1 Basismodul STDMOD

Wie schon anfangs erwiihnt, wird das Basismodul STDMOD beim Ubersetzen
eines Moduls oder eines Hauptprogramms automatisch importiert, da es alle im
Kapitel 3 beschriebenen Typen, Funktionen, Prozeduren und Operatoren exportiert.
Damit werden schon alle reellen Rechnungen mit Punktargumenten vom Typ

integer, real, Longreal, rrG, IrG, dotprecision

ermoglicht. Zusétzlich werden auch alle numerischen Datentypen bereitgestellt, die
fiir Intervallrechnungen, komplexe Rechnungen und komplexe Intervallrechnungen
mit Punkt-, Vektor- oder Matrixoperanden notwendig sind:

Exportierte numerische Datentypen
integer Longreal | rrGinterval | Linterval | Lrmatrix | dotprecision
real interval | cmatrix Lrvector | Lematrix | idotprecision
rG cinterval | cimatrix Livector | Lcinterval | cdotprecision
IrG rvector imatrix Levector | Limatrix | cidotprecision
complex | cvector rmatrix Lcivector | Leimatrix | rrGeinterval
ivector civector Lcomplex | rrGcomplex

Dariiber hinaus stehen neben den im Kapitel 3 beschriebenen Hilfsfunktionen und
Prozeduren auch alle Standardfunktionen aus den entsprechenden Tabellen auf den
Seiten 16,27,58,59,60,61,73 zur Verfiigung.

8.1.2.2 TIMER
Das Modul exportiert die folgenden Funktionen und Prozeduren:
1. procedure init _timer; Speichert die momentane CPU—Zeit.

2. function get _timer : integer; Bestimmt die Laufzeitdifferenz zum letzten
init _timer—Aufruf in der Einheit Sekunden.

3. function get _date : string; Liefert Datum und Uhrzeit in der Form:
Wochentag, Monat, Tag—Nr., Uhrzeit, Jahr;

4. function get _date (format: string) : string; Liefert Datum- oder Uhrzeit-
informationen in Abhé#ngigkeit einer Eingangs—Variablen vom Typ string.
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Die string—Variable format der Funktion get_date bewirkt die in folgender
Tabelle zusammengestellten Ausgabeformate:

Bedeutung der string-Variablen format in get_date

string—Variable Ausgabeformat

format :=""’ Wochentag Monat Monatstag—Nr. Uhrzeit Jahr

format :=’ % a’ Abgekiirzter Wochentag

format :=’ % A’ || Ausgeschriebener Wochentag

format :=’ % b’ | Ausgeschriebener Monat

format :=’ % B’ | Abgekiirzter Monat

format :=’ % ¢’ Datum und Uhrzeit

format :=’ % d’ | Nur Monatstag—Nr.

format :=’ % H’ || Stundenangabe im Bereich: 0 — 23
format .=’ % I’ Stundenangabe im Bereich: 0 — 12
format :=" % j’ Nur die Nummer des Jahrestages
format :=’ % m ’ || Nur der Monat

format :=’ % M ’ || Nur die Minute der Uhrzeit

format :=" % p’ | Nur AM / PM

format :=’ % S’ | Nur die Sekundenangabe der Uhrzeit

format :=’ % w ’ || Nur die Wochentags—Nr.

format :=’ % x’ | Datum in Zifferform, z.B. 17/02/39
format :=’ % X’ || Uhrzeit in Zifferform, z.B. 21:13:33
format :=’ % y’ | Jahresangabe ohne Jahrhundert, z.B. 97
format :=’ % Y ’ || Jahresangabe mit Jahrhundert, z.B. 1997

format :=’ % % ’ || Ausgabe des % Zeichens

8.1.2.3 X _REAL

Das Modul =x_real liefert zusétzliche Konstanten, Funktionen und Prozeduren
bzgl. der Datentypen REAL, LONGREAL. In [7] findet man weitere Informa-
tionen zu diesen Modul-Routinen, die fiir die BCD—Version jedoch nur dann giiltig
sind, wenn in diesem Abschnitt ausdriicklich auf [7] verwiesen wird. Beachten Sie
bitte, daf} sich das genannte Handbuch nur auf die IEEE—Version bezieht!
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8.1.2.3.1 Konstanten

Name Wert Bedeutung
IEEE _INV _OP 256 Illegale Operation
IEEE _DIV _BY _ZERO 2560 Division durch Null
IEEE _OVERFLOW 2816 Uberlauf
IEEE _UNDERFLOW 2816 Unterlauf
IEEE _INEXACT 3328 Nicht exakte Operation
IEEE _CONTINUE 64 Zur Programmfortsetzung
IEEE _ALL 0 Zum Riicksetzen aller IEEE-flags
MAXREAL 9.99 ... 99E+255 Grofite positive real-Zahl
MINREAL 1.00 ... 00E—267 Kleinste positive real-Zahl

Die ersten sieben integer—Konstanten aus obiger Tabelle werden zur Fehler- und
Ausnahmebehandlung bendtigt, die in einem der néichsten Abschnitte beschrieben
wird.

8.1.2.3.2 Speicherformat fiir real/Longreal-Konstanten
Wir betrachten zunichst eine real-Konstante , fiir deren Speicherung 8 Byte mit
zusammen 64 bits bené6tigt werden:

1 11 92
s| e T L m..
63 62 52 51 48 47 0

Abbildung 8.1: Speicherformat einer real-Konstanten

Die real-Zahl r =0 wird gespeichert, indem alle 64 bits auf Null gesetzt werden.
Fiir r#0 bestimmt das 63.-te bit das Vorzeichen von r :

B 0 fallsr >0
)1 fallsr <0

Die vorzeichenlose integer—Zahl e ist definiert durch das 52. bis 62. bit, und die
Mantisse m wird in den 52 restlichen bits gespeichert, wobei jede BCD—Ziffer
der Mantisse 4 bits belegt, so dafl insgesamt 13 BCD-Ziffern zur Verfiigung stehen.
Die Ziffer 9 wird beispielsweise durch die bit-Folge 1001 repriisentiert. Der
Dezimalpunkt ist (gedanklich) stets zwischen dem 47. und 48. bit zu setzen. Nach
diesen Vereinbarungen gilt fiir r #0 :

r=(=1)%-m-10°725%; 0<e<510
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Fiir normalisierte real-Zahlen gilt: 1<m < 10;
Fiir denormalisierte real-Zahlen gilt: 10712 < m < 0.999999999999;

Eine Longreal-Zahl benétigt 12 Byte und wird ganz analog gespeichert:

1 11 84
s] e ] T Lm..
95 94 84 83 80 79 0

Abbildung 8.2: Speicherformat einer Longreal-Konstanten

Die Longreal-Zahl Lr =0 wird gespeichert, indem alle 96 bits auf Null gesetzt
werden.
Fir Lr #0 bestimmt das 95.-te bit das Vorzeichen von Lr :

_ 0 falls Lr >0
)1 falls Lr <0

Die vorzeichenlose integer—Zahl e ist definiert durch das 84. bis 94. bit, und die
Mantisse m wird in den 84 restlichen bits gespeichert, wobei jede BCD—Ziffer der
Mantisse 4 bits belegt, so daf} insgesamt 21 BCD-Ziffern zur Verfiigung stehen. Der
Dezimalpunkt ist (gedanklich) stets zwischen dem 79. und 80. bit zu setzen. Nach
diesen Vereinbarungen gilt fiir Lr # 0 wieder:

r=(-=1)*-m-10°°1; 0<e<1022
Fiir normal. Longreal-Zahlen gilt: 1 <m < 10;
Fiir denormal. Longreal-Zahlen gilt: 1072° < m < 0.99999999999999999999;

8.1.2.3.3 Hexadezimale Ein-/Ausgabe

Die Darstellung des Speichers fiir real- und Longreal-Konstanten in hexadezimaler
Form entsprechend der Abbildungen 8.1,8.2 wird ermdglicht durch die Prozeduren

procedure read (var f : text; var r : real);
procedure write (var f : text; var r : real);
procedure read (var f : text; var Lr : Longreal);

procedure write (var f : text; var Lr : Longreal);

indem an r bzw. Lr  einen Doppelpunkt mit nachfolgendem ’x’ oder X’
angehédngt wird. Mit den Wertzuweisungen

Lr := -1.23E-33; { Lr : Longreal }
writeln(Lr:’X’); write(Lr:’x’);

erhélt man die Bildschirmausgabe:
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9DE123000000000000000000
9de123000000000000000000

X’ bewirkt demnach die Ausgabe der Hexadezimal-Zahlen in Grofibuchstaben.
Die Hexadezimalziffer 9 beschreibt die bit-Folge 1001 mit den Nummern 95
bis 92, und D beschreibt die bit-Folge 1101 mit den Nummern 91 bis 88.
9 D E definieren demnach die bit—-Folge: 1001 1101 1110 , woraus sich
nach Abb. 8.2 fiir e der Wert 478 ergibt; 478 — 511 = —33 liefert dann den
Zehnerexponenten —33 unseres Beispiels.

Ganz entsprechend kann man mit read(Lr:’X’) und Eingabe der obigen
24-stelligen Hexadezimalfolge der Longreal-Variablen Lr den Wert —1.23-10733
zuweisen, wobei zwischen X’ und ’x’ nicht unterschieden wird. Fiir die
Ein-/Ausgabe von real-Konstanten in 16-stelliger hexadezimaler Form gelten ganz
analoge Aussagen.

8.1.2.3.4 Mantisse/Exponent

Die Standardfunktionen comp, mant, expo beziehen sich auf die Form:

z = mant(z) - 10°¥PO®)  mit: 0.1 < mant(x) < 1;

Die nachfolgenden Funktionen

function x _comp (m : real; ex : integer) : real;
function x _expo (r : real) : integer;
function x _mant (r : real) : real;

function x _comp (m : Longreal; ex : integer) : Longreal;
function x _expo (Lr : Longreal) : integer;
function x _mant (Lr : Longreal) : Longreal;

des Moduls x _real beziehen sich auf eine Zahlendarstellung der Form:

¢ = x _mant(z) - 105-PO@) " mit: 1 < x_mant(x) < 10;

Y

8.1.2.3.5 Klassifizierung von real/Longreal-Werten

Die Klassifizierung von real/Longreal-Konstanten erfolgt mit dem Datentyp
x _ccode und den Funktionen:

function x _class
function x _class
function x _value
function x _Lvalue

r : real) : x _ccode;

Lr : Longreal) : x _ccode;
¢ : x_ccode) : real;

¢ : x-ccode) : Longreal;

A~ N SN N

Der nachfolgend definierte Typ x_ccode unterscheidet dabei 10 verschiedene
Klassen:
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type x_ccode = ( x_sNaN, { signaling NalN }
x_qNaN, { quiet NaN }
x_minf, { minus infinity }
x_mnor, { negative normalized }
x_mden, { negative denormalized }
x_mnul, { minus zero }
x_pnul, { plus zero }
x_pden, { positive denormalized }
x_pnor, { positive normalized }
x_pinf, { plus infinity }

)

Mit c: x_ccode liefert die Anweisung ¢ :=x_class(r) zum real/Longreal-Wert
r den entsprechenden c-Wert vom Typ x _ccode.

Die Funktion x_value liefert zu jedem der 10 Argumente c¢: x_ccode einen
speziellen real-Wert; die hexadezimalen Darstellungen dieser real-Konstanten sind
zusammen mit ihrem jeweiligen Dezimalwert in folgender Tabelle zusammengestellt:

function x _value ( ¢ : x_ccode ) : real

c Hexadezimalwert Dezimalwert
x_sNaN | 1TFF80000FFFFFFFF gqNaN
x_qNaN | 1FFOOOOOFFFFFFFF qNaN
x_minf | 9FF0000000000000 —infinity

x_mnor | 9FE9999999999999| —9.99...99-10+25
x_mden | 8000000000000001| —1.00...00- 10267
x_mnul | 8000000000000000 ~0.00...00
x_pnul | 0000000000000000 +0.00...00
x_pden | 0000000000000001| +1.00...00- 10267
x_pnor | 1FE9999999999999| +9.99...99-10+255
x_pinf | 1FF0000000000000 +infinity

Ganz entsprechend liefert die Funktion x_Lvalue zu jedem der 10 Argumente
c: x_ccode einen speziellen Longreal-Wert; die hexadezimalen Darstellungen
dieser Longreal-Konstanten sind zusammen mit ihrem jeweiligen Dezimalwert in
folgender Tabelle zusammengestellt:
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function x _Lvalue ( ¢ : x _ccode ) : Longreal

c Hexadezimalwert Dezimalwert
x_sNaN | 3FF80000FFFFFFFF00000000 gNaN
x_gNaN | 3FFOOOOOFFFFFFFF00000000 gNaN
x _minf BFF000000000000000000000O0 —infinity

x_mnor | BFE999999999999999999999| —9.99...99-10+5!1
x_mden | 800000000000000000000001| —1.00...00-1053!
x_mnul | 800000000000000000000000 —0.00...00
x _pnul 0ooo0000000000O0OCGOOOOCGOOOO +0.00...00
x_pden [ 000000000000000000000001| +1.00...00-10753!
x_pnor | 3FE999999999999999999999]| 4+9.99...99-10+5!1
x _pinf 3FF000000000000000000000 +infinity

8.1.2.3.6 IEEE Ausnahmebehandlungs—Routinen

Zusammen mit den im ersten Abschnitt definierten Konstanten stehen die nachfol-
genden Funktionen und Prozeduren zur Ausnahmebehandlung zur Verfiigung:

procedure IEEE_environment( action : integer;
handler : integer;
mode : boolean);
procedure IEEE_trap_enable( handler : integer;
mode : boolean);
function IEEE_test ( handler : integer) : boolean;
procedure IEEE_set ( handler : integer);
procedure IEEE_reset ( handler : integer);
procedure IEEE_save ( var x : integer);
procedure IEEE_restore ( x : integer);

Eine genaue Beschreibung findet man in [7]; beachten Sie dort auch das Programm-
beispiel im Anhang D.

8.1.2.4 IOSTD, X_INTG, X_STRG
Die Beschreibung der Module iostd, x _intg, x _strg findet man in [7].

8.1.2.5 LI_ARI

Das Modul Li_ari stellt fiir den Datentyp Longreal alle fiir die reelle Inter-
vallrechnung notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren zur Verfiigung.
Dariiber hinaus existieren Operatoren und Prozeduren zur exakten Akkumulator—
Auswertung von Longreal-Intervallausdriicken. Eine genaue Beschreibung findet
man ab Seite 81.
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8.1.2.6 TI_ARI

Das Modul i_ari stellt fiir den Typ real alle die fiir die reelle Intervallrech-
nung notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren zur Verfiigung. Dariiber
hinaus existiert das komplette Lattenkreuzkonzept zur exakten Auswertung von
Intervallausdriicken. Eine genaue Beschreibung findet man ab Seite 75.

8.1.2.7 RRGI_ARI

Das Modul rrGi_ari stellt fiir den 26-stelligen Datentyp rrG alle die fiir
die Implementierung reeller Intervall-Standardfunktionen notwendigen Operatoren
und Prozeduren zur Verfiigung. Dariiber hinaus existieren Hilfsfunktionen zur Wer-
tebereichseinschliefung von monotonen Funktionen oder Funktionen mit einem oder
mehreren lokalen Extrema. Eine genaue Beschreibung findet man ab Seite 93. Die
Intervall-Standardfunktionen sind in Tabelle 4.8 auf Seite 94 zusammengestellt.

8.1.2.8 C_ARIAUX

c _ariaux wird nur vom System—Modul c¢_ari importiert und exportiert zwei
Routinen zur Realisierung der komplexen Division fiir Punktargumente:

1. procedure produkt (a,b,c.d : real; var overfl : boolean;
var pl : real; var p2 : interval);
Mit der Definition:

—267, falls overfl = +1
ex := ¢ 40, falls overfl = +0 gilt fiir alle a,b,c,d : real
4267, falls overfl = —1
(a-b+c-d)-10°" € (pl + p2)
pl : maximalgenaue Niherung fiir: (a-b+c-d)- 10"

p2 : maximalgenaue EinschlieBung fir: (a-b+4c¢-d—pl)-10%*

Die Berechnung von pl,p2 erfolgt wegen des Skalierungsfaktors 10°* ohne
Programmabbruch durch internen Uber- oder Unterlauf!

2. function quotient (z1 : real; z2 : interval; nl : real; n2 : interval;
round, zoverfl, noverfl : integer) : real;
Mit der Anweisung

y := quotient (z1,z2,n1,n2,rd,zo,no)

und zo,no € {—1,0,+1} wird intern zuniichst durch staggered correction
Technik unter der Voraussetzung: (nl+n2) > 0 eine EinschlieBung Q des
exakten Intervalls

(21+422) (20 no)267
= 10(z0m0) 267 ¢
1 (nl + n2) €Q
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berechnet, wobei nur Uberlauf entstehen kann. Der Funktionswert y: real
wird dann durch den Rundungsparameter rd wie folgt bestimmit:

Nichstkleinere real-Zahl bzgl. Q.inf < q.inf, falls rd = —1
y := < Nichste real-Zahl bzgl. "Mittelpunkt’ von Q , falls rd = 40
Nichstgroflere real-Zahl bzgl. Q.sup > q.sup, falls rd = +1

Anmerkungen:

e Da die Einschliefung Q mittels staggered correktion berechnet wird, ist
Q eine sehr enge FinschlieBung des exakten Quotienten g . Deshalb
liefert z.B. rd = —1 mit y fast immer die grofite Unterschranke von q,
und nur in extremen Ausnahmesituationen liegt zwischen y und q.inf eine
weitere real-Zahl. Fiir rd = +1 gelten ganz entsprechende Aussagen. Da
bei der komplexen Division die gerichteten Rundungen mittels rd = £1
berechnet werden, muf} deshalb die Fehlerschranke gréfler sein als 1-10712
und wird festgelegt durch 1.5 - 107'2; vergl. die Tabelle auf Seite 108.

e Wir setzen voraus, daf8 die Intervalle (21 + 22),(nl + n2)  selbst,
z.B. mit der Prozedur produkt(...), durch staggered correction Technik
berechnet werden, so dafy ihre Durchmesser extrem klein gegeniiber dem
Abstand benachbarter real-Zahlen angenommen werden, und dies gilt
dann auch fiir die Einschliefung Q des exakten Quotienten g . Enthilt
nun Q in einer seltenen Ausnahmesituation den Mittelpunkt seiner
umgebenden real-Zahlen, so kénnen unterschiedliche Zahlen aus Q ver-
schiedene (benachbarte) 'néchste real-Zahlen’ besitzen, so dafl dann der
oben genannte 'Mittelpunkt’ von Q nur eine der beiden mdoglichen
'nichsten real-Zahlen’ festlegt. Da bei der komplexen Division der Ope-
rator / durch die Funktion quotient(..) mit rd =0 definiert wird,
ist seine Fehlerschranke nicht mehr 5-10~!% sondern 1-107!2 | d.h. die
komplexe Division ist nur hochgenau; vergl. die Tabelle auf Seite 108.

8.1.2.9 LC_HELP

Lc _help wird nur vom System—Modul Lc _ari importiert und exportiert zwei
Routinen zur Realisierung der komplexen Division fiir Punktargumente:

1. procedure produkt (a,b,c,d : Longreal; var overfl : boolean;
var pl : Longreal; var p2 : Linterval);
Mit der Definition:
—531, falls overfl = +1
exr := ¢ +0, falls overfl = 40 gilt fiir alle a,b,c,d : Longreal

+531, falls overfl = —1
(a-b+c-d)-10° € (pl + p2)

pl : maximalgenaue Naherung fiir:  (a-b+c-d)-10°"

p2 : maximalgenaue EinschlieBung fiir:  (a-b+c¢-d—pl)-10%®
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Die Berechnung von pl,p2 erfolgt wegen des Skalierungsfaktors 10°* ohne
Programmabbruch durch internen Uber- oder Unterlauf!

2. function quotient (z1 : Longreal; z2 : Linterval; nl : Longreal; n2 : Linterval;

round, zoverfl, noverfl : integer) : Longreal;
Mit der Anweisung

y := quotient (z1,z2,n1,n2,rd,zo,no)

und zo,no € {—1,0,+1} wird intern zunéchst durch staggered correction
Technik unter der Voraussetzung: (nl+ n2) > 0 eine EinschlieBung Q des
exakten Intervalls

(214 22)

— .1 (zo—no0)-531 C
(nl + n2) 0 cQ

berechnet, wobei nur Uberlauf entstehen kann. Der Funktionswert y: Longreal
wird dann durch den Rundungsparameter rd wie folgt bestimmt:

Néchstkleinere Longreal-Zahl bzgl. Q.inf < q.inf, falls rd = —1
y = ¢ Nichste Longreal-Zahl bzgl. "Mittelpunkt’ von Q , falls rd = 40
Nichstgroflere Longreal-Zahl bzgl. Q.sup > q.sup, falls rd = +1

Anmerkungen:

e Da die Einschliefung Q mittels staggered correktion berechnet wird, ist
Q eine sehr enge Einschliefung des exakten Quotienten ¢ . Deshalb
liefert z.B. rd = —1 mit y fast immer die grofite Unterschranke von
g, und nur in extremen Ausnahmesituationen liegt zwischen y und q.inf
eine weitere Longreal-Zahl. Fiir rd = +1 gelten ganz entsprechende
Aussagen. Da bei der komplexen Division die gerichteten Rundungen
mittels rd = +1 berechnet werden, mufl deshalb die Fehlerschranke
grofer sein als 110720 und wird festgelegt durch 1.5 - 1072°; vergl. die
Tabelle auf Seite 113.

e Wir setzen voraus, daf} die Intervalle (21 + 22),(nl + n2)  selbst,
z.B. mit der Prozedur produkt(...), durch staggered correction Technik
berechnet werden, so dafy ihre Durchmesser extrem klein gegeniiber dem
Abstand benachbarter Longreal-Zahlen angenommen werden, und dies
gilt dann auch fiir die Einschliefung Q des exakten Quotienten ¢
Enthilt nun Q in einer seltenen Ausnahmesituation den Mittelpunkt
seiner umgebenden Longreal-Zahlen, so kénnen unterschiedliche Zahlen
aus Q verschiedene (benachbarte) 'nichste Longreal-Zahlen’ besitzen,
so daf} dann der oben genannte "Mittelpunkt’ von Q nur eine der beiden
moglichen ’'néichsten Longreal-Zahlen’ festlegt. Da bei der komplexen
Division der Operator / durch die Funktion quotient(..) mit rd =0
definiert wird, ist seine Fehlerschranke nicht mehr 5-1072! sondern
1-1072% | d.h. die komplexe Division ist nur hochgenau; vergl. die Tabelle
auf Seite 113.
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8.1.2.10 LC_ARI

Das Modul Lc_ari stellt fiir den Datentyp Longreal alle fiir komplexe
Rechnungen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren zur Verfiigung.
Dariiber hinaus existieren Operatoren und Prozeduren zur exakten Akkumulator—
Auswertung von Lecomplex—Ausdriicken.

Fiir den 26-stelligen Datentyp rrGcomplex stehen zusétzlich die wichtigsten
Operatoren und Transferfunktionen zur Realisierung 26-stelliger Standardfunktio-
nen zur Verfiigung. Eine genaue Beschreibung findet man ab Seite 112.

8.1.2.11 LCI_ARI

Das Modul Lci_ari stellt fiir den Datentyp Longreal alle fiir komplexe Intervall-
rechnungen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren zur Verfiigung.
Dariiber hinaus existieren Operatoren und Prozeduren zur exakten Akkumulator—
Auswertung von Lcinterval-Ausdriicken.

Fiir den 26-stelligen Datentyp rrGceinterval stehen zusétzlich die wichtig-
sten Operatoren und Transferfunktionen zur Realisierung 26-stelliger Intervall-
Standardfunktionen zur Verfiigung. Eine genaue Beschreibung findet man dazu ab
Seite 136.

8.1.2.12 C_ARI

Das Modul c_ari stellt fiir den Typ real alle die fiir komplexe Rechnun-
gen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren zur Verfiigung. Dariiber
hinaus existiert das komplette Lattenkreuzkonzept zur exakten Auswertung von
complex—Ausdriicken. Eine genaue Beschreibung findet man ab Seite 107.

8.1.2.13 CI_ARI

Das Modul ci_ari stellt fiir den Typ real alle die fiir komplexe Intervall-
rechnungen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren zur Verfiigung.
Dariiber hinaus existiert das komplette Lattenkreuzkonzept zur exakten Auswer-
tung von cinterval-Ausdriicken. Genaue Beschreibungen findet man ab Seite 127.

8.1.2.14 MYV _ARI

In diesem Modul werden zum Basis—Typ real die fiir das Rechnen mit reellen Vek-
toren und Matrizen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren bereit-
gestellt. Dariiber hinaus existiert das komplette Lattenkreuzkonzept zur exakten
Auswertung von rmatrix- oder rvector—Ausdriicken. Genaue Beschreibungen findet
man ab Seite 161.

8.1.2.15 MVI_ARI

In diesem Modul werden zum Basis—-Typ real die fiir das Rechnen mit reellen Inter-
vallvektoren und Intervallmatrizen notwendigen Operatoren, Funktionen und Pro-
zeduren bereitgestellt. Dariiber hinaus existiert das komplette Lattenkreuzkonzept
zur exakten Auswertung von imatrix- oder ivector—Ausdriicken. Eine genaue
Beschreibung findet man ab Seite 172.
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8.1.2.16 MVC_ARI

Das Modul mvc_ari stellt zum Basis—Typ real die fiir das Rechnen mit komplexen
Vektoren und Matrizen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren zur
Verfiigung. Dariiber hinaus existiert auch das komplette Lattenkreuzkonzept zur
exakten Auswertung von cmatrix- oder cvector—Ausdriicken. Eine genaue Beschrei-
bung findet man ab Seite 186.

8.1.2.17 MVCI_ARI

In diesem Modul werden zum Basis—Typ real die fiir das Rechnen mit komplexen
Intervallvektoren und Intervallmatrizen notwendigen Operatoren, Funktionen und
Prozeduren bereitgestellt. Dariiber hinaus existiert das komplette Lattenkreuzkon-
zept zur exakten Auswertung von cimatrix- oder civector—Ausdriicken. Eine genaue
Beschreibung findet man ab Seite 198.

8.1.2.18 LMV _ARI

In diesem Modul werden zum Basis—Typ Longreal die fiir das Rechnen mit reel-
len Vektoren und Matrizen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren
bereitgestellt. Operanden vom Basis—Typ real sind nicht erlaubt. Dariiber hinaus
existieren alle notwendigen Operatoren zur exakten Auswertung von Lrmatrix- oder
Lrvector—Ausdriicken, wobei auch rmatrix- bzw. rvector—-Operanden méglich sind.
Eine genaue Beschreibung findet man ab Seite 165.

8.1.2.19 LMVI_ARI

In diesem Modul werden zum Basis—Typ Longreal die fiir das Rechnen mit re-
ellen Intervallvektoren und Intervallmatrizen notwendigen Operatoren, Funktionen
und Prozeduren bereitgestellt. Operanden vom Basis—Typ real sind nicht erlaubt.
Dariiber hinaus existieren alle notwendigen Operatoren zur exakten Auswertung
von Limatrix- oder Livector—Ausdriicken, wobei in diesen Ausdriicken auch rmatrix-
und imatrix- bzw. rvector- und ivector-Operanden moglich sind. Eine genaue
Beschreibung findet man ab Seite 178.

8.1.2.20 LMVC_ARI

In diesem Modul werden zum Basis—Typ Longreal die fiir das Rechnen mit kom-
plexen Vektoren und Matrizen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozedu-
ren bereitgestellt. Operanden vom Basis—Typ real sind nicht erlaubt. Zur exakten
Auswertung von Lematrix- oder Levector—Ausdriicken stehen die entsprechenden
Prozeduren aus dem Modul Lc _ari zur Verfligung. Eine genaue Beschreibung mit
Beispielen findet man ab Seite 191.

8.1.2.21 LMVCI_ARI

In diesem Modul werden zum Basis—Typ Longreal die fiir das Rechnen mit
komplexen Intervallvektoren und Intervallmatrizen notwendigen Operatoren, Funk-
tionen und Prozeduren bereitgestellt. Operanden vom Basis—Typ real sind nicht
erlaubt. Zur exakten Auswertung von Lcimatrix- oder Leivector—Ausdriicken
stehen die entsprechenden Prozeduren aus dem Modul Lci_ari zur Verfiigung.
Eine genaue Beschreibung mit Beispielen findet man ab Seite 207.
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8.2

Hilfsmodule

In Form einer zusétzlichen Modulbibliothek stehen PASCAL-XSC -Routinen
der BCD—Version fiir die Losung hiufig auftretender numerischer Probleme zur
Verfiigung. Die darin verwendeten Loésungsmethoden berechnen eine scharfe Ein-
schlieBung der wahren Losung des gestellten Problems und weisen gleichzeitig die
Existenz und Eindeutigkeit im angegebenen Intervall nach. Diese Routinen haben
daher folgende Vorziige:

Die Berechnung einer Losung erfolgt mit maximaler oder hoher, immer aber
mit kontrollierter Genauigkeit, auch in vielen schlecht konditionierten Fillen.

Die Richtigkeit des Ergebnisses wird verifiziert, d.h. es wird eine Einschlie-
Bungsmenge berechnet, in der die Existenz und Eindeutigkeit der exakten
Losung gesichert ist.

Falls keine Losung existiert oder das Problem zu schlecht konditioniert ist, so
wird eine Fehlermeldung ausgegeben.

Der Benutzer kann kaum etwas falsch machen, und somit sind diese Methoden
auch von Nichtspezialisten anwendbar.

Bei der BCD—Version entfallen die bei Bindrversionen oft so ldstigen Konver-
sionsprobleme, da die iiber die Tastatur eingegebenen, dezimalen Gleitpunkt—
Zahlen fehlerfrei gespeichert werden und so den Anwender—Routinen un-
verfélscht zur Verfiigung stehen. Beachten Sie bitte, dafl bei einer Bin#rversion
die Dezimalzahl 0.1 schon nicht mehr fehlerfrei gespeichert wird!

Im einzelnen decken die PASCAL-XSC Routinen die folgenden Gebiete ab:

Lineare Gleichungssysteme

— Vollbesetzte Systeme

— Matrixinvertierung

Ausgleichsprobleme
— Berechnung der Pseudoinversen

Bandmatrizen

— Spérlich besetzte Matrizen
Polynomauswertung

— in einer Variablen

— in mehreren Variablen

e Polynomnullstellen

e KEigenwerte und Eigenvektoren

— Symmetrische Matrizen
— Beliebige Matrizen
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e Anfangs- und Randwertprobleme bei gewohnlichen Differentialgleichungen

— linear

— nichtlinear
e Auswertung von arithmetischen Ausdriicken
e Nichtlineare Gleichungssysteme
e Numerische Quadratur
e Integralgleichungen
e Automatische Differentiation
e Spezielle Funktionen der mathematischen Physik

Néheres zu den einzelnen Routinen und Modulen kann der begleitenden Dokumen-
tation der PASCAL-XSC Numerikbibliothek entnommen werden.

Uber die jeweils behandelte Grundproblematik hinaus sind die Einsatzmoglich-
keiten dieser Routinen vielfiltig. Mit ihnen wird die Beantwortung so interessanter
und wichtiger Fragestellungen moglich, wie z.B.

o Feststellung der Kondition von Problemen durch Intervalleingabe.

e Feststellung von lokalen Ausschlufigebieten von Loésungen, indem man grofie
und kleine Eindeutigkeitsbereiche bestimmt, deren Differenzmenge dann das
Ausschlufigebiet darstellt.

e Verifikation von Aussagen wie Bestimmung des Mindestranges einer Matrix
oder Bestimmung einer Kugel bzw. einer Halbebene, in der alle Nullstellen
eines komplexen Polynoms liegen. Damit ist es z.B. mdglich, die Stabilitéit
elektotechnischer Schaltungen zu garantieren, soweit das Modell die Realitét
erfafit.

e Parameterkontrolle bei Modellbildungen. Es kann festgestellt werden, welche
Modelldaten mit welcher Empfindlichkeit in eine Modellformel einwirken und
umgekehrt, wie genau Mefldaten sein miissen, damit eine abhingige Grofle
iiberhaupt noch eine vorgeschriebene Genauigkeitsrelevanz besitzt.

Die Modulbibliothek soll den Anwender in die Lage versetzen, eigene Problemstel-
lungen so zu l6sen, dafy seine numerischen Programmergebnisse wirkliche mathe-
matische Aussagekraft besitzen und nicht nur eine Niherung liefern, iiber deren
Genauigkeit allenfalls spekuliert werden kann nach dem Motto:

'Der Rechner liefert eine 16-stellige Losung, von denen die ersten vier Ziffern
hoffentlich wieder richtig sind’

Diese heute noch weit verbreitete Denkweise auch bei Mathematikern sollte mit
Hilfe der jetzt vorhandenen PASCAL-XSC Werkzeuge bald iiberwunden sein!
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—, Lcomplex
—, Longreal
—,real 14

113
25

divnext_test (Funktion) 108

—, Lcomplex
—, Longreal
—,real 14

113
25

divup_test (Funktion) 108
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—, Lcomplex 113

—, Longreal 25

—,real 14
dotcompl (Funktion) 118
doticompl (Funktion) 144, 145
dotintval (Funktion) 89
dotprecision (Typ) 38

Eingabe
— Beispiel: IrG 72
— Beispiel: rrG 57
— einer complex—Zahl 111
— einer hexadezimalen Longreal-Zahl
222
— einer hexadezimalen real-Zahl 222
— einer komplexen Intervall-Matrix
(cimatrix) 206
— einer komplexen Intervall-Matrix
(Lcimatrix) 215
— einer komplexen Matrix (cmatrix)
190
— einer komplexen Matrix (Lcmatrix)
196
— einer Lcomplex—Zahl 116
— einer Longreal-Zahl 37
— einer IrG-Zahl 71
— einer Matrix (imatrix) 177
— einer Matrix (Limatrix) 183
einer Matrix (Lrmatrix) 168
— einer Matrix (rmatrix) 164
— einer real-Zahl 37
— einer rrG-Zahl 56
— einer rrGcomplex—Zahl 126
— eines Intervalls (interval) 79
— eines Intervalls (Linterval) 85
— eines Intervalls (rrGinterval) 96
— eines komplexen Intervall-Vektors
(civector) 206
— eines komplexen Intervall-Vektors
(Lcivector) 215
— eines komplexen Intervalls
(cinterval) 135
— eines komplexen Intervalls
(Lcinterval) 143
— eines komplexen Intervalls
(rrGceinterval 158
— eines komplexen Vektors (cvector)
190
— eines komplexen Vektors (Lcvector)
196
— eines Vektors (ivector) 177
— eines Vektors (Liector) 183
(
(

— eines Vektors (Lrvector) 168

— eines Vektors (rvector) 164
Einschliefung eines

— exakten Funktionswertes 36

— Wertebereichs 97, 157
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em_ganz (Funktion) 32
entire (Funktion)
—, Longreal 32
—,real 21
-,rrG 55
eul (Longreal-Konstante) 33
eul_rrG (rrG-Konstante) 64, 65
exakte Auswertung von
— Lcinterval-Ausdriicken 144
— Lcivector, Lcimatrix—Ausdriicken,
Beispiel 216
— Lcomplex—Ausdriicken 116
— Lcomplex—Ausdriicken, Beispiele
121
— Lcvector, Lematrix—Ausdriicken,
Beispiel 197
— Limatrix—Ausdriicken, Beispiele
184
— Linterval-Ausdriicken 86
— Livector, Limatrix—Ausdriicken
183
— Longreal-Ausdriicken 38
— Lrvector, Lrmatrix—Ausdriicken,
Beispiele 169, 170
exp (Funktion)
—, cinterval 130
-, complex 110
—, interval 78
—, Lcinterval 141
—, Lcomplex 115
—, Linterval 83
-, Longreal 27
-, real 16
-,rrG 58
—, rrGeinterval 155
-, rrGcomplex 124
—, rrGinterval 94
exp-_rrG (Funktion)
—, Lcinterval-rrGceinterval 156
—, Lcomplex-rrGcomplex 125
-, Linterval-rrGinterval 95
-, Longreal-rrG 60
exp-x2 (Funktion)
—, interval 78
—, Linterval 83
—, Longreal 27
—,real 16
-, rrG 58
—, rrGinterval 94
exp-x2._rrG (Funktion)
— , Linterval-rrGinterval 95
—, Longreal-rrG 60
expm1 (Funktion)
—, interval 78
—, Linterval 83
—, Longreal 27
—,real 16

STICHWORTVERZEICHNIS
-,rrG 58
—, rrGinterval 94

expml1_rrG (Funktion)
—, Linterval-rrGinterval

—, Longreal-rr
expo (Funktion)

G 60

-, Longreal 29

-, IrG 70

-, real 18

-,rrG 53
expo-add (Funktion)

—,real 19
expo-0 (Funktion)

—, Longreal 30

-, real 19
Exponent

—, Longreal 29, 30, 223

-, IrG 70

-, real 18,19, 223

-,rrG 53

expl0 (Funktion)
—, interval 7
—, Linterval
-, Longreal
—,real 16
-,rrG 58
—, rrGinterval

8
83
27

94

expl0_rrG (Funktion)

—, Linterval-rr
-, Longreal-rr
exp2 (Funktion)
—, interval 7
—, Linterval
-, Longreal
—,real 16
-,rrG 58
—, rrGinterval
exp2.rrG (Funktion)
—, Linterval-rr
—, Longreal-rr

fioor (Funktion)
—, Longreal
-, real 18

frac (Funktion)
-, Longreal
—,real 18

gamma._c (Longreal-Konstante)

Ginterval
G 60

8

83
27

94

Ginterval
G 60

28

28

gamma._crrG (rrG-Konstante)

get_date (Funktion)
get_timer (Funktion)

greater_21 (Prozedur)

herm (Funktion)

219, 220
219
51, 69

-, cimatrix 205

-, cmatrix 1

90

95

95

95

64, 65



STICHWORTVERZEICHNIS

—, Leimatrix 214

—, Lematrix 196
hexadezimale Ein-/Ausgabe

—, Longreal-Konstanten =~ 222

— , real-Konstanten 222
Hilfsmodul 217
horn_ts (Programm) 71
horner (Prozedur) 56, 71
horner_cdot (Funktion) 121
horner_cidot (Funktion) 152
horner_dot (Funktion) 43
horner_idot (Funktion) 91
horner_l (Funktion) 34
horner_t (Programm) 56
Hornerschema 34, 43, 55, 70, 91, 121, 152

1.ari (Modul) 75, 226
id (Funktion)
—, cimatrix 205
—, cmatrix 189
— , imatrix 176
, Lcimatrix 214
—, Lematrix - 195
—, Limatrix 182
— , rmatrix 163
idotprecision (Typ) 86
TEEE_all (real-Konstante) 221
IEEE_continue (real-Konstante) 221
IEEE_div_by_zero (real-Konstante) 221
IEEE_enviroment (Prozedur) 225
IEEE._inexact (real-Konstante) 221
IEEE_inv_op (real-Konstante) 221
IEEE_overflow (real-Konstante) 221
TEEE_reset (Prozedur) 225
IEEE_restore (Prozedur) 225
IEEE_save (Prozedur) 225
IEEE_set (Prozedur) 225
IEEE_test (Funktion) 225
IEEE_trap_enable (Prozedur) 225
IEEE_underflow (real-Konstante) 221
ifo_bcd (Programm) 56
ifo_bcds (Programm) 71
im (Funktion) 109, 114, 118, 123, 129,
140, 145, 153, 188, 193, 202, 203,
211, 212
image (Funktion)
—, Longreal 31
—,real 20
imatrix (Typ) 172
in (Operator) siehe Operatoren
incl_.mami (Funktion) 103
incl_.max (Funktion) 99
inf (Funktion) 77, 82, 89, 129, 140, 145,
174, 180, 181, 202, 203, 211, 212
init_timer (Prozedur) 219
int_nr (Funktion) 36
integer-add (Prozedur) 19
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interval (Typ) 75
Intervallarithmetik
— , cidotprecision 144
—, cimatrix 198
—, cinterval 127
—, civector 198
—, idotprecision 86
— , interval 75
— , ivector, imatrix 172
—, Leimatrix =~ 207
—, Lcinterval 136
—, Lcivector 207
—, Linterval 81
—, Livector, Limatrix 178
—, rrGeinterval 153
—, rrGinterval 93
intval (Funktion) 77, 129, 174, 180, 181,
202, 203, 211, 212
iostd (Modul) 225
ivector (Typ) 89, 172

komplexe Arithmetik

— , cdotprecision 117

—, complex 107

— , cvector, cmatrix 186

—, Lcomplex 112

—, Levector, Lematrix 191

—, rrGcomplex 123
komplexe Division 107, 112, 226, 227, 228
komplexe Intervallarithmetik

—, cidotprecision 144

—, cinterval 127

—, civector, cimatrix 198

—, Lcinterval 136

—, Lcivector, Leimatrix 207

—, rrGeinterval 153
komplexes Intervall-Skalarprodukt 216
Konstanten

—, Longreal 33

—,real 15,221

-,rrG 64, 65
Konversionsfehler 44

—, Vermeidung 7, 8

Lattenkreuzkonzept fiir cimatrix 216

Lattenkreuzkonzept fiir cinterval 144

Lattenkreuzkonzept fiir civector 216

Lattenkreuzkonzept fiir complex 116

Lattenkreuzkonzept fiir cvector, cmatrix
197

Lattenkreuzkonzept fiir interval 86

Lattenkreuzkonzept fiir ivector, imatrix
183

Lattenkreuzkonzept fiir real 38

Lattenkreuzkonzept fiir rvector, rmatrix
168

Lattenkreuzsimulation fiir
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— Lcinterval-Ausdriicke 144
— Lcivector—Ausdriicke 149, 150
— Lcivector—Ausdriicke: Beispiele
151
— Lcivector, Lcimatrix—Ausdriicke,
Beispiel 216
— Lcomplex—Ausdriicke 117
— Levector, Lematrix—Ausdriicke,
Beispiel 197
— Livector, Limatrix—Ausdriicke
— Longreal-Ausdriicke 38
— Longreal-Ausdriicke, Beispiele
— Lrvector, Lrmatrix—Ausdriicke,
Beispiele 169, 170
Laufzeiten 7, 55, 70
lc.ari (Modul) 112, 229
lc_help (Modul) 227
Ici_ari (Modul) 136, 229
Lcimatrix (Typ) 207
Lcinterval (Typ) 136
Lcivector (Typ) 149, 207
Lematrix (Typ) 191
lcompl (Funktion) 114, 139
Lcomplex (Typ) 112
Levector (Typ) 118, 191
less-21 (Prozedur) 51, 69
licari (Modul) 81, 225
lid (Funktion)
—, Lrmatrix 167
Limatrix (Typ) 178
Linterval (Typ) 81
lintval (Funktion) 82, 139, 140
lintval_f (Funktion) 92
lintval_frrG (Funktion) 92

Livector (Typ) 89, 178
Imv_ari (Modul) 160, 165, 230
Imvc_ari (Modul) 160, 191, 230

Imvci_ari (Modul) 160, 207, 230
Imvi_ari (Modul) 160, 178, 230
In (Funktion)

—, cinterval 130, 133

-, complex 110

—, interval 78

—, Lecinterval 141, 142

—, Lcomplex 115

—, Linterval 83
—, Longreal 27

-,IrG 73
—,real 16
-, rrG 58
—, rrGeinterval 155
—, rrGecomplex 124

—, rrGinterval 94
In_ex (Funktion)

—, interval 78

—, Linterval 83

—, Longreal 27

183

43
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—,real 16

-,rrG 58

—, rrGinterval 94
In_ex_rrG (Funktion)

—, Linterval-rrGinterval 95

—, Longreal-rrG 60
In_gam_c (Longreal-Konstante) 33
In_gam_c_rrG (rrG-Konstante) 64, 65
In_pi (Longreal-Konstante) 33
In_pi_rrG (rrG-Konstante) 64, 65
In_rrG (Funktion)

—, Lcinterval-rrGceinterval 156

—, Lcomplex-rrGcomplex 125

-, Linterval-rrGinterval 95

-, Longreal-rrG 60
In_10 (Longreal-Konstante) 33
In_10_rrG (rrG-Konstante)
In_2 (Longreal-Konstante) 33
In_2_rrG (rrG-Konstante)
In_sqrtx2y2 (Funktion)

—, interval 78

—, Linterval 83

-, Longreal 27

-, real 16

-,rrG 58

—, rrGinterval 94
In_sqrtx2y2_rrG (Funktion)

—, Linterval-rrGinterval

—, Longreal-rrG 60
In_sqrt1px2y2 (Funktion)

—, interval 78

—, Linterval 83

—, Longreal 27
,real 16

-,rrG 58

—, rrGinterval 94
In_sqrt1px2y2_rrG (Funktion)

—, Linterval-rrGinterval

-, Longreal-rrG 60
Inull (Funktion)

—, Lrmatrix 167
—, Lrvector 167
In1p (Funktion)
—, cinterval 130, 134
-, complex 110
—, interval 78
—, Lcinterval = 141, 142
—, Lcomplex 115

—, Linterval 83
-, Longreal 27

-, real 16
-,rrG 58
—, rrGeinterval 155
—, rrGecomplex 124

—, rrGinterval 94
Inlp_rrG (Funktion)
—, Lcinterval-rrGeinterval

64, 65

95

95

64, 65
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— , Lcomplex-rrGcomplex 125
— , Linterval-rrGinterval 95
—, Longreal-rrG 60
loga (Funktion)
— , interval 78
—, Linterval 83
—, Longreal 27
—,real 16
—,rrG 58
—, rrGinterval 94
loga_rrG (Funktion)
— , Linterval-rrGinterval 95
—, Longreal-rrG 60
loglp (Funktion)
—, interval 78
—, Linterval 83
—, Longreal 27
—, Longreal-rrG 60
—,real 16
—,rrG 58
—, rrGinterval 94
loglp-_rrG (Funktion)
—, Linterval-rrGinterval 95
log10 (Funktion)
—, interval 78
—, Linterval 83
—, Longreal 27

-,IrG 73
—,real 16
—-,rrG 58

—, rrGinterval 94
log10_rrG (Funktion)
— , Linterval-rrGinterval 95
—, Longreal-rrG 60
log2 (Funktion)
— , interval 78
, Linterval 83
—, Longreal 27
—,real 16
—,rrG 58
—, rrGinterval 94
log2_rrG (Funktion)
— , Linterval-rrGinterval 95
—, Longreal-rrG 60

long (Funktion) 28, 82, 89, 114, 140, 145

longdown (Funktion) 39, 53, 120

longdown_test (Funktion) 39, 120

longnext (Funktion) 39, 53, 120

longnext_test (Funktion) 39, 120

Longreal-Konstanten 33

—, Klassifizierung 223

Longreal-Konstanten (Speicherformat)
222

Longreal (Typ) 22

longup (Funktion) 39, 53, 120

longup_test (Funktion) 39, 120

IrG (Typ) 66

243

Lrmatrix (Typ) 165
Lrvector (Typ) 165
Itransp (Funktion)

—, Lrmatrix 167
lval (Funktion) 30, 31
lvnull (Funktion)

—, Lrvector 167

M _10hoch (Operator)

—, Longreal 32

—,real 21
mant (Funktion)

—, Longreal 29

—,real 18
mant_expo_product (Prozedur)

—, Longreal 30

—,real 21
mant_w (real-Konstante) 15
mant_wl (real-Konstante) 15
mant_26 (Prozedur) 53
mant_34 (Prozedur) 70

Mantisse
—, Longreal 29, 223
-, IrG 70
—,real 18,223
—-,rrG 53

Matrix/Vektorarithmetik

—, Ubersicht 159

— , civector, cimatrix 198

— , cvector, cmatrix 186

— , ivector, imatrix 172

—, Lcivector, Leimatrix 207

—, Levector, Lematrix - 191

—, Livector, Limatrix 178

—, Lrvector, Lrmatrix 165

— , module 160

—, rvector, rmatrix 161
max_exp (real-Konstante) 15
max_expl (real-Konstante) 15
maxlongreal (Longreal-Konstante) 33
maxreal (real-Konstante) 11, 221
mid (Funktion)

—, cimatrix 205

—, cinterval 131

—, civector 205

— , imatrix 176

— , interval 78

—, ivector 176

—, Leimatrix = 214

—, Lcinterval 142

—, Leivector 214

—, Limatrix 182

—, Linterval 83

—, Livector 182
min_exp (real-Konstante) 15
min_exp- (real-Konstante) 15
min_expl (real-Konstante) 15
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min_expl_ (real-Konstante) 15
min_ongreal (Longreal-Konstante) 33
min_Longreal (Longreal-Konstante) 23
min_real (real-Konstante) 11, 15
minlongreal (Longreal-Konstante) 33
minreal (real-Konstante) 12, 221
minus (Operator) 42
minus_c (Operator) 117
minus_i (Operator) 87
Modul

-, Anwender- 217

-, Basis- 219

—, Hierarchie 217, 218

—, Hilfs- 217

—, Import- 218

-, Konzept 217

-, System- 217
Modulbibliothek 231
Module

- ,c.ari 107,229

—, c.ariaux 226

—,ciari 127,229

—,iari 75,226

-, iostd 225
-, lccari 112,229
—, lc_help 227

—, lcicari 136, 229
-, licari 81, 225

-, Ilmv_ari 165, 230
-, lmvc_ari 191, 230
-, lmvci_ari 207, 230
-, lmvi_ari 178, 230
-, mv_ari 161, 229
-, mvc.ari 186, 230
-, mvciiari 198, 230
-, mviari 172,229
-, rrGicari 93, 226
-, stdmod 217, 219

-, x-intg 225
-, xoreal 220
-, xstrg 225

monadische Operatoren 47, 67, 76, 81,
128, 136, 154, 161, 165, 172, 178,
179, 186, 187, 191, 192, 198, 200,

201, 2
mul_11 (Prozedur) 49
mul_12 (Prozedur) 49, 68
mul_21 (Prozedur) 49
mul_22 (Prozedur) 49, 68

mul_22S (Prozedur) 49
muldown_test (Funktion) 108
—, Lcomplex 113

—, Longreal 24

—,real 13
mulnext_test (Funktion) 108

—, Lcomplex 113

—, Longreal 24
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—,real 13
mulup_test (Funktion) 108

—, Lcomplex 113

—, Longreal 24

—,real 13
mv_ari (Modul) 160, 161, 229
mvc_ari (Modul) 160, 186, 230
mvci_ari (Modul) 160, 198, 230
mvi_ari (Modul) 160, 172, 229

Normalisiere (Funktion)
-,rrG 54

normalisierte Zahlen
—, Longreal 22
—,real 11

null (Funktion)
—, cimatrix 205
—, civector 205
-, cmatrix 189
-, cvector 189
—, imatrix 175
-, ivector 175
—, Leimatrix 214
—, Lcivector 214
—, Lematrix 195
—, Levector 195
—, Limatrix 182
—, Livector 182
-, rmatrix 163
-, rvector 163

Numeric Software GmbH 1

numerische Datentypen 219

Operatoren
-, +, ¥ (Akku), siehe arithmetische
Operatoren
— , arithmetische, siehe arithmetische
Operatoren
, Fehlerschranken (complex) 108
, Fehlerschranken (Lcomplex) 113
—,in 76, 81, 88, 93, 128, 138, 179,
199, 200, 201, 208, 209, 210
— m_10hoch 21, 32
—, minus 42
—, minus_c 117
—, minusi 87
-, mit Ergebnistyp cdotprecision
117
—, mit Ergebnistyp cidotprecision
146, 147
—, mit Ergebnistyp cidotprecision:
Beispiele 148
—, mit Ergebnistyp cidotprecision:
Einschrankung bei Adition,
Subtraktion 146
— , mit Ergebnistyp cimatrix 198,
200, 201
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—, mit Ergebnistyp cinterval 128

— , mit Ergebnistyp civector 198,
200, 201

—, mit Ergebnistyp cmatrix 186,
187

—, mit Ergebnistyp complex 107

—, mit Ergebnistyp cvector 186, 187

— , mit Ergebnistyp dotprecision 42,
169

—, mit Ergebnistyp idotprecision
87, 179

—, mit Ergebnistyp imatrix 172, 173

—, mit Ergebnistyp interval 76

— , mit Ergebnistyp ivector 172, 173

—, mit Ergebnistyp Lcimatrix 207,
209, 210

—, mit Ergebnistyp Lcinterval 136,
137, 138

—, mit Ergebnistyp Lcivector 207,
209, 210

—, mit Ergebnistyp Lematrix 191,
192

—, mit Ergebnistyp Lcomplex 112

—, mit Ergebnistyp Lcvector 191,
192

—, mit Ergebnistyp Limatrix 178,
179

—, mit Ergebnistyp Linterval 81

—, mit Ergebnistyp Livector 178,
179

—, mit Ergebnistyp Longreal 26

—, mit Ergebnistyp IrG 67, 68, 69

—, mit Ergebnistyp Lrmatrix 165,
166

— , mit Ergebnistyp Lrvector 165,
166

—, mit Ergebnistyp real 17

—, mit Ergebnistyp rmatrix 161,
162

—, mit Ergebnistyp rrG = 47, 48, 49,
50, 51

— , mit Ergebnistyp rrGcinterval 154

—, mit Ergebnistyp rrGcomplex 123

—, mit Ergebnistyp rrGinterval 93

— , mit Ergebnistyp rvector 161, 162

-, plus 42
-, plusc 117
—, plusdi 87

, Tabellen 42, 43, 76, 81, 87, 88,
109, 112, 117, 123, 128, 137, 138,
147, 154, 162, 166, 173, 179, 187,
192, 20

—, times 42, 165, 166, 169

-, timesc 117

—, times_ci 147

—, times.i 87,179

245

—, Vergleichs-, siehe
Vergleichsoperatoren

Paddnaccu (Prozedur) 39, 90, 119, 150
pi-div4 (Longreal-Konstante) 33
pidivd_rrG (rrG-Konstante) 64, 65
pi_down (Longreal-Konstante) 33
pi-half (Longreal-Konstante) 33
pi-half_rrG (rrG-Konstante) 64, 65
pi-halfl (Longreal-Konstante) 33
pirrG (rrG-Konstante) 64, 65
pi_up (Longreal-Konstante) 33
pi_1, pi-2, pi_3, pi_4 (real-Konstanten) 15
pi-5, pi_rest (real-Konstanten) 15
pi2 (Longreal-Konstante) 33
pi2_rrG (rrG-Konstante) 64, 65
plus (Operator) 42
plus_c (Operator) 117
plus_i (Operator) 87
power (Funktion)

—, cinterval 130, 134

—, Lcinterval 141, 142

—, rrGeinterval 155
power_rrG (Funktion)

—, Lcinterval-rrGceinterval 156
power_rrG(x,n,rndmode) (Funktion)

—, Longreal-rrG 60
power_rrG(x,y) (Funktion)

— , Linterval-rrGinterval 95

—, Longreal-rrG 60
power(x,n,rndmode) (Funktion)

—, Longreal 27

—,real 16

—-,rrG 58
power(x,y) (Funktion)

— , interval 78

—, Linterval 83

—, Longreal 27

—,real 16

—-,rrG 59

—, rrGinterval 94
pred (Funktion)

—, Longreal 30

—,real 19
prod_sum (Funktion) 55
product (Funktion)

—, Longreal 24

—,real 13
produkt (Prozedur) 226, 227
psubnaccu (Prozedur) 39, 90, 119, 120,

150, 151

Quotient (Funktion) 226, 228
—, Longreal 25
—,real 14

I'_eulrrG (rrG-Konstante) 64, 65
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rn_10 (Longreal-Konstante) 33
rIn_10rrG (rrG-Konstante) 64, 65
rn_2 (Longreal-Konstante) 33

r_pi (Longreal-Konstante) 33

r_pi_r (real-Konstante) 15

r_pirrG (rrG-Konstante) 64, 65
rsqrtpi (Longreal-Konstante) 33
r_sqrtpirrG (rrG-Konstante) 64, 65
r_sqrtpi2 (Longreal-Konstante) 33
rsqrtpi2_rrG (rrG-Konstante) 64, 65
r_sqrt2 (Longreal-Konstante) 33
rsqrt2_rrG (rrG-Konstante) 64, 65
r_sqrt2pi (Longreal-Konstante) 33

rsqrt2pi_rrG (rrG-Konstante) 64, 65
r_2pi (Longreal-Konstante) 33
r2pirrG (rrG-Konstante) 64, 65

re (Funktion) 109, 114, 118, 123, 129,
140, 145, 153, 188, 193, 202, 203,
211, 212

read (Prozedur) 37, 56, 71, 79, 85, 96,
111, 116, 126, 135, 143, 158, 164,
168, 177, 183, 190, 196, 206, 215,
222

real-Konstanten 15, 221

-, Klassifizierung 223

real-Konstanten (Speicherformat) 221

real-Konstanten (x_real) 221

real (Typ) 11

realdown_test (Funktion) 40

realnext (Funktion) 53

realnext_test (Funktion) 40

realup_test (Funktion) 40

rezip (Prozedur) 50

rmatrix (Typ) 161

round (Funktion)

—, integer 18
-, Longreal 28
—,real 18

rrG-Konstanten
rrG (Typ) 46
rrGeinterval (Typ) 153
rrGceintval (Funktion) 153
rrGeompl (Funktion) 123
rrGeomplex (Typ) 123
rrGi_ari (Modul) 93, 226
rrGinterval (Typ) 93
rrGintval (Funktion) 93
rrgintval_f (Funktion) 98
rrGintval_f_rrG (Funktion) 97
rrgintval_frrG (Funktion) 98
rval (Funktion) 19, 20
rvector (Typ) 161

64, 65

Scale (Funktion)
-, IrfG 70
-,rrG  h4
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short (Funktion) 2

9, 82, 89, 114, 140,

145, 180, 181, 193, 194, 212

—, Lrmatrix

167

—, Lrvector 167

short_test (Funktion)

—, Lrmatrix

29, 114, 194
168

—, Lrvector 168

shortdown (Funktion)

—, Lrmatrix

29, 114, 193, 194
167

—, Lrvector 167

shortdown_test (Funktion)

—, Lrmatrix

29, 114, 194
168

—, Lrvector 168

shortup (Funktion)
—, Lrmatrix

29, 114, 193, 194
167

—, Lrvector 167

shortup_test (Funktion) 29, 114, 194
—, Lrmatrix 168
—, Lrvector 168
sign (Funktion)
—, dotprecision 40
—, interval 78
—, Linterval 83
—, Longreal 29
—,real 18
—, rrGinterval 94
sin (Funktion)
—, cinterval 130
—, complex 110
—, interval 78
—, Lecinterval 142
—, Lcomplex 115
—, Linterval 83
-, Longreal 27
-, real 16
-,rrG 59
—, rrGeinterval 155
—, rrGecomplex 124
—, rrGinterval 94

sin_rrG (Funktion)
-, Lcinterval-r

rGceinterval 156

—, Lcomplex-rrGcomplex 125

—, Linterval-rr

Ginterval 95

-, Longreal-rrG 61

sinh (Funktion)

—, cinterval 130
—, complex 110
—, interval 78

, Lcinterval
—, Lcomplex
—, Linterval

142
115
83

—, Longreal 27

—,real 16
-,rrG 59
—, rrGceinterval
—, rrGcomplex
—, rrGinterval

155
124
94
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sinh_rrG (Funktion)
— , Leinterval-rrGceinterval 156

sqrt_pi_-d2 (Longreal-Konstante) 33
sqrt_pi_-d2_rrG (rrG-Konstante) 64, 65

— , Lcomplex-rrGcomplex 125

— , Linterval-rrGinterval 95

—, Longreal-rrG 61 — , Leinterval-rrGeinterval 156
sinpi (Funktion) —, Lcomplex-rrGecomplex 125

— , interval 78 — , Linterval-rrGinterval 95

—, Linterval 83 —, Longreal-rrG 60

—, Longreal 27 sqrt_u (Funktion)

—,real 16 —, complex 110

-,rrG 59 —, Lcomplex 115

—, rrGinterval 94 —, rrGecomplex 124
sinpi_rrG (Funktion) sqrt_u_rrG (Funktion)

—, Linterval-rrGinterval 95 —, Lcomplex-rrGcomplex 125

—, Longreal-rrG 61 sqrteul_rrG (rrG-Konstante) 64, 65
Speicherformat sqrtx2m1 (Funktion)

—, Longreal 222 — , interval 78

—,real 221 —, Linterval 83
sqr (Funktion) —, Longreal 27

—, cinterval 130 -,IrG 73

—, complex 110 —,real 16

—, interval 78 -,rrG 58

—, Lcinterval 141 —, rrGinterval 94

—, Lcomplex 115 sqrtx2m1.1rG (Funktion)

—, Linterval 83 —, Longreal-IrG 73

—, Longreal 27 sqrtx2m1.rrG (Funktion)

—,real 16 — , Linterval-rrGinterval 95

—,rrG 58 —, Longreal-rrG 60

—, rrGeinterval 155 sqrtx2y2 (Funktion)

—, rrGcomplex 124 — , interval 78

—, rrGinterval 94 —, Linterval 83
sqrrrG (Funktion) —, Longreal 27

— , Leinterval-rrGceinterval 156 —,real 16

— , Lcomplex-rrGcomplex 125 —,rrG 58

— , Linterval-rrGinterval 95 —, rrGinterval 94

—, Longreal-rrG 60 sqrtx2y2_rrG (Funktion)
sqrt (Funktion) —, Linterval-rrGinterval 95

—, cinterval 130, 131 —, Longreal-rrG 60

—, complex 110 sqrt1mx2 (Funktion)

—, interval 78 —, interval 78

—, Lcinterval 141, 142 —, Linterval 83

—, Lcomplex 115 —, Longreal 27

—, Linterval 83 -,IrG 73

—, Longreal 27 —,real 16

-,IrG 73 -, rrG 58

—,real 16 —, rrGinterval 94

-,rrG 58 sqrt1mx2_IrG (Funktion)

—, rrGeinterval 155 —, Longreal-IrG 73

—, rrGecomplex 124 sqrtlmx2_rrG (Funktion)

—, rrGinterval 94 —, Linterval-rrGinterval 95

sqrt_negim (Funktion)
—, complex 110
—, Lcomplex 115
— , rrGcomplex 124
sqrt_negim_rrG (Funktion)

— , Lcomplex-rrGcomplex 125

sqrt_pi (Longreal-Konstante) 33

sqrt_pi_rrG (rrG-Konstante) 64, 65

sqrt_rrG (Funktion)

—, Longreal-rrG 60
sqrtlpm1 (Funktion)

— , interval 78

—, Linterval 83

—, Longreal 27
,real 16
—,rrG 58
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—, rrGinterval 94
sqrtlpm1_rrG (Funktion)

—, Linterval-rrGinterval 95

—, Longreal-rrG 60
sqrt1px2 (Funktion)

—, interval 78

—, Linterval 83

—, Longreal 27

-,IrG 73
—,real 16
-, rrG 58

—, rrGinterval 94
sqrt1px2_IrG (Funktion)

-, Longreal-IrG 73
sqrt1px2_rrG (Funktion)

-, Linterval-rrGinterval 95

-, Longreal-rrG 60
sqrt10 (Longreal-Konstante) 33
sqrt2 (Longreal-Konstante) 33
sqrt2.rrG (rrG-Konstante) 64, 65
sqrt3 (Longreal-Konstante) 33
sqrt5 (Longreal-Konstante) 33
Standardfunktionen

—, cinterval 130, 131

—, civector, cimatrix 205

-, cvector, cmatrix 189, 190

—, interval 77,78, 79

-, ivector, imatrix 175, 176

—, Lcinterval 141, 142

—, Lcinterval-rrGceinterval 156

—, Lcivector, Leimatrix 214

—, Lcomplex-rrGcomplex 125

—, Levector, Lematrix 195, 196

-, Linterval 83

-, Linterval-rrGinterval 95

—, Livector, Limatrix 182

—, Longreal 26

—, Longreal-IrG 73

—, Longreal-rrG 60, 61

-,IrG 73

—, Lrvector, Lrmatrix 167, 168
—,real 15

-,rrG 58, 59

—, rrGeinterval 155

—, rrGecomplex 124

—, rrGinterval 94

—, rvector, rmatrix 163

— , verschachtelte, Beispiel 62
stdmod (Modul) 217, 218, 219
subaccu (Prozedur) 38
subnaccu (Prozedur) 39, 90, 119, 149, 150
succ (Funktion)

—, Longreal 30

-, real 19
sup (Funktion) 77, 82, 129, 140, 145, 174,

180, 181, 202, 203, 211, 212

Systemmodul 217
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Systemmodule 218

tan (Funktion)
-, complex 110
—, interval 78
—, Lcomplex 115
, Linterval 83
-, Longreal 27
-, real 16
-,rrG 59
—, rrGecomplex 124
—, rrGinterval 94
tan_rrG (Funktion)
—, Lcomplex—rrGcomplex 125
—, Linterval-rrGinterval 95
-, Longreal-rrG 61
tanh (Funktion)
-, complex 110
—, interval 78
—, Lcomplex 115
—, Linterval 83
—, Longreal 27
-, real 16
-,rrG 59
—, rrGecomplex 124
—, rrGinterval 94
tanh_rrG (Funktion)
—, Lcomplex-rrGcomplex 125
—, Linterval-rrGinterval 95
-, Longreal-rrG 61
tanpi (Funktion)
—, interval 78
—, Linterval 83
—, Longreal 27
-, real 16
-,rrG 59
—, rrGinterval 94
tanpi_rrG (Funktion)
—, Linterval-rrGinterval 95
-, Longreal-rrG 61
Teilintervallsuche 35
test_26 (real-Konstante) 15
test_34 (real-Konstante) 15
timer (Modul) 219
times (Operator) 42, 165, 166, 169
times_c (Operator) 117
times_ci (Operator) 147
times_i (Operator) 87, 179
Toolbox-Bdnde 217
trans (Prozedur) 69
trans_rrG (Funktion) 53
Transferfunktionen
—, cdotprecision—real, Longreal,
dotprecision 118
-, cidotprecision—-complex, Lcomplex
144, 145
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)

transform (Funktion)

cidotprecision—dotprecision,
idotprecision 144, 145
cidotprecision-real, Longreal,
interval, Linterval 144, 145
cimatrix—imatrix, rmatrix, cmatrix
203
cinterval-real, interval, complex
129
civector—ivector, rvector, cvector
202
cmatrix-rmatrix = 188
complex—Lcomplex 114
complex-real 109
cvector-rvector 188
dotprecision—cdotprecision 118
dotprecision—Longreal 39
dotprecision-real 40
idotprecision—real, Longreal,
interval, Linterval, dotprecision
89
imatrix-rmatrix 174
ivector-rvector 174
Lcimatrix—Limatrix, Lrmatrix,
Lematrix 212
Lcinterval-real, Longreal, interval,
Linterval, complex, Lcomplex
139, 140
Lcivector—Livector, Lrvector,
Levector 211
Lematrix—Lrmatrix 193, 194
Lcomplex—cdotprecision 120
Lcomplex—integer, real, Longreal,
complex 114
Lcvector—-Lrvector 193, 194
Limatrix-Lrmatrix, imatrix 181
Linterval-real,Longreal,interval
82
Livector-Lrvector, ivector 180
Longreal-integer 28, 29
Longreal-real 29
Longreal-rrG =~ 53
IrG-rrG 69
real-complex 109
real-interval 77
real-Longreal 28
rrG-Longreal 53
rrG-IrG 69
rrG-real 53
rrG-rrGecomplex 123
rrGeinterval-rrGinterval 153
rrGecomplex—rrG 123
rrGinterval-real, Longreal, rrG
93
55, 70

transp (Funktion)

T

T

cimatrix 205
cmatrix 190
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— , imatrix 176
—, Leimatrix 214

, Lecmatrix 196
, Limatrix 182
, rmatrix 163

trunc (Funktion)

, Longreal 29
,real 18

Use-Klausel 217

Verbandsoperatoren

Vergleiche mit Prozeduren

81, 88, 93, 129,
137, 138, 173, 174, 179, 199, 200,
201, 208, 209, 210

51, 69

Vergleichsoperatoren

, cimatrix—rmatrix, cmatrix,
imatrix, cimatrix 199, 200, 201

, cinterval—-interval, cinterval 128

civector—rvector, cvector, ivector,
civector 199, 200, 201

, cmatrix-rmatrix, cmatrix 187

, complex—real, integer, complex
108

cvector-rvector, cvector 187

, dotprecision—integer, real,
Longreal, dotprecision 45

idotprecision—interval-Linterval
88

imatrix-rmatrix, imatrix = 173

interval-integer, real, interval 76

, ivector-rvector, ivector 173

Lcimatrix—Lrmatrix, Lematrix,
Limatrix, Lcimatrix 208, 209,
210

Lcinterval-interval, Linterval,
cinterval, Lcinterval 136

Lcivector—Lrvector, Levector,
Livector, Lcivector 208, 209,
210

, Lematrix-Lrmatrix, Lematrix
192

Lcomplex—real, Longreal, complex,
Lcomplex 112, 114

, Levector—Lrvector, Levector 192

, Limatrix-Lrmatrix, Limatrix 179

, Linterval-real, Longreal, interval,
Linterval 81

Livector-Lrvector, Livector 179

, Lrmatrix-Lrmatrix 166

Lrvector-Lrvector 166

real-Longreal 26

real-real 17

, rmatrix-rmatrix 162

rrG-Longreal 53

rrG-real 52, 53

, rrG-rrG 52



250

—, rrGeinterval-rrGeinterval = 154
—, rrGecomplex-rrGecomplex 123
, rrGinterval-rrGinterval 93
— , rvector-rvector 162
vnull (Funktion)
-, rvector 163

‘Wertebereich
—, bei lokalem Maximum 98
—, bei lokalem Maximum, Minimum
102
, bei lokalem Minimum 100
—, bei lokalem Minimum, Maximum
103
—, bei mehr als zwei Extrema 105
— , monotoner Funktionen 92, 97
—, reellw. Funktion mit komplexen
Punktargumenten 157
Wertzuweisungen
—, siehe Zuweisungsoperatoren
write (Prozedur) 37, 56, 71, 79, 85, 96,
111, 116, 126, 135, 143, 158, 164,
168, 177, 183, 190, 196, 206, 215,
222

X_ccode (Typ) 223,224
x_class (Funktion) 223
x_comp (Funktion) 223
x-expo (Funktion) 223
x-intg (Modul) 225
x_lvalue (Funktion) 223, 224, 225
x-mant (Funktion) 223
x_real (Modul) 220
xstrg (Modul) 225
x_value (Funktion) 223, 224
xplpowy (Funktion)
—, cinterval 130, 134
—, Lcinterval 141, 142
—, rrGeinterval 155
xplpowy_rrG (Funktion)
—, Lcinterval-rrGceinterval 156
x2_y2 (Funktion)
—, interval 78
—, Linterval 83
—, Longreal 27
-, real 16
-, rrG 58
—, rrGinterval 94
x2_y2_rrG (Funktion)
— , Linterval-rrGinterval 95
-, Longreal-rrG 60

Zerl (Funktion) 32
Zuweisungsoperatoren
—, cdotprecision := real, Longreal,
complex, Lcomplex, dotprecision
118

STICHWORTVERZEICHNIS

cidotprecision := complex,
Lcomplex, cdotprecision 146

cidotprecision := interval,
Linterval, idotprecision,
cinterval, Lcinterval 146

cidotprecision := real, Longreal,
dotprecision 146

, cimatrix := real, complex, interval,
cinterval 204

cimatrix := rmatrix, cmatrix,
imatrix = 204

cinterval := real, interval, complex
130

civector := real, complex, interval,
cinterval 204

civector := rvector, cvector, ivector
204

cmatrix-real, complex, rmatrix
189

, complex := real 109

, cvector-real, complex, rvector
189

dotprec. := real,Longreal,dotprec.
45

imatrix := real, interval, rmatrix
175

interval := real 77

ivector := real, interval, rvector
175

, Leimatrix := cimatrix, Lrmatrix,

Lcmatrix, Limatrix 213

—, Leimatrix := Longreal, Lcomplex,

Linterval, Lcinterval 213

—, Lcinterval := real, Longreal,

cinterval, Lcinterval, complex,
Lcomplex 141

—, Lcinterval := rrGcinterval 154

, Lcivector := civector, Lrvector,
Lcvector, ivector 213

, Lcivector := Longreal, Lcomplex,
Linterval, Lcinterval 213

, Lematrix := Longreal, Lcomplex,
Lrmatrix, cmatrix 195

, Lcomplex := real, Longreal,
complex 114

—, Lcomplex := rrGcomplex 126

, Levector := cvector 195

—, Levector := Longreal, Lcomplex,

Lrvector 194
, Limatrix := Longreal, Linterval,
Lrmatrix, imatrix 181

—, Linterval := real,Longreal,interval

85

—, Linterval := rrGinterval 96
—, Livector := Longreal, Linterval,

Lrvector, ivector 181
, Longreal := real 34
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-, IrG :=rrG 69

—, Lrmatrix := Longreal, rmatrix
166

—, Lrvector := Longreal, rvector
166

—, real := Longreal 34

—, rmatrix := real 162

—, rrG := Longreal 53

-, rrG :=1rG 69

—,rrG :=real 53

— , rrGcinterval := interval, Linterval,
rrGinterval, cinterval, Lcinterval
154

—, rrGcinterval := real, Longreal,
complex, Lcomplex 154

—, rrGecomplex := Lcomplex 126

—, rrGinterval := real, Longreal, rrG,
Linterval 96

—, rvector :=real 162



