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Jeder Rechner liefert wegen unvermeidbarer Rundungsfehler z.B. f�ur die Additionzweier Gleitkommazahlen eine i.a. fehlerbehaftete Summe, so da� man durch naiveGleitkommarechnungen Maschinenergebnisse erh�alt, �uber deren Fehler gesicherteAussagen bei umfangreichen Algorithmen mit m�oglicherweise Hunderttausendenvon Gleitkommaoperationen nicht m�oglich sind.Zur Behebung dieser aus mathematischer Sicht sehr unbefriedigenden Situationstellt die PASCAL-XSC Umgebung Werkzeuge zur Verf�ugung, mit denen f�urviele mathematische Standardprobleme eine sehr genaue und vor allem garantierteEinschlie�ung der jeweils exakten L�osung berechnet werden kann. Dazu m�ussenlediglich entsprechende Routinen, etwa zur L�osung linearer Gleichungssysteme, ausHilfsmodulen aufgerufen werden, wobei ein Hintergrundwissen bzgl. der benutzten,selbstveri�zierenden Algorithmen nicht erforderlich ist!In diesem Handbuch �ndet der Anwender zur Entwicklung eigener, selbstve-ri�zierender Algorithmen eine ausf�uhrliche Beschreibung der verf�ugbaren Zahlen-formate mit 13 bzw. 21 Dezimalzi�ern und 47 hochgenaue Standardfunktionenf�ur Punkt- und Intervallargumente. Mit einer Vielzahl von Funktionen, Prozedurenund Operatoren f�ur reelle und komplexe Operanden l�a�t sich die PASCAL-XSCUmgebung mit dem Modulkonzept beliebig erweitern.Die vorliegende BCD{Version erm�oglicht das rundungsfehlerfreie Abspei-chern dezimaler Eingabedaten, so da� die bei der IEEE{Version oft so l�astigenKonversionsfehler entfallen!



c 1997 Frithjof BlomquistAdlerweg 666346 P�uttlingen 3Text, Abbildungen, Tabellen und Programme wurden mit gr�o�ter Sorgfalt erar-beitet. Der Autor kann jedoch f�ur eventuell verbleibende fehlerhafte Angaben undderen Folgen weder eine juristische Verantwortung noch irgendeine Haftung �uber-nehmen.Das vorliegende Handbuch ist urheberrechtlich gesch�utzt. Alle Rechte vorbehalten.Kein Teil dieses Buches darf ohne schriftliche Genehmigung des Autors in irgend-einer Form durch Fotokopie, Mikro�lm oder andere Verfahren reproduziert oder ineine f�ur Maschinen, insbesondere Datenverarbeitungsanlagen, verwendbare Spra-che �ubertragen werden. Auch die Rechte der Wiedergabe durch Vortrag, Funk undFernsehen oder andere Medien sind vorbehalten.Die in diesem Buch erw�ahnten Software- und Hardwarebezeichnungen sind in denmeisten F�allen eingetragene Warenzeichen und unterliegen damit den gesetzlichenBestimmungen.



VorwortZweifellos hat die Computer{Technik in den letzten Jahrzehnten gewaltige Fort-schritte gemacht; so kann man ohne �Ubertreibung sagen, da� sich die Prozessor-leistungen geradezu explosionsartig entwickelt haben. Betrachtet man insbesonderenoch die zuk�unftigen M�oglichkeiten der Parallelverarbeitung mit mehreren Prozes-soren, so ist ein Ende dieser Leistungssteigerungen heute keinesfalls absehbar.Nun k�onnte man vermuten, da� der Computer, �ahnlich etwa wie in der Multi-Media-Technik, auch f�ur den Bereich der Mathematik die gleichen gewaltigen Fort-schritte gebracht h�atte. Aus der Sicht der Mathematiker ist jedoch die Prozessorent-wicklung, von der Geschwindigkeitssteigerung einmal abgesehen, in ihrem Anfangs-stadium steckengeblieben. So werden bis heute lediglich die vier Grundoperationenin maximaler Genauigkeit und eine recht kleine Anzahl von Standardfunktionenbereitgestellt, deren Fehlerschranken, aus welchen Gr�unden auch immer, nicht zuerfahren sind. Mit diesen minimalen Prozessorm�oglichkeiten wurden bisher nume-rische Algorithmen entwickelt, die wegen unvermeidbarer Rundungsfehler bei denGrundoperationen f�ur die mathematisch exakten Ergebnisse lediglich N�aherungengeliefert haben. F�ur den Mathematiker sind solche N�aherungen jedoch v�ollig un-brauchbar, wenn deren G�ute nicht bekannt ist. Man ben�otigt daher entweder dieBerechnung einer garantierten Fehlerschranke, oder man mu� das anstehende nume-rische Problem mit einem selbstveri�zierenden Algorithmus l�osen, der automatischeine m�oglichst enge Intervalleinschlie�ung der exakten L�osung liefert. Beide Aufga-ben lassen sich mit den XSC{Sprachen wie PASCAL-XSC , FORTRAN-XSCoder C-XSC realisieren, die am Institut f�ur Angewandte Mathematik der Univer-sit�at Karlsruhe unter der Leitung von Professor U. Kulisch entwickelt wurden.Mit diesen Werkzeugen ist man heute in der Lage, nur aus numerischen Gleit-kommaergebnissen wirkliche mathematische Schl�usse zu ziehen. Hat man z.B. f�urx 2 [a; b] eine Einschlie�ung Y = [y1; y2] des Wertebereichs der ersten Ableitungf 0 einer Funktion f : [a; b] �! R berechnet, und gilt f�ur das Gleitkommaergebnisy1 die Beziehung y1 > 0 , so ist mit dem Computer der Beweis gef�uhrt worden,da� die Funktion f in [a; b] streng monoton w�achst. Beachten Sie bitte, da� sichdiese Arbeitsweise von den sonst �ublichen numerischen Methoden ganz wesentlichunterscheidet. Bisher hat man n�amlich meist darauf vertraut, da� das Ergebnis ei-ner Computerrechnung wenigstens auf den ersten Zi�ern korrekt sein wird, wennman instabile Teile des Algorithmus z.B. in doppelter Genauigkeit auswertet.



iiMit diesen Methoden lassen sich nat�urlich keine mathematischen Beweise f�uhren,zumal man auch bei doppeltgenauen Rechnungen immer wieder Problemstellungen�ndet, die nicht einmal ann�ahernd korrekt gel�ost werden k�onnen.Die schon genannten XSC-Sprachen liefern zwar alle wesentlichen Hilfsmittel,die f�ur eine mathematisch zuverl�assige Numerik erforderlich sind, diese Hilfsmit-tel m�ussen jedoch alle softwarem�a�ig simuliert werden, da sie bis heute nicht di-rekt durch einen Prozessor realisiert worden sind. Durch die notwendigen Software{Simulationen besitzen die XSC-Systeme nat�urlich im Vergleich zur herk�ommlichenNumeriksoftware einen gro�en Laufzeitnachteil. Aus Sicht des Mathematikers w�arees daher w�unschenswert, zun�achst wenigstens die vier Grundoperationen der Inter-vallrechnung direkt durch den Prozessor bereitzustellen, da die Intervallarithmetikinsbesondere bei den selbstveri�zierenden Algorithmen ein unentbehrliches Hilfs-mittel ist.In dem folgenden Beispiel wird aus mathematischer Sicht eine weitere ganz we-sentliche Schw�ache der heutigen Prozessorgeneration demonstriert. Mit einem Ta-schenrechner soll dazu in zehnstelliger Dezimalarithmetik die Di�erenz a � b � cberechnet werden. Mit den Werten a = b = 1234567891 und c = 1:524157877 �1018erh�alt man an Stelle des exakten Wertes a � b � c = 4:88187881 � 108 das v�olligfalsche Taschenrechnerergebnis 0, d.h. schon nach zwei Grundoperationen erh�altman noch nicht einmal die erste Zi�er des korrekten Ergebnisses. Der Grund liegtdarin, da� das exakte Produkt a � b = 1524157877488187881 vor der Subtrak-tion von c bei diesem Beispiel genau auf den Wert von c abgerundet wird, d.h.der Mantissenanteil, der das exakte Ergebnis repr�asentiert, geht durch den Run-dungsfehler verloren. Ganz entsprechende Beispiele lassen sich auch f�ur PC's oderWorkstations angeben, wobei jedoch die Zahlenangaben in dem f�ur uns unlesbarenBin�arsystem erfolgen m�u�ten. F�ur den Mathematiker ist diese Situation nat�urlicheine einzige Katastrophe, da die im obigen Beispiel angesprochene Skalarproduktbe-rechnung z.B. beim L�osen von linearen Gleichungssystemen ein zentraler Punkt ist,und auch Rechnungen im doppeltlangen Zahlenformat die kontrollierte Auswertungeines Skalarproduktes bei h�oheren Dimensionen nicht gew�ahrleisten. Dies wird erstdurch die XSC-Sprachen erm�oglicht, die softwarem�a�ig einen Festkommaspeicher(Akkumulator) bereitstellen, in den man alle m�oglichen Teilprodukte in beliebigerAnzahl rundungsfehlerfrei addieren kann. Da die Simulation dieses Akkumula-tors in Software recht zeitaufwendig ist, wurde unter Federf�uhrung des Institutsf�ur Angewandte Mathematik der Universit�at Karlsruhe ein Coprozessor entwickelt,mit dem Skalarprodukte beliebiger Dimension in Hardware exakt berechnet werdenk�onnen. Dabei zeigte sich, da� die Laufzeit sogar k�urzer ist als bei der Auswer-tung mit Hilfe der Grundoperationen �;+ , die zudem noch keine kontrolliertenErgebnisse liefern. Es w�are daher schon ein gro�er Fortschritt, wenn man auf ei-nem Mathematik{Prozessor neben einer Intervallarithmetik auch ein oder zwei (f�urParallelverarbeitung) Festkommaspeicher realisieren w�urde!Aber selbst ein solcher Prozessor h�atte f�ur die Anforderungen der Mathematikerimmer noch einen schwerwiegenden Nachteil, da die Arithmetiken aller heutigenProzessoren in PC's und Workstations auf dem bin�aren Zahlensystem basieren,w�ahrend alle Mathematiker ihre Probleme im dezimalen Zahlensystem formulieren,



iiiganz einfach, weil man die Gr�o�e einer Zahl im Zehnersystem am einfachsten erfas-sen kann. Soll nun z.B. mit a = 9:000000000000001 und b = 9 die Di�erenz a� bberechnet werden, so m�ussen a; b nach der Tastatureingabe jeweils zur n�achstenBin�arzahl gerundet werden, was mit der Dezimalzahl a nicht fehlerfrei m�oglich ist.Die anschlie�ende exakte Subtraktion liefert dann das v�ollig unbrauchbare Ergebnis1:776:: � 10�15 , das nur durch den Konversionsfehler bei der Rundung von a insBin�arsystem begr�undet ist. Im Gegensatz dazu liefert nun jeder Taschenrechner miteiner dezimalen Arithmetik bei 16stelliger Mantisse die exakte Di�erenz 1 �10�15 ,und vermutlich k�onnte man nicht einen einzigen Taschenrechner verkaufen, der f�urobige Di�erenz den falschen Wert 1:776:: � 10�15 berechnet. Auf den Seiten 4 ...�ndet man weitere Beispiele, die den oft so l�astigen Einu� der Konversionsfehlereindrucksvoll demonstrieren. Der Leser sollte diese Beispiele sehr sorgf�altig studie-ren, da die Erfahrung zeigt, da� selbst versierte Anwender numerischer Software dieFolgen dieser Konversionsfehler nicht immer richtig einsch�atzen!Es war somit ein naheliegender Schritt, eine PASCAL-XSC BCD-(BinaryCoded Decimal)-Version zu entwickeln, die alle Sprachelemente der Bin�arversionumfa�t. Dem Anwender stehen zwei Datenformate (real, Longreal) mit 13 bzw.21 Dezimalzi�ern zur Verf�ugung, wobei das vollst�andige Akkumulatorkonzept wiebei der Bin�arversion auch f�ur das real{Format existiert. Im Longreal{Format sindalle Additionen in den Akkumulator m�oglich, w�ahrend die Multiplikation bzgl.des Exponentenbereichs auf das real{Format eingeschr�ankt ist. Mit einer Vielzahlvon Hilfsroutinen l�a�t sich das Akkumulatorkonzept vollst�andig auf das Longreal{Format �ubertragen. Damit wird z.B. auch die komplexe Intervallrechnung mit 21Dezimalstellen erm�oglicht. F�ur beide Datenformate existieren jeweils 47 hochgenaueStandardfunktionen mit Angabe der jeweiligen relativen Fehlerschranke. Dem An-wender steht ein weiteres Datenformat (rrG) mit 26 Dezimalstellen zur Verf�ugung,dessen Exponentenbereich nur durch die integer{Zahlen begrenzt ist. In diesemFormat k�onnen daher Zwischenrechnungen praktisch ohne �Uber- oder Unterlaufdurchgef�uhrt werden, und zu den 47 schon existierenden Standardfunktionen las-sen sich weitere Funktionen f�ur reelle oder komplexe Punkt- bzw. Intervallargu-mente entwickeln. Durch Rundung der Funktionswerte ins Longreal{Format erh�altman dann zus�atzliche hochgenaue Anwenderfunktionen, d.h. das BCD{Systeml�a�t sich beliebig erweitern. Zusammen mit den vielen mitgelieferten Hilfsroutinendieser Version besitzt der Anwender ein sehr m�achtiges Werkzeug, mit dem sich ausgarantierten numerischen Ergebnissen wirklich mathematische Aussagen gewinnenlassen. Wenn sp�ater einmal ein Prozessor mit einer dezimalen Intervallarithmetikund einigen Festkommaspeichern zur Verf�ugung steht, dann wird man die jetzt beiaufwendigen Anwendungen unbefriedigenden Laufzeiten noch wesentlich verbessernk�onnen.Abschlie�end sei noch erw�ahnt, da� auch mir bekannt ist, da� eine Programmier-sprache niemals abgeschlossen und vollkommen und stets noch verbesserungsf�ahigist. Wohlwollende kritische Bemerkungen und Verbesserungsvorschl�age werden da-her gerne entgegengenommen.Karlsruhe, im Juli 1997 Dr. Frithjof Blomquist



ivZur Entstehung dieses BuchesIn einer ersten Version wurden die Standardfunktionen im 21-stelligen Longreal-Format mit einer relativen Fehlerschranke von ca. 10�18 entwickelt. F�ur Punktar-gumente ergaben sich daher im Vergleich zu den exakten Funktionswerten Abwei-chungen bei den letzten zwei oder drei Mantissenzi�ern, und entsprechend waren dieFunktionswerteinschlie�ungen aufgebl�aht. Es schien mir dann jedoch ratsam zu sein,dem Anwender eines Mathematik-Paketes, das veri�zierendes Rechnen erm�oglicht,Standardfunktionen anzubieten, deren Maschinenergebnisse sich vom optimal ge-rundeten Funktionswert auf der letzten Mantissenstelle h�ochstens um eine Einheitunterscheidet. Zur Implementierung solcher hochgenauen Standardfunktionen imLongreal-Bereich wurden dann in einer zweiten Version die entsprechenden Algorith-men in einem doppeltlangen real-Format mit 26 BCD-Stellen realisiert. Insbeson-dere f�ur die Intervallfunktionen waren zus�atzliche Hilfsfunktionen und Programmenotwendig, so da� die entsprechende Sammlung von Notizen und Anmerkungen im-mer un�ubersichtlicher wurde. Auch die Vielzahl der notwendigen Operatoren f�ur dieverschiedenen Datentypen real,Longreal, interval,Linterval, .... veranla�te michschlie�lich, die vorliegende Blattsammlung mit dem Textsystem LATEX in Buch-form zu bringen. Dabei war es nicht mein Ziel, eine neue Sprachbeschreibung f�urPASCAL{XSC zu entwickeln, da dies bereits durch die Autoren R. Klatte, U. Ku-lisch, M. Neaga, D. Ratz und Ch. Ullrich mit dem Buch: PASCAL{XSC, Sprachbe-schreibung mit Beispielen realisiert wurde. Im vorliegenden Buch werden vielmehrAbweichungen von der Bin�arversion und Besonderheiten der BCD{Version beschrie-ben und mit vielen Beispielen belegt. Dadurch erscheint die Gliederung nicht immerzwingend systematisch; ein umfangreiches Stichwortverzeichnis soll dem Leser des-halb eine zus�atzliche Orientierungsst�utze sein. Mit Hilfe dieses Buches, zusammenmit der oben genannten Sprachbeschreibung, sollte der Leser in der Lage sein, veri�-zierende Algorithmen selbst zu realisieren und damit den Rechner als ein wirklichesHilfsmittel des Mathematikers weiterzuentwickeln.Ich m�ochte an dieser Stelle meinen Dank an U. Kulisch, W. Kr�amer und H.Berlejung aussprechen, die mit vielen Anregungen und Hilfen am Zustandekommendieses Buches beteiligt waren.
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Kapitel 1PASCAL{XSC im InternetDa ein PASCAL{XSC-Compiler nach C �ubersetzt, kann ein PASCAL{XSC-Systempraktisch auf jedem Rechner installiert werden, der �uber einen C{Compiler verf�ugt.Frei im Internet abrufbar sind derzeit PASCAL{XSC Compiler f�ur DOS, OS/2und LINUX. Die Software und weitere Informationen �nden Sie auf der Homepageder Firma Numerik Software GmbHP.O. BOX 2232D{76492 Baden{BadenGermanyTel.: +49 7221 949217Fax: +49 7221 949218email: 100145.2667@compuserve.comwww: http://come.to/xsc{software



2 KAPITEL 1. PASCAL{XSC IM INTERNETAuszug aus der Homepage der FirmaNumerik Software GmbHThe PASCAL-XSC package contains:The compiler from PASCAL-XSC to C, modules for interval arith-metic, complex arithmetic, complex interval arithmetic and the cor-responding matrix/vector arithmetic modules and the PASCAL-XSC runtime library for the corresponding C compiler. Try to testPASCAL-XSC and download a DOS or OS/2 Public Domain versionof the PASCAL-XSC compiler system running under EMX GNU-Cemx0.9b or a Linux version running under GNU-C. You can also down-load a Toolbox for PASCAL-XSC or C-XSC including some numericalsample programs which are described in the book Numerical Toolboxfor Veri�ed Computing I resp. C++ Toolbox for Veri�ed Computing.The C-XSC software package contains:Object modules and header �les for interval arithmetic, complexarithmetic, complex interval arithmetic and the corresponding ma-trix/vector arithmetic modules, a staggered multiple precision arith-metic, application examples, the C-XSC runtime library for the corre-sponding C++ compiler and the sources from the Toolbox book (seeCXSCTOOL95). Try to test the C-XSC class library and download aDOS Public Domain version of the C-XSC compiler system runningunder Borland C++ 4.0.The corresponding language descriptions are not part of the software pack-age and must be ordered separately. Schools and universities can have adiscount of 40% for Unix based system packages. This rebate can be givenonly for educational use of the system. Bene�ciaries are students, teach-ers and professors at schools, universities and comparable institutions. Theprices are valid for one CPU of the corresponding target computer system.Licences can be granted for multiprocessor machines as well as for networksystems. Campus licences are available on request. The systems can beadapted to further target machines on request. The license includes freeupdates for the �rst license year. We only charge for shipment costs.Shipment for companies and public institutions inside Europe on account,outside Europe payment in advance, per C.O.D. or with credit cards.Forwarding Expense: inside Europe: 30,00 DM, outside Europe: 50,00 DM.Accepted credit cards: American Express, Master Card and Visa. For ECcountries the VAT ID-number is necessary to allow VAT free invoices.



Kapitel 2Vorteile eines BCD{Formats2.1 Bin�ar{Format  ! BCD{FormatDie Vorteile eines BCD{Zahlenformats lassen sich am einfachsten durch die Nach-teile z.B. eines internen Bin�arsystems beschreiben. Die folgende Abbildung 2.1 zeigtdazu das typische Schema der numerischen Datenverarbeitung mit einem bin�arenZahlenformat. Die ergebnisveri�zierenden Algorithmen beziehen sich dabei auf dieBin�arversion von PASCAL{XSC:dezimaleEingabedaten
fehlerbehafteteDatenkonversion
veri�zierendeAlgorithmenmit bin�aremDatenformat
fehlerbehafteteDatenkonversion

dezimaleAusgabedaten

-

-
?
?

Abbildung 2.1: Datenverarbeitung mit bin�arem ZahlenformatDa� die heutigen elektronischen Rechenanlagen intern ein duales Datenformat be-nutzen, hat rein historische Gr�unde, da jeder Rechner intern nur �uber zwei Grund-zust�ande verf�ugt, die z.B. mit 0 oder 1 bezeichnet werden. Es war daher sehr



4 KAPITEL 2. VORTEILE EINES BCD{FORMATSnaheliegend, interne Zahlenformate mit der Basis 2n zu benutzen (Bin�ar-, Oktal-,Hexadezimal{Systeme). Man brauchte lediglich Konversionsroutinen, um die Einga-bedaten aus dem uns gewohnten Zehnersystem z.B. ins Dual{System zu �ubertragen.Nach dem Programmablauf ist dann noch die Umwandlung der Ergebnisdaten in dasvon uns lesbare Zehnersystem notwendig. Zur Berechnung garantierter Ergebnisein-schlie�ungen mu� man dabei in PASCAL{XSC nat�urlich entsprechend aufrunden,wenn z.B. eine Oberschranke ausgegeben werden soll!Die Vorteile der internen Zahlensysteme mit der Basis 2n sind einmal die e�-ziente Speichernutzung und die kurzen Laufzeiten der Grundoperationen +;�; �; =.Man k�onnte also der Au�assung sein, da� damit alle Grundvoraussetzungen erf�ulltsind, einen Rechner in allen mathematischen Bereichen erfolgreich einzusetzen!Leider ist aber die exakte Umwandlung der Dezimalzahlen in ein duales Zahlen-format endlicher L�ange nur in Ausnahmef�allenm�oglich, d.h. schon die Umwand-lung von 0:1 ins Bin�arsystem erzeugt zwangsl�au�g einen Fehler, der zwar um sokleiner ist, je breiter die benutzte, interne Mantisse ist, der aber immer von Nullverschieden sein wird!Bei der Verarbeitung von Me�daten, die grunds�atzlich schon selbst mit Fehlernbehaftet sind, haben die zus�atzlichen Konversionsfehler keinen entscheidenden Ein-u� auf die Ergebnisse. Die folgenden f�unf mit der Bin�arversion von PASCAL{XSCdurchgerechneten Beispiele zeigen jedoch, da� Konversionsfehler bei der Umwand-lung von Dezimalzahlen ins Bin�ar{System schon bei einfachen mathematischenProblemstellungen eine ganz entscheidende negative Rolle spielen k�onnen.In den nachfolgenden Beispielen bedeutet ea die zur vorgegebenen Dezimalzahla n�achstgelegene Maschinenzahl. F�ur a = 0:1 gilt dann ea 6= a, und f�ur a = 8 sindea und a identisch. Eingekreiste Operatorsymbole bedeuten Maschinenoperationen,die i.a. mit Rundungsfehlern behaftet sind, w�ahrend nicht eingekreiste Operatorenstets exakte Ergebnisse erzeugen.1. Beispiela = 9:000000000000001; b = 9; exakter Wert: a� b = 10�15;Das interne Rechnerergebnis ea	eb der Bin�ar{Version lautet jedochins Zehnersystem zur�uckgerundet: 1:776356839400250 � 10�15: Dienotwendige Zahlenkonversion zusammen mit der nachfolgenden Sub-traktion erzeugt damit den sehr gro�en relativen Fehler von 0:776 : : : !Eine entsprechende intervallm�a�ige Auswertung liefert daher f�ur denexakten Wert 10�15 die grobe Einschlie�ung:10�15 2 [0; 1:776356839400251 � 10�15]:2. Beispielx0 = 9:424777960769380� 3 � �;exakter Wert: sin(x0) = �2:846120698501614913474 : : : � 10�16;Das interne Rechnerergebnis fsin(ex0) der Bin�ar{Version lautet insZehnersystem zur�uckgerundet: +3:673940397442059�10�16; d.h. der



2.1. BIN�AR{FORMAT  ! BCD{FORMAT 5Rechner liefert noch nicht einmal das richtige Vorzeichen des gesuchtenFunktionswertes ! Eine Intervallauswertung ergibt entsprechend die sehrgrobe Einschlie�ung:sin(x0) 2 [�1:408962799656045 � 10�15; +3:673940397442060 � 10�16]:Diese, durch Konversionsfehler bedingten �Ubersch�atzungen, �ndet manimmer dann, wenn eine Funktion in der unmittelbaren Umgebung einerNullstelle auszuwerten ist !3. Beispiela = b = 1:234567890123456; c = 1:234567890123457;d = 1:234567890123455; exakter Wert: a � b� c � d = 10�30;Das interne Skalarprodukt #�(ea �eb� ec � ed) lautet ins Zehnersystemzur�uckgerundet: 2:741291394155932 � 10�16 , d.h. im Vergleich zumexakten Wert 10�30 erhalten wir mit dem bin�aren Ergebnis eineAbweichung um 14 Gr�o�enordnungen, bedingt durch die anf�anglichenKonversionen: a! ea; b! eb ; : : : :Betrachtet man die gro�e Abweichung vom exakten Ergebnis, so erin-nert der obige Einsatz des langen Akkumulators deutlich an das Schie�enmit Kanonen auf Spatzen, denn in der Tat liefert die Auswertung vonea� eb	 ec � ed den Wert 2:22 : : : � 10�16 , der sich vom Akkuer-gebnis nur unwesentlich unterscheidet!Um eine Einschlie�ung von a � b � c � d zu erhalten, m�ussenzun�achst die vorgegebenen Dezimalzahlen a; b; c; d durch Bin�arin-tervalle ai; bi; ci; di kleinsten Durchmessers eingeschlossen werden.Die anschlie�ende Auswertung des Ausdrucks ##(ai � bi � ci � di)liefert dann die f�ur die Praxis viel zu grobe Einschlie�ung:a � b� c � d 2 [�8:22 : : : � 10�16; +2:74 : : : � 10�16]Das Beispiel zeigt weiter, welche �Ubersch�atzungen etwa beim L�osenfast singul�arer, linearer Gleichungssysteme zu erwarten sind, wenn dievorgegebenen dezimalen Punktkoe�zienten zun�achst in entsprechendeBin�arintervalle kleinsten Durchmessers eingeschlossen werden m�ussen.Wir betrachten dazu das4. BeispielZu l�osen ist das lineare Gleichungssystem: A � x = b mit:A = � c ab d � ; x = � x1x2 � ; b = � 01 � ;wobei die Zahlen a; b; c; d die gleichen Werte haben wie im Beispiel 3.Die exakte L�osung lautet:x1 = aa � b� c � d = +1:234567890123456 � 1030x2 = �ca � b� c � d = �1:234567890123457 � 1030



6 KAPITEL 2. VORTEILE EINES BCD{FORMATSVersucht man nun eine L�osung des Systems mit Hilfe der Prozedur LSSaus dem Modul ILSS der Bin�ar{Version von PASCAL{XSC, so wird dasProgramm mit dem Errorcode 2 abgebrochen, da die interne Matrix eAf�ur das System singul�ar erscheint. Die Koe�zienten a; b; c; d m�ussenn�amlich vor Beginn der eigentlichen Rechnung in Bin�arintervalle ein-geschlossen werden, deren Durchmesser alle von Null verschieden sind,so da� intern nicht mit A sondern mit der Intervallmatrix eA gerechnetwird. Da A wegen Det(A) = �10�30 schon fast singul�ar ist, enth�alteA wegen der Koe�zientenintervalle eine Punktmatrix, die tats�achlichsingul�ar ist, so da� eine L�osung des Systems zwangsl�au�g unm�oglichwird!5. BeispielMit Hilfe des langen Akkumulators und geeigneten Operatoren kann mitdem PASCAL{XSC{System ein Polynom rundungsfehlerfrei ausge-wertet werden, wenn man vorher Argument und Polynomkoe�zientenin das jeweilige interne Zahlensystem des Rechners umgewandelt hat.W�ahrend die BCD{Version daher wegen fehlender Konversionsfehler ex-akte Polynomwerte liefern mu�, sind Abweichungen der Ergebnisse beider Bin�ar{Version alleine auf die beschriebenen Konversionsfehler beiArgument und Polynomkoe�zienten zur�uckzuf�uhren!Mit dem ausmultiplizierten Polynom P(x) = 1100 � (3x � 1)13 unddem Argument x1 = 0:3333333333333333 erh�alt man die folgendenErgebnisse:BCD{Version: P(x1) = �1:000000000000000 � 10�210 exakt!Bin�ar{Version: eP(fx1) = �1:002225955526144 � 10�15Beachten Sie bitte, da� in der Bin�arversion die Abweichung von 195Gr�o�enordnungen nur durch Konversionsfehler begr�undet ist, da diePolynomauswertung mit den bin�aren Daten im langen Akkumulatorrundungsfehlerfrei erfolgt! Weitere Informationen �ndet man dazu aufSeite 43.Die obigen Beispiele zeigen recht eindrucksvoll den m�oglichen negativen Einu�von Konversionsfehlern schon bei sehr einfachen numerischen Problemstellungen.Es soll an dieser Stelle aber ausdr�ucklich darauf hingewiesen werden, da� dieserEinu� keine spezielle Eigenschaft etwa der Bin�arversion von PASCAL{XSC ist,denn man erh�alt z.B. mit TURBO{PASCAL und dem vergleichbaren Datentypdouble f�ur die Beispiele 1 bis 3 fast die gleichen Punktergebnisse wie mit demPASCAL{XSC{System.



2.1. BIN�AR{FORMAT  ! BCD{FORMAT 7TURBO{PASCAL-Ergebnisse mit dem Datentyp double:1. Beispiel: ea	eb = 1:776 : : : � 10�15;2. Beispiel: fsin(fx0) = +3:6754 : : : � 10�16;3. Beispiel: ea�eb	 ec� ed = +2:7408 : : : � 10�16;4. Beispiel: fx1 = �4:5043 : : : � 1015; fx2 = +4:5043 : : : � 1015;5. Beispiel: eP(fx1) = �9:59645977591760 � 10�17;Die TURBO{PASCAL{L�osungen der Beispiele 2 bis 5 sind im Vergleich zu den ex-akten L�osungen reine Phantasieergebnisse! Wertet man in Beispiel 4 die Ausdr�uckef�ur x1; x2 zus�atzlich mit dem genaueren Datentyp extended aus, so scheitert dieTURBO{PASCAL{Berechnung v�ollig, da die Koe�zientendeterminante im Nenneran Stelle von �10�30 mit 0 ausgewertet wird! Im Beispiel 5 kann man mit TURBO{PASCAL nat�urlich kein sinnvolles Ergebnis erwarten, da neben den Konversionsfeh-lern noch zus�atzliche Ausl�oschungse�ekte beim Horner-Schema zu ber�ucksichtigensind, da ein # Konzept in dieser Sprachumgebung nicht zur Verf�ugung steht!Vergleicht man die PASCAL{XSC{Ergebnisse mit den entsprechenden Ergeb-nissen von TURBO{PASCAL bzgl. der Beispiele 1 bis 5, so erkennt man nochzus�atzlich den gro�en Vorteil des PASCAL{XSC{Systems:Grobe Ergebniseinschlie�ungen oder ein Programmabbruch mit Feh-lermeldung des PASCAL{XSC{Systems weisen den Anwender daraufhin, da� der Algorithmus optimiert werden sollte, w�ahrend die nurpunktf�ormigen TURBO{PASCAL{Ergebnisse keine Aussage �uberdie Zuverl�assigkeit des Ergebnisses zulassen!Zur Vermeidung der alleine durch Konversionsfehler bedingten �Ubersch�atzungenvon Ergebnisintervallen gibt es grunds�atzlich drei M�oglichkeiten:1. Man rechnet weiterhin mit der Bin�ar{Version von PASCAL{XSC, jedoch mitHilfe der Module mp ari, mpi ari in erh�ohter Genauigkeit, wodurch die Lauf-zeiten jedoch drastisch anwachsen.2. Man benutzt ein Algebra{System wie z.B. MATHEMATICA oder MAPLE.Die Nachteile sind hier jedoch die im Vergleich zu PASCAL{XSC schwerf�alli-gen Programmiertechniken und vor allem die zu langen Laufzeiten.3. Alle internen Rechnungen werden mit einer PASCAL{XSC{BCD{Versiondurchgef�uhrt ( BCD = Binary Coded Decimal ), wodurch alle Datenkon-



8 KAPITEL 2. VORTEILE EINES BCD{FORMATSversionen entfallen, vorausgesetzt, da� die Eingabedaten a; b; : : : nicht mehrDezimalstellen enthalten, als das benutzte BCD{System zur Verf�ugung stellt.Im Vergleich zu einer entsprechenden Bin�arversion ist ein BCD{System zwar merk-lich langsamer; wenn jedoch zur Vermeidung der beschriebenen Konversionsfehlermit den Modulen mp ari bzw. mpi ari in erh�ohter Genauigkeit gerechnet wirdoder wenn man ein Algebra{System benutzt, so hat man im Vergleich zum BCD{System doch merklich l�angere Laufzeiten und verliert mit einem Algebra{Systemzus�atzlich die Mathematik bezogene einfache Programmierbarkeit eines PASCAL{XSC{Systems.Zur Vermeidung der beschriebenen Konversionsfehler ist die BCD{Version vonPASCAL{XSC daher ein geeignetes Hilfsmittel. F�ur die Beispiele 1,3,4 und 5 erh�altman mit ihr die jeweils angegebenen exakten Ergebnisse, und im 2. Beispiel �ndetman f�ur sin(x0) jetzt die optimale Einschlie�ung:sin(x0) 2 [�2:84612069850161491348 ; �2:84612069850161491347] � 10�16Die BCD{Version von PASCAL{XSC bietet f�ur mathematische Anwendungen fol-gende Vorteile:1. Verf�ugbarkeit des Systems f�ur Personal Computer, Workstations, Gro�rechnerund Supercomputer mittels einer Implementierung in C.2. Vermeidung von Konversionsfehlern, wodurch viele mathematische Problem-stellungen erst zufriedenstellend l�osbar werden!3. Mit ergebnisveri�zierenden Algorithmen werden gesicherte, mathematischeAussagen m�oglich, z.B. �uber die Existenz und Eindeutigkeit von L�osungenlinearer oder nichtlinearer Gleichungen oder Gleichungssysteme.4. Algorithmen der Bin�ar{Version lassen sich ohne gr�o�eren Aufwand auf dieBCD{Version �ubertragen.5. Das Modul- und Operator-Konzept zusammen mit den implementierten �Uber-ladungen von Wertzuweisungen, Operatoren, Prozeduren und Funktionenerm�oglichen die Realisierung gut lesbarer PASCAL{XSC{Programme.6. Mit dem zus�atzlichen Datentyp Longreal lassen sich alle Rechnungen im Be-darfsfall auch in erh�ohter Genauigkeit durchf�uhren.7. F�ur die Datentypen real, Longreal, interval, Linterval, complex,Lcomplex,cinterval,Lcinterval steht eine Vielzahl von hochgenauen Standardfunktio-nen mit garantierten Fehlerschranken zur Verf�ugung.8. Spezielle Funktionen der mathematischen Physik werden zus�atzlich in hoch-genauer Darstellung durch Hilfsmodule bereitgestellt.9. Zur Realisierung hochgenauer Standard- oder spezieller Funktionen steht eindoppeltlanges real-Format mit 2 �13 = 26 Mantissenstellen und ein nur durchdie integer-Zahlen begrenzter Exponentenbereich zur Verf�ugung, zusammen



2.1. BIN�AR{FORMAT  ! BCD{FORMAT 9mit allen notwendigen Grundoperationen der Punkt- und Intervallrechnungf�ur reelle und komplexe Zahlen. Zus�atzlich existiert in diesem Zahlenformateine Vielzahl von Standardfunktionen f�ur reelle und komplexe Punkt- und In-tervallrechnungen mit garantierten Fehlerschranken. Der Anwender kann Mo-dule mit Funktionen seiner eigenen Wahl erstellen und so das System beliebigerweitern.10. Mit Hilfe der Toolbox{B�ande I,II steht eine Vielzahl von Probleml�osungen zurVerf�ugung, und an Hand der vielen Beispiele dieses Handbuches sollte der mitden Methoden des veri�zierenden Rechnens vertraute Anwender in der Lagesein, L�osungsverfahren f�ur eigene Aufgabenstellungen zu entwickeln.



10 KAPITEL 2. VORTEILE EINES BCD{FORMATS



Kapitel 3BCD{Zahlenformate3.1 Der Datentyp REALGegeben sei die Dezimalzahl x = m �10ex; dann gilt im Standard{DatenformatREAL f�ur die normalisierten Zahlen:m = 0 oder 0:1 � jmj � 0:9999999999999 ; 13 BCD{Zi�ern ,wobei f�ur den Zehnerexponenten ex folgender Bereich zur Verf�ugung steht:�254 � ex � +256 ; ex 2 f0;�1;�2; : : : gBezeichnet man mit NZ das oben beschriebene normalisierte Zahlensystem, so giltf�ur alle positiven x 2NZ die Beziehung:1:000000000000 � 10�255 � x � 9:999999999999 � 10+255 ; d.h.:MIN REAL:= 1:000000000000 � 10�255 ist die kleinste positive Zahl in NZMAXREAL:= 9:999999999999 � 10+255 ist die gr�o�te (positive) Zahl in NZBedeutet f�ur a; b 2NZ z.B. a � b das Maschinenergebnis der Addition, so gilti.a. a� b 6= a + b; d.h. die Grundoperationen +;�; �; = sind in NZ nichtabgeschlossen, so da� z.B. (a+ b) 62NZ zur n�achsten Rasterzahl zu runden ist. F�urdie dabei auftretenden relativen Fehler "G gelten die folgenden Aussagen:� Unter der VoraussetzungMIN REAL � ja � bj � MAXREAL; mit: � 2 f+;�; �; =ggilt z.B. f�ur den relativen Fehler "G := [a�b�(a+b)]=(a+b) der Addition:j"Gj � 0:5 � 10�12 = "(G) : Fehlerschranke der Grundoperationen.



12 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATE� Unter der Voraussetzung a; b 2NZ und a � b = 0 ist auch stets dasMaschinenergebnis gleich Null. Das exakte Ergebnis stimmt also mit dem Ma-schinenergebnis �uberein, wobei aber der relative Fehler "G jetzt nicht de�niertist!� Unter der Voraussetzung ja � bj > MAXREAL, mit: � 2 f+;�; �; =gerfolgt eine Overow{Meldung mit Programmabbruch.F�ur den Datentyp REAL ist noch besonders zu beachten, da� es neben den nor-malisierten Zahlen auch noch die denormalisierten Zahlen gibt, die betragsm�a�igkleiner als MIN REAL = 10�255 sind. Dazu betrachten wir die folgenden Beispiele:1E�255� 3E+000 = 3:333333333330E�256 62 NZ1E�255� 3E+001 = 3:333333333300E�257 62 NZ1E�255� 3E+002 = 3:333333333000E�258 62 NZ...1E�255� 3E+011 = 3:000000000000E�267 62 NZ1E�255� 3E+012 = 0:000000000000E+000 2 NZMan erkennt, da� mit kleiner werdendem Ergebnisexponenten die hinteren Mantis-senstellen statt mit der Zi�er 3 nur noch mit Nullen besetzt werden, wodurch derrelative Fehler "G jeweils um den Faktor 10 anw�achst! Liegen die Ergebnisse xeiner Operation daher im denormalisierten Bereich:MINREAL = 10�267 � jxj < 10�255 = MIN REAL ;(3.1)wobei die Besetzung der Mantisse mit von Null verschiedenen Zi�ern nach obigenBeispielen entsprechend eingeschr�ankt ist, so kann f�ur diese Grundoperation die imNZ{System geltende relative Fehlerschranke "(G) = 0:5 � 10�12 nicht mehrgarantiert werden!Hat man also f�ur einen Algorithmus eine Fehlerabsch�atzung aufder Basis der Fehlerschranke "(G) = 0:5 � 10�12 f�ur die Grund-operationen vorgenommen, so d�urfen keine Zwischen- oder End-ergebnisse im denormalisierten Bereich (3.1) liegen, es sei denn,da� man sicher ist, da� die Fehlerschranken der Operationen mitZahlen aus diesem kritischen Bereich nicht gr�o�er als "(G) sind!Dazu einige Beispiele:� 1� 1E�267 = 1 ; d.h. der relative Fehler ist kleiner als "(G) = 0:5 � 10�12.



3.1. DER DATENTYP REAL 13Es ist zu beachten, da� im denormalisierten Bereich (3.1) und damitf�ur alle Zahlen vom Typ REAL die Fehlerschranke f�ur Additionund Subtraktion durch "(G) = 0:5 � 10�12 gegeben ist!Im denormalisierten Bereich haben alle Rasterzahlen im Gegensatzzu den normalisierten Zahlen den konstanten Abstand 10�267, dessenWert die kleinste positive Rasterzahl darstellt.� 1E�255� 3E+011 = 3:000000000000E�267 ; d.h. der relative Fehler 0.1 istjetzt gr�o�er als "(G).� 1:11E�255� 3E�010 = 3:330000000000E�265 ; d.h. der relative Fehler ist 0und damit kleiner als "(G).BeiMultiplikation und Division kann der Betrag des zugeh�origenrelativen Fehlers die Fehlerschranke "(G) = 0:5 �10�12 �uberschreiten,wenn das Ergebnis der Operation in den denormalisierten Bereich(3.1) f�allt!Es ist daher sinnvoll, f�ur Multiplikation und Division Prozeduren und Funktio-nen bereitzustellen, die �uberpr�ufen, ob bei diesen Operationen die Fehlerschranken"(G) = 0:5 � 10�12 bzw. "(G) = 1:0 � 10�12 f�ur die Rundung zur n�achsten Gleitkom-mazahl bzw. f�ur gerichtete Rundungen �uberschritten werden:1. function MULNEXT TEST(x,y: real; var error: boolean): real;Rundet das exakte Produkt x � y zur n�achsten real{Zahl;error = TRUE ; relativer Fehler > 0:5 � 10�12;2. function MULUP TEST(x,y: real; var error: boolean): real;Rundet das exakte Produkt x � y zur n�achstgr�o�eren real{Zahl;error = TRUE ; relativer Fehler � 1 � 10�12;3. function MULDOWN TEST(x,y: real; var error: boolean): real;Rundet das exakte Produkt x � y zur n�achstkleineren real{Zahl;error = TRUE ; relativer Fehler � 1 � 10�12;4. function PRODUCT(m1,m2: real; ex1,ex2: integer;var error: boolean): real;Zu gegebenen real{Mantissen m1,m2 und den zugeh�origen Zehner-exponenten ex1,ex2 berechnet die Funktion PRODUCT das zurn�achsten real{Zahl gerundete Produkt (m1 �m2)ex1+ex2;Es mu� gelten: 0:1 � jm1j; jm2j < 1 oder jm1j; jm2j = 0.error = TRUE ; relativer Fehler > 0:5 � 10�12;



14 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATE5. function ABC(a,b,c: real; var error: boolean): real;Zu gegebenen real{Zahlen a,b,c berechnet die Funktion ABC denWert (a � b) � c ohne vorzeitigen Overow oder Underow.error = TRUE ; Im denormalisierten Bereich ist eine eigeneFehlerabsch�atzung notwendig!6. function ABCD(a,b,c,d: real; var error: boolean): real;Zu gegebenen real{Zahlen a,b,c,d berechnet die Funktion ABCDden Wert (a� b)� (c� d) ohne vorzeitigen Overow oder Un-derow.error = TRUE ; Im denormalisierten Bereich ist eine eigeneFehlerabsch�atzung notwendig!7. function DIVNEXT TEST(x,y: real; var error: boolean): real;Rundet den exakten Quotienten x=y zur n�achsten real{Zahl;error = TRUE ; relativer Fehler > 0:5 � 10�12;8. function DIVUP TEST(x,y: real; var error: boolean): real;Rundet den exakten Quotienten x=y zur n�achstgr�o�eren real{Zahl;error = TRUE ; relativer Fehler � 1 � 10�12;9. function DIVDOWN TEST(x,y: real; var error: boolean): real;Rundet den exakten Quotienten x=y zur n�achstkleineren real{Zahl;error = TRUE ; relativer Fehler � 1 � 10�12;10. function QUOTIENT(m1,m2: real; ex1,ex2: integer;var error: boolean): real;Zu gegebenen real{Mantissen m1,m2 und den zugeh�origen Zehner-exponenten ex1,ex2 berechnet die Funktion QUOTIENT den zurn�achsten real{Zahl gerundeten Quotienten (m1=m2)ex1�ex2;Es mu� gelten: 0:1 � jm1j; jm2j < 1 oder jm1j = 0.error = TRUE ; relativer Fehler > 0:5 � 10�12;11. function ab DIV c(a,b,c: real; var error: boolean): real;Zu gegebenen real{Zahlen a,b,c berechnet die Funktion ab DIV cden Wert (a�b)�c ohne vorzeitigen Overow oder Underow.error = TRUE ; Im denormalisierten Bereich ist eine eigeneFehlerabsch�atzung notwendig!12. function a DIV bc(a,b,c: real; var error: boolean): real;Zu gegebenen real{Zahlen a,b,c berechnet die Funktion a DIV bcden Wert a� (b�c) ohne vorzeitigen Overow oder Underow.error = TRUE ; Im denormalisierten Bereich ist eine eigeneFehlerabsch�atzung notwendig!13. function ab DIV cd(a,b,c,d: real; var error: boolean): real;Zu den vorgegebenen real{Zahlen a,b,c,d berechnet die Funktionab DIV cd den Wert (a�b)�(c�d) ohne vorzeitigen Overowoder Underow.error = TRUE ; Im denormalisierten Bereich ist eine eigeneFehlerabsch�atzung notwendig!



3.1. DER DATENTYP REAL 153.1.1 Mathematische KonstantenDem Anwender stehen mehrere mathematische real{Konstanten zur Verf�ugung, diein Tabelle 3.1 zusammengestellt sind. Zus�atzlich existiert im Longreal- und rrG-Format eine Vielzahl weiterer mathematischer Konstanten, die durch Aufruf ent-sprechender Funktionen benutzt werden k�onnen; vergl. dazu die Tabellen auf denSeiten 33,64; Real�KonstantenName Wert Name WertMIN EXP �255 MIN EXP �267MIN EXPL �511 MIN EXPL �531MAX EXP +255 MAX EXPL +511MANT W +13 MANT WL +21TEST 26 �240 TEST 34 �232PI 1 3:141592653589 � 10+00 PI 2 7:932384626433 � 10�13PI 3 8:327950288419 � 10�26 PI 4 7:169399375105 � 10�39PI 5 8:209749445923 � 10�52 PI REST 2:643383279503 � 10�21R PI R 3:183098861838 � 10�01 MIN REAL 1 � 10�255Tabelle 3.1: real{Konstanten.Anmerkungen:� Addiert man die Konstanten PI 1 bis PI 5 in den Akkumulator, so addiertman zu seinem Wert die 5 � 13 = 65{stellige, abgerundete N�aherung f�ur � mitder relativen Fehlerschranke 2:4881 � 10�66.� R PI R ist die zur n�achsten real{Zahl aufgerundete N�aherung f�ur 1=�.3.1.2 Mathematische StandardfunktionenF�ur das Argument x vom Typ REAL stehen mathematische Standardfunktionenzur Verf�ugung, die in Tabelle 3.2 zusammengestellt sind.Alle mathematischen Funktionen aus Tabelle 3.2 sind mit Ausnahme vonpower(x,n,rndmode) hochgenau, d.h. das Maschinenergebnis unterscheidet sichvom optimal gerundeten Funktionsergebnis um maximal eine Einheit in der letztenMantissenstelle. Diese Abweichung von 1 ulp tritt allerdings nur in sehr seltenenAusnahmef�allen auf!Fallen Funktionswerte y := f(x) in den Bereich (3.1), d.h. gilt:0 � jyj < 10�255 = MIN REAL;



16 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATEFunktion Aufruf Funktion Aufrufjxj abs(x) xy power(x; y)x2 sqr(x) sin(x) sin(x)x2 � y2 x2 y2(x; y) cos(x) cos(x)px sqrt(x); x � 0 tan(x) tan(x)p1 + x� 1 sqrt1pm1(x); x � �1 cot(x) cot(x)p1� x2 sqrt1mx2(x); jxj � 1 sin(�x) sinpi(x)p1 + x2 sqrt1px2(x) cos(�x) cospi(x)px2 � 1 sqrtx2m1(x); jxj � 1 tan(�x) tanpi(x)px2 + y2 sqrtx2y2(x; y) cot(�x) cotpi(x)ex exp(x) arcsin(x) arcsin(x)ex � 1 expm1(x) arccos(x) arccos(x)e�x2 exp x2(x) arctan(x) arctan(x)2x exp2(x) arctan(x=y) arctan2(x; y)10x exp10(x) arccot(x) arccot(x)ln(x) ln(x); x > 0 sinh(x) sinh(x)ln(e � x) ln ex(x) cosh(x) cosh(x)ln(1 + x) ln1p(x); x > �1 tanh(x) tanh(x)0:5 � ln(x2 + y2) ln sqrtx2y2(x; y) coth(x) coth(x)0:5 � ln[(1 + x)2 + y2] ln sqrt1px2y2(x; y) arsinh(x) arsinh(x)loga(x) loga(a; x) arcosh(x) arcosh(x)log2(x) log2(x); x > 0 arcosh(1 + x) arcosh1p(x)log10(x) log10(x); x > 0 artanh(x) artanh(x)log10(1 + x) log1p(x); x > �1 arcoth(x) arcoth(x)xn power(x; n; rndmode)Tabelle 3.2: Hochgenaue Funktionen vom Typ real; a,x,y: real{Ausdr�ucke;und werden hintere, von Null verschiedene Zi�ern der Ergebnismantisse gleich Nullgesetzt oder entsteht Underow, so da� die Funktionsergebnisse dadurch nicht mehrhochgenau sind, so erfolgt die Fehlermeldung:rel. error exceeds error boundmit Programmabbruch.



3.1. DER DATENTYP REAL 17Anmerkungen zu den Standardfunktionen:1. Mit Ausnahme von power(x,n,rndmode) zur Berechnung von Unter- bzw.Oberschranken (rndmode = �1 bzw.+1) f�ur xn; n = 0; 1; 2 : : : haben alleFunktionen aus Tabelle 3.2 die relative Fehlerschranke 5:0000001 � 10�12, d.h.wenn etwa exp(x) das i.a. fehlerbehaftete Maschinenergebnis der Exponen-tialfunktion zum Argument x: real bedeutet, so gilt:exp(x) = ex � (1 + "); mit j"j < 5:0000001 � 10�122. Sei x = 1:1111 � 10�130; W�ahrend das Produkt x� x mit einem relativenFehler > 0:5 � 10�12 ohne Fehlermeldung in den Bereich (3.1) f�allt, lieferty := SQR(x) eine Fehlermeldung, da die Quadratfunktion SQR(x) f�urobiges Argument x nicht mehr hochgenau ausgewertet werden kann.3. Bei den trigonometrischen Funktionen sin(x); cos(x); tan(x); cot(x) istdas Argument x eingeschr�ankt auf den Bereich (Polstellen ausgenommen):jxj < 108 ;4. Bei den Funktionen tan(� � x) und cot(� � x) ist das Argument x einge-schr�ankt auf den Bereich (Polstellen ausgenommen):jxj � 1:0737418235 � 109 ;5. Bei den Funktionen sin(� � x) und cos(� � x) ist das Argument x einge-schr�ankt auf den Bereich: jxj � 2:147483647 � 109 ;6. Argumente au�erhalb der drei obigen Bereiche erzeugen bei den entsprechen-den Funktionen eine Fehlermeldung. Verletzungen des De�nitionsbereiches,z.B. bei der px{Funktion oder Argumente im Overowbereich erzeugen eben-falls Fehlermeldungen mit Programmabbruch.3.1.3 Funktionen, Prozeduren und OperatorenIn der folgenden Auistung werden alle diejenigen Funktionen, Prozeduren undOperatoren angegeben, die mit den Datentypen integer,real in Verbindung stehen.Wie im Bin�ar{System existieren auch in der PASCAL{XSC{BCD{Version dieVergleichsoperatoren = <> < <= > >= f�ur Operanden vom Typ real undinteger.F�ur die Grundoperationen + � � = mit Rundung der exakten Ergebnisse zurn�achsten real-Zahl einschlie�lich gerichteter Rundungen stehen alle arithmetischenOperatoren f�ur real- und integer-Operanden zur Verf�ugung und werden hier nichtweiter beschrieben.



18 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATE1. function CEIL (b: real): real;y:=CEIL(x) liefert die kleinste ganze real{Zahl y, die gr�o�er odergleich x ist: x � y;2. function FLOOR (b: real): real;y:=FLOOR(x) liefert die gr�o�te ganze real{Zahl y, die kleineroder gleich x ist: y � x;3. function FRAC (b: real): real;y:=FRAC(x) liefert den Nachkommawert von x;y:=FRAC(-12.012) liefert: y = �1:2E�002 ;0 � jyj � 0:9999999999999 ;4. function ROUND (b: real): integer;n:=ROUND(x) liefert die zu x n�achstgelegene integer{Zahl n;n:=ROUND(3.5) liefert: y = 4integer{Bereich: �2147483648� n � +2147483647 ;5. function ROUND (b: real): real;y:=ROUND(x) liefert die zu x n�achstgelegene, ganze real{Zahl y;y:=ROUND(3.5) liefert: y = 4y{Bereich: �2147483648� y � +2147483647 ;6. function TRUNC (b: real): integer;n:=TRUNC(x) liefert die integer{Zahl n, die durch Abschneidender Nachkommastellen von x entsteht.integer{Bereich: �2147483648� n � +2147483647 ;7. function TRUNC (b: real): real;y:=TRUNC(x) liefert die ganze real{Zahl y, die durch Abschnei-den der Nachkommastellen von x entsteht.y{Bereich: �2147483648� y � +2147483647 ;8. function SIGN (b: real): integer;y:=SIGN(x) liefert das Vorzeichen von x; y2f�1; 0;+1g ;9. function MANT (b: real): real;m:=MANT(x) liefert die vorzeichenbehaftete Mantisse von x;es gilt: m= 0 oder 0:1 � jmj < 1 ;10. function EXPO (b: real): integer;ex:=EXPO(x) liefert den Zehnerexponenten ex bzgl. der Dar-stellung: x = m � 10ex, wobei die Mantisse m folgende Be-dingungen erf�ullen mu�: m= 0 oder 0:1 � jmj < 1 ;F�ur x 6= 0 gilt: �266 � ex � +256 ;Im Fall x = 0 gilt: ex = �2147483647 ;



3.1. DER DATENTYP REAL 1911. function EXPO 0 (b: real): integer;ex:=EXPO 0(x) liefert den Zehnerexponenten ex bzgl. derDarstellung: x = m � 10ex, wobei die Mantisse m folgendeBedingungen erf�ullen mu�: m= 0 oder 0:1 � jmj < 1 ;F�ur x 6= 0 gilt: �266 � ex � +256 ;Im Falle x = 0 gilt: ex = 0 ; im Gegensatz zur EXPO{Funktion!12. function EXPO ADD (a,b: integer): integer;s := EXPO ADD(a,b) liefert die Summe s := a+ b;integer{Unterlauf: s := �2147483647;integer{�Uberlauf: Fehlermeldung;13. procedure INTEGER ADD (a,b: integer; var s,k: integer);INTEGER ADD(a,b,s,k) liefert die Summe s := a+ b;integer{Unterlauf: k := �1;integer{�Uberlauf: k := +1;s := a+ b wird exakt berechnet: k := 0;14. function COMP (m: real; ex: integer): real;y:=COMP(m,ex) liefert die real{Zahl y, zusammengesetzt ausder Mantisse m und dem Zehnerexponenten ex bzgl. der Darstel-lung: x = m � 10ex, wobei die Mantisse m folgende Bedin-gungen erf�ullen mu�: m= 0 oder 0:1 � jmj < 1 ;Es mu� gelten: �266 � ex � +256 ; und im Bereich�266 � ex � �255 mu� die Mantisse m, wie auf S. 12 beschrie-ben, zus�atzlich eingeschr�ankt sein!Beispiele:y:=COMP(0:1;�267) �! y = 0; "Exponent too small\{Meldung;kein Programmabbruch!y:=COMP(0:12 : : :23;�255) �! y = 1:23 : : :20E� 256;"Mantissa bits lost...\{Meldung; kein Programmabbruch!y:=COMP(Long(0:1);+257) �! "Overow{Meldung\ mit Pro-grammabbruch.15. function PRED (b: real): real;y:=PRED(x) liefert bzgl. x die n�achstkleinere Maschinenzahl y.16. function SUCC (b: real): real;y:=SUCC(x) liefert bzgl. x die n�achstgr�o�ere Maschinenzahl y.17. function RVAL (s: string): real;y:=RVAL(s) wandelt den String s in eine real{Zahl y. DerString s mu� eine Zeichenfolge enthalten, die eine real{Konstantedarstellt. Dabei werden f�uhrende Leerzeichen �uberlesen. Ein eventu-ell verbleibender Reststring wird durch Runden zur n�achsten real{Zahl ber�ucksichtigt.



20 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATE18. function RVAL (s: string; round: integer): real;y:=RVAL(s,round) wandelt den String s in eine real{Zahl y. DerString s mu� eine Zeichenfolge enthalten, die eine real{Konstantedarstellt. Dabei werden f�uhrende Leerzeichen �uberlesen. Ein even-tuell verbleibender Reststring wird durch Runden gem�a� roundber�ucksichtigt:round =8><>: �1 nach unten gerundet0 n�achstliegend gerundet+1 nach oben gerundet 9>=>;19. function IMAGE (s: real): string;s:=IMAGE(y) wandelt die real{Zahl y in einen String s ent-sprechend der Standardausgabe von real{Werten.Beispiel:s := IMAGE(�2:35 ;E� 7) liefert: s = �2:4E� 007 ;20. function IMAGE (s: real; width: integer): string;s:=IMAGE(y,w) wandelt die real{Zahl y in einen String s ausmindestens w Zeichen entsprechend der Ausgabe von real{Werten,eventuell mit Au��ullen von Nullen am Mantissenende.Beispiele:s := IMAGE(�2:35 ;E� 7; 0) �! s = �2:4E� 007 ;s := IMAGE(�2:35 ;E� 7; 11) �! s = �2:350E� 007 ;21. function IMAGE (s: real; width, fracs: integer): string;s:=IMAGE(y,w,f) wandelt die real{Zahl y in einen String saus wenigstens w Zeichen (eventuell mit f�uhrenden Leerzeichen auf-gef�ullt) entsprechend der Ausgabe von real{Werten in Festkomma-darstellung mit f Nachkommastellen, wobei Nullen angeh�angt wer-den, wenn f unn�otig gro� ist.Beispiele:s := IMAGE(�2:35 ;E� 3; 12; 7) �! s = t t �0:0023500 ;s := IMAGE(�2:35 ;E� 3; 7; 4) �! s = �0:0024 ;s := IMAGE(�2:35 ;E� 3; 3; 4) �! s = �0:0024 ;22. function IMAGE (s: real; width, fracs, round: integer): string;s:=IMAGE(y,w,f,round) wandelt die real{Zahl y in einen Strings aus wenigstens w Zeichen (eventuell mit f�uhrenden Leerzei-chen aufgef�ullt) entsprechend der Ausgabe von real{Werten inFestkommadarstellung mit f Nachkommastellen, wobei Nullen an-geh�angt werden, wenn f unn�otig gro� ist. Bei zu kleinem f wird ent-sprechend round gerundet, vergl. die entsprechende Funktion LVAL.Beispiele:s := IMAGE(�2:35 ;E� 3; 7; 4;+0) �! s = �0:0024 ;s := IMAGE(�2:35 ;E� 3; 3; 4;+1) �! s = �0:0023 ;s := IMAGE(�2:35 ;E� 3; 7; 4;�1) �! s = �0:0024 ;



3.1. DER DATENTYP REAL 2123. function ENTIRE (x: real; var gerade: boolean): boolean;bl:=ENTIRE(x, gerade) liefert an bl den Wert true, wenn dieReal{Zahl x eine ganze Zahl ist, sonst erh�alt bl den Wert false.Falls x ganzzahlig ist, erh�alt gerade den Wert true (false), wenn xzus�atzlich gerade (ungerade) ist.Ist x nicht ganzzahlig, so bleibt die Variable gerade bedeutungslos.24. procedure MANT EXPO PRODUCT(F1,F2: real; var MP: real;var exp: integer);MANT EXPO PRODUCT liefert zu den real{Zahlen F1,F2 die zurn�achsten real{Zahl gerundete Mantisse MP des exakten ProduktsF1 � F2 und den zugeh�origen Zehnerexponenten exp.Im Fall F1 � F2 = 0 gilt MP = 0 und exp = �maxint =�2147483647, und im Fall F1 � F2 6= 0 gilt: 0:1 � jMPj < 1:25. priority M 10HOCH = �;operator M 10HOCH (x: real; k: integer) rint: real;y := x M 10HOCH k berechnet zur real{Zahl x das Produkty = x � 10k ; k 2 f0;�1;�2; : : : g ;Im Fall 10�267 � jx � 10kj < 10�255 wird ohne Fehlermeldungzur n�achsten Rasterzahl gerundet, wenn das Ergebnis wegen einerzu langen Mantisse von x nicht mehr exakt dargestellt werden kann.Im Fall 0 < jx�10kj < 10�267 wird das Ergebnis auf Null gesetzt.Der Operand x darf auch vom Typ integer sein!



22 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATE3.2 Der Datentyp LONGREALDurch das Modul STDMOD wird der Datentyp LONGREAL zur Verf�ugung ge-stellt. Gegeben sei die Dezimalzahl x = m � 10ex; dann gilt im LONGREAL{Datenformat f�ur die normalisierten Zahlen:m = 0 oder 0:1 � jmj � 0:999999999999999999999 ; 21 BCD{Zi�ern ;wobei f�ur den Zehnerexponenten ex folgender Bereich zur Verf�ugung steht:�510 � ex � +512 ; ex 2 f0;�1;�2; : : : gBezeichnet man mit NZ das oben beschriebene normalisierte Zahlensystem, so giltf�ur alle positiven x 2NZ die Beziehung:1:00000000000000000000 � 10�511 � x � 9:99999999999999999999 � 10+511 ; d.h.:MINLONGREAL:= 1:0 : : : 0 � 10�511 ist die kleinste positive Zahl in NZMAXLONGREAL:= 9:9 : : : 9 � 10+511 ist die gr�o�te (positive) Zahl in NZidxminLongreal (Longreal{Konstante) idxmaxLongreal (Longreal{Konstante)Bedeutet f�ur a; b 2NZ z.B. a � b das Maschinenergebnis der Addition, so gilti.a. a� b 6= a+ b; d.h. die Grundoperationen +;�; �; = sind in NZ nichtabgeschlossen, so da� z.B. (a+ b) 62NZ zur n�achsten Rasterzahl zu runden ist. F�urdie dabei auftretenden relativen Fehler "G gelten die folgenden Aussagen:� Unter der VoraussetzungMINLONGREAL � ja � bj �MAXLONGREL; mit: � 2 f+;�; �; =ggilt z.B. f�ur den relativen Fehler "G := [a�b�(a+b)]=(a+b) der Addition:j"Gj � 0:5 � 10�20 = "(G) : Fehlerschranke der Grundoperationen.� Unter der Voraussetzung a; b 2NZ und a � b = 0 ist auch stets dasMaschinenergebnis gleich Null. Das exakte Ergebnis stimmt also mit dem Ma-schinenergebnis �uberein, wobei aber der relative Fehler "G jetzt nicht de�niertist!� Unter der Voraussetzungja � bj > MAXLONGREAL; mit: � 2 f+;�; �; =gerfolgt eine Overow{Meldung mit Programmabbruch.F�ur den Datentyp LONGREAL ist noch besonders zu beachten, da� es nebenden normalisierten Zahlen auch noch die denormalisierten Zahlen gibt, die be-tragsm�a�ig kleiner als MINLONGREAL = 10�511 sind. Dazu betrachten wird die



3.2. DER DATENTYP LONGREAL 23folgenden Beispiele:1E�511� 3E+000 = 3:33333333333333333330E�512 62 NZ1E�511� 3E+001 = 3:33333333333333333300E�513 62 NZ1E�511� 3E+002 = 3:33333333333333333000E�514 62 NZ...1E�511� 3E+019 = 3:00000000000000000000E�531 62 NZ1E�511� 3E+020 = 0:00000000000000000000E+000 2 NZMan erkennt, da� mit kleiner werdendem Ergebnisexponenten die hinteren Mantis-senstellen statt mit der Zi�er 3 nur noch mit Nullen besetzt werden, wodurch derrelative Fehler "G jeweils um den Faktor 10 anw�achst! Liegen die Ergebnisse xeiner Operation daher im denormalisierten BereichMIN LONGREAL = 10�531 � jxj < 10�511 = MINLONGREAL ;(3.2)wobei die Besetzung der Mantisse mit von Null verschiedenen Zi�ern nach obigenBeispielen entsprechend eingeschr�ankt ist, so kann f�ur alle Grundoperationen die imNZ{System geltende Fehlerschranke "(G) = 0:5 � 10�20 nicht mehr garantiertwerden! Hat man also f�ur einen Algorithmus eine Fehlerabsch�atzung aufder Basis der Fehlerschranke "(G) = 0:5 � 10�20 f�ur die Grund-operationen vorgenommen, so d�urfen keine Zwischen- oder End-ergebnisse im denormalisierten Bereich (3.2) liegen, es sei denn,da� man sicher ist, da� die Fehlerschranken der Operationen mitZahlen aus diesem kritischen Bereich nicht gr�o�er als "(G) sind!Dazu einige Beispiele:� 1� 1E�531 = 1 ; d.h. der relative Fehler ist kleiner als "(G) = 0:5 � 10�20.Es ist zu beachten, da� im denormalisierten Bereich (3.2) und damitf�ur alle Zahlen vom Typ LONGREAL die Fehlerschranke f�urAddition und Subtraktion durch "(G) = 0:5 � 10�20 gegeben ist!Im denormalisierten Bereich haben alle Rasterzahlen im Gegensatzzu den normalisierten Zahlen den konstanten Abstand 10�531, dessenWert die kleinste positive Rasterzahl darstellt.� 1E�511� 3E+019 = 3:000 : : :000E�531 ; d.h. der relative Fehler 0.1 ist jetztgr�o�er als "(G).� 1:11E�511� 3E�010 = 3:330000000000E�521 ; d.h. der relative Fehler ist 0und damit kleiner als "(G).



24 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATEBeiMultiplikation und Division kann der Betrag des zugeh�origenrelativen Fehlers die Fehlerschranke "(G) = 0:5 �10�20 �uberschreiten,wenn das Ergebnis der Operation in den denormalisierten Bereich(3.2) f�allt!Es ist daher sinnvoll, f�ur Multiplikation und Division Prozeduren und Funktio-nen bereitzustellen, die �uberpr�ufen, ob bei diesen Operationen die Fehlerschranken"(G) = 0:5 � 10�20 bzw. "(G) = 1:0 � 10�20 f�ur die Rundung zur n�achsten Gleitkom-mazahl bzw. f�ur gerichtete Rundungen �uberschritten werden:1. function MULNEXT TEST(x,y: Longreal; var error: boolean): Longreal;Rundet das exakte Produkt x � y zur n�achsten Longreal{Zahl;error = TRUE ; relativer Fehler > 0:5 � 10�20;2. function MULUP TEST(x,y: Longreal; var error: boolean): Longreal;Rundet das exakte Produkt x � y zur n�achstgr�o�eren Longreal{Zahl;error = TRUE ; relativer Fehler � 1 � 10�20;3. function MULDOWN TEST(x,y: Longreal; var error: boolean): Longreal;Rundet das exakte Produkt x � y zur n�achstkleineren Longreal{Zahl;error = TRUE ; relativer Fehler � 1 � 10�20;4. function PRODUCT(m1,m2: Longreal; ex1,ex2: integer;var error: boolean): Longreal;Zu gegebenen Longreal{Mantissenm1,m2 und den zugeh�origen Zeh-nerexponenten ex1,ex2 berechnet die Funktion PRODUCT das zurn�achsten Longreal{Zahl gerundete Produkt (m1 �m2)ex1+ex2;Es mu� gelten: 0:1 � jm1j; jm2j < 1 oder jm1j; jm2j = 0.error = TRUE ; relativer Fehler > 0:5 � 10�20;5. function ABC(a,b,c: Longreal; var error: boolean): Longreal;Zu gegebenen Longreal{Zahlen a,b,c berechnet die Funktion ABCden Wert (a�b)�c ohne vorzeitigen Overow oder Underow.error = TRUE ; Im denormalisierten Bereich ist eine eigeneFehlerabsch�atzung notwendig!6. function ABCD(a,b,c,d: Longreal; var error: boolean): Longreal;Zu gegebenen Longreal{Zahlen a,b,c,d berechnet die FunktionABCD den Wert (a � b) � (c � d) ohne vorzeitigen Overowoder Underow.error = TRUE ; Im denormalisierten Bereich ist eine eigeneFehlerabsch�atzung notwendig!7. function DIVNEXT TEST(x,y: Longreal; var error: boolean): Longreal;Rundet den exakten Quotienten x=y zur n�achsten Longreal{Zahl;error = TRUE ; relativer Fehler > 0:5 � 10�20;



3.2. DER DATENTYP LONGREAL 258. function DIVUP TEST(x,y: Longreal; var error: boolean): Longreal;Rundet den exakten Quotienten x=y zur n�achstgr�o�eren Longreal{Zahl;error = TRUE ; relativer Fehler � 1 � 10�20;9. function DIVDOWN TEST(x,y: Longreal; var error: boolean): Longreal;Rundet den exakten Quotienten x=y zur n�achstkleineren Longreal{Zahl;error = TRUE ; relativer Fehler � 1 � 10�20;10. function QUOTIENT(m1,m2: Longreal; ex1,ex2: integer;var error: boolean): Longreal;Zu gegebenen Longreal{Mantissenm1,m2 und den zugeh�origen Zeh-nerexponenten ex1,ex2 berechnet die Funktion QUOTIENT den zurn�achsten Longreal{Zahl gerundeten Quotienten (m1=m2)ex1�ex2;Es mu� gelten: 0:1 � jm1j; jm2j < 1 oder jm1j = 0.error = TRUE ; relativer Fehler > 0:5 � 10�20;11. function ab DIV c(a,b,c: Longreal; var error: boolean): Longreal;Zu den vorgegebenen Longreal{Zahlen a,b,c berechnet die Funktionab DIV c den Wert (a� b)� c ohne vorzeitigen Overow oderUnderow.error = TRUE ; Im denormalisierten Bereich ist eine eigeneFehlerabsch�atzung notwendig!12. function a DIV bc(a,b,c: Longreal; var error: boolean): Longreal;Zu den vorgegebenen Longreal{Zahlen a,b,c berechnet die Funktiona DIV bc den Wert a� (b� c) ohne vorzeitigen Overow oderUnderow.error = TRUE ; Im denormalisierten Bereich ist eine eigeneFehlerabsch�atzung notwendig!13. function ab DIV cd(a,b,c,d: Longreal; var error: boolean): Longreal;Zu den vorgegebenen Longreal{Zahlen a,b,c,d berechnet die Funk-tion ab DIV cd den Wert (a � b) � (c � d) ohne vorzeitigenOverow oder Underow.error = TRUE ; Im denormalisierten Bereich ist eine eigeneFehlerabsch�atzung notwendig!3.2.1 StandardoperatorenF�ur integer{, real{ und Longreal{Operanden stehen alle in PASCAL-XSC �ubli-chen Vergleichsoperatoren zur Verf�ugung:= <> > >= < <=Der rechte oder linke Vergleichsoperand kann dabei wahlweise ein integer{, real{oder Longrealausdruck sein, d.h. m�oglich ist z.B.:3 + sin(4:1) <= LONG(�4:33)� 2:1113E�13



26 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATEF�ur alle Kombinationen aus integer{, real{ und Longreal{Operanden stehen diearithmetischen Operatoren+;�; �; = mit den gerichteten Rundungen +>; +<; �>; �<; �>; �<; =>; =<zur Verf�ugung.3.2.2 Mathematische StandardfunktionenF�ur das Argument x vom Typ LONGREAL stehen hochgenaue mathematischeStandardfunktionen zur Verf�ugung, die in nachfolgender Tabelle 3.3 zusammenge-stellt sind. Mit Ausnahme von power(x,n,rndmode) zur Berechnung von Unter-bzw. Oberschranken (rndmode = �1 bzw.+1) f�ur xn; n = 0; 1; 2 : : : besitzen alleFunktionen die relative Fehlershranke "(f) = 5:0078 � 10�21.De�nition des relativen Fehlers:Bedeutet ef(x) das fehlerbehaftete Maschinenergebnis des exakten Funktionswertesf(x), so gilt f�ur den relativen Fehler "f :"f := ef(x)� f(x)f(x) ; f(x) 6= 0 ; j"f j � "(f) : Rel. Fehlerschranke f�ur f(x) ;Im Fall f(x) = 0 gilt f�ur alle Standardfunktionen stets ef(x) = 0, so da� obigeEinschr�ankung f(x) 6= 0 keine praktische Bedeutung hat!Fallen Funktionswerte y := f(x) in den Bereich (3.2), d.h. gilt:0 � jyj < 10�511 = MINLONGREAL;und werden hintere, von Null verschiedene Zi�ern der Ergebnismantisse gleich Nullgesetzt oder entsteht Underow, so da� die angegebenen Fehlerschranken nicht mehrgarantiert werden k�onnen, so erfolgt die Fehlermeldung:rel. error exceeds error boundmit Programmabbruch.



3.2. DER DATENTYP LONGREAL 27Funktion Aufruf Funktion Aufrufjxj abs(x) xy power(x; y)x2 sqr(x) sin(x) sin(x)x2 � y2 x2 y2(x; y) cos(x) cos(x)px sqrt(x); x � 0 tan(x) tan(x)p1 + x� 1 sqrt1pm1(x); x � �1 cot(x) cot(x)p1� x2 sqrt1mx2(x); jxj � 1 sin(�x) sinpi(x)p1 + x2 sqrt1px2(x) cos(�x) cospi(x)px2 � 1 sqrtx2m1(x); jxj � 1 tan(�x) tanpi(x)px2 + y2 sqrtx2y2(x; y) cot(�x) cotpi(x)ex exp(x) arcsin(x) arcsin(x)ex � 1 expm1(x) arccos(x) arccos(x)e�x2 exp x2(x) arctan(x) arctan(x)2x exp2(x) arctan(x=y) arctan2(x; y)10x exp10(x) arccot(x) arccot(x)ln(x) ln(x); x > 0 sinh(x) sinh(x)ln(e � x) ln ex(x) cosh(x) cosh(x)ln(1 + x) ln1p(x); x > �1 tanh(x) tanh(x)0:5 � ln(x2 + y2) ln sqrtx2y2(x; y) coth(x) coth(x)0:5 � ln[(1 + x)2 + y2] ln sqrt1px2y2(x; y) arsinh(x) arsinh(x)loga(x) loga(a; x) arcosh(x) arcosh(x)log2(x) log2(x); x > 0 arcosh(1 + x) arcosh1p(x)log10(x) log10(x); x > 0 artanh(x) artanh(x)log10(1 + x) log1p(x); x > �1 arcoth(x) arcoth(x)xn power(x; n; rndmode)Tabelle 3.3: Hochgenaue Funktionen vom Typ Longreal; a,x,y: Longreal;Anmerkungen zu den Standardfunktionen:1. Bei den trigonometrischen Funktionen sin(x); cos(x); tan(x); cot(x) istdas Argument x eingeschr�ankt auf den Bereich (Polstellen ausgenommen):jxj < 10+8



28 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATE2. Bei den Funktionen tan(� � x) und cot(� � x) ist das Argument x einge-schr�ankt auf den Bereich (Polstellen ausgenommen):jxj � 1:0737418235 � 109 ;3. Bei den Funktionen sin(� � x) und cos(� � x) ist das Argument x einge-schr�ankt auf den Bereich: jxj � 2:147483647 � 109 ;4. Argumente au�erhalb der drei obigen Bereiche erzeugen bei den entsprechen-den Funktionen eine Fehlermeldung. Verletzungen des De�nitionsbereiches,z.B. bei der px{Funktion oder Argumente im Overowbereich erzeugen eben-falls Fehlermeldungen mit Programmabbruch.3.2.3 Hilfsfunktionen und OperatorenDie folgenden Funktionen stehen mit dem Datentyp LONGREAL in Verbindung:1. function CEIL (b: Longreal): Longreal;y:=CEIL(x) liefert die kleinste ganze Longreal{Zahl y, die gr�o�eroder gleich x ist: x � y;2. function FLOOR (b: Longreal): Longreal;y:=FLOOR(x) liefert die gr�o�te ganze Longreal{Zahl y, die kleineroder gleich x ist: y � x;3. function FRAC (b: Longreal): Longreal;y:=FRAC(x) liefert den Nachkommawert von x;y:=FRAC(�12:012) liefert: y = �1:2E�002 ;0 � jyj � 0:999999999999999999999 ;4. function LONG (b: real): Longreal;y:=LONG(x) liefert die zu x wertgleiche Longreal{Zahl y;5. function LONG (b: integer): Longreal;y:=LONG(n) liefert die zu n wertgleiche Longreal{Zahl y;6. function ROUND (b: Longreal): integer;n:=ROUND(x) liefert die zu x n�achstgelegene integer{Zahl n;n:=ROUND(LONG(3.5)) liefert: y = 4integer{Bereich: �2147483648� n � +2147483647 ;7. function ROUND (b: Longreal): Longreal;y:=ROUND(x) liefert die zu x n�achstgelegene, ganze Longreal{Zahl y; y:=ROUND(LONG(3.5)) liefert: y = 4y{Bereich: �2147483648� y � +2147483647 ;



3.2. DER DATENTYP LONGREAL 298. function SHORT (b: Longreal): real;y:=SHORT(x) rundet x zur n�achstgelegenen real{Zahl y;9. function SHORTDOWN (b: Longreal): real;y:=SHORTDOWN(x) rundet x zur n�achstkleineren real{Zahl y;10. function SHORTUP (b: Longreal): real;y:=SHORTUP(x) rundet x zur n�achstgr�o�eren real{Zahl y;11. function SHORT TEST (x: Longreal; var error: boolean): real;y := SHORT TEST(x; error) rundet x zur n�achsten real{Zahl y;error = TRUE () relativer Fehler > 0:5 � 10�12;12. function SHORTUP TEST (x: Longreal; var error: boolean): real;y := SHORTUP TEST(x; error) rundet x zur n�achstgr�o�erenreal{Zahl y;error = TRUE () relativer Fehler � 1 � 10�12;13. function SHORTDOWN TEST (x: Longreal; var error: boolean): real;y := SHORTDOWN TEST(x; error) rundet x zur n�achstkleine-ren real{Zahl y;error = TRUE () relativer Fehler � 1 � 10�12;14. function TRUNC (b: Longreal): integer;n:=TRUNC(x) liefert die integer{Zahl n, die durch Abschneidender Nachkommastellen von x entsteht.integer{Bereich: �2147483648� n � +2147483647 ;15. function TRUNC (b: Longreal): Longreal;y:=TRUNC(x) liefert die ganze Longreal{Zahl y, die durch Ab-schneiden der Nachkommastellen von x entsteht.y{Bereich: �2147483648� y � +2147483647 ;16. function SIGN (b: Longreal): integer;y:=SIGN(x) liefert das Vorzeichen von x; y2f�1; 0;+1g ;17. function MANT (b: Longreal): Longreal;m:=MANT(x) liefert die vorzeichenbehaftete Mantisse von x;es gilt: m= 0 oder 0:1 � jmj < 1 ;18. function EXPO (b: Longreal): integer;ex:=EXPO(x) liefert den Zehnerexponenten ex bzgl. der Dar-stellung: x = m � 10ex, wobei die Mantisse m folgende Be-dingungen erf�ullen mu�: m= 0 oder 0:1 � jmj < 1 ;F�ur x 6= 0 gilt: �530 � ex � +512 ;Im Fall x = 0 gilt: ex = �2147483647;



30 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATE19. function EXPO 0 (b: Longreal): integer;ex:=EXPO 0(x) liefert den Zehnerexponenten ex bzgl. derDarstellung: x = m � 10ex, wobei die Mantisse m folgendeBedingungen erf�ullen mu�: m= 0 oder 0:1 � jmj < 1 ;Es gilt: �530 � ex � +512 ;Im Fall x = 0 gilt: ex = 0 ; im Gegensatz zur EXPO{Funktion!20. procedure MANT EXPO PRODUCT(F1,F2: Longreal; var MP: Longreal;var exp: integer);MANT EXPO PRODUCT liefert zu den Longreal{Zahlen F1,F2die zur n�achsten Longreal{Zahl gerundete Mantisse MP des exak-ten Produkts F1 � F2 und den zugeh�origen Zehnerexponentenexp.Im Fall F1 � F2 = 0 gilt MP = 0 und exp = �maxint =�2147483647, und im Fall F1 � F2 6= 0 gilt: 0:1 � jMPj < 1:21. function COMP (m: Longreal; ex: integer): Longreal;y:=COMP(m,ex) liefert die Longreal{Zahl y, zusammengesetztaus der Mantisse m und dem Zehnerexponenten ex bzgl. der Dar-stellung: x = m � 10ex, wobei die Mantisse m folgende Be-dingungen erf�ullen mu�: m= 0 oder 0:1 � jmj < 1 ;Es mu� gelten: �530 � ex � +512 ; und im Bereich�530 � ex � �511 mu� die Mantisse m, wie auf S. 23 beschrie-ben, zus�atzlich eingeschr�ankt sein!Beispiele:y:=COMP(Long(0:1);�531) �! y = 0; "Exponent to small\{Meldung; kein Programmabbruch!y:=COMP(Long(0:123 : : :23) + Long(4:5678901E� 14);�511) �!y = 1:23 : : :900E� 512; "Mantissa bits lost...\{Meldung; kein Pro-grammabbruch!y:=COMP(Long(0:1);+513) �! "Overow{Meldung\ mit Pro-grammabbruch.22. function PRED (b: Longreal): Longreal;y:=PRED(x) liefert bzgl. x die n�achstkleinere MaschinenZahly < x23. function SUCC (b: Longreal): Longreal;y:=SUCC(x) liefert bzgl. x die n�achstgr�o�ere MaschinenZahly > x24. function LVAL (s: string): Longreal;y:=LVAL(s) wandelt den String s in eine Longreal{Zahl y.Der String s mu� eine Zeichenfolge enthalten, die eine Longreal{Konstante darstellt. Dabei werden f�uhrende Leerzeichen �uberle-sen. Ein eventuell verbleibender Reststring wird durch Runden zurn�achsten Longreal{Zahl ber�ucksichtigt.



3.2. DER DATENTYP LONGREAL 3125. function LVAL (s: string; round: integer): Longreal;y:=LVAL(s,round) wandelt den String s in eine Longreal{Zahly. Der String s mu� eine Zeichenfolge enthalten, die eine Longreal{Konstante darstellt. Dabei werden f�uhrende Leerzeichen �uberlesen.Ein eventuell verbleibender Reststring wird durch Runden gem�a�round ber�ucksichtigt:round =8><>: �1 nach unten gerundet0 n�achstliegend gerundet+1 nach oben gerundet 9>=>;26. function LVAL (s: string; round: integer; var rest: string): Longreal;Wie obige Funktion; ein eventuell vorhandener Reststring wird anrest zur�uckgegeben.27. function IMAGE (s: Longreal): string;s:=IMAGE(y) wandelt die Longreal{Zahl y in einen String sentsprechend der Standardausgabe von Longreal{Werten.Beispiel:s := IMAGE(LONG(�2:35 ;E� 7)) liefert: s = �2:4E� 007 ;28. function IMAGE (s: Longreal; width: integer): string;s:=IMAGE(y,w) wandelt die Longreal{Zahl y in einen String saus mindestens w Zeichen entsprechend der Ausgabe von Longreal{Werten, eventuell mit Au��ullen von Nullen am Mantissenende.Beispiele:s := IMAGE(LONG(�2:35 ;E� 7); 0) �! s = �2:4E� 007 ;s := IMAGE(LONG(�2:35 ;E� 7); 11) �! s = �2:350E� 007 ;29. function IMAGE (s: Longreal; width, fracs: integer): string;s:=IMAGE(y,w,f) wandelt die Longreal{Zahl y in einen Strings aus wenigstens w Zeichen (eventuell mit f�uhrenden Leerzei-chen aufgef�ullt) entsprechend der Ausgabe von Longreal{Werten inFestkommadarstellung mit f Nachkommastellen, wobei Nullen an-geh�angt werden, wenn f unn�otig gro� ist.Beispiele:s := IMAGE(LONG(�2:35 ;E� 3); 12; 7) �! s = t t �0:0023500 ;s := IMAGE(LONG(�2:35 ;E� 3); 7; 4) �! s = �0:0024 ;s := IMAGE(LONG(�2:35 ;E� 3); 3; 4) �! s = �0:0024 ;30. function IMAGE (s: Longreal; width, fracs, round: integer): string;s:=IMAGE(y,w,f,round) wandelt die Longreal{Zahl y in einenString s aus wenigstens w Zeichen (eventuell mit f�uhrenden Leerzei-chen aufgef�ullt) entsprechend der Ausgabe von Longreal{Werten inFestkommadarstellung mit f Nachkommastellen, wobei Nullen an-geh�angt werden, wenn f unn�otig gro� ist. Bei zu kleinem f wird ent-sprechend round gerundet, vergl die entsprechende Funktion LVAL.



32 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATEBeispiele:s := IMAGE(LONG(�2:35 ;E� 3); 7; 4; 0) �! s = �0:0024 ;s := IMAGE(LONG(�2:35 ;E� 3); 3; 4;+1) �! s = �0:0023 ;s := IMAGE(LONG(�2:35 ;E� 3); 7; 4;�1) �! s = �0:0024 ;31. function ENTIRE (x: Longreal; var gerade: boolean): boolean;bl:=ENTIRE(x, gerade) liefert an bl den Wert true, wenn dieLongreal{Zahl x eine ganze Zahl ist, sonst erh�alt bl den Wert false.Falls x ganzzahlig ist, erh�alt gerade den Wert true (false), wenn xzus�atzlich gerade (ungerade) ist.Ist x nicht ganzzahlig, so bleibt die Variable gerade bedeutungslos.32. function EM GANZ (x: Longreal): Longreal;y:=EM GANZ(x) berechnet zur Longrealzahl x die zur Man-tisse von x geh�orige ganze Zahl y.Beispiele:x = 12:3456789012345678901E� 55 �!y = 1:23456789012345678901E+ 20 ;x = �12:34 �! y = �1234:033. procedure ZERL (x: Longreal; var x1, x2: real);ZERL (x, x1, x2) zerlegt die Longrealzahl x in zwei Summan-den x1,x2 vom Typ real, mit: x = x1 + x2 ;Im Fall jxj > 1:999999999999E+256 erfolgt eine Fehlermeldungmit Programmabbruch.Im Fall jxj < 1:0E�267 gilt: x1 = x2 = 0 ohne Fehlermel-dung!! Dies ist f�ur viele Anwendungen n�utzlich!Beispiele:x = 1:999999999999E+256 �!x1 = 9:999999999999E+255 ; x2 = 9:999999999991E+255 ;x = 0:9999E�267 �! x1 = x2 = 0 ohne Fehlermeldung!!x = 1:1E�267 �! Fehlermeldung wegen zu breiter Mantissevon x, vergl. dazu die Beispiele auf Seite 12.x = 1:0E�267 �! x1 = 1:0E�267 ; x2 = 0 ;34. priority M 10HOCH = �;operator M 10HOCH (x: Longreal; k: integer) lrint: Longreal;y := x M 10HOCH k berechnet zur Longreal{Zahl x das Produkty = x � 10k ; k 2 f0;�1;�2; : : : g ;Im Fall 10�531 � jx � 10kj < 10�511 wird ohne Fehlermeldungzur n�achsten Rasterzahl gerundet, wenn das Ergebnis wegen einerzu langen Mantisse von x nicht mehr exakt dargestellt werden kann.Im Fall 0 < jx�10kj < 10�531 wird das Ergebnis auf Null gesetzt.



3.2. DER DATENTYP LONGREAL 333.2.4 Mathematische KonstantenEs existieren 29 mathematische Konstanten im Longreal{Format, die durch Aufrufentsprechender Funktionsnamen (ohne Argument) zur Verf�ugung stehen:Konstanten im Longreal�FormatName Wert Funktionswert RundungMAXLONGREAL +9:9 : : :9 � 10+511MINLONGREAL +1:0 : : :0 � 10�511MIN LONGREAL +1:0 : : :0 � 10�531PI DOWN � +3:1415 : : :23846 � PI DOWN < �PI UP � +3:1415 : : :23847 " PI UP > �PI2 2� +6:2831 : : :47693 � PI2 > 2�PI HALF �=2 +1:5707 : : :61923 � PI HALF < �=2PI HALF1 �=2 +1:5707 : : :61924 " PI HALF1 > �=2PI DIV4 �=4 +0:7853 : : :09615 � PI DIV4 < �=4R PI 1=� +0:3183 : : :71538 � R PI > 1=�R 2PI 1=(2�) +0:1591 : : :35769 � R 2PI > 1=(2�)R SQRTPI2 2=p� +1:1283 : : :57390 � R SQRTPI2 > 2=p�SQRT PI p� +1:7724 : : :02730 � SQRT PI > p�R SQRTPI 1=p� +0:5641 : : :86948 � R SQRTPI < 1=p�SQRT PI D2 p�=2 +0:8862 : : :13649 � SQRT PI D2 < p�=2LN PI ln(�) +1:1447 : : :17414 � LN PI < ln(�)EUL e +2:7182 : : :23536 � EUL < eLN 10 ln(10) +2:3025 : : :68402 � LN 10 > ln(10)R LN 10 1=ln(10) +0:4342 : : :27651 � R LN 10 < 1=ln(10)LN 2 ln(2) +0:6931 : : :09417 � LN 2 < ln(2)R LN 2 1=ln(2) +1:4426 : : :40736 � R LN 2 > 1=ln(2)GAMMA C C +0:5772 : : :60607 � GAMMA C > CLN GAM C ln(C) �0:5495 : : :22338 � LN GAM C > ln(C)SQRT2 p2 +1:4142 : : :04880 � SQRT2 < p2SQRT3 p3 +1:7320 : : :29353 � SQRT3 > p3SQRT5 p5 +2:2360 : : :69641 � SQRT5 > p5SQRT10 p10 +3:1622 : : :33200 � SQRT10 > p10R SQRT2 1=p2 +0:7071 : : :24401 � R SQRT2 > 1=p2R SQRT2PI 1=p2� +0:3989 : : :77940 � R SQRT2PI > 1=p2�� : Rundung zur n�achsten, " : Rundung zur n�achstgr�o�eren Longreal-Zahl.



34 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATE3.2.5 WertzuweisungenDurch �Uberladen des Zuweisungsoperators := sind folgende Wertzuweisungenm�oglich:Longrealvariable := integer{Ausdruck;Longrealvariable := real{Ausdruck;Longrealvariable := Longreal{Ausdruck;Realvariable := integer{Ausdruck;Realvariable := real{Ausdruck;Realvariable := Longreal{Ausdruck;Wird ein Longreal{Ausdruck in einer real{Variablen gespeichert, so wird im Be-darfsfall zur n�achsten real{Zahl gerundet.Das folgende Beispiel zeigt die PASCAL{interne Realisierung der Wertzuweisungeines real{Ausdrucks an eine Longrealvariable; dabei ist die Benutzung von var vordem linken Longreal{Operanden zwingend vorgeschrieben!operator := (var x: Longreal; r: real);begin x := LONG(r) end.3.2.6 HornerschemaGegeben sei das Polynom:P10(x) = b[0] + : : :+ b[5] � x5 + a[6] � x6 + : : :+ a[10] � x10;das f�ur das Longreal{Argument x nach dem Hornerschema auszuwerten ist. ZurLaufzeitverk�urzung sollen die ersten 4 Schritte im groben real{Format durchgef�uhrtwerden. Im f�unften, gemischten Hornerschritt wird die Multiplikation im real{Format und die Addition im Longrealformat ausgef�uhrt. Die restlichen Horner-schritte werden dann vollst�andig im Longreal{Format berechnet.Im folgenden PASCAL{XSC{Programm HORNER benutzen wir die im Sprach-kern von PASCAL-XSC de�nierten Datentypen:type rvector = dynamic array[�] of real;type Lrvector = dynamic array[�] of Longreal;Die Polynomauswertung nach dem Hornerschema erfolgt mit der Funktion:function HORNER L (a: rvector; b: Lrvector; x: Longreal): Longreal;die vom Modul STDMOD exportiert wird.



3.2. DER DATENTYP LONGREAL 35program HORNER(input,output);var a : rvector[6..10];b : Lrvector[0..5];null : rvector[0..0];x, y, p10 : Longreal;begina[6] := 1:2; : : : a[10] := 5:3E�6;b[0] := LONG(1) + LONG(1:2E�13); : : :b[5] := LONG(4) + LONG(3:15E�13);x := 0:1;p10 :=HORNER L (a,b,x);y :=HORNER L (null,b,x);end.Anmerkungen:1. Bei 4 groben Schritten ben�otigt man also 4 + 1 = 5 Komponenten a[k]:2. Ist N der Polynomgrad und g � 1 die Zahl der groben Schritte im real{Format,so mu� gelten: 1 � g � N� 2 mit N � 3 ;3. p10 ist eine Maschinenn�aherung f�ur den exakten Wert P10(0:1);4. y :=HORNER L (null,b,x); berechnet eine Maschinenn�aherung f�ur dasPolynom 5 -ter Ordnung, dessen Longreal{Koe�zienten im b{Feld gespeichertsind, wenn alle Hornerschritte hochgenau im Longrealformat ausgef�uhrtwerden.3.2.7 Suche eines Teilintervalls0�1�2 1 2 3 4 5 5A BAA AA AA AA AA AA AAb[�1] b[0] b[1] b[2] b[3] b[4] b[5] b[6] - x�10 100 240 300 405 490 900 1600Abbildung 3.1: [A,B] mit numerierten, halbo�enen Teilintervallen.F�ur die Auswertung einer reellwertigen Funktion �uber einem Intervall [A;B] istes oft sinnvoll, [A;B] mittels eines b{Feldes vom Typ rvector (vergl. Seite 34) inTeilintervalle aufzuteilen und f�ur jedes Teilintervall einen eigenen Algorithmus an-zugeben. Dadurch entsteht die Aufgabe, zu gegebenem Longrealargument x 2 [A;B]die entsprechend richtige Teilintervallnummer n zu bestimmen. In der Abb. 3.1 be-sitzt z.B. das halbo�ene Teilintervall [300; 405[ die Nummer 2 entsprechend demIndexwert 2 des linken Randpunktes b[2] = 300. Die gesuchte Teilintervallnummern wird bestimmt mit Hilfe der Funktion:



36 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATEfunction INT NR (b: rvector; x: Longreal): integer;die vomModul STDMOD exportiert wird. Das folgende ProgrammNUMMER zeigteine Anwendung gem�a� Abb. 3.1program NUMMER(input,output);var b : rvector[-1..6];x : Longreal;n : integer;beginb[�1] := �10; : : : b[6] := 1600;x := �10:1;n := INT NR (b,x);end.Ergebnisse: n := INT NR (b,LONG(1240:3)) liefert: n = 5;n := INT NR (b,LONG(1601)) liefert: n = 5;n := INT NR (b,LONG(1600)) liefert: n = 5;n := INT NR (b,LONG(�10:1)) liefert: n = �2;n := INT NR (b,LONG(�10)) liefert: n = �1;n := INT NR (b,LONG(240)) liefert: n = 1;Anmerkungen:1. Es mu� gelten: A = b[�1] und B = b[6];2. Durch geeignete Indexgrenzen des b{Feldes kann man sich einen entsprechen-den Bereich f�ur die Teilintervallnummern aussuchen!3.2.8 Einschlie�ung eines exakten FunktionswertesF�ur einen reellwertigen Funktionswert f(x) sei eine Maschinenn�aherung ef(x) vomTyp Longreal berechnet. Der relative Fehler "f ist de�niert durch:"f := ef(x) � f(x)f(x) ; f(x) 6= 0 ; j"f j � "(f) ;Die Fehlerschranke "(f) sei f�ur alle x 2 [a; b] bekannt. Gesucht sind eine garantierteUnterschranke US und eine Oberschranke OS f�ur den exakten Funktionswert f(x):US � f(x) � OS ; US,OS =?F�ur ef(x) > 0 und "(f) < 0:5 � 10�3 gilt:f(x) = ef(x)1 + "f � ef(x)1� "(f) < ef(x) � [1 + 1:001 � "(f)]und mit � := 1:001�> "(f) erh�alt man: f(x) < ef(x) � [1 + �] : Setzt manef(x) = m � 10ex ; so gilt: m := MANT( ef(x)) ; ex := EXPO( ef(x)). Nach Seite29 folgt: 0:1 � m < 1 ; =) m � [1 +�] = m+� �m < m+� � m+> � =)f(x) < 10ex � [m+> �] =: OS



3.3. EIN-/AUSGABEPROZEDUREN 37Die Oberschranke OS kann daher ohne zeitaufwendige Multiplikation berech-net werden, wenn man [m+> �] und 10ex mit dem schnellen Operator M 10HOCHverkn�upft!Die Vermeidung der Multiplikation im Ausdruck ef(x) � [1+�] ergibt jedochim ung�unstigsten Fall eine �Ubersch�atzung der Oberschranke als w�are "(f) verzehn-facht worden. Im Fall ef(x) < 0 k�onnen die Unter{ und Oberschranken US,OSganz analog berechnet werden. Mit Hilfe der Funktionfunction BOUND (y: Longreal; alpha: real): Longreal ,die vom Modul STDMOD exportiert wird, lassen sich US, OS bestimmen.Sei y := ef(x) und � := 1:001�> "(f); dann liefert:OS := BOUND (y,+alpha) eine Oberschranke OS undUS := BOUND (y,�alpha) eine Unterschranke US f�ur f(x).Anmerkungen:� Im Fall ef(x) = 0 gilt: US = �2 � 10�531; OS = +2 � 10�531 ; dadurchwird ber�ucksichtigt, da� ef(x) = 0 durch Underow entstanden sein kann!� LONG sollte nicht mit alpha = 0 aufgerufen werden.3.3 Ein-/AusgabeprozedurenMit Hilfe der bekannten Ein-/Ausgabeprozeduren read, readln, write, writelnk�onnen Dateien (Filevariable) in bekannter Weise zur Ein{ bzw. Ausgabe benutztwerden. Genaue Informationen �ndet man in: PASCAL{XSC, Sprachbeschreibungmit Beispielen.Die Standardausgabe bei Verwendung der Prozedur write erfolgt f�ur die Typeninteger, real, Longreal, char und boolean entsprechend der Formatspezi�kations-tabelle 3.4. Typ integer real Longreal char booleanFormat : 11 20 : 0 : 0 28 : 0 : 0 : 1 : 5Tabelle 3.4: Standardausgabeformat f�ur write.Anmerkungen:1. Mit read, readln, write, writeln ergeben sich keine Konversionsfehlerwie sie z.B. bei einem Bin�ar{System unvermeidlich sind!2. Wird durch read(x) vom Text�le ein Wert gelesen, der betragsm�a�ig klei-ner als 10�267(10�531) ist, so erh�alt die real{(Longreal)Variable den Wert 0.



38 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATEBesitzt die Mantisse des Text�le{Wertes mehr Zi�ern, als die interne Darstel-lung zul�a�t, so wird zur n�achstgelegenen Maschinenzahl gerundet.3. Wird durch read(x:r) vom Text�le ein Wert gelesen, dessen Mantisse mehrZi�ern enth�alt, als die interne Darstellung zul�a�t, so wird entsprechend r ge-rundet: r =8><>: �1 Rundung zur n�achstkleineren Zahl0 Rundung zur n�achsten Rasterzahl+1 Rundung zur n�achstgr�o�eren Zahl 9>=>;x kann vom Typ real oder Longreal sein!3.4 Exakte Auswertung von Ausdr�uckenUm das Skalarprodukt s := 10Xk=1 a[k] � b[k]mit nur einer einzigen Rundung berechnen zu k�onnen, gibt es in PASCAL{XSCdas Konzept des dotprecision{Ausdrucks oder auch Lattenkreuzausdrucks.In der BCD{Version stehen solche #{Ausdr�ucke ebenfalls in vollem Umfang zurVerf�ugung; allerdings d�urfen die a[k]; b[k] in #{Ausdr�ucken nicht vom DatentypLongreal gew�ahlt werden!Mit Hilfe des Moduls STDMOD werden dem Anwender jedoch zus�atzlich folgendeProzeduren und Operatoren zur Verf�ugung gestellt, mit denen unter gewissen Ein-schr�ankungen auch Longreal{Zahlen und exakte Produkte aus Longreal{Zahlen zueiner dotprecision{Variablen addiert (subtrahiert) werden k�onnen. Zus�atzlich l�a�tsich der Akkumulator ins real{ und Longreal{Format auslesen, wobei die Bereiche(3.1) und (3.2) entsprechend ber�ucksichtigt werden k�onnen:� operator + (d: dotprecision; a: Longreal) s : dotprecision;Zur dotprecision{Variablen d wird ein Longreal{Ausdruck addiert.� operator + (a: Longreal; d: dotprecision) s : dotprecision;Zu einem Longreal{Ausdruck wird die dotprecision{Variable d addiert.� operator � (d: dotprecision; a: Longreal) s : dotprecision;Von der dotprecision{Variablen d wird ein Longreal{Ausdruck subtrahiert.� operator � (a: Longreal; d: dotprecision) s : dotprecision;Von einem Longreal{Ausdruck wird die dotprecision{Variable d subtrahiert.� procedure ADDACCU (var d: dotprecision; a,b: Longreal);Zur dotprecision{Variablen d wird das exakte Longreal{Produkt a �b addiert.� procedure SUBACCU (var d: dotprecision; a,b: Longreal);Von der dotprecision{Variablen d wird das exakte Longreal{Produkt a � bsubtrahiert.



3.4. EXAKTE AUSWERTUNG VON AUSDR�UCKEN 39� procedure ADDNACCU (var d: dotprecision; a: Lrvector);Zur dotprecision{Variablen d werden alle Longrealzahlen des Feldes a vomTyp Lrvector (vergl. Seite 34) addiert.� procedure SUBNACCU (var d: dotprecision; a: Lrvector);Von der dotprecision{Variablen d werden alle Longrealzahlen des Feldes a vomTyp Lrvector (vergl. Seite 34) subtrahiert.� procedure PADDNACCU (var d: dotprecision; a,b: Lrvector);Zur dotprecision{Variablen d wird das aus den Feldern a,b gebildete exakteSkalarprodukt addiert.� procedure PSUBNACCU (var d: dotprecision; a,b: Lrvector);Von der dotprecision{Variablen d wird das aus den Feldern a,b gebildete ex-akte Skalarprodukt subtrahiert.� procedure Akku times 10power k (var d: dotprecision; k: integer);Multipliziert den Akkuinhalt mit 10k; k = 0; 1; 2; : : : ; negative k{Werte�andern den Akkuinhalt nicht.� function LONGNEXT (var Akku: dotprecision): Longreal;y:=LONGNEXT(Akku) liest den Akku{Inhalt in die n�achste Longreal{Zahl y;� function LONGDOWN (var Akku: dotprecision): Longreal;y:=LONGDOWN(Akku) liest den Akku{Inhalt in die n�achstkleinereLongreal{Zahl y;� function LONGUP (var Akku: dotprecision): Longreal;y:=LONGUP(Akku) liest den Akkumulator{Inhalt in die n�achstgr�o�ereLongreal{Zahl y;� function LONGNEXT TEST (var Akku: dotprecision;var error: boolean): Longreal;Liest den Akkumulator{Inhalt in die n�achste Longreal{Zahl;error = TRUE () relativer Fehler > 0:5 � 10�20; (durch Nullsetzen hintererZi�ern der Ergebnismantisse im Bereich (3.2) ).� function LONGUP TEST (var Akku: dotprecision;var error: boolean): Longreal;Liest den Akkumulator{Inhalt in die n�achstgr�o�ere Longreal{Zahl;error = TRUE () relativer Fehler � 1 � 10�20; (durch Nullsetzen hintererZi�ern der Ergebnismantisse im Bereich (3.2) ).� function LONGDOWN TEST (var Akku: dotprecision;var error: boolean): Longreal;Liest den Akkumulator{Inhalt in die n�achstkleinere Longreal{Zahl;error = TRUE () relativer Fehler � 1 � 10�20; (durch Nullsetzen hintererZi�ern der Ergebnismantisse im Bereich (3.2) ).



40 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATE� function REALNEXT TEST (var Akku: dotprecision;var error: boolean): real;Liest den Akku{Inhalt in die n�achste real{Zahl;error = TRUE () relativer Fehler > 0:5 � 10�12; (durch Nullsetzen hintererZi�ern der Ergebnismantisse im Bereich (3.1) ).� function REALUP TEST (var Akku: dotprecision;var error: boolean): real;Liest den Akku{Inhalt in die n�achstgr�o�ere real{Zahl;error = TRUE () relativer Fehler � 1 � 10�12; (durch Nullsetzen hintererZi�ern der Ergebnismantisse im Bereich (3.1) ).� function REALDOWN TEST (var Akku: dotprecision;var error: boolean): real;Liest den Akku{Inhalt in die n�achstkleinere real{Zahl;error = TRUE () relativer Fehler � 1 � 10�12; (durch Nullsetzen hintererZi�ern der Ergebnismantisse im Bereich (3.1) ).� function SIGN (Akku: dotprecision) : integer;Liefert das Vorzeichen des Akkumulators.Da der lange Akkumulator urspr�unglich nur f�ur real{Zahlen konzipiert wurde, kannim Gegensatz zu einer Longreal{Zahl a ein exaktes Produkt a � b aus denLongreal{Zahlen a; b nur unter bestimmten Einschr�ankungen in den Akku addiertwerden.Schreibt man z.B. die Longreal{Zahl a in der normalisierten Forma = ma � 10exa ; mit: ma = 0 oder 0:1 � jmaj < 1;so lautet die 1. Einschr�ankung: exa+ exb � 512andernfalls erfogt eine Fehlermeldung mit Programmabbruch.Bedeutet z.B. Za die Maximalzahl der m�oglichen, von Null verschiedenenMantissenzi�ern einer Longreal{Zahl a, so gelten f�ur Za z.B. die Werte der nach-folgenden Tabelle :a ma � 10�530 ma � 10�529 ma � 10�511 ma � 10�510 ma � 10�509Za 1 2 20 21 21Tabelle 3.5: Za =Mantissenl�ange einer Longreal{Zahl a



3.4. EXAKTE AUSWERTUNG VON AUSDR�UCKEN 41und die zweite Einschr�ankung lautet:exa+ exb� Za� Zb � �552andernfalls erfolgt eine Fehlermeldung mit Programmabbruch.Die zweite Einschr�ankung l�a�t sich auch wie folgt formulieren:F�ur beliebige, zul�assige Mantissen ma;mb darf das entsprechende exakteProdukt a � b zweier Longrealzahlen in Festkommadarstellung h�ochstensbis zur 552. {ten Nachkommastelle reichen.Da Verst�o�e gegen die beiden Einschr�ankungen durch Programmabbruch geahn-det werden, sind Rechnerergebnisse mit den oben genannten Prozeduren und Ope-ratoren absolut zuverl�assig und erm�oglichen z.B. den Aufbau einer hochgenauen,komplexen Longreal{Arithmetik.Im Gegensatz zur Multiplikation sind Addition und Subtraktion vonLongreal{Zahlen in den Akkumulator ohne Einschr�ankungen m�oglich!Beispiele:Vereinbarungen: var a,b : Lrvector[1::2]; d : dotprecision;Die Ergebnisse in Tabelle 3.7 entstanden durch die Anweisungen:d := #(0); PADDNACCU (d,a,b);Nr. a[1] b[1] a[2] b[2]1 1E�1 1E�531 0 02 1E�2 1E�531 0 03 1E�256 1E�256 0 04 1E�256 1E�257 0 05 1:234::8901E�256 a[1] �1:234::8902E�256 1:234::8900E�2566 1E+510 1 0 07 9:99::99E+510 9:99::99 0 08 1E+511 1 0 09 9:99::99E+510 9:99::99 1E+491 110 9:99::99E+510 9:99::99 2E+491 1Tabelle 3.6: Komponenten vom Typ Longreal.



42 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATENr. d := #(0); paddnaccu(d; a;b);() d = 0+ a[1] � b[1] + a[2] � b[2];1 1E�532 liefert Underow beim Auslesen des Akkus.2 Exponent range restricted : : : ; Programmabbruch.3 1E�5124 Exponent range restricted : : : ; Programmabbruch.5 1E�552; kleinstm�ogliche, positive Zahl im Akkumulator.6 1E+5107 9:99 : : :998 00 : : : 001E+511 < 1E+5128 Invalid Operation : : : ; Programmabbruch.9 9:99 : : :999 00 : : : 001E+511 < 1E+51210 1:000 : : : (41Zi�ern 0) : : : 0001E+512 > 1E+512Tabelle 3.7: Akkumulator{Inhalte.3.4.1 Operatoren f�ur dotprecision{Ausdr�uckeDa ein #-Konzept f�ur real- und Longreal{Ausdr�ucke nicht zur Verf�ugung steht,soll dieses mit Hilfe geeigneter Operatoren simuliert werden.Um z.B. das exakte Produkt a � b der Longreal{Zahlen a = b =1:23456789012345678901 � 10250 in die dotprecision{Variable Akku zu addieren,darf in der (erlaubten!) AnweisungAkku := Akku+ a � b ;der � Operator nicht benutzt werden, da dieser das exakte Produkt a �b zuerstins Longrealformat rundet und danach das gerundete Longreal{Produkt in denAkku addiert! Will man daher das Problem ohne die Prozedur ADDACCU �uber-sichtlicher mit einem Operator l�osen, so mu� man f�ur den Multiplikationsoperatormit dem Ergebnistyp dotprecision einen neuen Namen w�ahlen! In nachfolgenderTabelle 3.8 sind die entsprechenden neuen Operatornamen zusammengestellt:Operation Operator{Name ErgebnistypAddition plus dotprecisionSubtraktion minus dotprecisionMultiplikation times dotprecisionTabelle 3.8: Operatornamen mit Ergebnistyp dotprecisionIn Tabelle 3.9 sind f�ur die Operatoren plus,minus, times, � alle erlaubtenOperanden{Typen angegeben.



3.4. EXAKTE AUSWERTUNG VON AUSDR�UCKEN 43rechter Operand integer real Longreal dotprecisionlinker Operandinteger times times times �real plus,minus plus,minus plus,minus plus,minusLongreal times times times +; �; �plus,minus plus,minus plus,minus plus,minusdotprecision � � +; �; � �plus,minus plus,minus plus,minus plus,minusTabelle 3.9: Operatoren vom Ergebnistyp dotprecision1. Beispiel:Mit den Longreal{Zahlena = b = 1:234567890123456; c = 1:234567890123457; d = 1:234567890123455liefern die Anweisungen:yn := LONGNEXT ( a times b minus c times d );yd := LONGDOWN ( a times b minus c times d );yu := LONGUP ( a times b minus c times d );jeweils den gleichen Longrealwert yn = yd = yu = 1 � 10�30 , d.h. yn liefertsogar den exakten Wert von a � b� c � d (vergl. Beispiel 3. von Seite 5)2. Beispiel:Mit Hilfe der Operatoren � und plus zwischen dotprecision- und Longreal-Operanden kann ein Polynom P(x) = nXk=0 ak � xkmit der folgenden Funktion nach dem Hornerschema rundungsfehlerfrei berech-net werden:function HORNER dot (var a: Lrvector; xl: Longreal): dotprecision;var k : integer;y : dotprecision;beginy := a[ub(a)];for k := ub(a)�1 downto lb(a) doy := y � xl plus a[k];HORNER dot := yend;



44 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATEDie Koe�zientena0 = �0:01; a1 = +0:39; a2 = �7:02; a3 = +77:22;a4 = �579:15; a5 = +3127:41; a6 = �12509:64; a7 = +37528:92;a8 = �84440:07; a9 = +140733:45; a10= �168880:14; a11= +138174:66;a12= �69087:33; a13= +15943:23;realisieren das Polynom P(x) = 1100 � (3x� 1)13 mit der Nullstelle x0 = 13 ;Mit den Deklarationen:var a: Lrvector[0::13];x1,y: Longreal; dot: dotprecision;und den Anweisungen:x1 := 0.3333333333333333; fx1 � x0gdot := HORNER dot (a,x1);y := LONGNEXT(dot);erh�alt man mit der BCD{Version das exakte Ergebnis:y = P(x1) = �1:00 : : :00 � 10�210;F�uhrt man ganz entsprechende Rechnungen mit der Bin�arversion von PASCAL{XSC durch, so erh�alt man:eP(fx1) = �1:002225955526114 � 10�15;Die enorme Abweichung von 195 Gr�o�enordnungen vom exakten BCD{Wert istalleine bedingt durch den Umstand, da� vor der eigentlichen rundungsfehlerfreienPolynomauswertung neben dem Argument x1 auch alle Polynomkoe�zienten mitKonversionsfehlern ins Bin�arsystem umgewandelt werden m�ussen.In der Bin�arversion kann man bei diesem Beispiel die Konversionsfehler bei den a[k]vermeiden, indem man diese Polynomkoe�zienten mit dem Faktor 100 multipliziertund damit ganzzahlig macht:Q(x) := 100 � P(x) � (3x� 1)13Der noch verbleibende Konversionsfehler beim Argument x1 erzeugt dann mit derBin�arversion im Vergleich zum exakten BCD{Wert immer noch einen Fehler vonetwa vier Gr�o�enordnungen:Exakter BCD{Wert : Q(x1) = �1:000000000000000 � 10�208Bin�ar-Ergebnis : eQ(fx1) = �4:752728915737900 � 10�212Das Beispiel zeigt, da� man trotz Vermeidung der Konversionsfehler bei den Poly-nomkoe�zienten (was zu vorzeitigem Overow f�uhren kann!) nur mit einer BCD{Version akzeptable Ergebnisse erh�alt, wenn man ein Polynom in der N�ahe einerNullstelle auswerten will.



3.4. EXAKTE AUSWERTUNG VON AUSDR�UCKEN 45Vergleichsoperatoren:Bez�uglich einer beliebigen Kombination von Operanden des Typsinteger, real, Longreal, dotprecisionexistieren alle Vergleichsoperatoren: = <> > >= < <= ;Wertzuweisungen:An eine Variable vom Typ dotprecision sind Wertzuweisungen von Ausdr�ucken fol-gender Typen m�oglich:dotprecision{Variable := integer, real, Longreal, dotprecision{Ausdruck;



46 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATE3.5 Der Datentyp rrGZur Implementierung hochgenauer Standardfunktionen im 21-stelligen Longreal{Format wurden die entsprechenden Algorithmen im rrG{Format realisiert, daswie folgt de�niert Type rrG = recordr1,r2 : real;G : integer;end;und durch das Standardmodul STDMOD zur Verf�ugung gestellt wird.Durch a : rrG unda.r1 := 1:234567890123; a.r2 := 4:567890123456E�13; a.G := +123456789;wird eine BCD-Zahl mit mindestens 26 Mantissenstellen dargestellt, deren Expo-nentenbereich nur durch die integer{Zahlen begrenzt ist:a = 1:2345678901234567890123456 � 10+123456789�2147483648� a.G � +2147483647F�ur die korrekte Durchf�uhrung der arithmetischen Grundoperationen mu� ein rrG{Operand a die beiden folgenden Bedingungen erf�ullen:a.r1 = 0 =) a.r2 = 0 (Beding. I)ja.r1j > 0 =) ���� a.r2a.r1 + a.r2 ���� < 5:0001 � 10�13 (Beding. II)Die beiden obigen Bedingungen werden dabei automatisch realisiert, falls wie inallen praktischen Anwendungen a.r1 und a.r2 durch die folgenden Anweisungenaus dem Akkumulator ausgelesen werden:a.r1 := #*( Akku ); { a: rrG; Akku: dotprecision }a.r2 := #*( Akku - a.r1 );Bedeutet Akku den numerischen Wert des Akkumulators, so gilt mit den obigenAnweisungen zus�atzlich:ja.r1j � 10�241; (a.r1 + a.r2) = Akku � (1 + ") =) j"j � 5 � 10�26Das zweimalige Auslesen des Akkumulators erfolgt also mit dem relativen H�ochst-fehler "(26) := 5�10�26 , falls ja.r1j � 10�241. Nach den beiden obigen PASCAL-XSC {Anweisungen erreicht man daher mit der Abfrage



3.5. DER DATENTYP RRG 47if (SIGN(Akku) <> 0) and (EXPO(a.r1) < TEST_26)then Fehlermeldungda� das zweimalige Auslesen des Akkumulators in die rrG{Komponenten a.r1 unda.r2 den relativen Fehler 5 � 10�26 nicht �ubersteigt; TEST 26 = �240 wird vomModul STDMOD als real-Konstante exportiert.3.5.1 Monadische OperatorenF�ur den Datentyp rrG stehen die monadischen Operatoren +++ � in gewohnterWeise zur Verf�ugung.3.5.2 Addition, SubtraktionMit Hilfe der folgenden Prozeduren und Operatoren lassen sich Variablen vom TyprrG addieren bzw. subtrahieren. Falls beide Operanden den gleichen Zehnerexpo-nenten besitzen, sind aus Laufzeitgr�unden die Prozeduren den Operatoren vorzu-ziehen. Es existieren auch die wichtigsten Operatoren mit gemischten Operanden.� procedure ADD 11 (a,b: real; var r1,r2: real);Es gilt: (a+b) � (r1+r2) mit der relativen Fehlerschranke 0, falls keinOverow auftritt. jr2=(r1 + r2)j < 5:0001 � 10�13 wird erf�ullt.� procedure ADD 21 (a1,a2,b: real; var r1,r2: real);(r1+ r2) = (a1+ a2+b) � (1+ "); jr1j � 10�241 =) j"j � 5 � 10�26,falls kein Overow auftritt. jr2=(r1 + r2)j < 5:0001 � 10�13 wird erf�ullt.� procedure ADD 22 (a1,a2,b1,b2: real; var r1,r2: real);(r1+r2) = (a1+a2+b1+b2) � (1+"); jr1j � 10�241 =) j"j � 5 �10�26,falls kein Overow auftritt. jr2=(r1 + r2)j < 5:0001 � 10�13 wird erf�ullt.� operator + (x,y: rrG) s: rrG;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13s = (x + y) � (1 + ")=) j"j � 5:0001 � 10�26; js.r2=(s.r1 + s.r2)j < 5:0001 � 10�13� operator + (x: real; y: rrG) s: rrG;Vorauss.: j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13s = (x + y) � (1 + ")=) j"j � 5:0001 � 10�26; js.r2=(s.r1 + s.r2)j < 5:0001 � 10�13� operator + (x: Longreal; y: rrG) s: rrG;Vorauss.: j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13s = (x + y) � (1 + ")=) j"j � 5:0001 � 10�26; js.r2=(s.r1 + s.r2)j < 5:0001 � 10�13



48 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATE� operator ��� (x,y: rrG) d: rrG;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13d = (x� y) � (1 + ")=) j"j � 5:0001 � 10�26; jd.r2=(d.r1 + d.r2)j < 5:0001 � 10�13� operator ��� (x: real; y: rrG) d: rrG;Vorauss.: j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13d = (x� y) � (1 + ")=) j"j � 5:0001 � 10�26; jd.r2=(d.r1 + d.r2)j < 5:0001 � 10�13� operator ��� (x: Longreal; y: rrG) d: rrG;Vorauss.: j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13d = (x� y) � (1 + ")=) j"j � 5:0001 � 10�26; jd.r2=(d.r1 + d.r2)j < 5:0001 � 10�13� operator ��� (y: rrG; x: real) d: rrG;Vorauss.: j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13d = (y� x) � (1 + ")=) j"j � 5:0001 � 10�26; jd.r2=(d.r1 + d.r2)j < 5:0001 � 10�13� operator ��� (y: rrG; x: Longreal) d: rrG;Vorauss.: j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13d = (y� x) � (1 + ")=) j"j � 5:0001 � 10�26; jd.r2=(d.r1 + d.r2)j < 5:0001 � 10�13� operator +>+>+> (x,y: rrG) s: rrG;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13=) x + y < s; js.r2=(s.r1 + s.r2)j < 5:0001 � 10�13� operator �>�>�> (x,y: rrG) d: rrG;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13=) x� y < d; jd.r2=(d.r1 + d.r2)j < 5:0001 � 10�13� operator +<+<+< (x,y: rrG) s: rrG;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13=) x + y > s; js.r2=(s.r1 + s.r2)j < 5:0001 � 10�13



3.5. DER DATENTYP RRG 49� operator �<�<�< (x,y: rrG) d: rrG;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13=) x� y > d; jd.r2=(d.r1 + d.r2)j < 5:0001 � 10�13� procedure ADD 11G (a,b: Longreal; var s: rrG);s = (a+b) � (1+ ") =) j"j � 5 � 10�26, js.r2=(s.r1+ s.r2)j < 5:0001 � 10�13F�ur b kann auch ein real-Parameter eingesetzt werden.3.5.3 MultiplikationMit Hilfe der folgenden Prozeduren und Operatoren lassen sich Variablen vom TyprrG multiplizieren. Falls die Summe der Zehnerexponenten beider Operanden ver-schwindet, sind aus Laufzeitgr�unden die Prozeduren den Operatoren vorzuziehen.Es existieren auch die wichtigsten Operatoren mit gemischten Operanden.� procedure MUL 11 (a,b: real; var r1,r2: real);Es gilt: a � b � (r1 + r2) mit der relativen Fehlerschranke 0, fallsjr1j � 10�241; jr2=(r1 + r2)j < 5:0001 � 10�13 wird erf�ullt.� procedure MUL 12 (a,b1,b2: real; var r1,r2: real);(r1 + r2) = a � (b1 + b2) � (1 + "); jr1j � 10�241=) j"j � 5 � 10�26; jr2=(r1 + r2)j < 5:0001 � 10�13 wird erf�ullt.� procedure MUL 22 (a1,a2,b1,b2: real; var r1,r2: real);Vorauss.: j a2=(a1 + a2) j < 5:0001 � 10�13j b2=(b1 + b2) j < 5:0001 � 10�13(r1 + r2) = (a1 + a2) � (b1 + b2) � (1 + "); jr1j � 10�241=) j"j � 3:0003 � 10�25; jr2=(r1 + r2)j < 5:0001 � 10�13� procedure MUL 21 (a1,a2: real; xl: Longreal; var r1,r2: real);Vorauss.: ja2=(a1 + a2)j < 5:0001 � 10�13; jxlj � 10�247(r1 + r2) = (a1 + a2) � xl � (1 + "); jr1j � 10�241=) j"j � 3:0003 � 10�25; jr2=(r1 + r2)j < 5:0001 � 10�13� procedure MUL 22S (a1,a2,b1,b2: real; var r1,r2: real);Vorauss.: j a2=(a1 + a2) j < 5:0001 � 10�13j b2=(b1 + b2) j < 5:0001 � 10�13(r1 + r2) = (a1 + a2) � (b1 + b2) � (1 + "); jr1j � 10�241=) j"j � 5 � 10�26; jr2=(r1 + r2)j < 5:0001 � 10�13� operator ��� (x,y: rrG) p: rrG;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13p = (x � y) � (1 + ")=) j"j � 5:0001 � 10�26; jp.r2=(p.r1 + p.r2)j < 5:0001 � 10�13



50 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATE� operator ��� (x: real; y: rrG) p: rrG;Vorauss.: j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13p = (x � y) � (1 + ")=) j"j � 5:0001 � 10�26; jp.r2=(p.r1 + p.r2)j < 5:0001 � 10�13� operator ��� (x: Longreal; y: rrG) p: rrG;Vorauss.: j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13p = (x � y) � (1 + ")=) j"j � 5:0001 � 10�26; jp.r2=(p.r1 + p.r2)j < 5:0001 � 10�13� operator �>�>�> (x,y: rrG) p: rrG;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13=) x � y < p; jp.r2=(p.r1 + p.r2)j < 5:0001 � 10�13� operator �<�<�< (x,y: rrG) p: rrG;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13=) x � y > p; jp.r2=(p.r1 + p.r2)j < 5:0001 � 10�133.5.4 DivisionMit Hilfe der folgenden Prozeduren und Operatoren lassen sich Quotienten vom TyprrG berechnen. Falls die Zehnerexponenten beider rrG{Operanden �ubereinstimmen,sind aus Laufzeitgr�unden die Prozeduren den Operatoren vorzuziehen. Es existierenauch die wichtigsten Operatoren mit gemischten Operanden.� procedure DIV 22 (a1,a2,b1,b2: real; var q1,q2: real);Vorauss.: j a2=(a1 + a2) j < 5:0001 � 10�13j b2=(b1 + b2) j < 5:0001 � 10�13(q1 + q2) = [(a1 + a2)=(b1 + b2)] � (1 + "); jq1j � 10�241=) j"j � 2:2504 � 10�24; jr2=(r1 + r2)j < 5:0001 � 10�13� procedure REZIP (x: rrG; var R: rrG);Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13R = (1=x) � (1 + ")=) j"j � 2:2504 � 10�24; jR.r2=(R.r1 + R.r2)j < 5:0001 � 10�13� operator === (x,y: rrG) q: rrG;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13q = (x=y) � (1 + ")=) j"j � 2:2505 � 10�24; jq.r2=(q.r1 + q.r2)j < 5:0001 � 10�13



3.5. DER DATENTYP RRG 51� operator === (x: real; y: rrG) q: rrG;Vorauss.: j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13q = (x=y) � (1 + ")=) j"j � 2:2505 � 10�24; jq.r2=(q.r1 + q.r2)j < 5:0001 � 10�13� operator === (x: Longreal; y: rrG) q: rrG;Vorauss.: j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13q = (x=y) � (1 + ")=) j"j � 2:2505 � 10�24; jq.r2=(q.r1 + q.r2)j < 5:0001 � 10�13� operator === (x: rrG; y: real) q: rrG;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13q = (x=y) � (1 + ")=) j"j � 2:2505 � 10�24; jq.r2=(q.r1 + q.r2)j < 5:0001 � 10�13� operator === (x: rrG; y: Longreal) q: rrG;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13q = (x=y) � (1 + ")=) j"j � 2:2505 � 10�24; jq.r2=(q.r1 + q.r2)j < 5:0001 � 10�13� operator =>=>=> (x,y: rrG) q: rrG;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13=) x=y < q; jq.r2=(q.r1 + q.r2)j < 5:0001 � 10�13� operator =<=<=< (x,y: rrG) q: rrG;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13=) x=y > q; jq.r2=(q.r1 + q.r2)j < 5:0001 � 10�133.5.5 VergleicheMit Hilfe der folgenden Funktionen und Operatoren lassen sich Operanden vomTyp real,Longreal,rrG vergleichen:� function greater 21 (x1,x2,x: real): boolean;Vorauss.: jx2=(x1 + x2)j < 5:0001 � 10�13; x1 = 0 =) x2 = 0;greater 21 = true () (x1 + x2) > x;� function less 21 (x1,x2,x: real): boolean;Vorauss.: jx2=(x1 + x2)j < 5:0001 � 10�13; x1 = 0 =) x2 = 0;less 21 = true () (x1 + x2) < x;



52 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATE� operator === (x,y: rrG) eq: boolean;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13=) eq = true () x = y;� operator >>> (x,y: rrG) gr: boolean;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13=) gr = true () x > y;� operator <<< (x,y: rrG) le: boolean;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13=) le = true () x < y;� operator ��� (x,y: rrG) ge: boolean;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13=) ge = true () x � y;� operator ��� (x,y: rrG) le: boolean;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13=) le = true () x � y;� operator <<<> (x,y: rrG) neq: boolean;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13j y.r2=(y.r1 + y.r2) j < 5:0001 � 10�13=) neq = true () x <> y;� operator === (x: rrG; a: real) eq: boolean;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13=) eq = true () x = a;� operator <<<> (x: rrG; a: real) neq: boolean;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13=) neq = true () x <> a;� operator >>> (x: rrG; a: real) gr: boolean;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13=) gr = true () x > a;� operator <<< (x: rrG; a: real) le: boolean;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13=) le = true () x < a;



3.5. DER DATENTYP RRG 53� operator ��� (x: rrG; a: real) ge: boolean;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13=) ge = true () x � a;� operator ��� (x: rrG; a: real) le: boolean;Vorauss.: j x.r2=(x.r1 + x.r2) j < 5:0001 � 10�13=) le = true () x � a;Bei den letzten Operatoren kann a auch vom Typ Longreal gew�ahlt werden, soda� Vergleiche auch zwischen rrG- und Longreal{Operanden m�oglich sind.3.5.6 Transferfunktionen und ZuweisungsoperatorenDie folgenden Funktionen und Operatoren erm�oglichen die Verbindung zwischenden Datentypen real, Longreal, rrG :� operator :::= (var a: rrG; r: real);� operator :::= (var a: rrG; r: Longreal);� function LongNext (x: rrG) : Longreal; Rundg. zur n�achsten Longrealzahl� function LongUp (x: rrG) : Longreal; zur n�achstgr�o�eren Longrealzahl;� function LongDown (x: rrG) : Longreal; zur n�achstkleineren Longrealzahl;� function RealNext (x: rrG) : real; Rundung zur n�achsten real{Zahl;� function Trans rrG (x1,x2: Longreal) : rrG;Vorauss.: x1 = 0 ) x2 = 0; x1 <> 0 ) jx2=(x1 + x2)j < 5:0001 � 10�21;y := Trans rrG(x1,x2) liefert: y = (x1 + x2) � (1 + ") �! j"j � 5 � 10�26;3.5.7 HilfsfunktionenBei den auftretenden Funktionsparametern vom Typ rrG wird vorausgesetzt,da� die Bedingungen I,II von Seite 46 erf�ullt sind. Dies wird immer dann der Fallsein, wenn die real{Komponenten dieser Parameter durch das auf der gleichen Seitebeschriebene zweimalige Auslesen des Akkumulators ins real{Format de�niert sind.Besitzen Funktionen den Ergebnistyp rrG, so erf�ullen auch die Komponenten allerFunktionswerte automatisch die Bedingungen I,II von Seite 46.� function Expo (x: rrG) : integer;Berechnet den Zehnerexponeneten analog zu Expo(x: real): integer;� procedure Mant 26 (x1,x2: real; var r1,r2: real);Berechnet die Mantisse von (x1+x2) analog zu Mant(x: real): real , fallsjx.r2=(x.r1 + x.r2)j < 5:0001 � 10�13 erf�ullt ist.Es gilt also: jr1 + r2j = 0 oder 0:1 � jr1 + r2j < 1;



54 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATE� function Scale (x: rrG): rrG;y := Scale(x) liefert folgende Ergebnisse:1. y = x, '=' im Sinne der Numerik;2. y.r1 = 0 =) y.r2 = 0, y.G = �Maxint = �2147483647;3. 0:1 � jy.r1j < 1, falls y.r1 <> 0; (Skalierung);4. jy.r2=(y.r1 + y.r2)j < 5:0001 � 10�13, falls y.r1 <> 0;Falls das Ergebnis y = x in extremen Ausnahmef�allen nicht erf�ullt werdenkann, erfolgt eine entsprechende Fehlermeldung.� function Normalisiere (x: rrG): rrG;y := Normalisiere(x) liefert folgende Ergebnisse:1. y.r1 = 0 =) y.r2 = 0, y.G = �Maxint = �2147483647;2. 0:1 � jy.r1j < 1, falls y.r1 <> 0; (Normalisierung);3. jy.r2=(y.r1 + y.r2)j < 5:0001 � 10�13, falls y.r1 <> 0;4. y = x � (1 + ") =) j"j < 1:0001 � 10�266;5. y = x + � =) j�j < 10�267+x.G+Expo(x.r1);Bei extrem kleinen oder gro�en jxj{Werten erfolgt eine Fehlermeldung, wenny.G im integer{Bereich nicht mehr darstellbar ist, was f�ur die Praxis jedochkeine Einschr�ankung bedeutet.� function Bound (a: rrG; eps: real): rrG;a sei eine Maschinenn�aherung f�ur den exakten Wert f(x) , und es gelte:1. a = f(x) � (1 + "); j"j � "(f); epsup := 1:00001 �> "(f);2. epsup < 10�13 , was keine praktische Einschr�ankung bedeutet;Mit: B1 := Bound(a,�epsup); B2 := Bound(a,+epsup) erh�alt mangarantierte Schranken f�ur f(x): B1 < f(x) < B2, B1,B2: rrG;a = 0 wird durch die Funktion Bound nicht auf- oder abgerundet. Bei extremkleinen oder gro�en jaj{Werten erfolgt (durch die Funktion Normalisiere) eineFehlermeldung, was f�ur die Praxis jedoch keine Einschr�ankung bedeutet.� function Bound toL (a: rrG; eps: real): Longreal;a sei eine Maschinenn�aherung f�ur den exakten Wert f(x) , und es gelte:a = f(x) � (1 + "); j"j � "(f); epsup := 1:00001 �> "(f);Mit: L1 := Bound toL(a,�epsup); L2 := Bound toL(a,+epsup) erh�alt mangarantierte Schranken f�ur f(x): L1 < f(x) < L2, L1,L2: Longreal;a = 0 liefert: L1 = �10�531; L2 = +10�531;0 < a < +10�531 liefert: L1 = 0; L2 = +2 � 10�531;�10�531 < a < 0 liefert: L1 = �2 � 10�531; L2 = 0;



3.5. DER DATENTYP RRG 55� function Prod Sum (a,b,c,d: rrG): rrG;y := Prod Sum(a,b,c,d) liefert:y = (a � b + c � d) � (1 + "); j"j < 1:1112 � 10�25;� function Transform (x: rrG): rrG;Vorauss.: x.r1, x.r2, x.G seien beliebig;Durch y := Transform(x) wird x so transformiert, da� gilt:1. y = x;2. y.r1 = 0 =) y.r2 = 0;3. y.r1 <> 0 =) jy.r2=(y.r1 + y.r2)j < 5:0001 � 10�13;Falls y = x nicht erf�ullt werden kann, erfolgt eine Fehlermeldung.� procedure Arg Red (x1,x2,m: real; var r1,r2: real);Zu gegebenem x = (x1 + x2); mit �=2 < jxj < 10+8 ist (r1 + r2) eineN�aherung f�ur das reduzierte Argument xred := x�m � �;m := n=2; mit n 2 Z , mu� dabei so vorgegeben sein, da� gilt:jxredj < �=2 + t; 0 � t� 1;(r1 + r2) = xred � (1 + "); j"j < 5:0002 � 10�26;� function ENTIRE (x: rrG; var gerade: boolean): boolean;bl:=ENTIRE(x, gerade) liefert an bl den Wert true, wenn die rrG{Zahl xeine ganze Zahl ist, sonst erh�alt bl den Wert false.Falls x ganzzahlig ist, erh�alt gerade den Wert true (false), wenn x zus�atzlichgerade (ungerade) ist.Ist x nicht ganzzahlig, so bleibt die Variable gerade bedeutungslos.3.5.8 HornerschemaGegeben sei das Polynom vom Grade N = 9:P9(x) = (b1[0] + b2[0]) + (b1[1] + b2[1]) � x1 + a[2] � x2 + : : : + a[9] � x9das f�ur das 26-stellige BCD{Argument x = (x1+ x2) nach dem Hornerschemaauszuwerten ist. Die real{Zahlen x1; x2 m�ussen folgende Bedingungen erf�ullen:x1 = 0 =) x2 = 0; x1 <> 0 =) jx2=(x1 + x2)j < 5:0001 � 10�13Aus Laufzeitgr�unden werden die ersten gr = 7 groben Hornerschritte im Long-realformat durchgef�uhrt:var a: Lrvector[2..9]; f LB(a) := N � gr = 2; UB(a) := N = 9; gIm achten, gemischten Schritt wird die Multiplikation im Longrealformat ausgef�uhrtund die Addition im 26-stelligen BCD{Format. Alle restlichen Hornerschritte laufenim 26-stelligen BCD{Format wie folgt ab:



56 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATE� Die Multiplikation wird im Akkumulator ausgef�uhrt, wobei aus Laufzeit-gr�unden das betragsm�a�ig kleinste Teilprodukt weggelassen wird. Da der Ak-ku nach dieser Multiplikation nicht ins (realjreal){Format ausgelesen wird, giltf�ur die relative Fehlerschranke: "(Mul) = 2:5002 � 10�25;� Auf das obige Multiplikationsergebnis wird im Akku der jeweilige Polynom-koe�zient rundungsfehlerfrei addiert. Diese Summe wird anschlie�end in das(realjreal){Format ausgelesen, weshalb die Fehlerschranke der Addition mit"(Add) = 5 � 10�26 anzusetzen ist. Dabei mu� nach Seite 46 vorausgesetztwerden, da� f�ur jedes Ergebnis erg eines Hornerschrittes gilt: jergj � 10�241.Diese Bedingung ist in allen praktischen F�allen erf�ullt, wenn jx1+ x2j nichtzu klein gew�ahlt wird und wenn das Polynom nicht in der N�ahe einer sei-ner Nullstellen ausgewertet wird. Eine genaue �Uberpr�ufung kann mit demPASCAL-XSC Programm Horner T vorgenommen werden.var b1,b2: rvector[0..1]; f LB(b1) := 0; UB(b1) := N � gr � 1 = 1; gDie oben beschriebene Polynomauswertung erfolgt durch:procedure HORNER (a: Lrvector; b1,b2: rvector; x1,x2: real; var r1,r2: real;l add: boolean);Der Aufruf obiger Prozedur mit den deklarierten Eingangsparametern a,b1,b2,x1,x2liefert mit den Ausgangsgr�o�en r1,r2 eine N�aherung (r1 + r2) � P9(x1 + x2)f�ur den Polynomwert P9(x1 + x2). Es gilt:� r1 = 0 =) r2 = 0; r1 <> 0 =) jr2=(r1+r2)j < 5:0001�10�13� l add = true () Im letzten Hornerschritt wird (b1[0] + b2[0]) addiert.Die Berechnung von garantierten Oberschranken des absoluten oder relativen Po-lynomauswertefehlers, der beim Aufruf der Prozedur HORNER entsteht, ist mitfolgenden Programmen m�oglich:IFO BCD IEEE{Programm, das Polynominformationen sammelt;AWF BCD IEEE{Programm, das den Auswertefehler absch�atzt;Horner T BCD{Programm �uberpr�uft AWF BCD{Ergebnisse.3.5.9 Ein-/AusgabeprozedurenEs stehen die gewohnten Prozedurenprocedure read (var f: text; var a: rrG);procedure write (var f: text; a: rrG);mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedochohne Formatspezi�kationen zur Verf�ugung. a: rrG mu� in der Formfa.r1,a.r2,a.Gg oder in der Form a.r1



3.5. DER DATENTYP RRG 57eingegeben werden. Im zweiten Fall gilt: a.r2 = a.G = 0. Die Komponente a.Gerh�alt jedoch stets den Wert �maxint = �2147483647 , falls a.r1 verschwindet.Erfolgt die Eingabe in der ersten Form mit beliebigen real{Werten a.r1,a.r2 ,so wird auf a : rrG automatisch die Funktion Transform(a: rrG): rrG ange-wandt, so da� ohne �Anderung des numerischen Werts von a die beiden folgendenBedingungen von Seite 46 erf�ullt werden:a.r1 = 0 =) a.r2 = 0 (Beding. I)
ja.r1j > 0 =) ���� a.r2a.r1 + a.r2 ���� < 5:0001 � 10�13 (Beding. II)Die Ausgabe einer rrG-Zahl erfolgt stets in der Form:fa.r1,a.r2,a.GgBeispiele:Sei a vom Typ rrG, dann wird mit den Anweisungen read(a); write(a) und derEingabe f 1.234567890123E35, 5.934567890123E22, 1234567890 gdie rrG-Zahl a in der folgenden Form ausgegeben:f 1.234567890124E+035, �4:065432109877E+022, 1234567890 gDie Eingabe f 4, �4, 1234567890 gergibt mit den gleichen obigen Anweisungen die Ausgabe des Wertes Null:f 0.000000000000E+000, 0.000000000000E+000, �2147483647 gDie Eingabe f 9e+255, 9e+255, +2147483647 gergibt mit der obigen read{Anweisung eine Fehlermeldung, da der numerische Ein-gabewert wegen Overow im rrG{Format nicht darstellbar ist.Eine entsprechende Underow{Fehlermeldung l�a�t sich mit den read- und write{Anweisungen jedoch nicht konstruieren!



58 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATE3.5.10 StandardfunktionenStandardfunktionen vom Typ rrG; x,y: rrG; a: LongrealFunktion Aufruf Argumentbereich Rel. Fehlerjxj abs(x) rrG{Bereich 0:0000x2 sqr(x) � � � 5:0001 � 10�26x2 � y2 x2 y2(x; y) � � � 1:5001 � 10�25px sqrt(x) x � 0 1:2253 � 10�24p1 + x� 1 sqrt1pm1(x) x � �1; � � � 1:8403 � 10�24p1� x2 sqrt1mx2(x) jxj � 1 1:3004 � 10�24p1 + x2 sqrt1px2(x) rrG{Bereich 1:2754 � 10�24px2 � 1 sqrtx2m1(x) jxj � 1 1:3004 � 10�24px2 + y2 sqrtx2y2(x; y) x2 + y2 � 0; � � � 1:2754 � 10�24ex exp(x) jxj < 5 � 10+3; � 4:6213 � 10�25ex � 1 expm1(x) x < 5 � 10+3 5:5478 � 10�25e�x2 exp x2(x) jxj � 70:710516; �� 4:6213 � 10�252x exp2(x) jxj < 5 � 10+3; � 4:6833 � 10�2510x exp10(x) �108 < x < maxint; � 6:3644 � 10�24ln(x) ln(x) 10�5000 � x < 10+5001 2:7329 � 10�24ln(e � x) ln ex(x) 10�5000 � x < 10+5001 4:5584 � 10�24ln(1 + x) ln1p(x) �1 < x < 10+5001 2:7846 � 10�24ln(x2 + y2) lnx2y2(x; y) x2 + y2 > 0; � � � 3:2816 � 10�240:5 � ln(x2 + y2) ln sqrtx2y2(x; y) x2 + y2 > 0; � � � 3:3317 � 10�24ln[(1 + x)2 + y2] ln1px2y2(x; y) (1+x)2+y2>0; � � � 3:8301 � 10�240:5 � ln[(1+x)2+y2] ln sqrt1px2y2(x; y) (1+x)2+y2>0; � � � 3:8802 � 10�24loga(x) loga(a; x) 10�5000 � x < 10+5001 7:7163 � 10�24log2(x) log2(x) 10�5000 � x < 10+5001 3:0830 � 10�24log10(x) log10(x) 10�5000 � x < 10+5001 3:0830 � 10�24log10(1 + x) log1p(x) �1 < x < 10+5001 2:8371 � 10�24xn power(x,n,rnd) n � 0; rnd = +1;�1



3.5. DER DATENTYP RRG 59Funktion Aufruf Argumentbereich Rel. Fehlerxy power(x; y) jy � ln(x)j < 5 � 10+3; � 5:6503 � 10�25sin(x) sin(x) jxj < 10+8 1:0196 � 10�24cos(x) cos(x) jxj < 10+8 1:0196 � 10�24tan(x) tan(x) jxj < 10+8 2:9035 � 10�24cot(x) cot(x) jxj < 10+8 2:9035 � 10�24sin(� � x) sinpi(x) jxj � 2147483647 1:0401 � 10�24cos(� � x) cospi(x) jxj � 2147483647 1:1556 � 10�24tan(� � x) tanpi(x) jxj < 1073741823:5 2:9035 � 10�24cot(� � x) cotpi(x) jxj < 1073741823:5 2:9035 � 10�24arcsin(x) arcsin(x) jxj � 1 3:0671 � 10�24arccos(x) arccos(x) jxj � 1 3:1225 � 10�24arctan(x) arctan(x) rrG{Bereich 3:0170 � 10�24arctan(x=y) arctan2(x; y) � � � 5:2675 � 10�24arccot(x) arccot(x) rrG{Bereich 5:2675 � 10�24sinh(x) sinh(x) jxj � 5 � 10+3 2:6320 � 10�24cosh(x) cosh(x) jxj � 5 � 10+3 1:6875 � 10�24tanh(x) tanh(x) rrG{Bereich 4:5980 � 10�24coth(x) coth(x) x 6= 0; � � � 6:8486 � 10�24arsinh(x) arsinh(x) jxj < 10+5001 4:5070 � 10�24arcosh(x) arcosh(x) 1 � x < 10+5001 3:8908 � 10�24arcosh(1 + x) arcosh1p(x) 0 � x < 10+5001 6:7674 � 10�24artanh(x) artanh(x) jxj < 1 4:5687 � 10�24arcoth(x) arcoth(x) jxj > 1 4:6827 � 10�24� Wird der angegebene De�nitionsbereich nach links �uberschritten, so wirdder Funktionswert auf Null gesetzt.�� Wird der angegebene De�nitionsbereich nach links und rechts �uberschrit-ten, so wird der Funktionswert auf Null gesetzt.� � � Falls der rrG{Bereich wegen Overow- oder Underow verlassen wird,erfolgt eine entsprechende Fehlermeldung.



60 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATEStandardfunktionen vom Typ rrG; x,y,a: LongrealFunktion Aufruf Argumentbereich Rel. Fehlerjxj abs rrG(x) Longreal{Bereich 0:0000x2 sqr rrG(x) Longreal{Bereich 5:0000 � 10�26x2 � y2 x2 y2 rrG(x; y) Longreal{Bereich 1:5001 � 10�25px sqrt rrG(x) x � 0 1:2253 � 10�24p1 + x� 1 sqrt1pm1 rrG(x) x � �1 1:8403 � 10�24p1� x2 sqrt1mx2 rrG(x) jxj � 1 1:2504 � 10�24p1 + x2 sqrt1px2 rrG(x) Longreal{Bereich 1:2504 � 10�24px2 � 1 sqrtx2m1 rrG(x) jxj � 1 1:2504 � 10�24px2 + y2 sqrtx2y2 rrG(x; y) Longreal{Bereich 1:2504 � 10�24ex exp rrG(x) jxj < 5 � 10+3; � 4:6213 � 10�25ex � 1 expm1 rrG(x) x < 5 � 10+3 5:5478 � 10�25e�x2 exp x2 rrG(x) jxj � 70:710516; �� 4:6213 � 10�252x exp2 rrG(x) jxj < 5 � 10+3; � 4:6833 � 10�2510x exp10 rrG(x) �108 < x < maxint; � 6:3644 � 10�24ln(x) ln rrG(x) x > 0 2:7329 � 10�24ln(e � x) ln ex rrG(x) x > 0 4:5584 � 10�24ln(1 + x) ln1p rrG(x) x > �1 2:7846 � 10�24ln(x2 + y2) lnx2y2 rrG(x; y) x2 + y2 > 0 5:1539 � 10�24ln(x2 + y2)=2 ln sqrtx2y2 rrG(x;y) x2 + y2 > 0 5:2040 � 10�24ln[(1+x)2+y2] ln1px2y2 rrG(x; y) (1 + x)2 + y2 > 0 2:8929 � 10�24ln[(1+x)2+y2]=2 ln sqrt1px2y2 rrG(x;y) (1 + x)2 + y2 > 0 2:9430 � 10�24loga(x) loga rrG(a; x) a; x > 0; a 6= 1 7:7163 � 10�24log2(x) log2 rrG(x) x > 0 3:0830 � 10�24log10(x) log10 rrG(x) x > 0 3:0830 � 10�24log10(1 + x) log1p rrG(x) x > �1 2:8371 � 10�24xn power rrG(x,n,rnd) n � 0; rnd = +1;�1xy power rrG(x; y) jy � ln(x)j < 5 � 10+3; � 4:6212 � 10�25



3.5. DER DATENTYP RRG 61Funktion Aufruf Argumentbereich Rel. Fehlersin(x) sin rrG(x) jxj < 10+8 1:0196 � 10�24cos(x) cos rrG(x) jxj < 10+8 1:0196 � 10�24tan(x) tan rrG(x) jxj < 10+8 2:9035 � 10�24cot(x) cot rrG(x) jxj < 10+8 2:9035 � 10�24sin(� � x) sinpi rrG(x) jxj � 2147483647 1:0401 � 10�24cos(� � x) cospi rrG(x) jxj � 2147483647 1:1556 � 10�24tan(� � x) tanpi rrG(x) jxj < 1073741823:5 2:9035 � 10�24cot(� � x) cotpi rrG(x) jxj < 1073741823:5 2:9035 � 10�24arcsin(x) arcsin rrG(x) jxj � 1 6:5180 � 10�24arccos(x) arccos rrG(x) jxj � 1 6:5734 � 10�24arctan(x) arctan rrG(x) Longreal{Bereich 3:0170 � 10�24arctan(x=y) arctan2 rrG(x; y) Longreal{Bereich 5:2675 � 10�24arccot(x) arccot rrG(x) Longreal{Bereich 5:2675 � 10�24sinh(x) sinh rrG(x) jxj � 5 � 10+3 2:6320 � 10�24cosh(x) cosh rrG(x) jxj � 5 � 10+3 1:6875 � 10�24tanh(x) tanh rrG(x) Longreal{Bereich 4:5980 � 10�24coth(x) coth rrG(x) x 6= 0 6:8486 � 10�24arsinh(x) arsinh rrG(x) Longreal{Bereich 4:5070 � 10�24arcosh(x) arcosh rrG(x) x � 1 3:8513 � 10�24arcosh(1 + x) arcosh1p rrG(x) x � 0 6:7674 � 10�24artanh(x) artanh rrG(x) jxj < 1 4:5687 � 10�24arcoth(x) arcoth rrG(x) jxj > 1 4:6827 � 10�24� Wird der angegebene De�nitionsbereich nach links �uberschritten, sowird der Funktionswert auf Null gesetzt.�� Wird der angegebene De�nitionsbereich nach links und rechts �uber-schritten, so wird der Funktionswert auf Null gesetzt.Mit Hilfe obiger Funktionen vom Ergebnistyp rrG und Longreal{Argumenten xk�onnen auch verschachtelte Funktionen f�ur den Ergebnistyp Longreal hochgenauimplementiert werden.



62 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATEAls Beispiel betrachten wir ln( cos(x) ) f�ur 0 � x < �=2; Mit der naivenRealisierung:function ln_cos(x: Longreal) : Longreal;beginln_cos := LongNext( ln( cos_rrG(x) ) );end;erh�alt man zum Argument x0 = 10�14 den im Vergleich zum exakten Funk-tionswert �5:00 : : : 0083 : : : � 10�29 v�ollig unbrauchbaren Maschinenwert 0 .Dieses schlechte Ergebnis ist dadurch begr�undet, da� die ln-Funktion mit fehler-behafteten cos-Funktionswerten in der N�ahe ihrer Nullstelle 1 ausgewertet wird,wobei cos rrG(x) in einer ganzen Umgebung von Null den fehlerbehafteten Funk-tionswert 1 liefert. Benutzt man jedoch f�ur x < 1 die Identit�atln( cos(x) ) � 12 � ln[ 1� sin2(x) ]so liefert die entsprechende Implementierungfunction ln_cos_(x: Longreal): Longreal;beginif x < 1 thenln_cos_ := LongNext( 0.5*ln1p( -sqr(sin_rrG(x)) ) ) elseln_cos_ := LongNext( ln( cos_rrG(x) ) );end;f�ur das gleiche Argument x0 = 10�14 den im Longreal{Format hochgenauenFunktionswert ln cos (x0) = �5:00000000000000000000 � 10�29Fehlerabsch�atzung f�ur 0 � x < 1:Mit den Bezeichnungen ey := sqr(sin rrG(x)); y := sin(x) gilt zun�achst:ey = sin2(x) � (1 + "sin)2 � (1 + "sqr)= y � (1 + "y); j"yj < 2:0893 � 10�24 = "(y)0:5� ln1p(�ey) = 0:5 � ln(1� ey) � (1 + "ln1p) � (1 + "M )j"ln1pj < 2:7846 � 10�24 = "(ln1p); j"M j < 5:0001 � 10�26 = "(M);Mit der Abk�urzung: � := ln �1� y � "y)1� y �. ln(1� y) gilt dann die Gleichung:ln(1� ey) = ln(1� y) � (1 + �); und einige Absch�atzungen liefern:j�j < "(y).�1� y1� y � "(y)�x < 1 ; y = sin2(x) < 0:7081 ; j�j < 2:0896 � 10�24 ;



3.5. DER DATENTYP RRG 630:5� ln1p(�ey) = 0:5 � ln(1� y) � (1 + �) � (1 + "ln1p) � (1 + "M )= ln( cos(x) ) � (1 + "1); j"1j < 4:9243 � 10�24 = "(1)F�ur x < 1 wird also ln( cos(x) ) im 26-stelligen rrG{Format mit einem relati-ven H�ochstfehler von 4:9243 �10�24 = "(1) berechnet. Die Funktion LongNextrundet diese Werte schlie�lich zur n�achsten Longreal{Zahl, was mit einem zus�atzli-chen H�ochstfehler von 5 � 10�21 verbunden ist:ln cos (x) = ln( cos(x) ) � (1 + "1) � (1 + "21)= ln( cos(x) ) � (1 + "2); j"2j < 5:0050 � 10�21 = "(2)Damit haben wir in x < 1 auch eine relative Fehlerschranke f�ur das Longreal{Format berechnet.Fehlerabsch�atzung f�ur 1 � x < �=2:Mit den Bezeichnungen ey := cos rrG(x); y := cos(x) gilt zun�achst:ey = cos(x) � (1 + "y); j"yj < 1:0196 � 10�24 = "(y)eln(ey) = ln(ey) � (1 + "ln); j"lnj < 2:7329 � 10�24Mit der Abk�urzung: � := ln(1 + "y)= ln(y) erh�alt man folgende Gleichung:ln(ey) = ln[y(1 + "y)] = ln(y) � (1 + �); wirklich einfache Absch�atzungen liefern:j�j < "(y)� ln( cos(1) ) < 1:6563 � 10�24 ;eln(ey) = ln(y) � (1 + �) � (1 + "ln)= ln( cos(x) ) � (1 + "3); j"3j < 4:3893 � 10�24 = "(3)F�ur 1 � x < �=2 wird damit ln( cos(x) ) im 26-stelligen rrG{Format miteinem relativen H�ochstfehler von 4:3893 �10�24 = "(3) berechnet. Die FunktionLongNext rundet diese Werte schlie�lich zur n�achsten Longreal{Zahl, was miteinem zus�atzlichen H�ochstfehler von 5 � 10�21 verbunden ist:ln cos (x) = ln( cos(x) ) � (1 + "3) � (1 + "21)= ln( cos(x) ) � (1 + "4); j"4j < 5:0044 � 10�21 = "(4)Damit haben wir in 1 � x < �=2 auch eine relative Fehlerschranke f�ur dasLongreal{Format berechnet.Beachten Sie bitte, da� im Bereich 0 � x < �=2 die Gesamtfehlerschranke"(ln cos ) = 5:005 � 10�21 ihre G�ultigkeit verliert, wenn Funktionswerte in dendenormalisierten Longreal{Bereich fallen, d.h. wenn die Argumente betragsm�a�igzu klein gew�ahlt werden! Der Leser m�oge die obige Funktion ln cos so verbes-sern, da� das Auftreten denormalisierter Funktionswerte durch eine entsprechendeFehlermeldung verhindert wird.



64 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATE3.5.11 Mathematische KonstantenEs existieren 23 mathematische Konstanten im 26-stelligen rrG{Format , die durchAufruf entsprechender Funktionsnamen (ohne Argument) zur Verf�ugung stehen:Mathematische Konstanten im rrG�FormatFunktionsname Wert Fehlerschranke VergleichPI rrG � 5:323 � 10�27 PI rrG > �PI2 rrG 2� 5:323 � 10�27 PI2 rrG > 2�PI HALF rrG �=2 5:323 � 10�27 PI HALF rrG > �=2PI DIV4 rrG �=4 5:323 � 10�27 PI DIV4 rrG > �=4R PI rrG 1=� 8:011 � 10�28 R PI rrG > 1=�R 2PI rrG 1=(2�) 2:341 � 10�27 R 2PI rrG < 1=(2�)SQRT PI rrG p� 9:399 � 10�27 SQRT PI rrG > p�SQRT PI D2 rrG p�=2 1:886 � 10�27 SQRT PI D2 rrG < p�=2R SQRTPI rrG 1=p� 2:767 � 10�27 R SQRTPI rrG < 1=p�R SQRTPI2 rrG 2=p� 2:767 � 10�27 R SQRTPI2 rrG < 2=p�R SQRT2PI rrG 1=p2� 1:645 � 10�28 R SQRT2PI rrG > 1=p2�LN PI rrG ln(�) 4:250 � 10�26 LN PI rrG > ln(�)SQRT2 rrG p2 2:977 � 10�27 SQRT2 rrG > p2R SQRT2 rrG 1=p2 2:977 � 10�27 R SQRT2 rrG < 1=p2LN 2 rrG ln(2) 2:104 � 10�27 LN 2 rrG < ln(2)LN 10 rrG ln(10) 2:035 � 10�27 LN 10 rrG < ln(10)R LN 10 rrG 1= ln(10) 2:495 � 10�27 R LN 10 rrG > 1= ln(10)EUL rrG e 4:977 � 10�28 EUL rrG < eR EUL rrG 1=e 4:389 � 10�28 R EUL rrG < 1=eSQRTEUL rrG pe 7:392 � 10�27 SQRTEUL rrG > peGAMMA C rrG C 1:428 � 10�28 GAMMA C rrG < CLN GAM C rrG ln(C) 2:179 � 10�27 LN GAM C rrG < CCATALAN rrG Catalan 5:385 � 10�27 CATALAN rrG < CatalanC := limm!1 mXk=1 1k � ln(m)! ; Catalan := 1Xk=0 (�1)k(2k + 1)2 ;



3.5. DER DATENTYP RRG 65Im folgenden sind die numerischen Werte der Konstanten aus vorheriger Tabellezusammengestellt:x :::= Komponenten�Werte (x.G=0)PI rrG x.r1 = +3:141592653590 x.r2 = �2:067615373566E�13PI2 rrG x.r1 = +6:283185307180 x.r2 = �4:135230747132E�13PI H rrG x.r1 = +1:570796326795 x.r2 = �1:033807686783E�13PI DIV4 rrG x.r1 = +0:7853981633974 x.r2 = +4:830961566085E�14R PI rrG x.r1 = +0:3183098861838 x.r2 = �9:328462232473E�15R 2PI rrG x.r1 = +0:1591549430919 x.r2 = �4:664231116237E�15SQRT PI rrG x.r1 = +1:772453850906 x.r2 = �4:839727018325E�13SQRT PI D2 rrG x.r1 = +0:8862269254528 x.r2 = �4:198635091626E�14R SQRTPI rrG x.r1 = +0:5641895835478 x.r2 = �4:371305192055E�14R SQRTPI2 rrG x.r1 = +1:128379167096 x.r2 = �4:874261038411E�13R SQRT2PI rrG x.r1 = +0:3989422804014 x.r2 = +3:267793994606E�14LN PI rrG x.r1 = +1:144729885849 x.r2 = +4:001741434274E�13SQRT2 rrG x.r1 = +1:414213562373 x.r2 = +9:504880168872E�14R SQRT2 rrG x.r1 = +0:7071067811865 x.r2 = +4:752440084436E�14LN 2 rrG x.r1 = +0:6931471805599 x.r2 = +4:530941723212E�14LN 10 rrG x.r1 = +2:302585092994 x.r2 = +4:568401799145E�14R LN 10 rrG x.r1 = +0:4342944819033 x.r2 = �4:817234887108E�14EUL rrG x.r1 = +2:718281828459 x.r2 = +4:523536028747E�14R EUL rrG x.r1 = +0:3678794411714 x.r2 = +4:232159552377E�14SQRTEUL rrG x.r1 = +1:648721270700 x.r2 = +1:281468486508E�13GAMMA C rrG x.r1 = +0:5772156649015 x.r2 = +3:286060651209E�14LN GAM C rrG x.r1 = �0:5495393129816 x.r2 = �4:482233766177E�14CATALAN rrG x.r1 = +0:9159655941772 x.r2 = +1:901505460351E�14



66 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATE3.6 Der Datentyp lrGBei der Implementierung hochgenauer Standardfunktionen im Longreal{Formatkann es z.B. bei der power-Funktion notwendig werden, Zwischenrechnungen mitmehr als 26 Dezimalstellen durchzuf�uhren. Analog zum rrG{Format bietet sichdann an, eine Longreal- und real{Zahl mit insgesamt 34 Dezimalstellen aneinan-derzuh�angen, was durch den Datentyp lrG realisiert wirdType lrG = recordl : Longreal; r : real;G : integerend;der durch das Standardmodul STDMOD zur Verf�ugung gestellt wird.Durch a : lrG unda.l := 1:23456789012345678901; a.r := 2:345678901234E�21; a.G := +1234567;wird eine BCD-Zahl mit mindestens 34 Mantissenstellen dargestellt, deren Expo-nentenbereich nur durch die integer{Zahlen begrenzt ist:a = 1:234567890123456789012345678901234 � 10+1234567�2147483648� a.G � +2147483647F�ur die korrekte Durchf�uhrung der arithmetischen Grundoperationen mu� ein lrG{Operand a die beiden folgenden Bedingungen erf�ullen:a.l = 0 =) a.r = 0 (Beding. I)ja.lj > 0 =) ���� a.ra.l + a.r ���� < 5:0001 � 10�21 (Beding. II)Die beiden obigen Bedingungen werden dabei automatisch realisiert, falls wie inallen praktischen Anwendungen a.l und a.r durch die folgenden Anweisungen ausdem Akkumulator ausgelesen werden:a.l := LongNext( Akku ); { a : lrG; Akku: dotprecision }Akku := Akku - a.l; { a.l : Longreal; }a.r := #*( Akku ); { a.r : real; }Bedeutet Akku den numerischen Wert des Akkumulators, so gilt mit den obigenAnweisungen zus�atzlich:ja.lj � 10�233; (a.l + a.r) = Akku � (1 + ") =) j"j � 5 � 10�34



3.6. DER DATENTYP LRG 67Das zweimalige Auslesen des Akkumulators erfolgt also mit dem relativen H�ochst-fehler "(34) := 5�10�34 , falls ja.lj � 10�233. Nach den drei obigenPASCAL-XSCAnweisungen erreicht man daher mit der Abfrageif (SIGN(Akku) <> 0) and (EXPO(a.l) < TEST_34)then Fehlermeldungda� das zweimalige Auslesen des Akkumulators in die lrG{Komponenten a.l unda.r den relativen Fehler 5 � 10�34 nicht �ubersteigt; TEST 34 = �232 wird vomModul STDMOD als real-Konstante exportiert.Der Anwender �ndet f�ur den Datentyp lrG nur einen Minimalsatz von Hilfs-funktionen und Operatoren, die zur Realisierung der ben�otigten Standardfunktionenin 34-stelliger Dezimalarithmetik wirklich erforderlich waren. Da Intervallrechnun-gen im lrG{Format nicht vorgesehen sind, fehlen z.B. bei den Grundoperatorenalle gerichteten Rundungen.3.6.1 Monadische OperatorenF�ur den Datentyp lrG stehen die monadischen Operatoren +++ � in gewohnterWeise zur Verf�ugung.3.6.2 Addition, SubtraktionMit Hilfe der folgenden Prozeduren und Operatoren lassen sich Variablen vom TyplrG addieren bzw. subtrahieren. Falls beide Operanden den gleichen Zehnerexpo-nenten besitzen, sind aus Laufzeitgr�unden die Prozeduren den Operatoren vorzu-ziehen.� procedure ADD 21 (xl: Longreal; x,y: real; var rl: Longreal; var r: real);(rl + r) = (xl + x + y) � (1 + "); jrlj � 10�233 =) j"j � 5 � 10�34,falls kein Overow auftritt. jr=(rl + r)j < 5:0001 � 10�21 wird erf�ullt.� procedure ADD 22 (xl: Longreal; x: real; yl: Longreal; y: real;var rl: Longreal; var r: real);(rl+ r) = (xl+x+yl+y) � (1+ "); jrlj � 10�233 =) j"j � 5 � 10�34,falls kein Overow auftritt. jr=(rl + r)j < 5:0001 � 10�21 wird erf�ullt.� operator + (x,y: lrG) s: lrG;Vorauss.: j x.r=(x.l + x.r) j < 5:0001 � 10�21j y.r=(y.l + y.r) j < 5:0001 � 10�21s = (x + y) � (1 + ")=) j"j � 5:0001 � 10�34; js.r=(s.l + s.r)j < 5:0001 � 10�21� operator ��� (x,y: lrG) d: lrG;Vorauss.: j x.r=(x.l + x.r) j < 5:0001 � 10�21j y.r=(y.l + y.r) j < 5:0001 � 10�21d = (x� y) � (1 + ")=) j"j � 5:0001 � 10�34; jd.r=(d.l + d.r)j < 5:0001 � 10�21



68 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATE3.6.3 MultiplikationMit Hilfe der folgenden Prozeduren und Operatoren lassen sich Variablen vom TyprrG multiplizieren. Falls die Summe der Zehnerexponenten beider Operanden ver-schwindet, sind aus Laufzeitgr�unden die Prozeduren den Operatoren vorzuziehen.Es existieren auch die wichtigsten Operatoren mit gemischten Operanden.� procedure MUL 12 (x: real; yl: Longreal; y: real;var rl: Longreal; var r: real);(rl + r) = x � (yl + y) � (1 + "); jrlj � 10�233=) j"j � 5 � 10�34; jr=(rl + r)j < 5:0001 � 10�21 wird erf�ullt.� procedure MUL 12 (xl: Longreal; yl: Longreal; y: real;var rl: Longreal; var r: real);(rl + r) = xl � (yl + y) � (1 + "); jrlj � 10�233=) j"j � 5 � 10�34; jr=(rl + r)j < 5:0001 � 10�21 wird erf�ullt.� procedure MUL 22 (xl: Longreal; x: real; yl: Longreal; y: real;var rl: Longreal; var r: real);Vorauss.: j x=(xl + x) j < 5:0001 � 10�21j y=(yl + y) j < 5:0001 � 10�21(rl + r) = (xl + x) � (yl + y) � (1 + "); jrlj � 10�233=) j"j � 5:0001 � 10�34; jr=(rl + r)j < 5:0001 � 10�21� operator ��� (x,y: lrG) p: lrG;Vorauss.: j x.r=(x.l + x.r) j < 5:0001 � 10�21j y.r=(y.l + y.r) j < 5:0001 � 10�21p = (x � y) � (1 + ")=) j"j � 5:0001 � 10�34; jp.r=(p.l + p.r)j < 5:0001 � 10�213.6.4 DivisionMit Hilfe der folgenden Prozeduren und Operatoren lassen sich Quotienten vom TyplrG berechnen. Falls die Zehnerexponenten beider lrG{Operanden �ubereinstimmen,sind aus Laufzeitgr�unden die Prozeduren den Operatoren vorzuziehen.� procedure DIV 22 (xl: Longreal; x: real; yl: Longreal; y: real;var rl: Longreal; var r: real);Vorauss.: j x=(xl + x) j < 5:0001 � 10�21j y=(yl + y) j < 5:0001 � 10�21(rl + r) = (xl + x)=(yl + y) � (1 + "); jrlj � 10�233=) j"j � 5:0001 � 10�34; jr=(rl + r)j < 5:0001 � 10�21� operator === (x,y: lrG) q: lrG;



3.6. DER DATENTYP LRG 69Vorauss.: j x.r=(x.l + x.r) j < 5:0001 � 10�21j y.r=(y.l + y.r) j < 5:0001 � 10�21q = (x=y) � (1 + ")=) j"j � 5:0002 � 10�34; jq.r=(q.l + q.r)j < 5:0001 � 10�213.6.5 VergleicheMit Hilfe der beiden folgenden Funktionen sind lediglich zwei Vergleiche vorgesehen:� function greater 21 (xl: Longreal; x,a: real): boolean;Vorauss.: j x=(xl + x) j < 5:0001 � 10�21greater 21 = true () (xl + x) > a� function less 21 (xl: Longreal; x,a: real): boolean;Vorauss.: j x=(xl + x) j < 5:0001 � 10�21less 21 = true () (xl + x) < a3.6.6 Transferfunktionen und ZuweisungsoperatorenDie folgenden Prozeduren und Operatoren erm�oglichen die Verbindung zwischenden Datentypen rrG, lrG :� procedure Trans (rl: Longreal; r: real; var x1,x2: real);Vorauss.: jr=(rl + r)j < 5:0001 � 10�21; (x1 + x2) = (rl + r) � (1 + ")=) j"j � 5 � 10�26; jx2=(x1 + x2)j < 5:0001 � 10�13� procedure Trans (x1,x2: real; var rl: Longreal; var r: real);Vorauss.: jx2=(x1 + x2)j < 5:0001 � 10�13; (rl + r) = (x1 + x2) � (1 + ")=) j"j = 0; jr=(rl + r)j < 5:0001 � 10�21� operator :::= (var a: rrG; b: lrG);Vorauss.: jb.r=(b.l + b.r)j < 5:0001 � 10�21; a = b � (1 + ")=) j"j � 5 � 10�26; ja.r2=(a.r1 + a.r2)j < 5:0001 � 10�13� operator :::= (var a: lrG; b: rrG);Vorauss.: jb.r2=(b.r1 + b.r2)j < 5:0001 � 10�13; a = b � (1 + ")=) j"j = 0; ja.r=(a.l + a.r)j < 5:0001 � 10�213.6.7 HilfsfunktionenBei den auftretenden Funktionsparametern vom Typ lrG wird vorausgesetzt,da� die Bedingungen I,II von Seite 66 erf�ullt sind. Dies wird immer dann der Fallsein, wenn die Komponenten dieser Parameter durch das auf der gleichen Seite be-schriebene zweimalige Auslesen des Akkumulators ins Longreal- bzw. real{Formatde�niert sind. Besitzen Funktionen den Ergebnistyp lrG, so erf�ullen auch die Kom-ponenten aller Funktionswerte automatisch die Bedingungen I,II von Seite 66.



70 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATE� function Expo (x: lrG) : integer;Berechnet den Zehnerexponenten analog zu Expo(x: real): integer;� procedure Mant 34 (xl: Longreal; x: real; var rl: Longreal: var r: real);Berechnet die Mantisse von (xl + x) analog zu Mant(x: real): real , fallsjx=(xl + x)j < 5:0001 � 10�21 erf�ullt ist.Es gilt also: jrl + rj = 0 oder 0:1 � jrl + rj < 1;� function Scale (x: lrG): lrG;y := Scale(x) liefert folgende Ergebnisse:1. y = x, '=' im Sinne der Numerik;2. y.l = 0 =) y.r = 0, y.G = �Maxint = �2147483647;3. 0:1 � jy.lj < 1, falls y.l <> 0; (Skalierung);4. jy.r=(y.l + y.r)j < 5:0001 � 10�21, falls y.l <> 0;Falls das Ergebnis y = x in extremen Ausnahmef�allen nicht erf�ullt werdenkann, erfolgt eine entsprechende Fehlermeldung.� function Transform (x: lrG): lrG;Vorauss.: x.l, x.r, x.G seien beliebig;Durch y := Transform(x) wird x so transformiert, da� gilt:1. y = x;2. y.l = 0 =) y.r = 0;3. y.l <> 0 =) jy.r=(y.l + y.r)j < 5:0001 � 10�21;3.6.8 HornerschemaGegeben sei das Polynom vom Grade N = 9:P9(x) = (bl[0] + b[0]) + (bl[1] + b[1]) � x1 + a[2] � x2 + : : : + a[9] � x9das f�ur das 34-stellige BCD{Argument x = (xl + x) nach dem Hornerschemaauszuwerten ist. Die Zahlen xl; x m�ussen folgende Bedingungen erf�ullen:xl = 0 =) x = 0; xl <> 0 =) jx=(xl + x)j < 5:0001 � 10�21Aus Laufzeitgr�unden werden die ersten gr = 7 groben Hornerschritte im Long-realformat durchgef�uhrt:var a: Lrvector[2..9]; f LB(a) := N � gr = 2; UB(a) := N = 9; gIm achten, gemischten Schritt wird die Multiplikation im Longrealformat ausgef�uhrtund die Addition im 34-stelligen BCD{Format. Alle restlichen Hornerschritte laufenim 34-stelligen BCD{Format wie folgt ab:



3.6. DER DATENTYP LRG 71� Die Multiplikation wird im Akkumulator ausgef�uhrt, wobei aus Laufzeit-gr�unden das betragsm�a�ig kleinste Teilprodukt weggelassen wird. Da derAkku nach dieser Multiplikation nicht ins (Longrealjreal){Format ausgelesenwird, gilt f�ur die relative Fehlerschranke: "(Mul) = 2:5002 � 10�41;� Auf das obige Multiplikationsergebnis wird im Akku der jeweilige Polynom-koe�zient rundungsfehlerfrei addiert. Diese Summe wird anschlie�end in das(Longrealjreal){Format ausgelesen, weshalb die Fehlerschranke der Additionmit "(Add) = 5 � 10�34 anzusetzen ist. Dabei mu� nach Seite 66 vor-ausgesetzt werden, da� f�ur jedes Ergebnis erg eines Hornerschrittes gilt:jergj � 10�233.Diese Bedingung ist in allen praktischen F�allen erf�ullt, wenn jxl + xj nichtzu klein gew�ahlt wird und wenn das Polynom nicht in der N�ahe einer sei-ner Nullstellen ausgewertet wird. Eine genaue �Uberpr�ufung kann mit demPASCAL-XSC Programm HORN TS vorgenommen werden.var bl: Lrvector[0..1]; b: rvector[0..1];f LB(bl) := 0; UB(bl) := N � gr � 1 = 1; gDie oben beschriebene Polynomauswertung erfolgt durch:procedure HORNER (a,bl: Lrvector; b: rvector; xl: Longreal; x: real;var rl: Longreal; var r: real);Der Aufruf obiger Prozedur mit den deklarierten Eingangsparametern a,bl,b,xl,xliefert mit den Ausgangsgr�o�en rl,r eine N�aherung (rl + r) � P9(xl + x) f�urden Polynomwert P9(xl + x). Es gilt:� rl = 0 =) r = 0; r1 <> 0 =) jr=(rl + r)j < 5:0001 � 10�21Die Berechnung von garantierten Oberschranken des absoluten oder relativen Po-lynomauswertefehlers, der beim Aufruf der Prozedur HORNER entsteht, ist mitfolgenden Programmen m�oglich:IFO BCDS IEEE{Programm, das Polynominformationen sammelt;AWF BCDS IEEE{Programm, das den Auswertefehler absch�atzt;HORN TS BCD{Programm �uberpr�uft AWF BCDS{Ergebnisse.3.6.9 Ein-/AusgabeprozedurenEs stehen die gewohnten Prozedurenprocedure read (var f: text; var a: lrG);procedure write (var f: text; a: lrG);mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedochohne Formatspezi�kationen zur Verf�ugung. a: lrG mu� in der Formfa.l,a.r,a.Gg oder in der Form a.l



72 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATEeingegeben werden. Im zweiten Fall gilt: a.r = a.G = 0. Die Komponente a.G erh�altjedoch stets den Wert �maxint = �2147483647 , falls a.l verschwindet.Erfolgt die Eingabe in der ersten Form mit beliebigen Werten a.l,a.r , so wirdauf a : lrG automatisch die Funktion Transform(a: lrG): lrG angewandt, so da�ohne �Anderung des numerischen Werts von a die beiden folgenden Bedingungenvon Seite 66 erf�ullt werden:a.l = 0 =) a.r = 0 (Beding. I)
ja.lj > 0 =) ���� a.ra.l + a.r ���� < 5:0001 � 10�21 (Beding. II)Die Ausgabe einer lrG-Zahl erfolgt stets in der Form:fa.l,a.r,a.GgBeispiele:Sei a vom Typ lrG, dann wird mit den Anweisungen read(a); write(a) und derEingabef 1.23456789012345678901E35, 5.934567890123E14, �1234567890 gdie lrG-Zahl a in der folgenden Form ausgegeben:f 1.23456789012345678902E+035, �4:065432109877E+014, �1234567890 gDie Eingabe f 4e+500, �4e+ 500, 1234567890 gergibt mit den gleichen obigen Anweisungen die Ausgabe des Wertes Null:f 0.000000000000E+000, 0.000000000000E+000, �2147483647 gDie Eingabe f 9e+511, 9e+511, +2147483647 gergibt mit der obigen read{Anweisung eine Fehlermeldung, da der numerische Ein-gabewert wegen Overow im lrG{Format nicht darstellbar ist.Eine entsprechende Underow{Fehlermeldung l�a�t sich mit den read- und write{Anweisungen jedoch nicht konstruieren!



3.6. DER DATENTYP LRG 733.6.10 StandardfunktionenStandardfunktionen vom Typ lrG; x: lrGFunktion Aufruf Argumentbereich Rel. Fehlerpx sqrt(x) x � 0 6:6850 � 10�31p1� x2 sqrt1mx2(x) jxj � 1 6:6926 � 10�31p1 + x2 sqrt1px2(x) rrG{Bereich 6:6901 � 10�31px2 � 1 sqrtx2m1(x) jxj � 1 6:6926 � 10�31ln(x) ln(x) 10�5000 � x < 10+5001 2:3299 � 10�30log10(x) log10(x) 10�5000 � x < 10+5001 2:3310 � 10�30Standardfunktionen vom Typ lrG; x: LongrealFunktion Aufruf Argumentbereich Rel. Fehlerp1� x2 sqrt1mx2 lrG(x) jxj � 1 6:6876 � 10�31p1 + x2 sqrt1px2 lrG(x) Longreal{Bereich 6:6927 � 10�31px2 � 1 sqrtx2m1 lrG(x) jxj � 1 6:6876 � 10�31Die Komponenten x.l,x.r eines Funktionsarguments x: lrG m�ussen die beidenBedingungen von Seite 66 erf�ullen:x.l = 0 =) x.r = 0 (Beding. I)
jx.lj > 0 =) ���� x.rx.l + x.r ���� < 5:0001 � 10�21 (Beding. II)Ist y: lrG das Ergebnis einer der obigen Funktionen, so gelten die beiden obigenBedingungen automatisch auch f�ur die Komponenten y.l,y.r .



74 KAPITEL 3. BCD{ZAHLENFORMATE



Kapitel 4IntervallrechnungIntervallarithmetiken existieren bzgl. der Grunddatentypen real, Longreal, rrG unddotprecision.4.1 Intervallrechnung mit dem Typ realMit dem Modul I ARI werden die f�ur das Rechnen mit reellen Intervallennotwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren bereitgestellt.4.1.1 Der Datentyp intervalDer Datentyp interval ist de�niert durch:type interval = record inf, sup : real end;Mit der Deklaration: var x : interval; bedeutet x dann das reelle Intervall:x = [x.INF, x.SUP]4.1.2 OperatorenS�amtliche in diesem Modul vorde�nierten arithmetischen und Verbands{Operatorenliefern den Ergebnistyp interval. Als arithmetische Operatoren stehen die monadi-schen Operatoren +;� und die vier Grundoperationen +;�; �; = mit derRundung zum kleinsten einschlie�enden Intervall vom Typ interval zur Verf�ugung.Ist bei den Grundoperatoren +;�; �; = ein Operand vom Typ interval, sosind f�ur den zweiten Operanden die folgenden Typen m�oglich:interval, integer oder real.Die Vergleichsoperatoren =; <>;<;<=; >;>= sind mengentheoretisch zu in-terpretieren. Dabei bedeutet:= gleich <> ungleich < echte Teilmenge von<= Teilmenge von > echte Obermenge von >= Obermenge von



76 KAPITEL 4. INTERVALLRECHNUNGDer Operator in steht f�ur die Relation "liegt in\ zwischen einem integer/real{und einem interval{Operanden oder f�ur die Relation "echt enthalten in\ zwischenzwei interval{Operanden zur Verf�ugung.Es gilt: x in y () (x.inf > y.inf) and (x.sup <> y.sup):3.2 in y () (3:2 � y.inf) and (3:2 � y.sup):Der Operator >< testet auf Disjunktheit zweier Intervalle. Dabei hei�en zweiIntervalle x; y disjunkt, wenn gilt x \ y = � (leere Menge).Die Verbandsoperatoren +� bzw. �� bezeichnen die Bildung der Intervall{H�ulle bzw. des Durchschnitts, d.h. der Operator +� liefert das kleinste, beideOperanden umfassende Intervall, und der Operator �� liefert das Schnittintervall.Ein leerer Schnitt f�uhrt zu einem Laufzeitfehler.rechter Operand integer interval Bemerkungenreallinker Operandmonadisch +;�integer +� � � 2 f+;�; �; =gin, =, <>real +�� �interval =; <> in, _; >< _ 2 f=; <>;<;<=; >;>=g+� +�; ��Tabelle 4.1: Die Operatoren des Moduls I ARIBeispiele:Seien a; b vom Typ intervalmit: a = [�1; 3]; b = [3; 4], dann lieferndie Operatoren +;�; �; =; ><;+�; �� die folgenden Ergebnisse:Ausdruck Ergebnis Ausdruck Ergebnisa + b [2; 7] a +� b [�1; 4]a � b [�5; 0] a �� b [3; 3]a � b [�4; 12] a >< b falsea = b [�0:3333333333334; 1]



4.1. INTERVALLRECHNUNG MIT DEM TYP REAL 774.1.3 TransferfunktionenZur Wandlung zwischen den Typen real und interval werden folgende Transferfunk-tionen bereitgestellt:Funktion Ergebnistyp Bedeutungintval (r1,r2) interval Intervall mit inf = r1 und sup = r2; r1 � r2intval (r) interval Punktintervall mit inf = sup = rinf (x) real Untergrenze von xsup (x) real Obergrenze von xr, r1, r2 = real{Ausdruck; x = interval{Ausdruck4.1.4 �Uberladungen des ZuweisungsoperatorsDie Wandlung von real nach interval wird auch in Form einer �uberladenen Zuwei-sung bereitgestellt: Zuweisung Bedeutungx := r x := intval (r)x = interval{Variable; r = real{Ausdruck4.1.5 StandardfunktionenAlle f�ur interval{Argumente verf�ugbaren, hochgenauen Standardfunktionen sind inTabelle 4.2 zusammengestellt.Dar�uberhinaus sind Funktionen f�ur die Berechnung des Mittelpunktes, des Vor-zeichens und des Durchmessers von Intervallen verf�ugbar:� Intervall{Vorzeichen: sign(x) = 8><>: �1 x.sup < 00 0 2 x+1 x.inf > 0 9>=>;� Intervall{Durchmesser: diam(x) := sup(x)�> inf(x);� Die Mittelpunktsfunktion ergibt sich aus der Anweisung:mid(x) := # � (0:5 � inf(x) + 0:5 � sup(x)) ;



78 KAPITEL 4. INTERVALLRECHNUNGFunktion Aufruf Funktion Aufrufjxj abs(x) cos(x) cos(x)x2 sqr(x) tan(x) tan(x)x2 � y2 x2 y2(x; y) cot(x) cot(x)px sqrt(x) sin(� � x) sinpi(x)p1 + x� 1 sqrt1pm1(x) cos(� � x) cospi(x)px2 + y2 sqrtx2y2(x; y) tan(� � x) tanpi(x)p1 + x2 sqrt1px2(x) cot(� � x) cotpi(x)p1� x2 sqrt1mx2(x) arcsin(x) arcsin(x)px2 � 1 sqrtx2m1(x) arccos(x) arccos(x)ex exp(x) arctan(x) arctan(x)ex � 1 expm1(x) arctan2(x; y) arctan2(x; y)e�x2 exp x2(x) arccot(x) arccot(x)2x exp2(x) sinh(x) sinh(x)10x exp10(x) cosh(x) cosh(x)xy power(x; y) tanh(x) tanh(x)ln(x) ln(x) coth(x) coth(x)ln(e � x) ln ex(x) arsinh(x) arsinh(x)ln(1 + x) ln1p(x) arcosh(x) arcosh(x)ln(x2 + y2)=2 ln sqrtx2y2(x; y) arcosh(1 + x) arcosh1p(x)ln[(1 + x)2 + y2)]=2 ln sqrt1px2y2(x; y) artanh(x) artanh(x)loga(x) loga(a; x) arcoth(x) arcoth(x)log2(x) log2(x) sign(x) sign(x)log10(x) log10(x) diam(x) diam(x)log10(1 + x) log1p(x) mid(x) mid(x)sin(x) sin(x) blow(x; eps) blow(x; eps)Tabelle 4.2: Mathematische Standardfunktionen des Moduls I ARI;x, y: interval{Ausdr�ucke; eps,a: real{Ausdr�ucke;� Mit Ausnahme von sign(x), diam(x), und mid(x) liefern alle anderenFunktionen aus Tabelle 4.2 ein Ergebnis vom Typ interval mit hochgenauberechneten Intervallgrenzen, d.h. nur in ganz seltenen Ausnahmef�allen wirdz.B. die untere Intervallgrenze um 1 ulp zu klein berechnet.



4.1. INTERVALLRECHNUNG MIT DEM TYP REAL 79� Bei Einschlie�ungsmethoden wird die Funktion blow f�ur die sogenannteEpsilonaufbl�ahung eines Intervalls ben�otigt. Mit einem real{Ausdruck eps undeinem interval{Ausdruck x wird die blow(x; eps){Funktion aufgebaut durchdie Anweisungen:y := (1 + eps) � x� eps � x;blow (x,eps) := intval (pred (inf(y)), succ (sup(y)));� y := abs(x); fjrj ������ r 2 x \ Rg = y� y := sqr(x); fr2 ������ r 2 x \ Rg � y� y := sqrt(x); fpr ������ r 2 x \ R; inf(x) � 0g � yBeispiele:Seien a; b; c vom Typ interval, erzeugt durch die Anweisungen:a := intval(�1; 3); b := intval(1; 4) c:=intval (-5,-4);dann liefern die Funktionen:abs, sqr, mid, sign, sqrt, diam, x2 y2, sqrtx2y2, arctan2die folgenden Ergebnisse:Ausdruck Ergebnis Ausdruck Ergebnisabs (a) [0; 3] sqr (b) [1; 16]abs (b) [1; 4] mid (a) 1sqr (a) [0; 9] diam (a) 4sign (a) 0 sign (b) 1sign (c) �1 sqrt (b) [1; 2]x2 y2 (a,b) [�16; 8] sqrtx2y2 (a,b) [1; 5]arctan2 (b,a) [�1:57::95; 1:57::95] arctan2 (a,b) [�0:78::75; 1:24::99]4.1.6 Ein-/AusgabeprozedurenEs stehen die bekannten Prozedurenprocedure read (var f: text; var a: interval);procedure write (var f: text; a: interval);mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein{/Ausgabeparametern, jedochohne Formatspezi�kationen zur Verf�ugung.



80 KAPITEL 4. INTERVALLRECHNUNGDie Eingabe eines Intervalls x = [a; b] mu� in der Form[a; b] oder in der Form aerfolgen. Der zweite Fall dient zur vereinfachten Eingabe eines Punktintervallsx = [a; a].Die Ausgabe eines Intervalls durch die write{Prozedur erfolgt stets in der Form[a; b]Das Ausgabeformat ist dabei durch folgende Regelung bestimmt:Ist x eine Variable vom Typ interval und stimmen die Werte von inf (x)und sup (x) auf den ersten n � 2 Zi�ern �uberein, so gibt die Anweisungwrite (x) die Unterschranke a und die Oberschranke b jeweils auf ngerundete Mantissenstellen aus.F�ur n = 0 und n = 1 werden a und b stets auf zwei Mantissenstellengerundet.Werden also durch write (x) n > 2 Mantissenzi�ern ausgegeben, so wei� derAnwender, da� inf (x) und sup (x) genau in den ersten n Zi�ern �ubereinstimmen!In folgender Tabelle sind f�ur den Wert einer Variablen x vom Typ interval diejeweiligen Ergebnisse der Ausgabeprozedur write (x) zusammengestellt:x = [inf(x); sup(x)] write(x)[2; 3] [2:0E+000; 3:0E+000][1:1; 1:2] [1:1E+000; 1:2E+000][1:11; 1:13] [1:1E+000; 1:2E+000][2:000; 2:0001] [2:000E+000; 2:001E+000]Die real{Werte inf (x) und sup (x) k�onnen nat�urlich auch (ohne zus�atzliche Run-dungen durch die write (x){Prozedur) wie folgt ausgegeben werden:� write (inf(x), sup(x));� write (x.inf, x.sup);x := intval (1:11; 1:13) und write (x.inf,x.sup) ergeben:[ 1:110000000000E+000; 1:13000000000E+000 ]im Gegensatz zur entsprechenden Ausgabe von write (x) in obiger Tabelle.



4.2. INTERVALLRECHNUNG MIT DEM TYP LONGREAL 814.2 Intervallrechnung mit dem Typ LongrealMit dem Modul LI ARI werden die f�ur das Rechnen mit reellen Intervallennotwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren bereitgestellt.4.2.1 Der Datentyp LintervalDer Datentyp Linterval ist de�niert durch:type Linterval = record inf, sup : Longreal end;Mit der Deklaration: var x : Linterval; bedeutet x dann das reelle Intervall:x = [x.INF, x.SUP]4.2.2 OperatorenWir betrachten zun�achst alle im Modul LI ARI vorde�nierten arithmetischen undVerbands{Operatoren mit dem Ergebnistyp Linterval. Als arithmetische Operato-ren stehen die monadischen Operatoren +;� und die vier Grundoperationen+;�; �; = mit der Rundung zum jeweils kleinsten einschlie�enden Intervall vomTyp Linterval zur Verf�ugung.Ist bei den Grundoperatoren +;�; �; = ein Operand vom Typ Linterval, sosind f�ur den zweiten Operanden die folgenden Typen m�oglich:integer, real, Longreal, interval oder Linterval.Die Vergleichsoperatoren = <> < <= > >= sind mengentheoretisch zuinterpretieren. Dabei bedeutet:= gleich <> ungleich < echte Teilmenge von<= Teilmenge von > echte Obermenge von >= Obermenge vonDer Operator in steht wieder f�ur die Relation "liegt in\ zwischen eineminteger/real/Longreal{ und einem Linterval{Operanden oder f�ur die Relation "echtenthalten in\ zwischen zwei Linterval{Operanden zur Verf�ugung. Es gilt:x in y () (x.inf > y.inf) and (x.sup <> y.sup):3.2 in y () (3:2 � y.inf) and (3:2 � y.sup):Der Operator >< testet auf Disjunktheit zweier Intervalle. Dabei hei�en zweiIntervalle x; y disjunkt, wenn gilt x \ y = � (leere Menge).Die Verbandsoperatoren +� bzw. �� bezeichnen die Bildung der Intervall{H�ulle bzw. des Durchschnitts, d.h. der Operator +� liefert das kleinste, beideOperanden umfassende Intervall, und der Operator �� liefert das Schnittintervall.Ein leerer Schnitt f�uhrt zu einem Laufzeitfehler.



82 KAPITEL 4. INTERVALLRECHNUNGinteger Lintervalrechter Operand real BemerkungenLongreal intervallinker Operand Ergebnistypen: Linterval oder booleanmonadisch +;�integer � � 2 f+;�; �; =greal in, =, <>Longreal +�Linterval � �=; <> in, _; >< _ 2 f=; <>;<;<=; >;>=ginterval +� +�; ��Beispiele:Seien a; b vom Typ Linterval mit: a = [�1; 3]; b = [3; 4], dann lie-fern die Operatoren +;�; �; =; ><;+�; �� die folgenden Ergebnisse:Ausdruck Ergebnis Ausdruck Ergebnisa + b [2; 7] a +� b [�1; 4]a � b [�5; 0] a �� b [3; 3]a � b [�4; 12] a >< b falsea = b [�0:333333333333333333334; 1]4.2.3 TransferfunktionenIn nachfolgender Tabelle sind alle die Funktionen angegeben, die den Zusammen-hang zwischen dem Typ Linterval einerseits und den Typen integer, real,Longreal und interval andererseits herstellen:Funktion Ergebnistyp BedeutungSHORT (Lx) interval Lx � SHORT (Lx)LONG (x) Linterval Long(x)� x, aber Datentypen verschieden!LINTVAL (a,b) Linterval Intervall mit inf = a und sup = b; a � bLINTVAL (a) Linterval Punktintervall mit inf = sup = aINF (Lx) Longreal Untergrenze von LxSUP (Lx) Longreal Obergrenze von Lxa, b = integer/real/Longreal{AusdruckLx = Linterval{Ausdruck x = interval{Ausdruck;



4.2. INTERVALLRECHNUNG MIT DEM TYP LONGREAL 834.2.4 StandardfunktionenDem Anwender stehen die in nachfolgender Tabelle 4.3 zusammengestellten hoch-genauen, mathematischen Intervall{Standardfunktionen zur Verf�ugung. Argumentex,y vom Typ Linterval liefern Funktionswerte ebenfalls vom Typ Linterval.Funktion Aufruf Funktion Aufrufjxj abs(x) cos(x) cos(x)x2 sqr(x) tan(x) tan(x)x2 � y2 x2 y2(x; y) cot(x) cot(x)px sqrt(x) sin(� � x) sinpi(x)p1 + x� 1 sqrt1pm1(x) cos(� � x) cospi(x)px2 + y2 sqrtx2y2(x; y) tan(� � x) tanpi(x)p1 + x2 sqrt1px2(x) cot(� � x) cotpi(x)p1� x2 sqrt1mx2(x) arcsin(x) arcsin(x)px2 � 1 sqrtx2m1(x) arccos(x) arccos(x)ex exp(x) arctan(x) arctan(x)ex � 1 expm1(x) arctan2(x; y) arctan2(x; y)e�x2 exp x2(x) arccot(x) arccot(x)2x exp2(x) sinh(x) sinh(x)10x exp10(x) cosh(x) cosh(x)xy power(x; y) tanh(x) tanh(x)ln(x) ln(x) coth(x) coth(x)ln(e � x) ln ex(x) arsinh(x) arsinh(x)ln(1 + x) ln1p(x) arcosh(x) arcosh(x)ln(x2 + y2)=2 ln sqrtx2y2(x; y) arcosh(1 + x) arcosh1p(x)ln[(1 + x)2 + y2)]=2 ln sqrt1px2y2(x; y) artanh(x) artanh(x)loga(x) loga(a; x) arcoth(x) arcoth(x)log2(x) log2(x) sign(x) sign(x)log10(x) log10(x) diam(x) diam(x)log10(1 + x) log1p(x) mid(x) mid(x)sin(x) sin(x) blow(x; eps) blow(x; eps)Tabelle 4.3: Hochgenaue Standardfunktionen des Moduls LI ARI;x, y: Linterval; eps: real; a: Longreal;



84 KAPITEL 4. INTERVALLRECHNUNGDie Funktionen mid, diam sind f�ur die Berechnung des Mittelpunktes und desDurchmessers von Intervallen vorgesehen.Die Mittelpunktsfunktion liefert mit: m := MID (x) den Longreal{Mittelpunktm eines Intervalls x. Kann m mit dem Akkumulator nicht maximalgenau berechnetwerden, erfolgt eine entsprechende Fehlermeldung mit Programmabbruch.Der Intervalldurchmesser ist de�niert durch: diam(x) := sup(x)�> inf(x) ;Bei Einschlie�ungsmethoden wird oft die Funktion blow f�ur die sogenannteEpsilonaufbl�ahung ben�otigt. Mit einem real{Ausdruck eps und einem Linterval{Ausdruck x wird die blow{Funktion aufgebaut durch die Anweisungen:y := (Long(1) + eps) � x� eps � x;blow (x,eps) := intval (pred (inf(y)), succ (sup(y)));Beispiele:Seien a; b vom Typ Linterval, erzeugt durch die Anweisungen:a := intval (�1; 3); b := intval (2);dann liefern die Funktionen abs, sqr, mid, diam die folgendenErgebnisse:Ausdruck Ergebnis Ausdruck Ergebnisabs (a) [0; 3] sqr (b) [4; 4]abs (b) [2; 2] mid (a) 1sqr (a) [0; 9] diam (a) 4Anmerkung:Mit Hilfe der obigen Intervallfunktionen vom Typ Linterval k�onnen hochgenaueIntervallfunktionen vom Typ interval sehr einfach bereitgestellt werden, sofern diesnicht schon nach Tabelle 4.2 geschehen ist. Das folgende Beispiel zeigt, wie z.B. diePotenzfunktion xy f�ur interval{Argumente x; y zu deklarieren ist:program test (input,output);use i ari, li ari;function power (x,y: interval): interval;begin power := SHORT ( power(Long(x),Long(y)) ); end;begin f test g : : : end.



4.2. INTERVALLRECHNUNG MIT DEM TYP LONGREAL 854.2.5 �Uberladungen des ZuweisungsoperatorsDie Wandlung von integer/real/Longreal/interval nach Linterval wird auch in Formeiner �uberladenen Zuweisung bereitgestellt:Zuweisung BedeutungLx := r Lx := Lintval (r)Lx := x Lx := intval (r1,r2)Lx = Linterval{Variable; x = interval{Ausdruck;r = integer/real/Longreal{Ausdruck; r1,r2 = integer/real{Ausdruck;4.2.6 Ein-/AusgabeprozedurenEs stehen die bekannten Prozedurenprocedure read (var f: text; var a: Linterval);procedure write (var f: text; a: Linterval);mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein{/Ausgabeparametern, jedochohne Formatspezi�kationen zur Verf�ugung.Die Eingabe eines Intervalls x = [a; b] mu� in der Form[a; b] oder in der Form aerfolgen. Der zweite Fall dient zur vereinfachten Eingabe eines Punktintervallsx = [a; a].Die Ausgabe eines Intervalls durch die write{Prozedur erfolgt stets in der Form[a; b]Das Ausgabeformat ist dabei durch folgende Regelung bestimmt:Ist Lx eine Variable vom Typ Linterval und stimmen die Werte voninf (Lx) und sup (Lx) auf den ersten n � 2 Zi�ern �uberein, so gibt dieAnweisung write (Lx) die Unterschranke a und die Oberschranke bjeweils auf n gerundete Mantissenstellen aus.F�ur n = 0 und n = 1 werden a und b stets auf zwei Mantissenstellengerundet.Werden also durch write (Lx) n > 2 Mantissenzi�ern ausgegeben, so wei� derAnwender, da� inf (Lx) und sup (Lx) genau in den ersten n Zi�ern �ubereinstimmen!In folgender Tabelle sind f�ur den Wert einer Variablen Lx vom Typ Linterval diejeweiligen Ergebnisse der Ausgabeprozedur write (Lx) zusammengestellt:



86 KAPITEL 4. INTERVALLRECHNUNGLx = [inf(Lx); sup(Lx)] write(Lx)[2; 3] [2:0E+000; 3:0E+000][1:1; 1:2] [1:1E+000; 1:2E+000][1:11; 1:13] [1:1E+000; 1:2E+000][2:000; 2:0001] [2:000E+000; 2:001E+000]Die Longreal{Werte inf (Lx) und sup (Lx) k�onnen nat�urlich auch (ohne zus�atzlicheRundungen durch die write (Lx){Prozedur) wie folgt ausgegeben werden:� write (inf(Lx), sup(Lx));� write (Lx.inf, Lx.sup);Lx := Lintval (1:11; 1:13) und write (Lx.inf,Lx.sup) ergeben:[ 1:11000000000000000000E+000; 1:13000000000000000000E+000 ]im Gegensatz zur entsprechenden Ausgabe von write (Lx) in obiger Tabelle.4.2.7 Exakte Auswertung von Intervallausdr�uckenIn PASCAL{XSC k�onnen mit Hilfe der Operatoren +;�; � Intervall{Ausdr�ucke vom Typ interval mit Hilfe des langen Akkus rundungsfehlerfreiberechnet und durch die Anweisungi := ##( exakter Intervallausdruck );mit nur einer einzigen Rundung pro Intervallgrenze in eine Variable i vom Typinterval abgespeichert werden. Dieses ##{Konzept steht auch f�ur die BCD{Versionin vollem Umfang zur Verf�ugung; es ist jedoch nicht anwendbar, wenn nur einerder Operanden im exakt auszuwertenden Intervallausdruck vom Typ Longreal oderLinterval ist!Um das ##{Konzept f�ur diese Datentypen wenigstens simulieren zu k�onnen,ben�otigt man den Datentyp idotprecision:type idotprecision = record INF, SUP: dotprecision end;4.2.7.1 OperatorenWie auf Seite 42 bechrieben, mu� auch jetzt z.B. f�ur einen Additionsoperator mitLinterval{Operanden und einem Ergebnis vom Typ idotprecision ein neuer Ope-ratorname (plus i) gew�ahlt werden, da der normale + Operator mit den gleichenOperanden schon f�ur den Ergebnistyp Linterval vergeben ist. Beachten Sie, da�Operatoren, Prozeduren und Funktionen vom Compiler nicht bzgl. des Ergebnis-typs unterschieden werden! In nachfolgender Tabelle 4.4 sind die entsprechendenneuen Operatornamen zusammengestellt:



4.2. INTERVALLRECHNUNG MIT DEM TYP LONGREAL 87Operation Operator{Name ErgebnistypAddition plus i idotprecisionSubtraktion minus i idotprecisionMultiplikation times i idotprecisionTabelle 4.4: Operatornamen mit Ergebnistyp idotprecisionIn Tabelle 4.5 sind f�ur die Operatoren plus i, minus i, times i, � die er-laubten Operanden{Typen angegeben. Mit einem dotprecision{Operanden existiertjedoch der � Operator nur mit dem zweiten Operandentyp idotprecision; vergl. auchTabelle 4.6 !rechter Operand integer/real interval idotprecisionLongreal Linterval (dotprecision)linker Operandinteger/real times i times i �Longreal plus i, minus i plus i, minus i plus i, minus iinterval times i times i �Linterval plus i, minus i plus i, minus i plus i, minus iidotprecision � � �(dotprecision) plus i, minus i plus i, minus i plus i, minus iTabelle 4.5: Operatoren des Moduls LI ARI mit Ergebnistyp idotprecisionWertzuweisungen an eine Variable vom Typ idotprecision:Durch �Uberladen des Zuweisungsoperators := sind folgende Wertzuweisungenm�oglich:idotprecision{Variable := Linterval{Ausdruck;idotprecision{Variable := interval{Ausdruck;idotprecision{Variable := dotprecision{Ausdruck;idotprecision{Variable := Longreal{Ausdruck;idotprecision{Variable := real/integer{Ausdruck;In nachfolgender Tabelle 4.6 k�onnen zu den Operatoren mit den Ergebnistypen:boolean, interval, Linterval, idotprecisionalle m�oglichen Operanden abgelesen werden:



88 KAPITEL 4. INTERVALLRECHNUNGinteger Lintervalrechter Operand real idotprecision dotprecisionLongreal intervallinker Operandmonadisch +;�integer 3;4 2real in, =, <> in, =, <>Longreal +� +�Linterval 3;4 3;4 2=; <> in, _; >< in, _; ><interval +� +�; �� +�; ��2 2 2idotprecision =; <> in, _; >< in, _; >< 2+� +�; �� +�; ��dotprecision 2Tabelle 4.6: Operatoren vom Typ: interval,Linterval,idotprecision oder booleanBedeutung der Operatoren:1. +;�; Dies sind monadische Operatoren mit den Ergebnistypen: interval,Linterval, idotprecision;2. 3 2 f+;�; �; =g , Grundoperatoren mit Ergebnistyp: interval, Linterval;3. 2 2 fplus i, minus i, �g; Additions-, Subtraktions- und Multiplikationsope-ratoren mit Ergebnistyp idotprecision;4. 4 2 fplus i, minus i, times ig; Additions-, Subtraktions- und Multipli-kationsoperatoren mit Ergebnistyp idotprecision;5. in -Operator testet: [a; b] � [A;B] oder x 2 [A;B];6. >< Operator testet auf Disjunktheit zweier Intervalle;7. +� Operator liefert die konvexe H�ulle zweier Intervalle oder eines Intervallsmit einer Zahl;8. �� Operator liefert das Schnittintervall; ein leeres Schnittintervall erzeugteinen Laufzeitfehler;9. _ 2 f=; <>;<;<=; >;>=g, Vergleichsoperatoren zwischen Intervallen;



4.2. INTERVALLRECHNUNG MIT DEM TYP LONGREAL 894.2.7.2 TransferfunktionenZur Wandlung zwischen den Typeninteger/real/Longreal/dotprecision/interval/Lintervaleinerseits und dem Typ idotprecision andererseits werden folgende Transferfunktio-nen bereitgestellt: idxsup (Funktion)Funktion Ergebnistyp BedeutungDOTINTVAL(d1,d2) idotprecision Intervall mit inf = d1 und sup = d2;DOTINTVAL(d) idotprecision Punktintervall mit inf = sup = d;DOTINTVAL(r1,r2) idotprecision Intervall mit inf = r1 und sup = r2;DOTINTVAL(r) idotprecision Punktintervall mit inf = sup = r;INF (di) dotprecision Untergrenze von diSUP (di) dotprecision Obergrenze von diLONG (di) Linterval di{Einschlg. durch Intervall: LintervalSHORT (di) interval di{Einschlg. durch Intervall: intervalTabelle 4.7: Transferfunktionen mit dem Typ idotprecisionr,r1,r2 = integer/real/Longreal{Ausdruck, r1� r2, sonst Fehlermeldung;di = idotprecision{Ausdruck;d,d1,d2 = dotprecision{Variable, d1 � d2, sonst Fehlermeldung;4.2.7.3 Simulation von SUM{Ausdr�uckenZur Simulation von SUM{Ausdr�ucken im ##{Konzept stehen die folgenden Da-tentypen und Prozeduren zur Verf�ugung:� type rvector = dynamic array [�] of real;� type Lrvector = dynamic array [�] of Longreal;� type ivector = dynamic array [�] of interval;� type Livector = dynamic array [�] of Linterval;1. procedure ADDNACCU (var di: idotprecision; var a: rvector);Exakte Addition des real-Feldes a zum Intervall di;2. procedure ADDNACCU (var di: idotprecision; var a: Lrvector);Exakte Addition des Longreal-Feldes a zum Intervall di;3. procedure ADDNACCU (var di: idotprecision; var a: ivector);Exakte Addition des interval-Feldes a zum Intervall di;



90 KAPITEL 4. INTERVALLRECHNUNG4. procedure ADDNACCU (var di: idotprecision; var a: Livector);Exakte Addition des Linterval-Feldes a zum Intervall di;5. procedure SUBNACCU (var di: idotprecision; var a: rvector);Exakte Subtraktion des real-Feldes a vom Intervall di;6. procedure SUBNACCU (var di: idotprecision; var a: Lrvector);Exakte Subtraktion des Longreal-Feldes a vom Intervall di;7. procedure SUBNACCU (var di: idotprecision; var a: ivector);Exakte Subtraktion des interval-Feldes a vom Intervall di;8. procedure SUBNACCU (var di: idotprecision; var a: Livector);Exakte Subtraktion des Linterval-Feldes a vom Intervall di;9. procedure PADDNACCU (var di: idotprecision; var a,b: rvector);Exakte Addition des real-Skalarproduktes zum Intervall di;10. procedure PADDNACCU (var di: idotprecision; var a,b: Lrvector);Exakte Addition des Longreal-Skalarproduktes zum Intervall di;11. procedure PADDNACCU (var di: idotprecision; var a,b: ivector);Exakte Addition des interval-Skalarproduktes zum Intervall di;12. procedure PADDNACCU (var di: idotprecision; var a,b: Livector);Exakte Addition des Linterval-Skalarproduktes zum Intervall di;13. procedure PSUBNACCU (var di: idotprecision; var a,b: rvector);Exakte Subtraktion des real-Skalarproduktes vom Intervall di;14. procedure PSUBNACCU (var di: idotprecision; var a,b: Lrvector);Exakte Subtraktion des Longreal-Skalarproduktes vom Intervall di;15. procedure PSUBNACCU (var di: idotprecision; var a,b: ivector);Exakte Subtraktion des interval-Skalarproduktes vom Intervall di;16. procedure PSUBNACCU (var di: idotprecision; var a,b: Livector);Exakte Subtraktion des Linterval-Skalarproduktes vom Intervall di;4.2.7.4 Beispiele1. Beispiel:Mit den Deklarationen: var doti : idotprecision;a,b : Livector [1::10];Li : Linterval;sind z.B. folgende Anweisungen m�oglich:doti := 0; PADDNACCU (doti,a,b);Li := LONG( doti plus i a[1] times i b[10] minus i a[2] times i b[9] );Das Intervall Li liefert eine Einschlie�ung der exakten Summe mit nur einerRundung bzgl. Intervallunter{ und {Obergrenze!



4.2. INTERVALLRECHNUNG MIT DEM TYP LONGREAL 912. Beispiel:Mit Hilfe der Operatoren � und plus i zwischen idotprecision- und Linterval-Operanden kann ein Polynom P(x) = nXk=0 ak � xkmit folgender Funktion rundungsfehlerfrei berechnet werden:function HORNER IDOT(var a:Livector; x:Linterval):idotprecision;var k : integer; y : idotprecision;beginy := a[ub(a)];for k := ub(a)�1 downto lb(a) doy := y � x plus i a[k]; f Intervall{Hornerschema gHORNER IDOT := yend;Die Koe�zientena0 = �0:01; a1 = +0:39; a2 = �7:02; a3 = +77:22;a4 = �579:15; a5 = +3127:41; a6 = �12509:64; a7 = +37528:92;a8 = �84440:07; a9 = +140733:45; a10= �168880:14; a11= +138174:66;a12= �69087:33; a13= +15943:23;realisieren das Polynom P(x) = 1100 � (3x� 1)13 mit der Nullstelle x0 = 13 ;Mit den Deklarationen:var a: Livector[0::13]; x,y: Linterval; doti: idotprecision;und den Anweisungen:x := 0.3333333333333333; fx � x0; x ist Punktintervall!gy := LONG( HORNER IDOT (a,x) );erh�alt man mit der BCD{Version das exakte Intervallergebnis:y = P(x) 2 [�1:00 : : :00 � 10�210;�1:00 : : :00 � 10�210]F�uhrt man ganz entsprechende Rechnungen mit der Bin�arversion von PASCAL{XSC durch, wobei die ai und das Argument x vorher durch Bin�arintervalle einzu-schlie�en sind, so erh�alt man:P(x1) 2 [�4:41283 : : :593 � 10�15; +2:40837 : : :365 � 10�15]Die enorme Abweichung von 195 Gr�o�enordnungen von der exakten BCD{Einschlie�ung ist alleine bedingt durch den Umstand, da� vor der eigentlichen run-dungsfehlerfreien Polynomauswertung neben dem Argument x auch alle Polynom-koe�zienten in Bin�arintervalle eingeschlossen werden m�ussen, deren Durchmesseri.a. von Null verschieden sind, da Dezimalzahlen i.a. nicht exakt als Bin�arzahlenendlicher L�ange darstellbar sind.



92 KAPITEL 4. INTERVALLRECHNUNG4.2.8 Wertebereich monotoner FunktionenZur Realisierung der hochgenauen Intervallfunktionen aus Tabelle 4.3 mit Hilfemonotoner Punktfunktionen vom Ergebnistyp rrG sind im Modul LI ARIfolgende Werkzeuge bereitgestellt:� function Lintval f ( f Wertebereichs{Einschlie�g. gfunction f(x: Longreal): rrG; f Monotone Punktfunktion gI: Linterval; f Monotonie{Intervall gup: boolean; f Monotoniebeschreibung geps: real f Vergr�o�erte Fehlerschranke g) : Linterval; f Typ des Wertebereichs gDie Funktion f(x: Longreal): rrG mu� im Intervall I monoton sein. Mitder relativen Fehlerschranke "(f) der Funktion f mu� gelten:eps := 1:00001 �> "(f);Ist f(x) in I monoton wachsend (fallend), so ist der Parameter up true(false) zu w�ahlen. Die Anweisungy := Lintval_f(f,I,up,eps);liefert dann mit y: Linterval eine hochgenaue Einschlie�ung aller Funktions-werte f(x); mit x 2 I.� function Lintval frrG ( f Wertebereichs{Einschlie�g. gfunction f(x: rrG): rrG; f Monotone Punktfunktion gI: Linterval; f Monotonie{Intervall gup: boolean; f Monotoniebeschreibung geps: real f Vergr�o�erte Fehlerschranke g) : Linterval; f Typ des Wertebereichs gDie Funktion f(x: rrG): rrG mu� im Intervall I monoton sein. Mit derrelativen Fehlerschranke "(f) der Funktion f mu� gelten:eps := 1:00001 �> "(f);Ist f(x) in I monoton wachsend (fallend), so ist der Parameter up true(false) zu w�ahlen. Die Anweisungy := Lintval_frrG(f,I,up,eps);liefert dann mit y: Linterval eine hochgenaue Einschlie�ung aller Funktions-werte f(x); mit x 2 I.



4.3. INTERVALLRECHNUNG MIT DEM TYP RRG 934.3 Intervallrechnung mit dem Typ rrGMit dem Modul RRGI ARI werden nur die Operatoren, Funktionen undProzeduren bereitgestellt, die zur Implementierung von mathematischen Intervall-funktionen notwendig sind. Es ist nicht vorgesehen, die komplette Intervallrechnungwie etwa im Modul LI ARI zu realisieren, so da� z.B. Vergleichsoperatoren f�urIntervalle oder Intervall{Grundoperationen mit gemischten Operandentypen nur indem Umfang bereitgestellt werden, wie sie tats�achlich erforderlich waren.4.3.1 Der Datentyp rrGintervalDer Datentyp rrGinterval ist de�niert durch:type rrGinterval = record inf, sup : rrG end;Mit der Deklaration: var x : rrGinterval; bedeutet x dann das reelle Intervall:x = [x.INF, x.SUP]4.3.2 OperatorenF�ur Operanden vom Typ rrGinterval stehen die monadischen Operatoren + �und die arithmetischen Operatoren + � � = zur Verf�ugung. Bei der Multipli-kation kann zus�atzlich der erste Operand vom Typ rrG,Longreal,real und beider Division der zweite Operand ebenfalls vom Typ rrG,Longreal,real gew�ahltwerden.Als Vergleichsoperatoren sind lediglich die Operatoren = <> de�niert, wobeibeide Operanden vom Typ rrGinterval sein m�ussen.Beim Operator in ist der zweite Operand vom Typ rrGinterval, und der ersteOperand kann vom Typ real,rrGinterval gew�ahlt werden.Der Operator >< testet zwei rrGinterval{Operanden auf Disjunktheit, wobeizwei Intervalle disjunkt hei�en, wenn sie kein gemeinsames Element enthalten.Die Verbandsoperatoren +� �� sind als Intervall-H�ulle bzw. als Durchschnittzweier rrGintervall{Operanden de�niert.4.3.3 TransferfunktionenIn nachfolgender Tabelle sind alle die Funktionen angegeben, die den Zusammen-hang zwischen dem Typ rrGinterval einerseits und den Typen integer, real,Longreal und rrG andererseits herstellen:Funktion Ergebnistyp BedeutungRRGINTVAL (a,b) rrGinterval [a; b]; a; b : rrGRRGINTVAL (a) rrGinterval [a; a]; a : integer/real/Longreal/rrG



94 KAPITEL 4. INTERVALLRECHNUNG4.3.4 StandardfunktionenEs stehen die in nachfolgender Tabelle 4.8 angegebenen mathematischen Intervall{Standardfunktionen zur Verf�ugung. Argumente x,y vom Typ rrGinterval liefern,mit Ausnahme von sign(x), Funktionswerte ebenfalls vom Typ rrGinterval.sign(x) = 8><>:0 falls 0 2 x+1 falls x:inf > 0�1 falls x:sup < 0Funktion Aufruf Funktion Aufrufjxj abs(x) sin(x) sin(x)x2 sqr(x) cos(x) cos(x)x2 � y2 x2 y2(x; y) tan(x) tan(x)px sqrt(x) cot(x) cot(x)p1 + x� 1 sqrt1pm1(x) sin(� � x) sinpi(x)px2 + y2 sqrtx2y2(x; y) cos(� � x) cospi(x)p1 + x2 sqrt1px2(x) tan(� � x) tanpi(x)p1� x2 sqrt1mx2(x) cot(� � x) cotpi(x)px2 � 1 sqrtx2m1(x) arcsin(x) arcsin(x)ex exp(x) arccos(x) arccos(x)ex � 1 expm1(x) arctan(x) arctan(x)e�x2 exp x2(x) arctan2(x; y) arctan2(x; y)2x exp2(x) arccot(x) arccot(x)10x exp10(x) sinh(x) sinh(x)xy power(x; y) cosh(x) cosh(x)ln(x) ln(x) tanh(x) tanh(x)ln(e � x) ln ex(x) coth(x) coth(x)ln(1 + x) ln1p(x) arsinh(x) arsinh(x)ln(x2 + y2)=2 ln sqrtx2y2(x; y) arcosh(x) arcosh(x)ln[(1 + x)2 + y2)]=2 ln sqrt1px2y2(x; y) arcosh(1 + x) arcosh1p(x)loga(x) loga(a; x) artanh(x) artanh(x)log2(x) log2(x) arcoth(x) arcoth(x)log10(x) log10(x) sign(x) sign(x)log10(1 + x) log1p(x) diam(x) diam(x)Tabelle 4.8: Mathematische Standardfunktionen des Moduls RRGI ARI;x, y: rrGinterval; a: Longreal;



4.3. INTERVALLRECHNUNG MIT DEM TYP RRG 95Um bei verschachtelten Intervall{Funktionen Zwischenrechnungen auch im genaue-ren rrGinterval{Format durchf�uhren zu k�onnen, sind in nachfolgender Tabelle 4.9alle mathematischen Intervall{Standardfunktionen angegeben, die f�ur Argumentex,y vom Typ Linterval Funktionswerte vom Typ rrGinterval liefern:Funktion Aufruf Funktion Aufrufjxj abs rrG(x) sin(x) sin rrG(x)x2 sqr rrG(x) cos(x) cos rrG(x)x2 � y2 x2 y2 rrG(x; y) tan(x) tan rrG(x)px sqrt rrG(x) cot rrG(x) cot rrG(x)p1 + x� 1 sqrt1pm1 rrG(x) sin(� � x) sinpi rrG(x)px2 + y2 sqrtx2y2 rrG(x; y) cos(� � x) cospi rrG(x)p1 + x2 sqrt1px2 rrG(x) tan(� � x) tanpi rrG(x)p1� x2 sqrt1mx2 rrG(x) cot rrG(� � x) cotpi rrG(x)px2 � 1 sqrtx2m1 rrG(x) arcsin(x) arcsin rrG(x)ex exp rrG(x) arccos(x) arccos rrG(x)ex � 1 expm1 rrG(x) arctan(x) arctan rrG(x)e�x2 exp x2 rrG(x) arctan2(x; y) arctan2 rrG(x; y)2x exp2 rrG(x) arccot(x) arccot rrG(x)10x exp10 rrG(x) sinh(x) sinh rrG(x)xy power rrG(x; y) cosh(x) cosh rrG(x)ln(x) ln(x) tanh(x) tanh rrG(x)ln(e � x) ln ex rrG(x) coth(x) coth rrG(x)ln(1 + x) ln1p rrG(x) arsinh(x) arsinh rrG(x)ln(x2 + y2)=2 ln sqrtx2y2 rrG(x; y) arcosh(x) arcosh rrG(x)ln[(1+x)2+y2)]=2 ln sqrt1px2y2 rrG(x; y) arcosh(1 + x) arcosh1p rrG(x)loga(x) loga rrG(a; x) artanh(x) artanh rrG(x)log2(x) log2 rrG(x) arcoth(x) arcoth rrG(x)log10(x) log10 rrG(x) diam(x) diam rrG(x)log10(1 + x) log1p rrG(x)Tabelle 4.9: Mathematische Standardfunktionen des Moduls RRGI ARI;x, y: Linterval; a: Longreal;



96 KAPITEL 4. INTERVALLRECHNUNG4.3.5 �Uberladungen des ZuweisungsoperatorsDie Wandlungen von integer/real/Longreal/rrG/Linterval nach rrGinterval bzw.von rrGinterval nach Linterval werden auch durch �Uberladungen des Zuweisungs-operators bereitgestellt:Zuweisung BedeutungrrGi := rrGx rrGi := RRGINTVAL(rrGx); rrGi : rrGinterval; rrGx : rrGrrGi := Lx rrGi := RRGINTVAL(Lx); rrGi : rrGinterval; Lx : LongrealrrGi := x rrGi := RRGINTVAL(x); rrGi : rrGinterval; x : realrrGi := Li rrGi � Li; rrGi : rrGinterval; LI : LintervalLi := rrGi rrGi � Li; rrGi : rrGinterval; LI : Linterval4.3.6 Ein-/AusgabeprozedurenEs stehen die bekannten Prozedurenprocedure read (var f: text; var a: rrGinterval);procedure write (var f: text; a: rrGinterval);mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein{/Ausgabeparametern, jedochohne Formatspezi�kationen zur Verf�ugung.Die Eingabe eines Intervalls x = [a; b] mit a,b : rrG mu� in der Form[a; b] oder in der Form aerfolgen. Der zweite Fall dient zur vereinfachten Eingabe eines Punktintervallsx = [a; a].Die Eingabe eines Wertes a : rrG mu� dabei in der Formf a.r1,a.r2,a.G g oder in der Form a.r1erfolgen. Weitere Einzelheiten �ndet man auf Seite 56.Die Ausgabe eines Intervalls durch die write{Prozedur erfolgt stets in der Form[a; b]wobei z.B. a : rrG in der Formf a.r1,a.r2,a.G gausgegeben wird.



4.3. INTERVALLRECHNUNG MIT DEM TYP RRG 974.3.7 Wertebereich einer FunktionGegeben sei eine �uber einem Intervall D = [a; b] de�nierte, reellwertige Funktion ff : D = [a; b] �! R;Der Wertebereich W von f ist dann de�niert durch:W := fy j y = f(x) ^ x 2 [a; b]g:Wird f(x) f�ur ein rrG{Argument x 2 [a; b] mit einem geeigneten Algorithmus aus-gewertet, so ist ef(x) 6= f(x) das fehlerbehaftete Rechnerergebnis mit dem relativenFehler "f , de�niert durch:"f := ef(x) � f(x)f(x) ; f(x) 6= 0; j"f j � "(f); x 2 [a; b]:Die Fehlerschranke "(f) wird als bekannt angesehen. Die PASCAL{XSC{Funktionfunction f (x: rrG): rrG;liefert zum exakten Funktionswert f(x) die rrG{N�aherung ef(x).Gesucht ist eine Intervallfunktion vom Ergebnistyp rrGinterval, die zu einemgegebenem Intervall I � [a; b] vom Typ rrGinterval eine Einschlie�ung desentsprechenden WertebereichsW I := fy j y = f(x) ^ x 2 I � [a; b]g:liefert. Unter bestimmten Voraussetzungen lassen sich die gesuchten Intervallfunk-tionen mit vorde�nierten Funktionen aus dem Modul rrGi ari realisieren:4.3.7.1 Die Funktion ist monotonMit Hilfe der Funktion RRGINTVAL f rrG( : : : ) aus dem Modul rrGi arierh�alt man die gew�unschte Einschlie�ung des Wertebereichs:function RRGINTVAL f rrG ( function f (x: rrG): rrG; I: rrGinterval;bl: boolean; eps: real): rrGinterval;Zu einer in einem Intervall I = [x1; x2] monotonen Funktion f berechnetw := RRGINTVAL f rrG (f, I, bl, eps)eine garantierte Einschlie�ung w der Funktionswerte f(x), mit x 2 I = [x1; x2] :W I := fy j y = f(x) ^ x 2 Ig � w ;Ist f in I monoton wachsend (fallend), so mu� bl = true (false) gesetzt werden.Ist "(f) die relative Fehlerschranke von f , so mu� eps wie folgt berechnet werden:eps := 1:00001�> "(f) ;



98 KAPITEL 4. INTERVALLRECHNUNGIm nachfolgenden Beispiel wird gezeigt, wie die Exponentialfunktionfunction exp (x: rrGinterval): rrGinterval;aus dem Modul rrGi ari realisiert wurde:function EXP(x: rrGinterval): rrGinterval;var c : rrGinterval;beginc := rrGintval_f_rrG(EXP,x,TRUE,4.6214E-25);if SIGN(c.SUP.r1) = 0 thenbegin { Oberschranke falls Underflow: }c.SUP.r1 := 1; c.SUP.r2 := 0;c.SUP.G := -2171;end;EXP := c;end; { EXP }EXP ist dabei der Name der Exponentialfunktion f�ur rrG{Argumente aus derTabelle von Seite 58. Mit der Fehlerschranke "(f) = 4:6213E�25 ergibt sichdann eps zu: eps = 4:6214E�25 :Mit den beiden folgenden Funktionen aus dem Modul rrGi ari lassen sichWertebereiche von monotonen Funktionen ganz entsprechend berechnen, wenn dasMonotonie{Intervall oder das Argument von f andere Datentypen besitzen:function RRGINTVAL f ( function f (x: Longreal): rrG; I: Linterval;bl: boolean; eps: real): rrGinterval;function RRGINTVAL frrG ( function f (x: rrG): rrG; I: Linterval;bl: boolean; eps: real): rrGinterval;4.3.7.2 Die Funktion besitzt ein relatives Maximumf : [a; b] �! R sei eine stetige Funktion und habe in x0 2 ] a; b [ ein relativesMaximum. F�ur x < x0 sei f monoton wachsend, und f�ur x > x0 sei f monotonfallend.f(x) wird auf dem Rechner durch folgende Funktion realisiert:function f (x: rrG): rrG;und liefert zum rrG{Argument x 2 [a; b] den i.a. fehlerbehafteten Funktions-wert ef(x) 6= f(x).Die zugeh�orige relative Fehlerschranke "(f) wird f�ur alle x 2 [a; b] als bekanntangenommen.Zu einem beliebig vorgegebenen Intervall I vom Typ rrGinterval, mit:I = [ I.inf; I.sup ] � [a; b]



4.3. INTERVALLRECHNUNG MIT DEM TYP RRG 99
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Abbildung 4.1: Einschlie�ung des Wertebereichs W I durch das Intervall wist gesucht eine Einschlie�ung w = [w.inf; w.sup] vom Typ rrGinterval f�ur denWertebereich:W I := fy j y = f(x) ^ x 2 I = [I.inf; I.sup] g � w = [w.inf; w.sup] ;In Abb. 4.1 ist xe ein Intervall vom Typ rrGinterval, welches die Maximum-stelle x0 einschlie�t. Das Intervall ye, ebenfalls vom Typ rrGinterval, ist eineEinschlie�ung aller Funktionswerte f(x), mit x 2 xe :f y j y = f(x) ^ x 2 xe g � ye ;Ist die relative Fehlerschranke "(f) bekannt, so lassen sich die Einschlie�ungenxe,ye mit dem ProgrammMIN 26 bestimmen, wenn man dort �f(x) an Stellevon f(x) benutzt, da MIN 26 die genannten Einschlie�ungen nur unter derVoraussetzung berechnet, da� die betrachtete Funktion ein relatives Minimumbesitzt.Mit Hilfe der Funktionfunction INCL MAX (function f (x: rrG): rrG; eps: real;xe, ye, I: rrGinterval): rrGinterval;die durch rrGi ari bereitgestellt wird, erh�alt man dann die Einschlie�ung w durchden Funktionsaufruf: w := INCL MAX (f, eps, xe, ye, I);wobei eps durch eps := 1:00001�> "(f) zu berechnen ist.



100 KAPITEL 4. INTERVALLRECHNUNG4.3.7.3 Die Funktion besitzt ein relatives Minimumf : [a; b] �! R sei eine stetige Funktion und habe in x0 2 ] a; b [ ein relativesMinimum. F�ur x < x0 sei f monoton fallend, und f�ur x > x0 sei f monotonwachsend.
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Abbildung 4.2: Einschlie�ung des Wertebereichs W I durch das Intervall wf(x) wird auf dem Rechner durch folgende Funktion realisiert:function f (x: rrG): rrG;und liefert zum rrG{Argument x 2 [a; b] den i.a. fehlerbehafteten Funktions-wert ef(x) 6= f(x).Die zugeh�orige relative Fehlerschranke "(f) wird f�ur alle x 2 [a; b] als bekanntangenommen.Zu einem beliebig vorgegebenen Intervall I vom Typ rrGinterval, mit:I = [ I.inf; I.sup ] � [a; b]ist gesucht eine Einschlie�ung w = [w.inf; w.sup] vom Typ rrGinterval f�ur denWertebereich:W I := fy j y = f(x) ^ x 2 I = [I.inf; I.sup] g � w = [w.inf; w.sup] ;In Abb. 4.2 ist xe ein Intervall vom Typ rrGinterval, welches die Minimum-stelle x0 einschlie�t. Das Intervall ye, ebenfalls vom Typ rrGinterval, ist eine



4.3. INTERVALLRECHNUNG MIT DEM TYP RRG 101Einschlie�ung aller Funktionswerte f(x), mit x 2 xe :f y j y = f(x) ^ x 2 xe g � ye ;Ist die relative Fehlerschranke "(f) bekannt, so lassen sich die Einschlie�ungenxe,ye mit dem Programm MIN 26 bestimmen.Mit Hilfe der Funktionfunction INCL MAX (function f (x: rrG): rrG; eps: real;xe, ye, I: rrGinterval): rrGinterval;aus dem Modul rrGi ari erh�alt man dann die Einschlie�ung w durch folgendesProgrammbeispiel:program test(input,output);use rrGi_ari;var xe,ye,I,w : rrGinterval; eps: real;function f(x: rrG): rrG;begin { Definition von f; x > 1 }f := exp(x) / ln(x);end; { Rel. Fehlerschr.: 5.4457E-24 }function fI(xI: rrGinterval): rrGinterval;{ fI liefert zu gegebenem Intervall I }{ die Einschliessung w von W_I }function fn(x: rrG): rrG;begin fn := -f(x) end;begin fI := -INCL_MAX(fn,eps,xe,-ye,xI) end;begin { Haupt }eps := 5.4458E-24; { = 1.00001 *> 5.4457E-24 }{* Ergebnisse des Programms MIN_26 : *}xe.INF.r1 := 1.763222834346;xe.INF.r2 := 3.793862611114E-13; xe.INF.G := 0;xe.SUP.r1 := 1.763222834357;xe.SUP.r2 := 2.933226823867E-13; xe.SUP.G := 0;ye.INF.r1 := 1.028170523089E+1;ye.INF.r2 := -2.754504467672E-12; ye.INF.G := 0;ye.SUP.r1 := 1.028170523089E+1;ye.SUP.r2 := -2.754504466670E-12; ye.SUP.G := 0;I.inf := 1.6; I.sup := 1.8; {Eingangsintervall }w := fI(I); { w: Wertebereichseinschliessung }end. { f(x) > 1.028170523089E+1 - 2.754504467672E-12 }



102 KAPITEL 4. INTERVALLRECHNUNG4.3.7.4 Die Funktion besitzt ein realtives Maximum und Minimumf : [a; b] �! R sei eine stetige Funktion und habe in x0 2 ] a; b [ ein relativesMaximum und in x1 > x0 ein relatives Minimum. Vor, zwischen und nach denrelativen Extrema sei f(x) jeweils monoton.
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Abbildung 4.3: Einschlie�ung des Wertebereichs W I durch das Intervall wf(x) wird auf dem Rechner durch folgende Funktion realisiert:function f (x: rrG): rrG;und liefert zum rrG{Argument x 2 [a; b] den i.a. fehlerbehafteten Funktions-wert ef(x) 6= f(x).Die zugeh�orige relative Fehlerschranke "(f) wird f�ur alle x 2 [a; b] als bekanntangenommen.Zu einem beliebig vorgegebenen Intervall I vom Typ rrGinterval, mit:I = [ I.inf; I.sup ] � [a; b]ist gesucht eine Einschlie�ung w = [w.inf; w.sup] vom Typ rrGinterval f�ur denWertebereich:W I := fy j y = f(x) ^ x 2 I = [I.inf; I.sup] g � w = [w.inf; w.sup] ;In Abb. 4.3 ist xma ein Intervall vom Typ rrGinterval, welches die Maximum-stelle x0 einschlie�t. Das Intervall yma, ebenfalls vom Typ rrGinterval, ist eineEinschlie�ung aller Funktionswerte f(x), mit x 2 xma :f y j y = f(x) ^ x 2 xma g � yma ;



4.3. INTERVALLRECHNUNG MIT DEM TYP RRG 103Entsprechend ist xmi ein Intervall vom Typ rrGinterval, welches die Minimum-stelle x1 einschlie�t. Das Intervall ymi, ebenfalls vom Typ rrGinterval, ist eineEinschlie�ung aller Funktionswerte f(x), mit x 2 xmi :f y j y = f(x) ^ x 2 xmi g � ymi ;Ist die relative Fehlerschranke "(f) bekannt, so lassen sich die Einschlie�ungenxma, yma bzw. xmi, ymi mit dem Programm MIN 26 bestimmen.Mit Hilfe der Funktionfunction INCL MAMI (function f (x: rrG): rrG; eps: real;xma, yma, xmi, ymi, I: rrGinterval): rrGinterval;aus dem Modul rrGi ari erh�alt man dann die Einschlie�ung w durch folgendenFunktionsaufruf:w := INCL MAMI (f, eps, xma, yma, xmi, ymi, I);wobei eps wie folgt zu berechnen ist: eps := 1:00001�> "(f) ;4.3.7.5 Die Funktion besitzt ein realtives Minimum und Maximumf : [a; b] �! R sei eine stetige Funktion und habe in x0 2 ] a; b [ ein relativesMinimum und in x1 > x0 ein relatives Maximum.Vor, zwischen und nach den relativen Extrema sei f jeweils monoton.
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Abbildung 4.4: Einschlie�ung des Wertebereichs W I durch das Intervall w



104 KAPITEL 4. INTERVALLRECHNUNGf(x) wird auf dem Rechner durch folgende Funktion realisiert:function f (x: rrG): rrG;und liefert zum rrG{Argument x 2 [a; b] den i.a. fehlerbehafteten Funktions-wert ef(x) 6= f(x).Die zugeh�orige relative Fehlerschranke "(f) wird f�ur alle x 2 [a; b] als bekanntangenommen.Zu einem beliebig vorgegebenen Intervall I vom Typ rrGinterval, mit:I = [ I.inf; I.sup ] � [a; b]ist gesucht eine Einschlie�ung w = [w.inf; w.sup] vom Typ rrGinterval f�ur denWertebereich:W I := fy j y = f(x) ^ x 2 I = [I.inf; I.sup] g � w = [w.inf; w.sup] ;In Abb. 4.4 ist xmi ein Intervall vom Typ rrGinterval, welches die Minimum-stelle x0 einschlie�t. Das Intervall ymi, ebenfalls vom Typ rrGinterval, ist eineEinschlie�ung aller Funktionswerte f(x), mit x 2 xmi :f y j y = f(x) ^ x 2 xmi g � ymi ;Entsprechend ist xma ein Intervall vom Typ rrGinterval, welches die Maxi-mumstelle x1 einschlie�t. Das Intervall yma, ebenfalls vom Typ rrGinterval, isteine Einschlie�ung aller Funktionswerte f(x), mit x 2 xma :f y j y = f(x) ^ x 2 xma g � yma ;Ist die relative Fehlerschranke "(f) bekannt, so lassen sich die Einschlie�ungenxmi, ymi bzw. xma, yma mit dem Programm MIN 26 bestimmen.Mit Hilfe der Funktionfunction INCL MAMI (function f (x: rrG): rrG; eps: real;xma, yma, xmi, ymi, I: rrGinterval): rrGinterval;aus dem Modul rrGi ari erh�alt man dann die Einschlie�ung w durch folgendesProgrammbeispiel:program test (input,output);use rrGi ari;var xmi, ymi, xma, yma, I, w : rrGinterval;eps : real;function f (x: rrG): rrG;beginf := : : : f De�nition von f gend;



4.3. INTERVALLRECHNUNG MIT DEM TYP RRG 105function fI (I: rrGinterval): rrGinterval;f fI liefert zu gegebenem Intervall I die Einschlie�ung w von W I gfunction fn (x: rrG): rrG;begin fn := �f(x) end;beginfI := �INCL MAMI (fn, eps, xmi, �ymi, xma, �yma, I);end;begin f Haupt geps := : : : ; f eps := 1:00001�> "(f)gxmi := rrGintval (: : : ; : : : );ymi := rrGintval (: : : ; : : : );xma := rrGintval (: : : ; : : : );yma := rrGintval (: : : ; : : : );I := rrGintval (: : : ; : : : );w := fI(I); f w liefert eine Einschlie�ung von W I gend.4.3.7.6 Die Funktion besitzt mehr als zwei Extremaf : [a; b] �! R sei eine reellwertige, stetige Funktion und habe in x0 2 ] a; b [nach Abb. 4.5 z.B. drei relative Extrema.
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Abbildung 4.5: Funktion mit drei relativen Extremaf(x) wird auf dem Rechner durch folgende Funktion realisiert:function f (x: rrG): rrG;



106 KAPITEL 4. INTERVALLRECHNUNGund liefert zum rrG{Argument x 2 [a; b] den i.a. fehlerbehafteten Funktions-wert ef(x) 6= f(x).Die zugeh�orige relative Fehlerschranke "(f) wird f�ur alle x 2 [a; b] als bekanntangenommen.Zu einem beliebig vorgegebenen Intervall I vom Typ rrGinterval, mit:I = [ I.inf; I.sup ] � [a; b]ist gesucht eine Einschlie�ung w = [w.inf; w.sup] vom Typ rrGinterval f�ur denWertebereich: W I := fy j y = f(x) ^ x 2 I = [I.inf; I.sup] g � w ;Zur L�osung unterteilt man zun�achst [a; b] durch c 2 [a; b] in die beiden Teilintervalle[a; c] und [c; b]. Mit den SchnittintervallenI1 := I \ [a; c] und I2 := I \ [c; b]berechnet man dann entsprechend den Abbildungen 4.4 bzw. 4.2 die jeweiligenEinschlie�ungen w1 und w2. Die konvexe H�ulle von w1 und w2 ist dann die gesuchteEinschlie�ung w: w := w1 +�w2 � IBei mehr als drei Extrema unterteilt man [a; b] so in Teilintervalle, da� jedesh�ochstens zwei Extrema enth�alt und verf�ahrt dann analog zum obigen Beispiel.Bei bekannter Fehlerschranke "(f) lassen sich so f�ur alle 'gutm�utigen' Funktionenzu einem beliebigen Intervall{Argument I eine Einschlie�ung w des entsprechendenWertebereichs W I bestimmen, wenn man vorher alle Einschlie�ungen der relativenExtrema mit dem ProgrammMIN 26 berechnet hat.



Kapitel 5Komplexe ArithmetikMit dem Modul C ARI werden die f�ur das Rechnen mit komplexen Zahlennotwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren bez�uglich des Datentyps realbereitgestellt.Das Modul LC ARI erm�oglicht zus�atzlich komplexe Rechnungen auf Basisder Typen real, Longreal, dotprecision und rrG.5.1 Das Modul C ARIF�ur Rechnungen mit komplexen Zahlen wird der Datentyp complex entsprechendder De�nition type complex = record re,im : real end;im Sprachkern von PASCAL{XSC bereitgestellt. F�ur z = x + i � y; i = p�1und z : complex gilt dann:z.re = x und z.im = y;5.1.1 OperatorenS�amtliche in diesem Modul vorde�nierten arithmetischen Operatoren liefern den Er-gebnistyp complex. Als arithmetische Operatoren stehen die monadischen Operato-ren +;� und die vier Grundoperationen +;�; �; = mit den drei verschiede-nen Rundungsarten zu Verf�ugung. Dabei werden die Rundungen jeweils auf Real-und Imagin�arteil angewandt. Die Ergebnisse der Operationen +;�; � sindmaximalgenau, d.h. das exakte Ergebnis wird stets zur n�achsten Maschinenzahlgerundet. Das Ergebnis der komplexen Division ist jedoch nur hochgenau, d.h.zwischen dem exakten Quotienten und dem Maschinenergebnis liegt bzgl. Real-und Imagin�arteil keine weitere Rasterzahl.Das Beispiel c := (2:00 : : : 003�i �10�13)=(2+i �10�13) liefert z.B. f�ur den Real-teil die nur hochgenaue Maschinenn�aherung fRe(c) = 1:00 : : : 002 im Gegensatzzur maximalgenauen N�aherung: 1:00000000000111.



108 KAPITEL 5. KOMPLEXE ARITHMETIKBezeichnen wir mit "(G) die relative Fehlerschranke der Operationen +;�; �und mit "(D) die relative Fehlerschranke der Division und sind "̂(G); "̂(D) dieentsprechenden Fehlerschranken f�ur die gerichteten Rundungen, so gelten f�ur dennormalisierten bzw. denormalisierten real{Bereich die in folgender Tabelle angege-benen relativen Fehlerschranken:Oper. Normal. Denormal. Rel. Fehlerschranke+=� "(G); "̂(G) "(G); "̂(G) "(G) = 5 � 10�13; "̂(G) = 1 � 10�12� "(G); "̂(G) > "(G); "̂(G) "(G) = 5 � 10�13; "̂(G) = 1 � 10�12= "(D); "̂(D) > "(D); "̂(D) "(D) = 1 � 10�12; "̂(D) = 1:5 � 10�12Liegen die Ergebnisse von Multiplikation oder Division also im denormalisiertenBereich (3.1), so kann der relative Betragsfehler die Fehlerschranken aus dem nor-malisierten Bereich �uberschreiten, vergl. dazu Seite 12. Es ist daher sinnvoll, f�urdie komplexe Multiplikation und Division Funktionen bereitzustellen, die f�ur Real-und Imagin�arteilergebnisse aus dem denormalisierten real{Bereich �uberpr�ufen, obdie Betr�age der aufgetretenen relativen Fehler die Fehlerschranken aus dem norma-lisierten Bereich �ubertre�en:1. functionMULNEXT TEST(var A,B: complex; var error: boolean): complex;Berechnet A � B; error = TRUE ; jrel. Fehlerj > 0:5 � 10�12;2. function MULUP TEST(var A,B: complex; var error: boolean): complex;Berechnet A �> B; error = TRUE ; jrel. Fehlerj � 1 � 10�12;3. function MULDOWN TEST(var A,B:complex; var error:boolean): complex;Berechnet A �< B; error = TRUE ; jrel. Fehlerj � 1 � 10�12;4. function DIVNEXT TEST(var A,B: complex; var error: boolean): complex;Berechnet A = B; error = TRUE ; jrel. Fehlerj > 1 � 10�12;5. function DIVUP TEST(var A,B: complex; var error: boolean): complex;Berechnet A => B; error = TRUE ; jrel. Fehlerj > 1:5 � 10�12;6. function DIVDOWN TEST(var A,B: complex; var error: boolean): complex;Berechnet A =< B; error = TRUE ; jrel. Fehlerj > 1:5 � 10�12;Die Vergleichsoperatoren = <> < <= > >= beziehen sich auf Real{ undImagin�arteil. F�ur a,b vom Typ complex gilt demnach:a <= b () (a.re <= b.re) and (a.im <= b.im)Entsprechende Vergleiche auch mit einem integer{ oder real{Operanden sindzul�assig.



5.1. DAS MODUL C ARI 109rechter Operand integer complexreallinker Operandmonadisch +;�integer �real _complex � �_ _Tabelle 5.1: Die Operatoren des Moduls C ARI� 2 f+; +<; +>;�; �<; �>; �; �<; �>; =; =<; =>g_ 2 f=; <>;<;<=; >;>=g5.1.2 TransferfunktionenZur Wandlung zwischen den Typen integer/real und complex werden folgendeTransferfunktionen bereitgestellt:Funktion Ergebnistyp Bedeutungcompl (r1,r2) complex z = r1 + i � r2; i = p�1compl (r) complex z = r1 + i � 0; i = p�1re (z) real Realteil von zim (z) real Imagin�arteil von zTabelle 5.2: Transferfunktionen des Moduls C ARIr, r1, r2 = real{Ausdruck; z = complex-Ausdruck5.1.3 �Uberladungen des ZuweisungsoperatorsDie Wandlung von real/integer nach complex wird auch in Form einer �uberladenenZuweisung bereitgestellt: Zuweisung Bedeutungz := r z := compl (r)z = complex{Variable; r = real{Ausdruck



110 KAPITEL 5. KOMPLEXE ARITHMETIK5.1.4 StandardfunktionenEs stehen die folgenden Standardfunktionen zur Verf�ugung:Funktion Bedeutung Aufruf Ergebnistypz2 = z � z Quadrat sqr (z) complexpz Quadratwurzel (Realteil � 0) sqrt (z) complexpz Quadratwurzel (Realteil � 0) sqrt u (z) complexpz Quadratwurzel sqrt negim (z) complexez Exponentialfunktion exp (z) complexln(z) Nat�urlicher Logarithmus ln (z) complexln(1 + z) Nat�urlicher Logarithmus ln1p (z) complexsin(z) Sinus sin (z) complexcos(z) Kosinus cos (z) complextan(z) Tangens tan (z) complexcot(z) Kotangens cot (z) complexsinh(z) Hyperbolischer Sinus sinh (z) complexcosh(z) Hyperbolischer Kosinus cosh (z) complextanh(z) Hyperbolischer Tangens tanh (z) complexcoth(z) Hyperbolischer Kotangens coth (z) complex�z = x� i � y Konjugation von z = x+ i � y conj (z) complex' Argument von z = r � ei' arg (z) real' Argument von 1 + z = r � ei' arg1p (z) realr =px2 + y2 Absolutbetrag von z = r � ei' abs (z) realTabelle 5.3: Standardfunktionen des Moduls C ARI, z: complexAnmerkungen zu den Funktionen: sqrt(z), sqrt u(z), sqrt negim, ln(z), ln1p(z):� sqrt(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobei dieseAchse zur oberen Halbebene z�ahlt.� sqrt u(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobeidiese Achse zur unteren Halbebene z�ahlt.� sqrt negim(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, imagin�are Achse,wobei diese Achse zur linken Halbebene z�ahlt.� ln(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobei dieseAchse zur oberen Halbebene z�ahlt.



5.1. DAS MODUL C ARI 111� ln1p(z) Der Verzweigungsschnitt ist der negative Teil der reellen Achse von�1 bis �1, wobei diese Achse zur oberen Halbebene z�ahlt.F�ur alle Funktionen aus Tabelle 5.3 ist der Betrag des relativen Fehlers kleiner als5:00000006�10�13, so da� alle Funktionen hochgenau sind, d.h. das Maschinenergeb-nis unterscheidet sich vom optimal gerundeten Funktionsergebnis um maximal eineEinheit in der letzten Mantissenstelle. Diese Abweichung von 1 ulp tritt allerdingsnur in sehr seltenen Ausnahmef�allen auf!Fallen Real{ oder Imagin�arteil in den denormalisierten Bereich (3.1), d.h.0 � jRe(f(z))j; jIm(f(z))j < 10�255 = MIN REAL;und werden dadurch hintere, von Null verschiedene Zi�ern der Ergebnismantissegleich Null gesetzt oder entsteht Underow, so da� die Funktionsergebnisse dadurchnicht mehr hochgenau sind, so erfolgt die Fehlermeldung:rel. error exceeds error boundmit anschlie�endem Programmabbruch.Die noch unvollst�andige Liste der komplexen Standardfunktionen aus Tabelle5.3 wird in folgenden Updates erweitert.5.1.5 Ein-/AusgabeprozedurenEs stehen die gewohnten Prozedurenprocedure read (var f: text; var a: complex);procedure write (var f: text; a: complex);mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedochohne Formatspezi�kationen zur Verf�ugung.Die Eingabe einer komplexen Zahl z = x+ i � y mu� in der Form(x; y) oder in der Form xerfolgen. Im zweiten Fall wird der Imagin�arteil y automatisch auf 0 gesetzt. x und ysind dabei real-Konstanten. Die Ausgabe einer komplexen Zahl erfolgt stets in derForm (x; y)mit dem Standardformat f�ur die real-Gr�o�en x und y aus Tabelle 3.4.



112 KAPITEL 5. KOMPLEXE ARITHMETIK5.2 Das Modul LC ARI5.2.1 Der Typ LcomplexF�ur allgemeine Gleitkommarechnungen mit komplexen Zahlen wird neben dem Typcomplex zus�atzlich der Datentyp Lcomplex entsprechend der De�nitiontype Lcomplex = record Re,Im : Longreal end;bereitgestellt. F�ur z = x+ i � y; i = p�1 und z : Lcomplex gilt dann:z.Re = x und z.Im = y;5.2.1.1 OperatorenWir betrachten zun�achst alle in diesem Modul vorde�nierten arithmetischen Opera-toren mit dem Ergebnistyp Lcomplex. Als arithmetische Operatoren stehen die mo-nadischen Operatoren +;� und die vier Grundoperationen +;�; �; = mitden drei verschiedenen Rundungsarten zu Verf�ugung. Dabei werden die Rundungenjeweils auf Real- und Imagin�arteil angewandt.rechter Operand integer Longreal complex Lcomplexreallinker Operandmonadisch +;�integer �real _Longreal � �_ _complex � �_ _Lcomplex � � � �_ _ _ _Tabelle 5.4: Operatoren des Moduls LC ARI mit Ergebnistyp Lcomplex, boolean� 2 f+; +<; +>;�; �<; �>; �; �<; �>; =; =<; =>g_ 2 f=; <>;<;<=; >;>=gDie Ergebnisse der Operationen +;�; � sind maximalgenau, d.h. das exakteErgebnis wird stets zur n�achsten Maschinenzahl gerundet. Das Ergebnis derkomplexen Division ist im Gegensatz dazu jedoch nur hochgenau, d.h. zwischendem exakten Quotienten und dem Maschinenergebnis liegt bez�uglich Real- undImagin�arteil keine weitere Rasterzahl.



5.2. DAS MODUL LC ARI 113Das Beispiel c := (2:00 : : :003�i�10�21)=(2+i�10�21) liefert z.B. f�ur den Realteildie nur hochgenaue Maschinenn�aherung fRe(c) = 1:00 : : :002 im Gegensatz zurmaximalgenauen N�aherung: 1:0000000000000000000111.Bezeichnen wir mit "(G) die relative Fehlerschranke der Operationen +;�; �und mit "(D) die relative Fehlerschranke der Division und sind "̂(G); "̂(D) dieentsprechenden Fehlerschranken f�ur die gerichteten Rundungen, so gelten f�ur dennormalisierten bzw. denormalisierten real{Bereich die in folgender Tabelle angege-benen relativen Fehlerschranken:Oper. Normal. Denormal. Rel. Fehlerschranke+=� "(G); "̂(G) "(G); "̂(G) "(G) = 5 � 10�21; "̂(G) = 1 � 10�20� "(G); "̂(G) > "(G); "̂(G) "(G) = 5 � 10�21; "̂(G) = 1 � 10�20= "(D); "̂(D) > "(D); "̂(D) "(D) = 1 � 10�20; "̂(D) = 1:5 � 10�20Liegen die Real- bzw. Imagin�arteil{Ergebnisse von Multiplikation oder Division alsoim denormalisierten Bereich, so kann der relative Betragsfehler die Fehlerschrankenaus dem normalisierten Bereich �uberschreiten, vergl. dazu Seite 23. Es ist daher sinn-voll, f�ur die komplexe Multiplikation und Division Funktionen bereitzustellen, dief�ur Real- und Imagin�arteilergebnisse aus dem denormalisierten real{Bereich �uber-pr�ufen, ob die Betr�age der aufgetretenen relativen Fehler die Fehlerschranken ausdem normalisierten Bereich �ubertre�en:1. function MULNEXT TEST (var A,B : Lcomplex;var error : boolean) : Lcomplex;Berechnet A � B; error = TRUE ; jrel. Fehlerj > 0:5 � 10�20;2. function MULUP TEST (var A,B : Lcomplex;var error : boolean) : Lcomplex;Berechnet A �> B; error = TRUE ; jrel. Fehlerj � 1 � 10�20;3. function MULDOWN TEST (var A,B : Lcomplex;var error : boolean) : Lcomplex;Berechnet A �< B; error = TRUE ; jrel. Fehlerj � 1 � 10�20;4. function DIVNEXT TEST (var A,B : Lcomplex;var error : boolean) : Lcomplex;Berechnet A = B; error = TRUE ; jrel. Fehlerj > 1 � 10�20;5. function DIVUP TEST (var A,B : Lcomplex;var error : boolean) : Lcomplex;Berechnet A => B; error = TRUE ; jrel. Fehlerj > 1:5 � 10�20;6. function DIVDOWN TEST (var A,B : Lcomplex;var error : boolean) : Lcomplex;Berechnet A =< B; error = TRUE ; jrel. Fehlerj > 1:5 � 10�20;



114 KAPITEL 5. KOMPLEXE ARITHMETIKDie Vergleichsoperatoren =; <>;<;<=; >;>= beziehen sich auf Real{ undImagin�arteil. F�ur a,b vom Typ Lcomplex gilt demnach:a <= b () (a.Re <= b.Re) and (a.Im <= b.Im)Entsprechende Vergleiche auch mit einem integer/real- oder Longreal-Operandensind zul�assig.5.2.1.2 TransferfunktionenZur Wandlung zwischen den Typen integer/real/Longreal/complex und dem TypLcomplex werden folgende Transferfunktionen bereitgestellt:Funktion Ergebnistyp BedeutungLCOMPL (x1,x2) Lcomplex z = x1 + i � x2; i = p�1LCOMPL (x) Lcomplex z = x+ i � 0; i = p�1LONG (c) Lcomplex z = LONG(c:Re) + i � LONG(c:Im)RE (z) Longreal Realteil von zIM (z) Longreal Imagin�arteil von zSHORT (z) complex Rundung zum n�achsten cSHORTUP (z) complex Rundung zum n�achstgr�o�eren cSHORTDOWN (z) complex Rundung zum n�achstkleineren cshort test( z,error ), shortup test( z,error ), shortdown test( z,error )Rundgn. wie oben; error = true , rel. Fehler > 5 � 10�13 bzw. � 10�12Tabelle 5.5: Transferfunktionen des Moduls LC ARIx, x1, x2 = integer/real/Longreal{Ausdruck; c = complex-Ausdruck;z = Lcomplex-Ausdruck; error = boolean-Variable;5.2.1.3 �Uberladungen des ZuweisungsoperatorsDie Wandlung von integer/real/Longreal/complex nach Lcomplex wird auch inForm einer �uberladenen Zuweisung bereitgestellt:Zuweisung Bedeutungz := x z := LCOMPL (x)z := c z := LONG (c)z = Lcomplex-Variable; x = integer/real/Longreal-Ausdruck;c = complex-Ausdruck



5.2. DAS MODUL LC ARI 1155.2.1.4 StandardfunktionenEs stehen die folgenden Standardfunktionen zur Verf�ugung:Aufruf Ergebnistyp Funktion "(Reff(z)g) "(Imff(z)g)sqr (z) Lcomplex z2 = z � z 5:0002 � 10�21 5:0002 � 10�21sqrt (z) Lcomplex pz 5:0045 � 10�21 5:0045 � 10�21sqrt u (z) Lcomplex pz 5:0045 � 10�21 5:0045 � 10�21sqrt negim (z) Lcomplex pz 5:0045 � 10�21 5:0045 � 10�21exp (z) Lcomplex ez 5:0016 � 10�21 5:0016 � 10�21ln (z) Lcomplex ln(z) 5:0053 � 10�21 5:0054 � 10�21ln1p (z) Lcomplex ln(1 + z) 5:0030 � 10�21 5:0059 � 10�21sin (z) Lcomplex sin(z) 5:0028 � 10�21 5:0038 � 10�21cos (z) Lcomplex cos(z) 5:0028 � 10�21 5:0038 � 10�21tan (z) Lcomplex tan(z) 5:0098 � 10�21 5:0120 � 10�21cot (z) Lcomplex cot(z) 5:0098 � 10�21 5:0120 � 10�21sinh (z) Lcomplex sinh(z) 5:0038 � 10�21 5:0028 � 10�21cosh (z) Lcomplex cosh(z) 5:0028 � 10�21 5:0038 � 10�21tanh (z) Lcomplex tanh(z) 5:0120 � 10�21 5:0098 � 10�21coth (z) Lcomplex coth(z) 5:0120 � 10�21 5:0098 � 10�21conj (z) Lcomplex �z = x� i � y 0:0 0:0arg (z) Longreal ' ; z = r � ei�' ; 5:0054 � 10�21arg1p (z) Longreal ' ; 1 + z = r � ei�' ; 5:0059 � 10�21abs (z) Longreal r =px2 + y2 ; 5:0013 � 10�21Tabelle 5.6: Standardfunktionen des Moduls LC ARI, z: LcomplexAnmerkungen zu den Funktionen: sqrt(z), sqrt u(z), sqrt negim, ln(z), ln1p(z):� sqrt(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobei dieseAchse zur oberen Halbebene z�ahlt.� sqrt u(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobeidiese Achse zur unteren Halbebene z�ahlt.� sqrt negim(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, imagin�are Achse,wobei diese Achse zur linken Halbebene z�ahlt.� ln(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobei dieseAchse zur oberen Halbebene z�ahlt.� ln1p(z) Der Verzweigungsschnitt ist der negative Teil der reellen Achse von�1 bis �1, wobei diese Achse zur oberen Halbebene z�ahlt.



116 KAPITEL 5. KOMPLEXE ARITHMETIKF�ur alle Funktionen aus Tabelle 5.6 ist im normalisierten Bereich der Betrag desrelativen Fehlers kleiner als die jeweils angegebene Fehlerschranke. Fallen jedochReal{ oder Imagin�arteil in den denormalisierten Bereich (3.2), d.h.0 � jRe(f(z))j; jIm(f(z))j < 10�511 = MINLONGREAL;und werden dadurch hintere, von Null verschiedene Zi�ern der Ergebnismantissegleich Null gesetzt oder entsteht Underow mit dem relativen Fehler 1, so erfolgtdie Fehlermeldung: rel. error exceeds error boundmit anschlie�endem Programmabbruch.5.2.1.5 Ein-/AusgabeprozedurenEs stehen die gewohnten Prozedurenprocedure read (var f: text; var a: Lcomplex);procedure write (var f: text; a: Lcomplex);mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedochohne Formatspezi�kationen zur Verf�ugung.Die Eingabe einer komplexen Zahl z = x+ i � y mu� in der Form(x; y) oder in der Form xerfolgen. Im zweiten Fall wird der Imagin�arteil y automatisch auf 0 gesetzt. x und ysind dabei real-Konstanten. Die Ausgabe einer komplexen Zahl erfolgt stets in derForm (x; y)mit dem Standardformat f�ur die Longreal-Gr�o�en x und y aus Tabelle 3.4.5.2.2 Exakte Auswertung komplexer Ausdr�uckeIn PASCAL{XSC k�onnen mit Hilfe der Operatoren +;�; � Variablen,Konstanten und spezielle Funktionsaufrufe vom Typ integer, real, complex, dotpre-cision oder Produkte vom Typ integer, real, complex oder Skalarprodukte vom Typreal oder complex mit Hilfe des langen Akkus rundungsfehlerfrei berechnet unddurch die Anweisungenz := # �( exakter Ausdruck vom Typ complex);z := #>( exakter Ausdruck vom Typ complex);z := #<( exakter Ausdruck vom Typ complex);



5.2. DAS MODUL LC ARI 117mit nur einer einzigen Rundung bei Real- und Imagin�arteil in eine Variable z vomTyp complex abgespeichert werden. Dieses #{Konzept steht auch f�ur die BCD{Version in vollem Umfang zur Verf�ugung; es ist jedoch nicht anwendbar, wennnur einer der Operanden im exakt auszuwertenden, komplexen Ausdruck vom TypLongreal oder Lcomplex ist!Um das #{Konzept f�ur diese Datentypen wenigstens simulieren zu k�onnen,ben�otigt man den Datentyp cdotprecision:type cdotprecision = record Re, Im: dotprecision end;5.2.2.1 OperatorenWie auf Seite 42 bechrieben, mu� auch jetzt z.B. f�ur einen Additionsoperator mitLcomplex{Operanden und einem Ergebnis vom Typ cdotprecision ein neuer Ope-ratorname (plus c) gew�ahlt werden, da der normale + Operator mit den gleichenOperanden schon f�ur den Ergebnistyp Lcomplex vergeben ist. In nachfolgenderTabelle 5.7 sind die entsprechenden neuen Operatornamen zusammengestellt:Operation Operator{Name ErgebnistypAddition plus c cdotprecisionSubtraktion minus c cdotprecisionMultiplikation times c cdotprecisionTabelle 5.7: Operatornamen mit Ergebnistyp cdotprecisionrechter Operand integer/real complex cdotprecisionLongreal Lcomplex (dotprecision)linker Operandinteger/real times c times c �Longreal plus c, minus c plus c, minus c plus c, minus ccomplex times c times c �Lcomplex plus c, minus c plus c, minus c plus c, minus ccdotprecision � � �(dotprecision) plus c, minus c plus c, minus c plus c, minus cTabelle 5.8: Operatoren des Moduls LC ARI mit Ergebnistyp cdotprecisionIn Tabelle 5.8 sind f�ur die Operatoren plus c, minus c, times c, � alle erlaubtenOperanden{Typen angegeben. Mit einem dotprecision{Operanden existiert jedochnur der � Operator mit dem zweiten Operandentyp cdotprecision!



118 KAPITEL 5. KOMPLEXE ARITHMETIKWertzuweisungen an eine Variable vom Typ cdotprecision:Durch �Uberladen des Zuweisungsoperators := sind folgende Wertzuweisungenm�oglich:cdotprecision{Variable := Lcomplex{Ausdruck;cdotprecision{Variable := complex{Ausdruck;cdotprecision{Variable := dotprecision{Ausdruck;cdotprecision{Variable := Longreal{Ausdruck;cdotprecision{Variable := real/integer{Ausdruck;5.2.2.2 TransferfunktionenZur Wandlung zwischen den Typeninteger/real/Longreal/dotprecisioneinerseits und dem Typ cdotprecision andererseits werden folgende Transferfunk-tionen bereitgestellt:Funktion Ergebnistyp BedeutungDOTCOMPL (x1,x2) cdotprecision dc = x1 + i � x2; i = p�1DOTCOMPL (x) cdotprecision dc = x+ i � 0; i = p�1DOTCOMPL (d1,d2) cdotprecision dc = d1 + i � d2; i = p�1DOTCOMPL (d) cdotprecision dc = d+ i � 0; i = p�1Re (dc) dotprecision Realteil von dcIm (dc) dotprecision Imagin�arteil von dcx, x1, x2 = integer/real/Longreal{Ausdruck; dc = cdotprecision-Variable;d, d1, d2 = dotprecision{Variable;5.2.2.3 Simulation von SUM-Ausdr�uckenZur Auswertung von SUM{Ausdr�ucken im #{Konzept stehen die folgenden Da-tentypen und Prozeduren zur Verf�ugung:� type rvector = dynamic array [�] of real;� type Lrvector = dynamic array [�] of Longreal;� type cvector = dynamic array [�] of complex;� type Lcvector = dynamic array [�] of Lcomplex;1. procedure ADDNACCU (var dc: cdotprecision; var a: rvector);Exakte Addition des real-Feldes a zur cdotprecision-Variablen dc;2. procedure ADDNACCU (var dc: cdotprecision; var a: Lrvector);Exakte Addition des Longreal-Feldes a zur cdotprecision-Variablen dc;



5.2. DAS MODUL LC ARI 1193. procedure ADDNACCU (var dc: cdotprecision; var a: cvector);Exakte Addition des complex-Feldes a zur cdotprecision-Variablen dc;4. procedure ADDNACCU (var dc: cdotprecision; var a: Lcvector);Exakte Addition des Lcomplex-Feldes a zur cdotprecision-Variablen dc;5. procedure SUBNACCU (var dc: cdotprecision; var a: rvector);Exakte Subtraktion des real-Feldes a von der cdotprecision-Variablen dc;6. procedure SUBNACCU (var dc: cdotprecision; var a: Lrvector);Exakte Subtraktion des Longreal-Feldes a von der cdotprecision-Variablendc;7. procedure SUBNACCU (var dc: cdotprecision; var a: cvector);Exakte Subtraktion des complex-Feldes a von der cdotprecision-Variablen dc;8. procedure SUBNACCU (var dc: cdotprecision; var a: Lcvector);Exakte Subtraktion des Lcomplex-Feldes a von der cdotprecision-Variablendc;9. procedure PADDNACCU (var dc: cdotprecision; var a,b: rvector);Exakte Addition des real-Skalarproduktes zur cdotprecision-Variablen dc;10. procedure PADDNACCU (var dc: cdotprecision; var a,b: Lrvector);Exakte Addition des Longreal-Skalarproduktes zur cdotprecision-Variablendc;11. procedure PADDNACCU (var dc: cdotprecision; var a,b: cvector);Exakte Addition des complex-Skalarproduktes zur cdotprecision-Variablendc;12. procedure PADDNACCU (var dc: cdotprecision; var a,b: Lcvector);Exakte Addition des Lcomplex-Skalarproduktes zur cdotprecision-Variablendc;13. procedure PSUBNACCU (var dc: cdotprecision; var a,b: rvector);Exakte Subtraktion des real-Skalarproduktes von der cdotprecision-Variablendc;14. procedure PSUBNACCU (var dc: cdotprecision; var a,b: Lrvector);Exakte Subtraktion des Longreal-Skalarproduktes von der cdotprecision-Variablen dc;15. procedure PSUBNACCU (var dc: cdotprecision; var a,b: cvector);Exakte Subtraktion des complex-Skalarproduktes von der cdotprecision-Variablen dc;16. procedure PSUBNACCU (var dc: cdotprecision; var a,b: Lcvector);Exakte Subtraktion des Lcomplex-Skalarproduktes von der cdotprecision-Variablen dc;



120 KAPITEL 5. KOMPLEXE ARITHMETIKMit Hilfe der folgenden Funktionen kann der Wert einer cdotprecision{Variablendurch die drei verschiedenen Rundungsarten in einen Wert vom Typ Lcomplexumgewandelt werden. Fallen dabei Real- oder Imagin�arteil in den denormalisiertenZahlenbereich (3.2), so kann man mit den FunktionenLONGNEXT TEST, LONGUP TEST, LONGDOWN TEST�uberpr�ufen, ob der aktuelle, relative Fehler bei den entsprechenden Rundungen diejeweiligen Fehlerschranken f�ur den normalisierten Bereich �ubersteigen; vergleichedazu die Bemerkungen von Seite 23.� function LONGNEXT (var dc: cdotprecision): Lcomplex;y:=LONGNEXT(dc) liest den dc{Wert in die n�achste Lcomplex{Zahl y;� function LONGDOWN (var dc: cdotprecision): Lcomplex;y:=LONGDOWN(dc) liest den dc{Wert in die n�achstkleinere Lcomplex{Zahl y;� function LONGUP (var dc: cdotprecision): Lcomplex;y:=LONGUP(dc); liest den dc{Wert in die n�achstgr�o�ere Lcomplex{Zahl y;� function LONGNEXT TEST (var dc: cdotprecision;var error: boolean): Lcomplex;Liest den dc{Wert in die n�achste Lcomplex{Zahl;error = TRUE () relativer Fehler > 0:5 � 10�20; (durch Nullsetzen hintererZi�ern der Ergebnismantisse im Bereich (3.2) ).� function LONGUP TEST (var dc: cdotprecision;var error: boolean): Lcomplex;Liest den dc{Wert in die n�achstgr�o�ere Lcomplex{Zahl;error = TRUE () relativer Fehler � 1 � 10�20; (durch Nullsetzen hintererZi�ern der Ergebnismantisse im Bereich (3.2) ).� function LONGDOWN TEST (var dc: cdotprecision;var error: boolean): Lcomplex;Liest den dc{Wert in die n�achstkleinere Lcomplex{Zahl;error = TRUE () relativer Fehler � 1 � 10�20; (durch Nullsetzen hintererZi�ern der Ergebnismantisse im Bereich (3.2) ).



5.2. DAS MODUL LC ARI 1215.2.2.4 Beispiele1. Beispiel:program test (input,output);var Lz : Lcomplex; a,b : Lcvector[1::100];error : boolean; dc1,dc2 : cdotprecision;xl : Longreal; z : complex;begin: : :dc1 := 0; PADDNACCU(dc1,a,b);dc2 := xl times c 3 minus c Lz times c z plus c dc1;Lz := LONGNEXT TEST (dc2,error);end.Obiges Programm berechnet den Ausdruckdc2 = 3 � xl � z � Lz + 100Xk=1 a[k] � b[k]rundungsfehlerfrei und schreibt seinen Wert mit nur einer ein-zigen Rundung in die n�achstgelegene Lcomplex-Zahl der VariablenLz. Falls beim Real- oder Imagin�arteil durch das jeweilige Runden zurn�achstgelegenen Longreal-Zahl der relative Betragsfehler gr�o�er wird als"(G) = 0:5 � 10�20, erh�alt die Variable error den Wert TRUE.2. Beispiel:Mit Hilfe der Operatoren � und plus c zwischen cdotprecision-und Lcomplex-Operanden kann ein komplexwertiges PolynomP(z) = nXk=0 ak � zkmit der folgenden Funktion nach dem Hornerschema rundungsfehler-frei berechnet werden:function HORNER cdot (var a: Lcvector;z: Lcomplex): cdotprecision;var k : integer;y : cdotprecision;beginy := a[ub(a)];for k := ub(a)�1 downto lb(a) doy := y � z plus c a[k];HORNER := yend;



122 KAPITEL 5. KOMPLEXE ARITHMETIKDie Koe�zientena0 = 120 + 90i; a1 = �54 + 22i; a2 = 6 + 7i;a3 = �5� 3i; a4 = 1 + 0i;realisieren ein komplexwertiges Polynom P(z) mit den Nullstellen:z1;2 = �p2 � (1 + 2i); z3 = 5; z4 = 3i:Mit den Deklarationen:var a: Lcvector[0::4];z,y: Lcomplex; dotz: cdotprecision;und den Anweisungen:z := 5.00000000000000000001; f z � z3 gdotz := HORNER cdot (a,z);y := LONGNEXT(dotz);erh�alt man mit der BCD{Version das Ergebnis:y = eP(z) = 1:31000000000000000001 � 10�18 � 1:3300 : : :00 � 10�18 � imit nur einer Rundung bzgl. Real- und Imagin�arteil.



5.2. DAS MODUL LC ARI 1235.2.3 Der Typ rrGcomplexZur Implementierung hochgenauer, komplexwertiger Standardfunktionen mit dem21-stelligen Ergebnistyp Lcomplex wurden die entsprechenden Algorithmen imrrGcomplex-Format realisiert, das wie folgt de�niert ist:type rrGcomplex = record Re, Im : rrG end;Es wurden nur die wichtigsten Operatoren, Funktionen und Prozeduren bereitge-stellt, die zur Realisierung der Standardfunktionen notwendig waren.5.2.3.1 OperatorenNeben den monadischen Operatoren + � existieren die in folgender Tabellezusammengestellten, arithmetischen Grundoperatoren:1. Operand 2. Operand Ergebnistyp Rel. FehlerrrGcomplex + rrGcomplex rrGcomplex 5:0001 � 10�26rrGcomplex � rrGcomplex rrGcomplex 5:0001 � 10�26rrGcomplex � rrGcomplex rrGcomplex 1:1112 � 10�25real � rrGcomplex rrGcomplex 5:0001 � 10�26Longreal � rrGcomplex rrGcomplex 5:0001 � 10�26rrG � rrGcomplex rrGcomplex 5:0001 � 10�26rrGcomplex = rrGcomplex rrGcomplex 2:4617 � 10�24rrGcomplex = real rrGcomplex 2:2505 � 10�24rrGcomplex = Longreal rrGcomplex 2:2505 � 10�24rrGcomplex = rrG rrGcomplex 2:2505 � 10�24Als Vergleichsoperatoren existieren lediglich die Operatoren = <> .5.2.3.2 TransferfunktionenZur Wandlung zwischen den Typen rrG und rrGcomplex werden folgendeTransferfunktionen bereitgestellt:Funktion Ergebnistyp BedeutungRRGCOMPL (x1,x2) rrGcomplex z = x1 + i � x2; i = p�1RRGCOMPL (x) rrGcomplex z = x+ i � 0; i = p�1RE (z) rrG z.Re = Realteil von zIM (z) rrG z.Im = Imagin�arteil von zx, x1, x2 = rrG{Ausdruck; z = rrGcomplex{Ausdruck;



124 KAPITEL 5. KOMPLEXE ARITHMETIK5.2.3.3 StandardfunktionenEs stehen folgende Standardfunktionen mit Argumenttyp rrGcomplex undErgebnistyp rrGcomplex zur Verf�ugung:Aufruf Ergebnistyp Funktion "(Reff(z)g) "(Imff(z)g)sqr (z) rrGcomplex z2 = z � z 1:5001 � 10�25 1:5001 � 10�25sqrt (z) rrGcomplex pz 4:4551 � 10�24 4:4551 � 10�24sqrt u (z) rrGcomplex pz 4:4551 � 10�24 4:4551 � 10�24sqrt negim (z) rrGcomplex pz 4:4551 � 10�24 4:4551 � 10�24exp (z) rrGcomplex ez 1:5318 � 10�24 1:5318 � 10�24ln (z) rrGcomplex ln(z) 3:3317 � 10�24 5:3282 � 10�24ln1p (z) rrGcomplex ln(1 + z) 3:8802 � 10�24 5:8285 � 10�24sin (z) rrGcomplex sin(z) 2:7572 � 10�24 3:7017 � 10�24cos (z) rrGcomplex cos(z) 2:7572 � 10�24 3:7017 � 10�24tan (z) rrGcomplex tan(z) 9:7041 � 10�24 1:1985 � 10�23cot (z) rrGcomplex cot(z) 9:7041 � 10�24 1:1985 � 10�23sinh (z) rrGcomplex sinh(z) 3:7017 � 10�24 2:7572 � 10�24cosh (z) rrGcomplex cosh(z) 2:7572 � 10�24 3:7017 � 10�24tanh (z) rrGcomplex tanh(z) 1:1985 � 10�23 9:7041 � 10�24coth (z) rrGcomplex coth(z) 1:1985 � 10�23 9:7041 � 10�24conj (z) rrGcomplex �z = x� i � y 0:0 0:0arg (z) rrG ' ; z = r � ei�' ; 5:3282 � 10�24arg1p (z) rrG ' ; 1 + z = r � ei�' ; 5:8285 � 10�24abs (z) rrG r =px2 + y2 ; 1:2754 � 10�24Tabelle 5.9: Standardfunktionen des Moduls LC ARI, z: rrGcomplexAnmerkungen zu den Funktionen: sqrt(z), sqrt u(z), sqrt negim, ln(z), ln1p(z):� sqrt(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobei dieseAchse zur oberen Halbebene z�ahlt.� sqrt u(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobeidiese Achse zur unteren Halbebene z�ahlt.� sqrt negim(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, imagin�are Achse,wobei diese Achse zur linken Halbebene z�ahlt.� ln(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobei dieseAchse zur oberen Halbebene z�ahlt.



5.2. DAS MODUL LC ARI 125� ln1p(z) Der Verzweigungsschnitt ist der negative Teil der reellen Achse von�1 bis �1, wobei diese Achse zur oberen Halbebene z�ahlt.Es stehen folgende Standardfunktionen mit Argumenttyp Lcomplex undErgebnistyp rrGcomplex zur Verf�ugung:Aufruf Ergebnistyp Funktion "(Reff(z)g) "(Imff(z)g)sqr rrG (z) rrGcomplex z2 = z � z 1:5001 � 10�25 1:5001 � 10�25sqrt rrG (z) rrGcomplex pz 4:4551 � 10�24 4:4551 � 10�24sqrt u rrG (z) rrGcomplex pz 4:4551 � 10�24 4:4551 � 10�24sqrt negim rrG(z) rrGcomplex pz 4:4551 � 10�24 4:4551 � 10�24exp rrG (z) rrGcomplex ez 1:5318 � 10�24 1:5318 � 10�24ln rrG (z) rrGcomplex ln(z) 5:2040 � 10�24 5:3282 � 10�24ln1p rrG (z) rrGcomplex ln(1 + z) 2:9430 � 10�24 5:8285 � 10�24sin rrG (z) rrGcomplex sin(z) 2:7572 � 10�24 3:7017 � 10�24cos rrG (z) rrGcomplex cos(z) 2:7572 � 10�24 3:7017 � 10�24tan rrG (z) rrGcomplex tan(z) 9:7041 � 10�24 1:1985 � 10�23cot rrG (z) rrGcomplex cot(z) 9:7041 � 10�24 1:1985 � 10�23sinh rrG (z) rrGcomplex sinh(z) 3:7017 � 10�24 2:7572 � 10�24cosh rrG (z) rrGcomplex cosh(z) 2:7572 � 10�24 3:7017 � 10�24tanh rrG (z) rrGcomplex tanh(z) 1:1985 � 10�23 9:7041 � 10�24coth rrG (z) rrGcomplex coth(z) 1:1985 � 10�23 9:7041 � 10�24conj rrG (z) rrGcomplex �z = x� iy 0:0 0:0arg rrG (z) rrG ' ; z = r � ei�' ; 5:3282 � 10�24arg1p rrG (z) rrG ' ; 1 + z = r � ei�' ; 5:8285 � 10�24abs rrG (z) rrG r =px2 + y2 ; 1:2504 � 10�24Tabelle 5.10: Standardfunktionen des Moduls LC ARI, z: LcomplexAnmerkungen zu den Funktionen: sqrt rrG(z), sqrt u rrG(z), sqrt negim rrG,ln rrG(z), ln1p rrG(z):� sqrt rrG(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobeidiese Achse zur oberen Halbebene z�ahlt.� sqrt u rrG(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse,wobei diese Achse zur unteren Halbebene z�ahlt.� sqrt negim rrG(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, imagin�areAchse, wobei diese Achse zur linken Halbebene z�ahlt.� ln rrG(z) Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobeidiese Achse zur oberen Halbebene z�ahlt.



126 KAPITEL 5. KOMPLEXE ARITHMETIK� ln1p rrG(z) Der Verzweigungsschnitt ist der negative Teil der reellenAchse von �1 bis �1, wobei diese Achse zur oberen Halbebene z�ahlt.5.2.3.4 �Uberladungen des ZuweisungsoperatorsDie Wandlung zwischen den Typen Lcomplex und rrGcomplex wird in Formeiner �uberladenen Zuweisung bereitgestellt:Zuweisung BedeutungLc := rrGc Rundung von rrGc zur n�achsten Lcomplex{ZahlrrGc := Lc rrGc � Lc, aber unterschiedliche Typen von rrGc, LcrrGc = rrGcomplex{Variable/Ausdruck; Lc = Lcomplex{Variable/Ausdruck;5.2.3.5 Ein-/AusgabeprozedurenEs stehen die gewohnten Prozedurenprocedure read (var f: text; var z: rrGcomplex);procedure write (var f: text; z: rrGcomplex);mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedochohne Formatspezi�kationen zur Verf�ugung.Die Eingabe einer komplexen Zahl z = x+ i � y mu� in der Form(x; y) oder in der Form xerfolgen. Im zweiten Fall wird der Imagin�arteil y automatisch auf 0 gesetzt. x undy sind dabei rrG-Werte, deren Eingabe auf Seite 56 beschrieben wird.Die Ausgabe einer rrGcomplex{Zahl erfolgt stets in der Form(x; y)wobei z.B. der Realteil x : rrG stets in der Formf x.r1,x.r2,x.G gausgegeben wird.



Kapitel 6KomplexeIntervallarithmetikMit dem Modul CI ARI werden die f�ur das Rechnen mit komplexen Interval-len notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren bez�uglich des DatentypsREAL bereitgestellt.Das Modul LCI ARI erm�oglicht zus�atzlich komplexe Intervallrechnungenauf Basis der Typen REAL, LONGREAL, DOTPRECISION und RRG.6.1 Das Modul CI ARIF�ur Rechnungen mit komplexen Intervallen wird der Datentyp cinterval entspre-chend der De�nitiontype cinterval = record re,im : interval end;im Sprachkern von PASCAL{XSC bereitgestellt. F�ur z : cinterval sind damitReal- und Imagin�arteil von z Intervalle, so da�z = z:re+ i � z:im = [z:re:inf; z:re:sup] + i � [z:im:inf; z:im:sup]; i = p�1in der komplexen Ebene als Rechteck-Intervall gedeutet werden kann:
z.im.infz.im.sup z.re.inf z.re.sup. . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . .z.rez.im Re(z)Im(z) z-Intervall6 -������� ���������������������������������������

Abbildung 6.1: Komplexes Intervall



128 KAPITEL 6. KOMPLEXE INTERVALLARITHMETIK6.1.1 OperatorenS�amtliche in diesem Modul vorde�nierten arithmetischen und Verbands{Operatorenliefern den Ergebnistyp cinterval. Als arithmetische Operatoren stehen die monadi-schen Operatoren +;� und die vier Grundoperationen +;�; �; = mit derRundung zum kleinsten, einschlie�enden komplexen Intervall vom Typ cinterval zurVerf�ugung.Die Vergleichsoperatoren =; <>;<;<=; >;>= sind mengentheoretisch zuinterpretieren. Dabei bedeutet:= gleich <> ungleich < echte Teilmenge von<= Teilmenge von > echte Obermenge von >= Obermenge vonF�ur v; w vom Typ cinterval gilt:v <= w () (v:re <= w:re) and (v:im <= w:im):Die Operatoren auf der rechten Seite der �Aquivalenzbeziehung sind dabei die Ope-ratoren f�ur Intervalle vom Typ interval.rechter Operand integer complex interval cintervalreallinker Operandmonadisch +;�integer +� �in, =, <>real +�� �complex +� +� in, =, <> in, =, <>+� +�� �interval =; <> in, _; ><+� +�; ��� � � �cinterval =; <> =; <> _; >< in, _; ><+� +� +�; �� +�; ��Tabelle 6.1: Die Operatoren des Moduls CI ARI� 2 f+;�; �; =g _ 2 f=; <>;<;<=; >;>=g



6.1. DAS MODUL CI ARI 129Zus�atzlich stehen die Operatoren in f�ur die Relation "liegt in\ bzw. "enthaltenim Innern\ sowie >< f�ur den Test auf Disjunktheit zweier komplexer Intervalle zurVerf�ugung. Dabei hei�en zwei komplexe Intervalle v; w disjunkt, wenn gilt:v \ w = � (leere Menge). F�ur zwei komplexe Intervalle x und y gilt:x in y () (x:re in y:re) and (x:im in y:im):Die Verbandsoperatoren +� bzw. �� bezeichnen die Bildung der Intervall{H�ulle bzw. des Durchschnitts, d.h. der Operator +� liefert das kleinste, beideOperanden umfassende komplexe Intervall, und der Operator �� liefert das kom-plexe Schnittintervall. Ein leerer Schnitt f�uhrt zu einem Laufzeitfehler.6.1.2 TransferfunktionenZur Wandlung zwischen den Typen integer, real, complex, interval und cintervalwerden folgende Transferfunktionen bereitgestellt:Funktion Ergebnistyp Bedeutungcompl (I1,I2) cinterval I1 + i � I2compl (R,I) cinterval R + i � Icompl (I,R) cinterval I + i �Rcompl (I) cinterval I + i � 0intval(C1,C2) cinterval [C1.re,C2.re] + i � [C1.im,C2.im];C1.re � C2.re und C1.im � C2.imintval(R,C) cinterval [R,C.re] + i � [0;C.im];R � C.re und 0 � C.imintval(C,R) cinterval [C.re,R] + i � [C.im; 0];C.re � R und C.im � 0intval(C) cinterval [C.re,C.re] + i � [C.im,C.im]re (CI) interval Realteil von CIim (CI) interval Imagin�arteil von CIinf (CI) complex Komplexe Untergrenze z von CI, mit:z = (CI.re.inf, CI.im.inf )sup (CI) complex Komplexe Obergrenze z von CI, mit:z = (CI.re.sup, CI.im.sup )Tabelle 6.2: Transferfunktionen des Moduls CI ARIR = real-Ausdruck, I, I1, I2 = interval-Ausdruck, i = p�1,C, C1, C2 = complex-Ausdruck, CI = cinterval-Ausdruck



130 KAPITEL 6. KOMPLEXE INTERVALLARITHMETIK6.1.3 �Uberladungen des ZuweisungsoperatorsDie Wandlungen von integer/real/complex/interval nach cinterval wird auch inForm �uberladener Zuweisungen bereitgestellt:Zuweisung BedeutungCI := R CI := compl (intval(R))CI := C CI := intval (C)CI := I CI := compl (I)Tabelle 6.3: �Uberladungen des ZuweisungsoperatorsCI = cinterval-Variable, I = interval-Ausdruck,C = complex-Ausdruck, R = integer/real-Ausdruck6.1.4 StandardfunktionenEs stehen die folgenden Standardfunktionen zur Verf�ugung:Funktion Ergb.-Typ Bedeutungsqr (ci) cinterval ci2 = ci � ci Quadratsqrt (ci) cinterval pci Quadratwurzelexp (ci) cinterval eci Exponentialfunktionln (ci) cinterval ln(ci) Nat�urlicher Logarithmusln1p (ci) cinterval ln(1 + ci) Nat�urlicher Logarithmuspower (w,z) cinterval wz Potenzfunktion, nicht immerhochgenauxp1powy (w,z) cinterval (1 + w)z Potenzfunktion, nicht immerhochgenausin (ci) cinterval sin(ci) Sinuscos (ci) cinterval cos(ci) Kosinussinh (ci) cinterval sinh(ci) Hyperbolischer Sinuscosh (ci) cinterval cosh(ci) Hyperbolischer Kosinusconj (ci) cinterval ci = x� i � y Konjugation von ci = x+ i � yarg (ci) interval ' Argumentintervall f�urdas ci-Rechteck



6.1. DAS MODUL CI ARI 131Funktion Ergb.-Typ Bedeutungarg1p (ci) interval ' Argumentintervall f�ur das(1 + ci)-Rechteckabs (ci) interval pci:re2 + ci:im2 Absolutbetrag von cimid (ci) complex m Mittelpunkt von cidiam (ci) real d Durchmesser von ciblow (ci,r) cinterval Epsilonaufbl�ahungTabelle 6.4: Standardfunktionen des Moduls CI ARIw,z,ci = cinterval-Ausdruck, r = real-Ausdruck, i = p�1Anmerkungen zu den Standardfunktionen:1. Mit Ausnahme von diam(ci), blow(ci; r), power(w; z), xp1powy(w; z)liefern alle anderen Funktionen aus Tabelle 6.4 hochgenaue Ergebnisse, d.h.nur in ganz seltenen Ausnahmef�allen wird z.B. die untere Intervallgrenze voneci um 1 ulp zu klein berechnet.2. x := diam (CI) liefert zum komplexen Intervall CI: cinterval eine Ober-schranke x: real f�ur die L�ange L der entsprechenden Rechteckdiagonalen mit:0 � L � xund einem relativen H�ochstfehler: "(DIAM) = 1:0000004 � 10�12;3. function sqrt (var CI: cinterval): cinterval;CI sei ein komplexes Intervallargument mit:CI = [x1; x2] + i � [y1; y2]; i = p�1;Zu vorgegebenem CI liefert die Anweisung EI := sqrt(CI) einkomplexes Einschlie�ungsintervall EI mit:pz 2 EI f�ur alle z 2 CI ;Bez�uglich der Lage des Verzweigungsschnitts in der komplexen z-Ebene wer-den drei F�alle unterschieden:(a) y1 < 0; y2 = 0 und x1 < 0;Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobei diese Achseder unteren Halbebene zugeordnet wird.(b) y1 < 0 < y2 und x1 < x2 � 0;Der Verzweigungsschnitt ist die negative, imagin�are Achse, wobei dieseAchse der linken Halbebene zugeordnet wird.



132 KAPITEL 6. KOMPLEXE INTERVALLARITHMETIK(c) In allen anderen F�allen ist der Verzweigungsschnitt wie �ublich die nega-tive, reelle Achse, wobei diese Achse der oberen Halbebene zugeordnetwird.Durch die Wahl der Verzweigungsschnitte in den F�allen (a) und (b) wird eineunn�otige �Ubersch�atzung der Einschlie�ungsintervalle EI verhindert, die mitdem �ublichen Verzweigungsschnitt im Fall (c) auftreten w�urde.Allerdings geht in den F�allen (a) oder (b) die Inclusionsmonotonie verloren,denn es gilt z.B.:A = f[�2;�1] + i � 0g � f[�2;�1] + i � [�1; 0]g = B; aber sqrt(A) 6� sqrt(B):4. function ARG (var CI: cinterval): interval;CI sei ein komplexes Intervallargument mit:CI = [x1; x2] + i � [y1; y2]; i = p�1;Zu vorgegebenem CI liefert die Anweisung EI := ARG(CI) einEinschlie�ungsintervall EI mit:arg(z) 2 EI f�ur alle z 2 CI ;Gilt CI = 0; oder ist 0 Innenpunkt von CI , so erh�alt man das IntervallEI = [��;+�]; wobei die Intervallgrenzen entsprechend gerundet werden.In den restlichen F�allen m�ussen noch drei prinzipielle Lagen des komplexenArgumentintervalls unterschieden werden, in denen jeweils ein geeigneter Ver-zweigungsschnitt zu w�ahlen ist:(a) y1 < 0; y2 = 0 und x1 < 0;Der Verzweigungsschnitt ist die negative, reelle Achse, wobei diese Achseder unteren Halbebene zugeordnet wird.(b) y1 < 0 < y2 und x1 < x2 � 0;Der Verzweigungsschnitt ist die negative, imagin�are Achse, wobei dieseAchse der linken Halbebene zugeordnet wird.(c) In allen anderen F�allen ist der Verzweigungsschnitt wie �ublich die nega-tive, reelle Achse, wobei diese Achse der oberen Halbebene zugeordnetwird.Durch die Wahl der Verzweigungsschnitte in den F�allen (a) und (b) wird eineunn�otige �Ubersch�atzung der Einschlie�ungsintervalle EI verhindert, die mitdem �ublichen Verzweigungsschnitt im Fall (c) auftreten w�urde.Allerdings geht in den F�allen (a) oder (b) die Inclusionsmonotonie verloren,denn es gilt z.B.:A = f[�2;�1] + i � 0g � f[�2;�1] + i � [�1; 0]g = B; aber ARG(A) 6� ARG(B):



6.1. DAS MODUL CI ARI 1335. function ARG1P (var CI: cinterval): interval;CI sei ein komplexes Intervallargument mit:CI = [x1; x2] + i � [y1; y2]; i = p�1;Zu vorgegebenem CI liefert die Anweisung EI := ARG1P(CI) einEinschlie�ungsintervall EI mit:arg(1 + z) 2 EI f�ur alle z 2 CI ;Gilt CI = �1; oder ist �1 Innenpunkt von CI , so erh�alt man das IntervallEI = [��;+�]; wobei die Intervallgrenzen entsprechend gerundet werden.In den restlichen F�allen m�ussen noch drei prinzipielle Lagen des komplexenArgumentintervalls unterschieden werden, in denen jeweils ein geeigneter Ver-zweigungsschnitt zu w�ahlen ist:(a) y1 < 0; y2 = 0 und x1 < �1;Der Verzweigungsschnitt ist das Intervall (�1;�1] auf der negativen,reellen Achse, wobei dieses Intervall der unteren Halbebene zugeordnetwird.(b) y1 < 0 < y2 und x1 < x2 � 0;Der Verzweigungsschnitt ist die Parallele zur negativen, imagin�aren Ach-se durch z = �1 + 0 � i, wobei diese Parallele der linken Halbebenezugeordnet wird.(c) In allen anderen F�allen ist der Verzweigungsschnitt wieder das Intervall(�1;�1] auf der negativen, reellen Achse, wobei dieses Intervall deroberen Halbebene zugeordnet wird.Durch die Wahl der Verzweigungsschnitte in den F�allen (a) und (b) wird eineunn�otige �Ubersch�atzung der Einschlie�ungsintervalle EI verhindert, die mitdem �ublichen Verzweigungsschnitt im Fall (c) auftreten w�urde.Allerdings geht in den F�allen (a) oder (b) die Inclusionsmonotonie verloren,denn es gilt z.B.:A = f[�3;�2] + i � 0g � f[�3;�2] + i � [�1; 0]g = B; aberARG1P(A) 6� ARG1P(B):6. function LN (var CI: cinterval): cinterval;Zu vorgegebenem Argument CI liefert die Anweisung EI := LN(CI)ein Einschlie�ungsintervall EI mit:ln(z) 2 EI f�ur alle z 2 CI ;Enth�alt das komplexe Argumentintervall CI den Ursprung, so erfolgt eineFehlermeldung mit Programmabbruch. Wegen ImfLN(CI)g � ARG(CI)gelten f�ur die Funktionen LN(CI) und ARG(CI) bzgl. der Verzweigungs-schnitte identische Aussagen!



134 KAPITEL 6. KOMPLEXE INTERVALLARITHMETIK7. function LN1P (var CI: cinterval): cinterval;Zu vorgegebenem CI liefert die Anweisung EI := LN1P(CI) einEinschlie�ungsintervall EI mit:ln(1 + z) 2 EI f�ur alle z 2 CI ;Enth�alt das komplexe Argumentintervall CI die Zahl �1, so erfolgt eine Feh-lermeldung mit Programmabbruch.Wegen ImfLN1P(CI)g � ARG1P(CI) gelten f�ur die FunktionenLN1P(CI) und ARG1P(CI) bez�uglich der Verzweigungsschnitte identischeAussagen!8. function POWER (var w,z: cinterval): cinterval;Zu vorgegebenen komplexen Intervallargumenten w; z liefert die Anwei-sung EI := POWER(w; z) ein nicht immer hochgenau berechnetesEinschlie�ungsintervall EI mit:wz 2 EI f�ur alle komplexen Zahlen u 2 w und v 2 z;Enth�alt das komplexe Argumentintervall w die Zahl 0, so erfolgt eine Fehler-meldung mit Programmabbruch. Wegenwz � ez�ln(w)gelten f�ur die Funktionen POWER(w; z);LN(w);ARG(w) bez�uglich derVerzweigungsschnitte identische Aussagen!9. function XP1POWY (var w,z: cinterval): cinterval;Zu vorgegebenen komplexen Intervallargumenten w; z liefert die Anwei-sung EI := XP1POWY(w; z) ein nicht immer hochgenau berechnetesEinschlie�ungsintervall EI mit:(1 + w)z 2 EI f�ur alle komplexen Zahlen u 2 w und v 2 z;Enth�alt das komplexe Argumentintervall w die Zahl �1, so erfolgt eine Feh-lermeldung mit Programmabbruch. Wegen(1 + w)z � ez�ln(1+w)gelten f�ur die Funktionen XP1POWY(w; z);LN1P(w);ARG1P(w) bez�uglichder Verzweigungsschnitte identische Aussagen!



6.1. DAS MODUL CI ARI 1356.1.5 Ein-/AusgabeanweisungenEs stehen die bekannten Prozedurenprocedure read (var f: text; var ci: cinterval);procedure write (var f: text; ci: cinterval);mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedochohne Formatspezi�kationen zur Verf�ugung.Die Eingabe eines komplexen Intervalls ci = [x; y] + i � [v; w] kann mit demProzeduraufruf read(ci) in der Form([x; y]; [v; w]) allgemeines komplexes Intervalloder in der Form(x; [v; w]) mit Punktintervall als Realteil, d.h. x = yoder in der Form([x; y]; v) mit Punktintervall als Imagin�arteil, d.h. v = woder in der Form[x; y] rein reelles Intervall, d.h. v = w = 0oder in der Form(x; v) komplexes Punktintervall, d.h. x = y und v = woder in der Formx rein reelles Punktintervall, d.h. x = y und v = w = 0erfolgen.Die Ausgabe eines komplexen Intervalls ci erfolgt durch den Prozeduraufrufwrite(ci) stets in der Form ([x; y]; [v; w])Das Ausgabeformat f�ur die Real- und Imagin�arteilintervalle ist dabei bestimmtdurch das entsprechende Ausgabeformat f�ur Intervalle, verleiche Seite 80.Die Ausgabe der Intervallgrenzen x; y und v; w kann nat�urlich auch erfolgendurch: write(ci.re.inf,ci.re.sup) und write(ci.im.inf,ci.im.sup);wobei entsprechende Formatspezi�kationen f�ur die real-Zahlenx = ci:re:inf; y = ci:re:sup; v = ci:im:inf; w = ci:im:supwieder m�oglich sind.



136 KAPITEL 6. KOMPLEXE INTERVALLARITHMETIK6.2 Das Modul LCI ARI6.2.1 Der Typ LcintervalF�ur allgemeine Gleitkommarechnungen mit komplexen Intervallen wird neben demTyp cinterval zus�atzlich der Datentyp Lcinterval entsprechend der De�nitiontype Lcinterval = record re,im : Linterval end;bereitgestellt. F�ur z : Lcinterval sind damit Real- und Imagin�arteil von zIntervalle, so da�z = z:re+ i � z:im = [z:re:inf; z:re:sup] + i � [z:im:inf; z:im:sup]; i = p�1in der komplexen Ebene als Rechteck-Intervall gedeutet werden kann:
z.im.infz.im.sup z.re.inf z.re.sup. . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . .z.rez.im Re(z)Im(z) z-Intervall6 -������� ���������������������������������������

Abbildung 6.2: Komplexes Intervall6.2.1.1 OperatorenWir betrachten zun�achst alle in diesem Modul vorde�nierten arithmetischen undVerbands{Operatoren mit dem Ergebnistyp Lcinterval. Als arithmetische Operato-ren stehen die monadischen Operatoren +;� und die vier Grundoperationen+;�; �; = mit der Rundung zum kleinsten, einschlie�enden komplexen Intervallvom Typ Lcinterval zur Verf�ugung.Die Vergleichsoperatoren =; <>;<;<=; >;>= sind mengentheoretisch zuinterpretieren. Dabei bedeutet:= gleich <> ungleich < echte Teilmenge von<= Teilmenge von > echte Obermenge von >= Obermenge vonF�ur v; w vom Typ Lcinterval gilt:v <= w () (v:re <= w:re) and (v:im <= w:im):Die Operatoren auf der rechten Seite der �Aquivalenzbeziehung sind dabei die Ope-ratoren f�ur Intervalle vom Typ Linterval.



6.2. DAS MODUL LCI ARI 137rechter Operand integer Longreal complex Lcomplexreallinker Operand Ergebnistypen: Lcinterval oder booleanmonadischinteger +�realLongreal +� +�complex +� +�Lcomplex +� +� +� +��interval =, <>+�� �Linterval =; <> =; <>+� +�� �cinterval =; <> =; <>+� +�� � � �Lcinterval =; <> =; <> =; <> =; <>+� +� +� +�Tabelle 6.5: Die Operatoren des Moduls LCI ARI (Teil 1)� 2 f+;�; �; =g _ 2 f=; <>;<;<=; >;>=gZus�atzlich stehen die Operatoren in f�ur die Relation "liegt in\ bzw. "enthaltenim Innern\ sowie >< f�ur den Test auf Disjunktheit zweier komplexer Intervalle zurVerf�ugung. Dabei hei�en zwei komplexe Intervalle v; w disjunkt, wenn gilt:v \ w = � (leere Menge). F�ur zwei komplexe Intervalle x und y gilt:x in y () (x:re in y:re) and (x:im in y:im):Die Verbandsoperatoren +� bzw. �� bezeichnen die Bildung der Intervall{H�ulle bzw. des Durchschnitts, d.h. der Operator +� liefert das kleinste, beideOperanden umfassende komplexe Intervall, und der Operator �� liefert das kom-plexe Schnittintervall. Ein leerer Schnitt f�uhrt zu einem Laufzeitfehler.



138 KAPITEL 6. KOMPLEXE INTERVALLARITHMETIKrechter Operand interval Linterval cinterval Lcintervallinker Operand Bezeichnungen wie in Tabelle 6.5monadisch +;�integer �in, =, <>real +�� �Longreal in, =, <> in, =, <>+� +�� �complex in, =, <> in, =, <>+� +�� � � �Lcomplex in, =, <> in, =, <> in, =, <> in, =, <>+� +� +� +��interval in, _, ><+�; ��� �Linterval in, _, >< in, _, ><+�; �� +�; ��� �cinterval _, >< in, _, ><+�; �� +�; ��� � � �Lcinterval _, >< _, >< in, _, >< in, _, ><+�; �� +�; �� +�; �� +�; ��Tabelle 6.6: Die Operatoren des Moduls LCI ARI (Teil 2)



6.2. DAS MODUL LCI ARI 1396.2.1.2 TransferfunktionenZur Wandlung zwischen den Typen integer, real, Longreal, complex, Lcomplex,interval, Linterval, cinterval und Lcinterval werden folgende Transferfunktionenbereitgestellt:Funktion Ergebnistyp BedeutungLCOMPL (I1,I2) Lcinterval I1 + i � I2LCOMPL (R,I) Lcinterval R+ i � ILCOMPL (I,R) Lcinterval I + i �RLCOMPL (I) Lcinterval I + i � 0LCOMPL (I,LI) Lcinterval I + i � LILCOMPL (LI,I) Lcinterval LI + i � ILCOMPL (LI1,LI2) Lcinterval LI1 + i � LI2LCOMPL (R,LI) Lcinterval R+ i � LILCOMPL (LI,R) Lcinterval LI + i �RLCOMPL (LR,I) Lcinterval LR+ i � ILCOMPL (I,LR) Lcinterval I + i � LRLCOMPL (LR,LI) Lcinterval LR+ i � LILCOMPL (LI,LR) Lcinterval LI + i � LRLCOMPL (LI) Lcinterval LI + i � 0LINTVAL (C1,C2) Lcinterval [C1:re; C2:re] + i � [C1:im; C2:im];C1:re � C2:re und C1:im � C2:imLINTVAL (C,LC) Lcinterval [C:re; LC:re] + i � [C:im; LC:im];C:re � LC:re und C:im � LC:imLINTVAL (LC,C) Lcinterval [LC:re; C:re] + i � [LC:im; C:im];LC:re � C:re und LC:im � C:imLINTVAL (LC1,LC2) Lcinterval [LC1:re; LC2:re] + i � [LC1:im; LC2:im];LC1:re � LC2:re und LC1:im � LC2:imLINTVAL (R,C) Lcinterval [R;C:re] + i � [0; C:im];R � C:re und 0 � C:imTabelle 6.7: Transferfunktionen des Moduls LCI ARI (Teil 1)



140 KAPITEL 6. KOMPLEXE INTERVALLARITHMETIKFunktion Ergebnistyp BedeutungLINTVAL (R,LC) Lcinterval [R;LC:re] + i � [0; LC:im];R � LC:re und 0 � LC:imLINTVAL (LR,C) Lcinterval [LR;C:re] + i � [0; C:im];LR � C:re und 0 � C:imLINTVAL (LR,LC) Lcinterval [LR;LC:re] + i � [0; LC:im];LR � LC:re und 0 � LC:imLINTVAL (C,R) Lcinterval [C:re; R] + i � [C:im; 0];C:re � R und C:im � 0LINTVAL (LC,R) Lcinterval [LC:re; R] + i � [LC:im; 0];LC:re � R und LC:im � 0LINTVAL (C,LR) Lcinterval [C:re; LR] + i � [C:im; 0];C:re � LR und C:im � 0LINTVAL (LC,LR) Lcinterval [LC:re; LR] + i � [LC:im; 0];LC:re � LR und LC:im � 0LINTVAL (C) Lcinterval [C:re; C:re] + i � [C:im;C:im]LINTVAL (LC) Lcinterval [LC:re; LC:re] + i � [LC:im; LC:im]LINTVAL (CI) Lcinterval LONG(CI:re) + i � LONG(CI:im)LONG (CI) Lcinterval LONG(CI:re) + i � LONG(CI:im)SHORT (LCI) cinterval SHORT(LCI:re) + i � SHORT(LCI:im)RE (LCI) Linterval Realteil von LCIIM (LCI) Linterval Imagin�arteil von LCIINF (LCI) Lcomplex Komplexe Untergrenze z von LCI, mit:z = (LCI:re:inf; LCI:im:inf)SUP (LCI) Lcomplex Komplexe Obergrenze z von LCI, mit:z = (LCI:re:sup; LCI:im:sup)Tabelle 6.8: Transferfunktionen des Moduls LCI ARI (Teil 2)LC,LC1,LC2 = Lcomplex-Ausdruck, LCI = Lcinterval-Ausdruck,C,C1,C2 = complex-Ausdruck, CI = cinterval-Ausdruck, i = p�1,I,I1,I2 = interval-Ausdruck, R = real,Longreal-Ausdruck,LI,LI1,LI2 = Linterval-Ausdruck, LR = Longreal-Ausdruck



6.2. DAS MODUL LCI ARI 1416.2.1.3 �Uberladungen des ZuweisungsoperatorsDie Wandlungen der Typen integer, real, Longreal, complex, Lcomplex, interval,Linterval nach Lcinterval wird auch in Form �uberladener Zuweisungen bereitgestellt:Zuweisung BedeutungLCI := R LCI := LCOMPL (INTVAL(R))LCI := LR LCI := LCOMPL (INTVAL(LR))LCI := CI LCI := LINTVAL (CI)LCI := C LCI := LINTVAL (C)LCI := LC LCI := LINTVAL (LC)LCI := I LCI := LCOMPL (I)LCI := LI LCI := LCOMPL (LI)Tabelle 6.9: �Uberladungen des ZuweisungsoperatorsLCI = Lcinterval-Variable, R = integer/real-Ausdruck,LR = Longreal-Ausdruck, CI = cinterval-Ausdruck,C = complex-Ausdruck, LC = Lcomplex-Ausdruck,I = interval-Ausdruck, LI = Linterval-Ausdruck;6.2.1.4 StandardfunktionenEs stehen die folgenden Standardfunktionen zur Verf�ugung:Funktion Ergb.-Typ Bedeutungsqr (LCI) Lcinterval LCI2 = LCI � LCI Quadratsqrt (LCI) Lcinterval pLCI Quadratwurzelexp (LCI) Lcinterval eLCI Exponentialfunktionln (LCI) Lcinterval ln(LCI) Nat�urlicher Logarithmusln1p (LCI) Lcinterval ln(1 + LCI) Nat�urlicher Logarithmuspower (W,Z) Lcinterval WZ Potenzfunktion, nichtimmer hochgenauxp1powy (W,Z) Lcinterval (1 +W )Z Potenzfunktion, nichtimmer hochgenau



142 KAPITEL 6. KOMPLEXE INTERVALLARITHMETIKFunktion Ergb.-Typ Bedeutungsin (LCI) Lcinterval sin(LCI) Sinuscos (LCI) Lcinterval cos(LCI) Kosinussinh (LCI) Lcinterval sinh(LCI) Hyperbolischer Sinuscosh (LCI) Lcinterval cosh(LCI) Hyperbolischer Kosinusconj (LCI) Lcinterval LCI = x� i � y Konjugation vonLCI = x+ i � yarg (LCI) Linterval ' Argumentintervall f�urdas LCI-Rechteckarg1p (LCI) Linterval ' Argumentintervall f�urdas (1 + LCI)-Rechteckabs (LCI) Linterval pLCI:re2 + LCI:im2 Absolutbetrag von LCImid (LCI) Lcomplex m Mittelpunkt von LCIdiam (LCI) Longreal d Durchmesser von LCIblow (LCI,R) Lcinterval Epsilonaufbl�ahungTabelle 6.10: Standardfunktionen des Moduls LCI ARIW,Z,LCI = Lcinterval-Ausdruck, R = real-Ausdruck, i = p�1Anmerkungen zu den Standardfunktionen:1. Mit Ausnahme der Funktionen power, xp1powy sind alle Intervallfunk-tionen aus obiger Tabelle 6.10 hochgenau.2. F�ur die Funktionen sqrt, arg, arg1p, ln, ln1p, power, xp1powyvom Ergebnistyp Lcinterval gelten bez�uglich der Verzweigungsschnitte inAbh�angigkeit von der Lage des komplexen Argumentintervalls die gleichenAussagen wie f�ur die entsprechenden cinterval-Funktionen von Seite 131.3. xl := diam (LCI) liefert zum komplexen Intervall LCI: Lcinterval eine Ober-schranke xl: Longreal f�ur die L�ange L der entsprechenden Rechteckdiagonalenmit: 0 � L � xl;4. Die Anweisung mc := MID(LCI) liefert den maximalgenauen komplexenMittelpunkt mc: Lcomplex des komplexen Intervalls LCI: Lcinterval.5. Bei Einschlie�ungsmethoden wird oft die Funktion blow f�ur die soge-nannte Epsilonaufbl�ahung ben�otigt. Mit einem real-Ausdruck R wirkt dieblow(LCI,R)-Funktion auf die Intervalle LCI.re und LCI.im wie die entspre-chende blow-Funktion aus dem Modul LI ARI, vergl. Seite 84.



6.2. DAS MODUL LCI ARI 1436.2.1.5 Ein-/AusgabeanweisungenEs stehen die bekannten Prozedurenprocedure read (var f: text; var LCI: Lcinterval);procedure write (var f: text; LCI: Lcinterval);mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedochohne Formatspezi�kationen zur Verf�ugung.Die Eingabe eines komplexen Intervalls LCI = [x; y] + i � [v; w] kann mitdem Prozeduraufruf read(LCI) in der Form([x; y]; [v; w]) allgemeines komplexes Intervalloder in der Form(x; [v; w]) mit Punktintervall als Realteil, d.h. x = yoder in der Form([x; y]; v) mit Punktintervall als Imagin�arteil, d.h. v = woder in der Form[x; y] rein reelles Intervall, d.h. v = w = 0oder in der Form(x; v) komplexes Punktintervall, d.h. x = y und v = woder in der Formx rein reelles Punktintervall, d.h. x = y und v = w = 0erfolgen.Die Ausgabe eines komplexen Intervalls LCI erfolgt durch den Prozeduraufrufwrite(LCI) stets in der Form ([x; y]; [v; w])Das Ausgabeformat f�ur die Real- und Imagin�arteilintervalle ist dabei bestimmtdurch das entsprechende Ausgabeformat f�ur Intervalle, verleiche Seite 80.Die Ausgabe der Intervallgrenzen x; y und v; w kann nat�urlich auch erfolgendurch: write(LCI.re.inf,LCI.re.sup) und write(LCI.im.inf,LCI.im.sup);wobei entsprechende Formatspezi�kationen f�ur die Longreal-Zahlenx = LCI:re:inf; y = LCI:re:sup; v = LCI:im:inf; w = LCI:im:supwieder m�oglich sind.



144 KAPITEL 6. KOMPLEXE INTERVALLARITHMETIK6.2.2 Exakte komplexe Intervallausdr�uckeIn PASCAL{XSC k�onnen mit Hilfe der Operatoren +;�; � komplexeIntervall{Ausdr�ucke vom Typ cinterval mit Hilfe des langen Akkumulators run-dungsfehlerfrei berechnet und durch die AnweisungCI := ##( exakter, komplexer Intervallausdruck );mit nur einer einzigen Rundung pro Intervallgrenze in eine Variable CI vom Typcinterval abgespeichert werden. Dieses ##{Konzept steht auch f�ur die BCD{Version in vollem Umfang zur Verf�ugung; es ist jedoch nicht anwendbar, wenn nureiner der Operanden im exakt auszuwertenden, komplexen Intervallausdruck vomTyp Longreal, Lcomplex, cdotprecision, Linterval, idotprecision, Lcinterval oder ci-dotprecision ist!Um das ##{Konzept f�ur diese Datentypen wenigstens simulieren zu k�onnen,ben�otigt man den Datentyp cidotprecision:type cidotprecision = record re, im: idotprecision end;6.2.2.1 TransferfunktionenZur Wandlung zwischen den Typeninteger, real, Longreal, dotprecision, interval, Linterval, idotprecision, complex,Lcomplex, cdotprecision, cinterval, Lcintervaleinerseits und dem Typ cidotprecision andererseits werden folgende Transfer-funktionen bereitgestellt:Funktion Ergebnistyp BedeutungDOTICOMPL(I1,I2) cidotprecision I1 + i � I2;DOTICOMPL(LI1,LI2) cidotprecision LI1 + i � LI2;DOTICOMPL(DI1,DI2) cidotprecision DI1 + i �DI2;DOTICOMPL(R,I) cidotprecision [R;R] + i � I ;DOTICOMPL(L,LI) cidotprecision [L;L] + i � LI ;DOTICOMPL(D,DI) cidotprecision [D;D] + i �DI ;DOTICOMPL(I,R) cidotprecision I + i � [R;R];DOTICOMPL(LI,L) cidotprecision LI + i � [L;L];DOTICOMPL(DI,D) cidotprecision DI + i � [D;D];DOTICOMPL(I) cidotprecision I + i � [0; 0];Tabelle 6.11: Transferfunktionen mit dem Typ cidotprecision (Teil 1)



6.2. DAS MODUL LCI ARI 145Funktion Ergebnistyp BedeutungDOTICOMPL(LI) cidotprecision LI + i � [0; 0];DOTICOMPL(DI) cidotprecision DI + i � [0; 0];DOTICOMPL(DC1,DC2) cidotprecision [DC1:re;DC2:re]++i � [DC1:im;DC2:im];DOTICOMPL(LC1,LC2) cidotprecision [LC1:re; LC2:re]++i � [LC1:im; LC2:im];DOTICOMPL(C1,C2) cidotprecision [C1:re; C2:re]++i � [C1:im;C2:im];DOTICOMPL(D,DC) cidotprecision [D;DC:re] + i � [0; DC:im];DOTICOMPL(L,LC) cidotprecision [L;LC:re] + i � [0; LC:im];DOTICOMPL(R,C) cidotprecision [R;C:re] + i � [0; C:im];DOTICOMPL(DC,D) cidotprecision [DC:re;D] + i � [DC:im; 0];DOTICOMPL(LC,L) cidotprecision [LC:re; L] + i � [LC:im; 0];DOTICOMPL(C,R) cidotprecision [C:re;R] + i � [C:im; 0];DOTICOMPL(DC) cidotprecision [DC:re;DC:re]++i � [DC:im;DC:im];DOTICOMPL(LC) cidotprecision [LC:re; LC:re]++i � [LC:im;LC:im];DOTICOMPL(C) cidotprecision [C:re; C:re] + i � [C:im;C:im];RE(DCI) idotprecision [DCI:re:inf;DCI:re:sup];IM(DCI) idotprecision [DCI:im:inf;DCI:im:sup];INF(DCI) cdotprecision DCI:re:inf + i �DCI:im:inf ;SUP(DCI) cdotprecision DCI:re:sup+ i �DCI:im:sup;LONG(DCI) Lcinterval Long(DCI:re)++i � Long(DCI:im)SHORT(DCI) cinterval SHORT(DCI:re)++i � SHORT(DCI:im)Tabelle 6.12: Transferfunktionen mit dem Typ cidotprecision (Teil 2)I,I1,I2 = interval-Ausdruck, LI,LI1,LI2 = Linterval-Ausdruck,DI,DI1,DI2 = idotprecision-Variable, R = integer/real-Ausdruck,L = Longreal-Ausdruck, D = dotprecision-Variable,C,C1,C2 = complex-Ausdruck, LC,LC1,LC2 = Lcomplex-Ausdruck,DC,DC1,DC2 = cdotprecision-Variable, DCI = cidotprecision-Variable.



146 KAPITEL 6. KOMPLEXE INTERVALLARITHMETIK6.2.2.2 WertzuweisungenDurch �Uberladen des Zuweisungsoperators := sind folgende Wertzuweisungenan eine Variable vom Typ cidotprecision m�oglich:cidotprecision{Variable := integer/real{Ausdruck;cidotprecision{Variable := Longreal{Ausdruck;cidotprecision{Variable := dotprecision{Ausdruck;cidotprecision{Variable := complex{Ausdruck;cidotprecision{Variable := Lcomplex{Ausdruck;cidotprecision{Variable := cdotprecision{Ausdruck;cidotprecision{Variable := interval-Ausdruck;cidotprecision{Variable := Linterval{Ausdruck;cidotprecision{Variable := idotprecision{Ausdruck;cidotprecision{Variable := cinterval{Ausdruck;cidotprecision{Variable := Lcinterval{Ausdruck;6.2.2.3 OperatorenAuch jetzt mu� z.B. f�ur einen Multiplikationsoperator mit Lcinterval-Operandenund einem Ergebnis vom Typ cidotprecision ein neuer Operatorname (times ci)gew�ahlt werden, da der normale � Operator mit gleichen Operanden schon f�ur denErgebnistyp Lcinterval vergeben ist.Entsprechende �Uberlegungen bez�uglich der Additions- und Subtraktionsoperatoren(z.B mit Namen plus ci, minus ci) f�uhren zum Ergebnis, da� bei Ber�ucksichtigungaller Operandenkombinationen neben den 81 times ci Operatoren noch zus�atzlich2 � 13 � 13 = 338 Operatoren zu de�nieren sind! Die gro�e Zahl von insgesamt 419Operatoren l�a�t sich auf 81 + 2 � 13 = 107 reduzieren, wenn man bei Additionund Subtraktion die folgende f�ur die Praxis unerhebliche Einschr�ankung bez�uglichder Operandenkombinationen macht. Dazu betrachten wir die Variable S vom Typcidotprecision und die Variablen a,b,c mit den m�oglichen Typen:cidotprecision, Lcinterval, cinterval, cdotprecision, Lcomplex, complex,dotprecision, Longreal, real, integer, idotprecision, Linterval, interval;Da f�ur den Compiler die beiden folgenden Anweisungen �aquivalent sindS := a + b + c () S := (a + b) + c;kann man mit der Variablen NULL DCI: cidotprecision die Anweisung S := a+bauch in der Form schreiben:NULL DCI := 0;S := NULL DCI + a + b () S := ((NULL DCI + a) + b);und jetzt werden in der Anweisung f�ur S nur Additionsoperatoren mit einem linkenOperanden vom Typ cidotprecision benutzt! F�ur eine Subtraktion S := a � bgilt dann entsprechend:NULL DCI := 0; S := NULL DCI + a� b;



6.2. DAS MODUL LCI ARI 147In den nachfolgenden Tabellen 6.13, 6.14 sind alle Operanden der Operatoren ausdem Modul LCI ARI mit Ergebnistyp cidotprecision zusammengestellt:rechter Operand real interval complex cintervalLongreal Linterval Lcomplex Lcintervallinker Operandcidotprecision � � � �+;� +;� +;� +;�real times ci times ci times ci times ciLongrealinterval times ci times ci times ci times ciLintervalcomplex times ci times ci times ci times ciLcomplexcinterval times ci times ci times ci times ciLcintervalTabelle 6.13: Operatoren aus LCI ARI mit Ergebnistyp cidotprecision (Teil 1)rechter Operand dotprecision cdotprecision cidotprecisionidotprecisionlinker Operandcidotprecision � � �+;� +;� +;�real �Longrealinterval �Lintervalcomplex �Lcomplexcinterval �Lcintervaldotprecisionidotprecision �cdotprecisionTabelle 6.14: Operatoren aus LCI ARI mit Ergebnistyp cidotprecision (Teil 2)



148 KAPITEL 6. KOMPLEXE INTERVALLARITHMETIKBeachten Sie, da� jetzt neue Namen f�ur Additions- und Subtraktionsoperatorennicht notwendig sind, da die Einschr�ankung besteht, da� f�ur diese Operatoren mitErgebnistyp cidotprecision der linke Operand vom Typ cidotprecision sein mu�.Durch diese Einschr�ankung ergibt sich noch der wichtige Satz:In einem Ausdruck mit Ergebnistyp cidotprecisiond�urfen keine Klammern gesetzt werden.Aus den Tabellen 6.13, 6.14 ergibt sich noch:Ist bei einer Multiplikation mit Ergebnistyp cidotprecision wenigstens ein Operandvom Typ cidotprecision, so wird zur Vereinfachung das �ubliche Operatorsymbol �benutzt und nicht der Name times ci.Beispiele:1. Sind a,b vom Typ real und S vom Typ cidotprecision, so ist die AnweisungS := b + (a� b)zwar zul�assig, aber die Subtraktion in der Klammer und die anschlie�endeAddition liefern i.a. fehlerbehaftete real-Ergebnisse, so da� in S i.a. nicht derexakte Di�erenzwert a gespeichert wird! Mit den AnweisungenNULL DCI := 0; S := NULL DCI + b + a� berh�alt man jedoch ohne Klammern den exakten Di�erenzwert a.2. Sind a,b,c vom Typ real und S vom Typ cidotprecision, so ist die AnweisungS := c � (a� b)ebenfalls zul�assig, liefert aber wie im 1. Beispiel i.a. nicht das exakte Produkt!Mit der Anweisung S := c times ci a � c times ci berh�alt man jedoch ohne Klammern das exakte Produkt c�(a� b).Nat�urlich liefert die AnweisungS := #(c � a� c � b);ebenfalls das exakte Produkt c � (a� b) mit dem Ergebnistyp cidotprecision.



6.2. DAS MODUL LCI ARI 1496.2.2.4 Simulation von SUM{Ausdr�uckenZur Simulation von SUM{Ausdr�ucken im ##{Konzept stehen die folgendenDatentypen und Prozeduren zur Verf�ugung:� type civector = dynamic array [�] of cinterval;� type Lcivector = dynamic array [�] of Lcinterval;1. procedure ADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a: Lcivector);Exakte Addition des Lcinterval-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;2. procedure ADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a: civector);Exakte Addition des cinterval-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;3. procedure ADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a: Livector);Exakte Addition des Linterval-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;4. procedure ADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a: ivector);Exakte Addition des interval-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;5. procedure ADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a: Lcvector);Exakte Addition des Lcomplex-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;6. procedure ADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a: cvector);Exakte Addition des complex-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;7. procedure ADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a: Lrvector);Exakte Addition des Longreal-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;8. procedure ADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a: rvector);Exakte Addition des real-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;9. procedure SUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a: Lcivector);Exakte Subtraktion des Lcinterval-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;10. procedure SUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a: civector);Exakte Subtraktion des cinterval-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;11. procedure SUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a: Livector);Exakte Subtraktion des Linterval-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;12. procedure SUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a: ivector);Exakte Subtraktion des interval-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;13. procedure SUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a: Lcvector);Exakte Subtraktion des Lcomplex-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;14. procedure SUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a: cvector);Exakte Subtraktion des complex-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;



150 KAPITEL 6. KOMPLEXE INTERVALLARITHMETIK15. procedure SUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a: Lrvector);Exakte Subtraktion des Longreal-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;16. procedure SUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a: rvector);Exakte Subtraktion des real-Feldes a zur cidotprecision-Variablen dci;17. procedure PADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: Lcivector);Exakte Addition des Lcinterval-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typcidotprecision;18. procedure PADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: civector);Exakte Addition des cinterval-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typcidotprecision;19. procedure PADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: Livector);Exakte Addition des Linterval-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typcidotprecision;20. procedure PADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: ivector);Exakte Addition des interval-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typcidotprecision;21. procedure PADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: Lcvector);Exakte Addition des Lcomplex-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typcidotprecision;22. procedure PADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: cvector);Exakte Addition des complex-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typcidotprecision;23. procedure PADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: Lrvector);Exakte Addition des Longreal-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typcidotprecision;24. procedure PADDNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: rvector);Exakte Addition des real-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typ cidot-precision;25. procedure PSUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: Lcivector);Exakte Subtraktion des Lcinterval-Skalarproduktes zur Variablen dci vomTyp cidotprecision;26. procedure PSUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: civector);Exakte Subtraktion des cinterval-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typcidotprecision;27. procedure PSUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: Livector);Exakte Subtraktion des Linterval-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typcidotprecision;



6.2. DAS MODUL LCI ARI 15128. procedure PSUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: ivector);Exakte Subtraktion des interval-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typcidotprecision;29. procedure PSUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: Lcvector);Exakte Subtraktion des Lcomplex-Skalarproduktes zur Variablen dci vomTyp cidotprecision;30. procedure PSUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: cvector);Exakte Subtraktion des complex-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typcidotprecision;31. procedure PSUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: Lrvector);Exakte Subtraktion des Longreal-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typcidotprecision;32. procedure PSUBNACCU (var dci: cidotprecision; var a,b: rvector);Exakte Subtraktion des real-Skalarproduktes zur Variablen dci vom Typ ci-dotprecision;6.2.2.5 Beispiele1. Beispiel:Mit den Deklarationen:var dotci,dci : cidotprecision;a,b : Lcivector [1::10];Lci : Lcinterval;sind z.B. folgende Anweisungen m�oglich:dci := 0;PADDNACCU (dci,a,b);dotci := dci + a[1] times ci b[10] � a[2] times ci b[9];Lci := LONG (dotci);Das komplexe Intervall Lci : Lcinterval liefert eine Einschlie�ung derexakten, komplexen Intervallsumme dotci mit nur einer Rundungbez�uglich der reellen bzw. imagin�aren Intervallunter{ und {Obergrenze!2. Beispiel:Mit Hilfe der Operatoren � und + zwischen Operanden vomTyp cidotprecision und Lcinterval kann ein Polynom vom Ergebnistypcidotprecision mit Argument und Koe�zienten vom Typ LcintervalP(z) = nXk=0 ak � zkmit der folgenden Funktion nach dem Hornerschema rundungsfehler-frei berechnet werden:



152 KAPITEL 6. KOMPLEXE INTERVALLARITHMETIKfunction HORNER CIDOT (var a: Lcivector;z: Lcinterval): cidotprecision;var k : integer;y : cidotprecision;beginy := a[ub(a)];for k := ub(a)�1 downto lb(a) doy := y � z + a[ k ];HORNER CIDOT := yend;Die komplexen Punktintervall-Koe�zientena0 = 120 + 90i; a1 = �54 + 22i; a2 = 6 + 7i;a3 = �5� 3i; a4 = 1 + 0i;realisieren ein komplexwertiges Polynom P(z) mit den Nullstellen:z1;2 = �p2 � (1 + 2i); z3 = 5; z4 = 3i:Mit den Deklarationen:var a: Lcivector[0::4];z,y: Lcinterval;dci: cidotprecision;und den Anweisungen:z := 5.00000000000000000001; f z � z3 gdci := HORNER CIDOT (a,z);y := LONG(dci);erh�alt man mit der BCD{Version das Ergebnis:y = P(z) 2 ( [+1:3100 : : :000 � 10�18;+1:3100 : : :001 � 10�18];[�1:3300 : : :001 � 10�18;�1:3300 : : :000 � 10�18] )mit nur einer Rundung bzgl. Unter- und Obergrenze der Real- undImagin�arteilintervalle.



6.2. DAS MODUL LCI ARI 1536.2.3 Komplexe Intervallrechnung mit dem Typ rrGMit dem Modul LCI ARI werden nur diejenigen Operatoren, Funktionenund Prozeduren bereitgestellt, die zur Implementierung von komplexen Intervall{Standardfunktionen zum Basistyp rrG notwendig sind. Es ist daher nicht vorgese-hen, die komplette Intervallrechnung, wie sie etwa zwischen den Typen cinterval undLcinterval de�niert wurde, ebenfalls zu realisieren, so da� z.B. Vergleichsoperatorenf�ur Intervalle oder Intervall{Grundoperationen mit gemischten Operandentypen nurin dem Umfang bereitgestellt werden, wie sie tats�achlich erforderlich waren.6.2.3.1 Der Datentyp rrGcintervalDer Datentyp rrGcinterval ist de�niert durch:type rrGcinterval = record re, im : rrGinterval end;F�ur z : rrGcinterval sind Real- und Imagin�arteil von z Intervalle, so da�z = z:re+ i � z:im = [z:re:inf; z:re:sup] + i � [z:im:inf; z:im:sup]; i = p�1in der komplexen Ebene als Rechteck-Intervall gedeutet werden kann:
z.im.infz.im.sup z.re.inf z.re.sup. . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . .z.rez.im Re(z)Im(z) z-Intervall6 -������� ���������������������������������������

Abbildung 6.3: Komplexes Intervall6.2.3.2 TransferfunktionenZur Wandlung zwischen den Typen rrGcinterval und rrGinterval werdenfolgende Transferfunktionen bereitgestellt:Funktion Ergebnistyp BedeutungRRGCINTVAL (x1,x2) rrGcinterval z = x1 + i � x2; i = p�1RRGCINTVAL (x) rrGcinterval z = x+ i � 0; i = p�1RE (z) rrGinterval z.Re = Realteil von zIM (z) rrGinterval z.Im = Imagin�arteil von zx, x1, x2 = rrGinterval{Ausdruck; z = rrGcinterval{Ausdruck;



154 KAPITEL 6. KOMPLEXE INTERVALLARITHMETIK6.2.3.3 OperatorenNeben den monadischen Operatoren + � existieren die in folgender Tabellezusammengestellten, arithmetischen Grundoperatoren:1. Operand 2. Operand ErgebnistyprrGcinterval + rrGcinterval rrGcintervalrrGcinterval � rrGcinterval rrGcintervalrrGcinterval � rrGcinterval rrGcintervalreal � rrGcinterval rrGcintervalLongreal � rrGcinterval rrGcintervalrrG � rrGcinterval rrGcintervalrrGcinterval = rrGcinterval rrGcintervalrrGcinterval = real rrGcintervalrrGcinterval = Longreal rrGcintervalrrGcinterval = rrG rrGcintervalAls Vergleichsoperatoren existieren lediglich die Operatoren = <> .6.2.3.4 �Uberladungen des ZuweisungsoperatorsDie Wandlungen zwischen den verschiedenen Datentypen werden in Form �uberla-dener Zuweisungen nach folgender Tabelle bereitgestellt:Zuweisung BedeutungrrGci := R rrGci = reelle ZahlrrGci := C rrGci = komplexe ZahlrrGci := RI rrGci = reelles IntervallrrGci := CI rrGci = komplexes IntervallLC := rrGci rrGci � LCTabelle 6.15: �Uberladungen des ZuweisungsoperatorsrrGci : rrGcinterval; R : rrG/Longreal/real; C : rrGcomplex/Lcomplex/complex;RI : rrGinterval/Linterval/interval; CI : Lcinterval/cinterval; LC : Lcinterval;



6.2. DAS MODUL LCI ARI 1556.2.3.5 StandardfunktionenEs stehen folgende Standardfunktionen mit Argumenten x,y: rrGcinterval zurVerf�ugung:Funktion Ergb.-Typ Bedeutungsqr (x) rrGcinterval x2 = x � x Quadratsqrt (x) rrGcinterval px Quadratwurzelexp (x) rrGcinterval ex Exponentialfunktionln (x) rrGcinterval ln(x) Nat�urlicher Logarithmusln1p (x) rrGcinterval ln(1 + x) Nat�urlicher Logarithmuspower (x,y) rrGcinterval xy Potenzfunktionxp1powy (x,y) rrGcinterval (1 + x)y Potenzfunktionsin (x) rrGcinterval sin(x) Sinuscos (x) rrGcinterval cos(x) Kosinussinh (x) rrGcinterval sinh(x) Hyperbolischer Sinuscosh (x) rrGcinterval cosh(x) Hyperbolischer Kosinusconj (x) rrGcinterval x = u� i � v Konjugation vonx = u+ i � varg (x) rrGinterval ' Argumentintervall f�urdas x-Rechteckarg1p (x) rrGinterval ' Argumentintervall f�urdas (1 + x)-Rechteckabs (x) rrGinterval px:re2 + x:im2 Absolutbetrag von xdiam (x) rrG d Durchmesser von xTabelle 6.16: Standardfunktionen des Moduls LCI ARIx,y = rrGcinterval-Ausdruck, i = p�1Anmerkungen zu den Standardfunktionen:1. F�ur die Funktionen sqrt, arg, arg1p, ln, ln1p, power, xp1powyvom Ergebnistyp rrGcinterval gelten bez�uglich der Verzweigungsschnitte inAbh�angigkeit von der Lage des komplexen Argumentintervalls die gleichenAussagen wie f�ur die entsprechenden cinterval-Funktionen von Seite 131.2. d := diam (x) liefert zum komplexen Intervall x: rrGcinterval eine Ober-schranke d: rrG f�ur die L�ange L der entsprechenden Rechteckdiagonalenmit: 0 � L � d;



156 KAPITEL 6. KOMPLEXE INTERVALLARITHMETIKEs stehen folgende Standardfunktionen mit Argumenten x,y: Lcinterval zurVerf�ugung:Funktion Ergb.-Typ Bedeutungsqr rrG (x) rrGcinterval x2 = x � x Quadratsqrt rrG (x) rrGcinterval px Quadratwurzelexp rrG (x) rrGcinterval ex Exponentialfunktionln rrG (x) rrGcinterval ln(x) Nat�urlicher Logarithmusln1p rrG (x) rrGcinterval ln(1 + x) Nat�urlicher Logarithmuspower rrG (x,y) rrGcinterval xy Potenzfunktionxp1powy rrG (x,y) rrGcinterval (1 + x)y Potenzfunktionsin rrG (x) rrGcinterval sin(x) Sinuscos rrG (x) rrGcinterval cos(x) Kosinussinh rrG (x) rrGcinterval sinh(x) Hyperbolischer Sinuscosh rrG (x) rrGcinterval cosh(x) Hyperbolischer Kosinusarg rrG (x) rrGinterval ' Argumentintervall f�urdas x-Rechteckarg1p rrG (x) rrGinterval ' Argumentintervall f�urdas (1 + x)-Rechteckabs rrG (x) rrGinterval px:re2 + x:im2 Absolutbetrag von xdiam rrG (x) rrG d Durchmesser von xTabelle 6.17: Standardfunktionen des Moduls LCI ARIx,y = Lcinterval-Ausdruck, i = p�1Anmerkungen zu den Standardfunktionen:1. F�ur die Funktionen sqrt rrG, arg rrG, arg1p rrG, ln rrG,ln1p rrG, power rrG, xp1powy rrG vom Ergebnistyp rrGcintervalgelten bez�uglich der Verzweigungsschnitte in Abh�angigkeit von der Lage deskomplexen Argumentintervalls die gleichen Aussagen wie f�ur die entsprechen-den cinterval-Funktionen von Seite 131.2. d := diam rrG (x) liefert zum komplexen Intervall x: Lcinterval eine Ober-schranke d: rrG f�ur die L�ange L der entsprechenden Rechteckdiagonalenmit: 0 � L � d;



6.2. DAS MODUL LCI ARI 1576.2.3.6 Wertebereich separierbarer FunktionenZur Berechnung einer Wertebereichs{Einschlie�ung einer reellwertigen Funktionu(z) mit komplexen Punktargumenten z dient die PASCAL-XSC Funktionfunction BOUNDS (mi,Ma : rrGcomplex; { Kompl. Punkte aus dem }{ Def.-Bereich von u(z) }function U(z: rrGcomplex): rrG; { reellwertig }eps : real { eps := 1.00001 *> eps(u) }{ eps(u) := Fehlerschr. von u(z) }) : rrGinterval;U(z) sei N�aherungsfunktion f�ur die reellwertige Funktion u(z):U(z) = u(z) � (1 + "u); j"uj < "(u)Der Eingabeparameter eps ist de�niert durch:eps := 1:00001 �> "(u);Mit der Anweisungy := BOUNDS( mi,Ma,U,eps ); { y: rrGinterval }erh�alt man unter der Voraussetzung u(mi) � u(Ma) die folgenden Ergebnisse:y.Inf � u(mi) � u(Ma) � y.SupAnmerkungen:� Beim Aufruf von U(z) mu� in der globalen Variablen FW exakt , die vomStandardmodul STDMOD bereitgestellt wird, festgehalten werden, ob u(z)exakt berechnet wurde (U(z) = u(z) ) oder nicht.� Im Fall u(mi) � u(z) � u(Ma); z 2 D: rrGcinterval liefert y: rrGintervaleine Wertebereichseinschlie�ung bzgl. u(z) f�ur z 2 D.Ist U(z) der Realteil einer gegebenen, komplexwertigen N�aherungsfunktionF (z) � U(z) + i � V (z) � f(z) � u(z) + i � v(z)so liefert y eine Einschlie�ung des Realteils u(z). Ganz analog l�a�t sich dannauch der Wertebereich des Imagin�arteils von f(z) einschlie�en.Ist die komplexwertige Funktion f(z) := u(z) + i � v(z) separierbar undsind die Minimum- und Maximumpunkte mi,Ma jeweils f�ur u(z) und v(z)bekannt, so kann man durch Anwendung der Funktion BOUNDS auf diereellwertigen N�aherungsfunktionen U(z); V (z) Intervall{Einschlie�ungen f�urReal- und Imagin�arteil von f(z) berechnen.



158 KAPITEL 6. KOMPLEXE INTERVALLARITHMETIK6.2.3.7 Ein-/AusgabeprozedurenEs stehen die bekannten Prozedurenprocedure read (var f: text; var RRGCI: rrGcinterval);procedure write (var f: text; RRGCI: rrGcinterval);mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedochohne Formatspezi�kationen zur Verf�ugung.Die Eingabe eines komplexen Intervalls RRGCI = [x; y] + i � [v; w] kann mitdem Prozeduraufruf read(RRGCI) in der Form([x; y]; [v; w]) allgemeines komplexes Intervalloder in der Form(x; [v; w]) mit Punktintervall als Realteil, d.h. x = yoder in der Form([x; y]; v) mit Punktintervall als Imagin�arteil, d.h. v = woder in der Form[x; y] rein reelles Intervall, d.h. v = w = 0oder in der Form(x; v) komplexes Punktintervall, d.h. x = y und v = woder in der Formx rein reelles Punktintervall, d.h. x = y und v = w = 0erfolgen.Die Vorschriften zur Eingabe einer rrG{Zahl x �ndet man dabei auf Seite 56.Die Ausgabe eines komplexen Intervalls RRGCI erfolgt durch den Prozeduraufrufwrite(RRGCI) stets in der Form ([x; y]; [v; w])Die Ausgabe der Intervallgrenzen x; y und v; w kann nat�urlich auch erfolgen durch:write(RRGCI.re.inf, RRGCI.re.sup) und write(RRGCI.im.inf, RRGCI.im.sup);



Kapitel 7Matrix/-Vektorarithmetik7.1 �UbersichtDas Rechnen mit Matrizen und Vektoren bildet die Grundlage zur L�osung vielerProbleme, z.B.:lineare und nichtlineare Gleichungssysteme, lineare Optimierung, Poly-nomauswertungen, globale Optimierung, : : :F�ur Matrix- und Vektoroperanden stehen die Grundoperationen +;�; � mitden drei verschiedenen Rundungsarten zur Verf�ugung. Mit Hilfe des Akkumulatorsk�onnen die Operationen maximalgenau durchgef�uhrt werden, d.h. das wahre Ergeb-nis z.B. eines Matrixelements aus einemMatrizenprodukt A�B wird zur n�achst-gelegenen Maschinenzahl gerundet. Bei gerichteten Rundungen wird das exakte Er-gebnis zur n�achstkleineren bzw. n�achstgr�o�eren Rasterzahl gerundet. Erst durchsolche maximalgenauen Rechnungen wird z.B. die maximalgenaue Einschlie�ung ei-nes Defekts bei linearen Gleichungssystemen oder die maximalgenaue Einschlie�ungeines reellen Polynomwertes erm�oglicht! Die genannten Grundoperationen beziehensich dabei auf reelle oder komplexe Matrix/-Vektoroperanden in Punkt- oder Inter-vallform.Im Gegensatz zu den ModulenSTDMOD, LI ARI, LC ARI oder LCI ARIsteht bei Matrizenrechnungen entweder nur der Datentyp real oder nur der DatentypLongreal zur Verf�ugung. Beachten Sie, da� in der vorliegenden BCD-Version die inder Bin�arversion oft l�astigen Konversionsfehler bei Matrix- und Vektorkomponentennicht auftreten!Die nachfolgende Tabelle liefert eine Zusammenstellung der vorhandenen Mo-dule, in denen die f�ur das Rechnen mit Vektoren und Matrizen notwendigen Ope-ratoren, Funktionen und Prozeduren bereitgestellt werden.



160 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIKName Inhalt BasistypMV ARI Reelle Matrizen und Vektoren realMVI ARI Reelle Intervall-Matrizen und -Vektoren realMVC ARI Komplexe Matrizen und Vektoren realMVCI ARI Komplexe Intervall-Matrizen und -Vektoren realLMV ARI Reelle Matrizen und Vektoren LongrealLMVI ARI Reelle Intervall-Matrizen und -Vektoren LongrealLMVC ARI Komplexe Matrizen und Vektoren LongrealLMVCI AR Komplexe Intervall-Matrizen und -Vektoren LongrealTabelle 7.1: Module zur Matrix/-VektorarithmetikDie Namen der Module zum Basistyp Longreal ergeben sich also aus den Namender Module zum Basistyp real durch Voranstellen des Buchstaben 'L' , wie esauch bei den entsprechenden Typ{Namen gehandhabt wurde.



7.2. DAS MODUL MV ARI 1617.2 Das Modul MV ARIIn diesem Modul werden die f�ur das Rechnen mit reellen Vektoren und Matrizennotwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren auf der Grundlage des Da-tentyps real bereitgestellt.7.2.1 DatentypenDie dynamischen Datentypen zur Darstellung von Vektoren und Matrizen sind ent-sprechend der Vereinbarungtype rvector = dynamic array [ � ] of real;rmatrix = dynamic array [ � ] of rvector;im Sprachkern von PASCAL{XSC enthalten. Die aktuellen Indexgrenzen werdenerst bei der Vereinbarung von Variablen dieser Typen festgelegt.7.2.2 OperatorenViele der bekannten, grundlegenden Matrix/Vektor-Operationen sind in diesem Mo-dul vorde�niert. Als arithmetische Operatoren stehen die monadischen Operatoren+;� und die vier Grundoperationen +;�; �; = mit den drei verschiedenenRundungsarten zur Verf�ugung, wobei jedoch nur bestimmte Operandenkombinatio-nen zul�assig sind. W�ahrend die Operationen + und � f�ur Vektoren und Matrizenkomponentenweise erkl�art sind gem�a�c := a � b mit c [ i ] := a [ i ]� b [ i ]C := A � B mit C [ i; j ] := A [ i; j ]� B [ i; j ]mit a, b, c vom Typ rvector und A, B, C vom Typ rmatrix, sind die Operationen �und = de�niert durchs := a � b mit s := #� ( for i := lb(a) to ub(a)sum (a [ i ] � b [ i ] ) ) zc := r � a mit c [ i ] := r � a [ i ]c := a � r mit c [ i ] := a [ i ] � rc := a = r mit c [ i ] := a [ i ]=rc := A � b mit c [ i ] := A [ i ] � b zC := r � A mit C [ i; j ] := r �A [ i; j ]C := A � r mit C [ i; j ] := A [ i; j ] � rC := A = r mit C [ i; j ] := A [ i; j ]=rC := A � B mit C [ i; j ] := A [ i ] � B [ � ; j ] zzMaximalgenaues Skalarprodukt mit Ergebnistyp real



162 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIKwobei r, s vom Typ real, a, b, c vom Typ rvector und A, B, C vom Typ rmatrixsind. Die Operationen mit gerichteten Rundungen sind entsprechend de�niert.Die Vergleichsoperatoren =; <>;<;<=; >;>= wirken auf alle Komponen-ten eines Vektors oder einer Matrix. F�ur a; b vom Typ rvector und A,B vom Typrmatrix gilt:a <= b () a [ i ] <= b [ i ] f�ur alle iA <= B () A [ i; j ] <= B [ i; j ] f�ur alle i; jDie Operatoren auf der rechten Seite der �Aquivalenzbeziehungen sind dabei dieOperatoren f�ur Operanden vom Typ real.rechter Operand integer rvector rmatrixreallinker Operandmonadisch +;� +;�integer �; �<; �> �; �<; �>realrvector �; �<; �> �=; =<; => _rmatrix �; �<; �> �; �<; �> �=; =<; => _Tabelle 7.2: Operatoren des Moduls MV ARI� 2 f+;+<;+>;�;�<;�>; �; �<; �>g _ 2 f=; <>;<;<=; >;>=g7.2.3 �Uberladungen des ZuweisungsoperatorsDie komponentenweise Initialisierung von rvector- und rmatrix-Variablen wird inForm �uberladener Zuweisungen bereitgestellt:Zuweisung Bedeutungrv := r rv [ j ] := r ; j = lb(rv),: : : ;ub(rv)rM := r rM [ j; k ] := r ; j = lb(rM,1),: : : ;ub(rM,1)k = lb(rM,2),: : : ;ub(rM,2)Tabelle 7.3: r = real-Ausdruck, rv = rvector-Variable, rM = rmatrix-Variable



7.2. DAS MODUL MV ARI 1637.2.4 StandardfunktionenEs stehen die Funktionen id und null zur Erzeugung einer Einheitsmatrix und einerNullmatrix bzw. eines Nullvektors sowie die Funktion transp zur Berechnung dertransponierten Matrix zur Verf�ugung.Funktion Ergebnistyp Bedeutungnull (v) rvector Nullvektor mit dem aktuellen Indexbe-reich von vvnull (n) rvector Nullvektor mit dem Indexbereich [1::n]null (M) rmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-chen von Mnull (M1,M2) rmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-chen der Produktmatrix M1 �M2null (n) rmatrix Nullmatrix mit Indexbereich [1::n; 1::n]null (n1,n2) rmatrix Nullmatrix mit Indexbereich [1::n1; 1::n2]id (M) rmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-bereichen von Mid (M1,M2) rmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-bereichen der Produktmatrix M1 �M2id (n) rmatrix Einheitsmatrix mit den Indexbereichen[1::n; 1::n]id (n1,n2) rmatrix Einheitsmatrix mit den Indexbereichen[1::n1; 1::n2]transp (M) rmatrix Transponierte Matrix Mt von M mitMt [ i; j ] =M [ j; i ]Tabelle 7.4: n, n1, n2 = integer-Ausdruck, v = rvector-Ausdruck,M, M1, M2 = rmatrix-AusdruckBeispiel:Ist E die Einheitsmatrix und R � A�1 eine N�aherungsinverse der qua-dratischen Matrix A, so kann der in der Numerik h�au�g verwendeteDefekt D = E �R � Ain PASCAL{XSC durch die AnweisungD := id (A)�R �A



164 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIKbzw. unter Verwendung eines Lattenkreuzausdrucks durch die Anwei-sung D := # � ( id (A)�R �A)bestimmt werden, wobei die zweite Form die Defektmatrix mit nur einereinzigen Rundung pro Komponente berechnet.7.2.5 Ein-/AusgabeprozedurenEs stehen die Prozedurenprocedure read (var f : text; var a : rvector);procedure read (var f : text; var A : rmatrix);procedure write (var f : text; a : rvector);procedure write (var f : text; A : rmatrix);mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedochohne Formatspezi�kationen zur Verf�ugung.Die Eingabe eines Vektors bzw. einer Matrix erfolgt komponentenweise ent-sprechend der Eingabe von real-Werten, dabei wird eine Matrix stets zeilenweiseeingelesen. Die Ausgabe eines Vektors bzw. einer Matrix erfolgt wie bei der Eingabekomponentenweise mit dem Standardformat f�ur real-Gr�o�en aus Tabelle 3.4.Beispiel:Durch die Anweisungread (b, A, x); { b,x : rvector; A : rmatrix; }k�onnen der Vektor b, die Matrix A und der Vektor x hintereinandereingelesen werden.



7.3. DAS MODUL LMV ARI 1657.3 Das Modul LMV ARIIn diesem Modul werden die f�ur das Rechnen mit reellen Vektoren und Matrizennotwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren auf der Grundlage des Da-tentyps Longreal bereitgestellt.7.3.1 DatentypenDie dynamischen Datentypen zur Darstellung von Vektoren und Matrizen sind ent-sprechend der Vereinbarungtype Lrvector = dynamic array [ � ] of Longreal;Lrmatrix = dynamic array [ � ] of Lrvector;de�niert. Die aktuellen Indexgrenzen werden erst bei der Vereinbarung von Varia-blen dieser Typen festgelegt.7.3.2 OperatorenViele der bekannten, grundlegenden Matrix/Vektor-Operationen sind in diesem Mo-dul vorde�niert. Als arithmetische Operatoren stehen die monadischen Operatoren+;� und die vier Grundoperationen +;�; �; = mit den drei verschiedenenRundungsarten zur Verf�ugung, wobei jedoch nur bestimmte Operandenkombinatio-nen zul�assig sind. W�ahrend die Operationen + und � f�ur Vektoren und Matrizenkomponentenweise erkl�art sind gem�a�c := a � b mit c [ i ] := a [ i ]� b [ i ]C := A � B mit C [ i; j ] := A [ i; j ]� B [ i; j ]mit a,b,c vom Typ Lrvector und A, B, C vom Typ Lrmatrix, sind die Operationen�, times und = de�niert durchs := a � b mit s := Longnext (Pi a [i] � b [i] ) zd := a times g mit d := Pi a [i] � g [i] yc := r � a mit c [ i ] := r � a [ i ]c := a � r mit c [ i ] := a [ i ] � rc := a = r mit c [ i ] := a [ i ]=rc := A � b mit c [ i ] := A [ i ] � b zC := r � A mit C [ i; j ] := r �A [ i; j ]C := A � r mit C [ i; j ] := A [ i; j ] � rC := A = r mit C [ i; j ] := A [ i; j ]=rC := A � B mit C [ i; j ] := A [ i ] � B[ � ; j ] zzMaximalgenaues Skalarprodukt mit Ergebnistyp LongrealyExaktes Skalarprodukt mit Ergebnistyp dotprecision



166 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIKwobei r, s vom Typ Longreal, a, b, c vom Typ Lrvector, g vom Typ rvector/Lrvector,d vom Typ dotprecision und A, B, C vom Typ Lrmatrix sind. Die Operationen mitgerichteten Rundungen sind ganz entsprechend de�niert.Die Vergleichsoperatoren =; <>;<;<=; >;>= wirken auf alle Komponen-ten eines Vektors oder einer Matrix. F�ur a; b vom Typ Lrvector und A,B vom TypLrmatrix gilt:a <= b () a[ i ] <= b[ i ] f�ur alle iA <= B () A[ i; j ] <= B[ i; j ] f�ur alle i; jDie Operatoren auf der rechten Seite der �Aquivalenzbeziehungen sind dabei dieOperatoren f�ur Operanden vom Typ Longreal.rechter Operand Longreal rvector Lrvector Lrmatrixlinker Operandmonadisch +;� +;�Longreal �; �<; �> �; �<; �>rvector times timesLrvector �; �<; �> times �; times=; =<; => _Lrmatrix �; �<; �> �; �<; �> �=; =<; => _Tabelle 7.5: Operatoren des Moduls LMV ARI� 2 f+;+<;+>;�;�<;�>; �; �<; �>g _ 2 f=; <>;<;<=; >;>=g7.3.3 �Uberladungen des ZuweisungsoperatorsZuweisung BedeutungLv := Lr Lv[ j ] := Lr ; j = lb(Lv),: : : ub(Lv)LM := Lr LM[ j; k ] := Lr ; j = lb(LM,1),: : : ub(LM,1)k = lb(LM,2),: : : ub(LM,2)LM := M LM[ j; k ] := M[ j; k ] ; j = lb(LM,1),: : : ub(LM,1)k = lb(LM,2),: : : ub(LM,2)Lv := v Lv[ j ] := v[ j ] ; j = lb(Lv),: : : ub(Lv)Lr = Longreal-Ausdruck, Lv = Lrvector-Variable,LM = Lrmatrix-Variable, M = rmatrix-Ausdruck, v = rvector-Ausdruck



7.3. DAS MODUL LMV ARI 1677.3.4 StandardfunktionenEs stehen die Funktionen lid und lnull zur Erzeugung einer Einheitsmatrix undeiner Nullmatrix bzw. eines Nullvektors sowie die Funktion ltransp zur Berechnungder transponierten Matrix zur Verf�ugung. Die short-Funktionen erzeugen rmatrix-bzw. rvector-Werte.Funktion Ergebnistyp Bedeutunglnull (lv) Lrvector Nullvektor mit dem aktuellen Indexbe-reich von lvlvnull (n) Lrvector Nullvektor mit dem Indexbereich [1::n]lnull (lM) Lrmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-chen von lMlnull (lM1,lM2) Lrmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-chen der Produktmatrix lM1 � lM2lnull (n) Lrmatrix Nullmatrix mit Indexbereich [1::n; 1::n]lnull (n1,n2) Lrmatrix Nullmatrix mit Indexbereich [1::n1; 1::n2]lid (lM) Lrmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-bereichen von lMlid (lM1,lM2) Lrmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-bereichen der Produktmatrix lM1 � lM2lid (n) Lrmatrix Einheitsmatrix mit den Indexbereichen[1::n; 1::n]lid (n1,n2) Lrmatrix Einheitsmatrix mit den Indexbereichen[1::n1; 1::n2]ltransp (lM) Lrmatrix Transponierte Matrix lMt von lM mitlMt[ i; j ] = lM [ j; i ]short (lM) rmatrix M [ i; j ] := short(lM [ i; j ])shortup (lM) rmatrix M [ i; j ] := shortup(lM [ i; j ])shortdown (lM) rmatrix M [ i; j ] := shortdown(lM [ i; j ])short (lv) rvector v[ j ] := short(lv[ j ])shortup (lv) rvector v[ j ] := shortup(lv[ j ])shortdown (lv) rvector v[ j ] := shortdown(lv[ j ])Standardfunktionen des Moduls LMV ARI, Teil 1n, n1, n2 = integer-Ausdruck, lv = Lrvector-Ausdruck, v = rvector-VariableM = rmatrix-Variable; lM, lM1, lM2 = Lrmatrix-Ausdruck;



168 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIKFunktion Typ Bedeutungshort test (lM,Err) rmatrix M [ i; j ] := short test(lM [ i; j ]; Err)shortup test (lM,Err) rmatrix M [ i; j ] := shortup test(lM [ i; j ]; Err)shortdown test (lM,Err) rmatrix M [ i; j ] := shortdown test(lM [ i; j ]; Err)short test (lv,Err) rvector v[ j ] := short test(lv[ j ]; Err)shortup test (lv,Err) rvector v[ j ] := shortup test(lv[ j ]; Err)shortdown test (lv,Err) rvector v[ j ] := shortdown test(lv[ j ]; Err)Tabelle 7.6: Standardfunktionen des Moduls LMV ARI, Teil 2n, n1, n2 = integer-Ausdruck, lv = Lrvector-Ausdruck, v = rvector-VariableM = rmatrix-Variable; lM, lM1, lM2 = Lrmatrix-Ausdruck;Err = boolean-Variable7.3.5 Ein-/AusgabeprozedurenEs stehen die Prozedurenprocedure read (var f : text; var a : Lrvector);procedure read (var f : text; var A : Lrmatrix);procedure write (var f : text; a : Lrvector);procedure write (var f : text; A : Lrmatrix);mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedochohne Formatspezi�kationen zur Verf�ugung.Die Eingabe eines Vektors bzw. einer Matrix erfolgt komponentenweise entspre-chend der Eingabe von Longreal-Werten, dabei wird eine Matrix stets zeilenweiseeingelesen. Die Ausgabe eines Vektors bzw. einer Matrix erfolgt wie bei der Eingabekomponentenweise mit dem Standardformat f�ur Longreal-Gr�o�en aus Tabelle 3.4.Beispiel:Durch die Anweisungread (b, A, x); { b,x : Lrvector; A : Lrmatrix }k�onnen der Vektor b, die Matrix A und der Vektor x hintereinandereingelesen werden.7.3.6 Exakte Auswertung von Ausdr�uckenMit Hilfe des Moduls MV ARI lassen sich rvector-und rmatrix-Ausdr�uckemit den drei verschiedenen Rundungsarten maximalgenau auswerten. So liefertz.B. die Anweisung D := # � (id(A)�R �A)



7.3. DAS MODUL LMV ARI 169die Defektmatrix D vom Typ rmatrix, wobei bzgl. jeder Matrixkomponente nureine einzige Rundung zur n�achsten Rasterzahl erfolgt, vergl. Seite 163.Mit a; rv vom Typ rvector und B vom Typ rmatrix liefert die Anweisungrv := # < (3 � a�B � a)f�ur die Variable rv bzgl. jeder Komponente den zur n�achstkleineren real-Zahl ge-rundeten exakten Vektorausdruck 3 � a � B � a , wobei B � a das bekannteProdukt einer Matrix B mit einem Spaltenvektor a bedeutet.Da die obigen #-Ausdr�ucke nicht anwendbar sind, wenn nur einer der Operan-den vom Typ Longreal; Lrvector oder Lrmatrix ist, soll die maximalgenaue Aus-wertung von Lrvector- und Lrmatrix-Ausdr�ucken simuliert werden! Aus Speicher-platzgr�unden lassen sich aber jetzt keine Operatoren f�ur Lrmatrix-Operanden de-�nieren, wenn f�ur jede Ergebniskomponente eine dotprecision-Variable erforderlichwird. Man mu� vielmehr zur Auswertung eines Lrmatrix-Ausdrucks jede Ergebnis-komponente einzeln in einer dotprecision-Variablen rundungsfehlerfrei berechnenund ihren Wert dann anschlie�end mit einer der drei verschiedenen Rundungsar-ten in die entsprechende Ergebnis-Komponente vom Typ Longreal abspeichern.Dadurch ben�otigt man f�ur die Auswertung eines beliebigen Lrmatrix-Ausdrucksnur eine einzige dotprecision-Variable; man mu� jedoch die Ausdruckauswertung ineiner Laufanweisung programmieren. Neben den Operatoren plus;minus; timesaus dem Standardmodul STDMOD ben�otigt man dazu aus dem Modul LMV ARIlediglich die vier zus�atzlichen Operatoren times mit Lrvector=rvector-Operandenund dem Ergebnistyp dotprecision:OPERATOR times (var a,b: Lrvector) res: dotprecision;OPERATOR times (var a,b: rvector) res: dotprecision;OPERATOR times (var a: Lrvector; var b: rvector) res: dotprecision;OPERATOR times (var a: rvector; var b: Lrvector) res: dotprecision;Mit diesen Operatoren lassen sich dann auch Lrmatrix-Ausdr�ucke maximalgenauauswerten, die zus�atzlich noch rmatrix-Operanden enthalten. F�ur die maximalge-naue Auswertung eines Lrvector-Ausdrucks gelten ganz entsprechende Aussagen.Die folgenden Programmbeispiele zeigen die typischen Vorgehensweisen bei der ma-ximalgenauen Auswertung von Lrvector- und Lrmatrix-Ausdr�ucken.program Beispiel1 (input, output);f� Ist R � A�1 eine N�aherungsinverse, so liefert die Matrix D: Lrmatrix �gf� den maximalgenauen Wert des Defekts E�R �A � D , wobei E �gf� die Einheitsmatrix mit dem Indexbereich von A ist. �guse lmv ari;var E, R, A, D : Lrmatrix [1::3; 1::3];i, k : integer;Akku : dotprecision;



170 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIKbeginE := lid (A); f E = Einheitsmatrix mit Indexbereich von A gFor i := lb(E,1) to ub(E,1) doFor k := lb(E,2) to ub(E,2) dobeginAkku := E [ i; k ]�R [ i ] times LRVECTOR( A [ �; k ] );D [ i; k ] := LONGNEXT( Akku );end;end.Anmerkungen:1. Die Konstruktion LRVECTOR ( A [ �; k ] ) liefert dem Compiler die In-formation, das Teilfeld A [ �; k ] als Vektor vom Typ Lrvector zu behandeln.2. Um die Matrix D maximalgenau berechnen zu k�onnen, m�ussen alle Opera-toren in der Anweisung f�ur die dotprecision-Variable Akku vom Ergebnistypdotprecision sein!3. Der Operator times mit Ergebnistyp dotprecision und Lrvector-Operandenist im Modul LMV ARI de�niert; vergleiche Tabelle 7.54. Der Operator � mit Longreal- und dotprecision- Operanden liefert denErgebnistyp dotprecision und k�onnte auch durch den Operator minus er-setzt werden. Beide Operatoren sind im Modul STDMOD de�niert, vergl.Tabelle 3.9Im n�achsten Programmbeispiel wird mit a; lv vom Typ Lrvector und B vom Typrmatrix der Lrvector-Ausdruck 3 � a�B � amaximalgenau ausgewertet, wobei das exakte Ergebnis komponentenweise zurn�achstkleineren Longreal-Zahl gerundet und in die Variable lv geschrieben wird.program Beispiel2 (input, output);use lmv ari;var B : rmatrix [1::3; 1::3];i : integer;a, lv : Lrvector [1::3];Akku : dotprecision;beginFor i := lb(a) to ub(a) dobeginAkku := 3 times a[ i ] minus B[ i ] times a;lv [ i ] := LONGDOWN( Akku );end;end.



7.3. DAS MODUL LMV ARI 171Anmerkungen:1. Um den Vektor lv maximalgenau berechnen zu k�onnen, m�ussen alle Opera-toren in der Anweisung f�ur die dotprecision-Variable Akku vom Ergebnistypdotprecision sein!2. Der erste Operator times mit integer=Longreal-Operanden und der Ope-rator minus mit dotprecision-Operanden haben den gemeinsamen Ergeb-nistyp dotprecision; vergl. Tabelle 3.93. Der zweite Operator times mit rvector=Lrvector-Operanden hat den Er-gebnistyp dotprecision; vergl. Tabelle 7.5 und Seite 169.



172 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIK7.4 Das Modul MVI ARIIn diesemModul werden die f�ur das Rechnen mit reellen Intervallvektoren und Inter-vallmatrizen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren auf der Grund-lage des Datentyps real bereitgestellt.7.4.1 DatentypenDie dynamischen Datentypen zur Darstellung von Intervallvektoren und Intervall-matrizen sind entsprechend der Vereinbarungtype ivector = dynamic array [ � ] of interval;imatrix = dynamic array [ � ] of ivector;im Sprachkern von PASCAL{XSC enthalten. Die aktuellen Indexgrenzen werdenerst bei der Vereinbarung von Variablen dieser Typen festgelegt.7.4.2 OperatorenViele der bekannten, grundlegenden Matrix/Vektor-Operationen sind in diesem Mo-dul vorde�niert. Als arithmetische Operatoren stehen die monadischen Operatoren+;� und die vier Grundoperationen +;�; �; = mit der komponentenweisenRundung zum kleinsten einschlie�enden Intervall (auch f�ur gemischte Typen) zurVerf�ugung, wobei jedoch nur bestimmte Operandenkombinationen zul�assig sind.W�ahrend die Operationen + und � f�ur Intervallvektoren und Intervallmatrizenkomponentenweise erkl�art sind gem�a�c := a � b mit c [ i ] := a [ i ]� b [ i ]C := A � B mit C [ i; j ] := A [ i; j ]� B [ i; j ]mit a, b, c vom Typ ivector und A, B, C vom Typ imatrix, sind die Operationen �und = de�niert durchs := a � b mit s := ## ( for i := lb(a) to ub(a)sum (a [ i ] � b [ i ] ) ) zc := r � a mit c [ i ] := r � a [ i ]c := a � r mit c [ i ] := a [ i ] � rc := a = r mit c [ i ] := a [ i ]=rc := A � b mit c [ i ] := A [ i ] � b zC := r � A mit C [ i; j ] := r �A [ i; j ]C := A � r mit C [ i; j ] := A [ i; j ] � rC := A = r mit C [ i; j ] := A [ i; j ]=rC := A � B mit C [ i; j ] := A [ i ] � B [ � ; j ] zzMaximalgenaues Skalarprodukt mit Ergebnistyp interval



7.4. DAS MODUL MVI ARI 173wobei r, s vom Typ interval, a, b, c vom Typ ivector und A, B, C vom Typ imatrixsind. Die Operationen mit gemischten Operandentypen sind entsprechend de�niert.rechter integer interval rvector ivector rmatrix imatrixOperand reallinkerOperandmonadisch +;� +;�integer � �realinterval � � � ��rvector �; = +� =; <>;in+�� �ivector �; = �; = =; <> in,_; ><+� +�; �� �rmatrix �; = � +� =; <>;in+�� �imatrix �; = �; = � � =; <> in,_; ><+� +�; ��Tabelle 7.7: Die Operatoren des Moduls MVI ARI_ 2 f=; <>;<;<=; >;>=g ; � 2 f+;�; �gDie Vergleichsoperatoren =; <>;<;<=; >;>= sind wie im Falle von Interval-len mengentheoretisch de�niert und wirken auf alle Komponenten eines Intervall-vektors oder einer Intervallmatrix. F�ur a; b vom Typ ivector und A,B vom Typimatrix gilt:a <= b () a [ i ] <= b [ i ] f�ur alle iA <= B () A [ i; j ] <= B [ i; j ] f�ur alle i; jDie Operatoren auf der rechten Seite der �Aquivalenzbeziehungen sind dabei dieOperatoren f�ur Operanden vom Typ interval.Zus�atzlich stehen noch die Operatoren in f�ur die Relation "liegt in\ zwischeneinem rvector- und einem ivector-Operanden bzw. zwischen einem rmatrix- undeinem imatrix-Operanden und f�ur die Relation "enthalten im Innern\ zwischen



174 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIKzwei ivector-Operanden bzw. imatrix-Operanden sowie >< f�ur den Test auf Dis-junktheit zweier Intervallvektoren bzw. Intervallmatrizen zur Verf�ugung. Diese Ope-ratoren sind jeweils komponentenweise de�niert. Die Verbandsoperatoren +� und�� bezeichnen die komponentenweise Bildung der Intervall-H�ulle bzw. des Durch-schnitts, wie es bereits f�ur den Typ interval auf Seite 76 beschrieben wurde.7.4.3 TransferfunktionenZur Wandlung zwischen den Typen rvector und ivector werden folgende Transfer-funktionen bereitgestellt:Funktion Ergebnistyp Bedeutungintval (rv1,rv2) ivector Intervallvektor iv mitiv[ i ] = intval (rv1[ i ]; rv2[ i ])intval (rv) ivector Punktintervallvektor iv mitiv[ i ] = intval (rv[ i ])inf (iv) rvector Vektor rv der Untergrenzen mitrv[ i ] = inf (iv[ i ])sup (iv) rvector Vektor rv der Obergrenzen mitrv[ i ] = sup (iv[ i ])rv, rv1, rv2 = rvector-Ausdruck mit: rv1 <= rv2; iv = ivector-AusdruckZur Wandlung zwischen den Typen rmatrix und imatrix werden folgende Trans-ferfunktionen bereitgestellt:Funktion Ergebnistyp Bedeutungintval (rM1,rM2) imatrix Intervallmatrix iM mitiM [ i; j ] = intval (rM1[ i; j ]; rM2[ i; j ])intval (rM) imatrix Punktintervallmatrix iM mitiM [ i; j ] = intval (rM [ i; j ])inf (iM) rmatrix Matrix rM der Untergrenzen mitrM [ i; j ] = inf (iM [ i; j ])sup (iM) rmatrix Matrix rM der Obergrenzen mitrM [ i; j ] = sup (iM [ i; j ])rM, rM1, rM2 = rmatrix-Ausdruck mit: rM1 <= rM2; iM = imatrix-Ausdruck



7.4. DAS MODUL MVI ARI 1757.4.4 �Uberladungen des ZuweisungsoperatorsDie komponentenweise Initialisierung von ivector- und imatrix-Variablen sowie dieWandlung von rvector nach ivector und rmatrix nach imatrix werden in Form�uberladener Zuweisungen bereitgestellt:Zuweisung Bedeutungiv := r iv [ j ] := intval (r) ; j = lb(iv),: : : ;ub(iv)iv := i iv [ j ] := i ; j = lb(iv),: : : ;ub(iv)iv := rv iv := intval (rv) ;iM := r iM [ j; k ] := intval (r) ; j = lb(iM,1),: : : ;ub(iM,1)k = lb(iM,2),: : : ;ub(iM,2)iM := i iM [ j; k ] := i ; j = lb(iM,1),: : : ;ub(iM,1)k = lb(iM,2),: : : ;ub(iM,2)iM := rM iM := intval (rM) ;Tabelle 7.8: �Uberladungen des Zuweisungsoperatorsi = interval-Ausdruck, iv = ivector-Variable, iM = imatrix-Variabler = real-Ausdruck, rv = rvector-Ausdruck, rM = rmatrix-Ausdruck7.4.5 StandardfunktionenEs stehen die Funktionen id und null zur Erzeugung einer Einheitsmatrix und einerNullmatrix bzw. eines Nullvektors, die Funktionenmid und diam f�ur die komponen-tenweise Berechnung von Mittelpunkt und Durchmesser sowie die Funktion transpzur Berechnung der transponierten Intervallmatrix zur Verf�ugung. Dar�uberhinauswird die komponentenweise de�nierte Funktion blow f�ur die Epsilonaufbl�ahung be-reitgestellt.Funktion Ergebnistyp Bedeutungnull (iv) rvector Nullvektor mit dem aktuellen Indexbe-reich von ivnull (iM) rmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-chen von iMnull (iM1,iM2) rmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-chen der Produktmatrix iM1 � iM2



176 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIKFunktion Ergebnistyp Bedeutungid (iM) rmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-bereichen von iMid (iM1,iM2) rmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-bereichen der Produktmatrix iM1 � iM2mid (iv) rvector Mittelpunktsvektor pv mitpv [ i ] = mid (iv [ i ])diam (iv) rvector Durchmesservektor dv mitdv [ i ] = diam (iv [ i ])mid (iM) rmatrix Mittelpunktsmatrix pM mitpM [ i; j ] = mid (iM [ i; j ])diam (iM) rmatrix Durchmessermatrix dM mitdM [ i; j ] = diam (iM [ i; j ])transp (iM) imatrix Transponierte Matrix iMt von iM mitiMt [ i; j ] = iM [ j; i ]blow (iv,r) ivector Vektorielle Epsilonaufbl�ahung ev mitev [ i ] = blow (iv [ i ]; r)blow (iM,r) imatrix Matrix-Epsilonaufbl�ahung eM miteM [ i; j ] = blow (iM [ i; j ]; r)Tabelle 7.9: Standardfunktionen des Moduls MVI ARIr = real-Ausdruck, iv = ivector-Ausdruck,iM, iM1, iM2 = imatrix-AusdruckBeispiel:A;D und R seien Variable vom Typ imatrix. A sei die quadratischePunktintervallmatrix der Punkt-Koe�zienten eines linearen Gleichungs-systems. R � A�1 sei die quadratische Punktintervallmatrix einer N�ahe-rungsinversen zu A. Dann l�a�t sich mit der AnweisungD := id(A)�R �A;eine garantierte Intervalleinschlie�ung f�ur den DefektDEF = E �R �A; (E = Einheitsmatrix)berechnen, die wegen Intervallaufbl�ahungen f�ur die Praxis aber meistunbrauchbar ist!



7.4. DAS MODUL MVI ARI 177Unter Verwendung eines Lattenkreuzausdrucks erh�alt man jedoch mitder Anweisung D := ##( id(A)�R �A);durch die Variable D die engstm�ogliche Einschlie�ung f�ur den DefektDEF . In der letzten Anweisung k�onnen f�ur R und A auch die entspre-chenden Matrizen vom Typ rmatrix gew�ahlt werden!7.4.6 Ein-/AusgabeprozedurenEs stehen die Prozedurenprocedure read (var f : text; var a : ivector);procedure read (var f : text; var A : imatrix);procedure write (var f : text; a : ivector);procedure write (var f : text; A : imatrix);mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedochohne Formatspezi�kationen zur Verf�ugung.Die Eingabe eines Intervallvektors bzw. einer Intervallmatrix erfolgt komponen-tenweise entsprechend der Eingabe von interval-Werten, dabei wird eine Matrixstets zeilenweise eingelesen. Die Ausgabe eines Intervallvektors bzw. einer Intervall-matrix erfolgt wie bei der Eingabe komponentenweise mit dem Standardformat f�urreal-Gr�o�en aus Tabelle 3.4.



178 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIK7.5 Das Modul LMVI ARIIn diesemModul werden die f�ur das Rechnen mit reellen Intervallvektoren und Inter-vallmatrizen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren auf der Grund-lage des Datentyps Longreal bereitgestellt.7.5.1 DatentypenDie dynamischen Datentypen zur Darstellung von Intervallvektoren und Intervall-matrizen sind entsprechend der Vereinbarungtype Livector = dynamic array [ � ] of Linterval;Limatrix = dynamic array [ � ] of Livector;de�niert. Die aktuellen Indexgrenzen werden erst bei der Vereinbarung von Varia-blen dieser Typen festgelegt.7.5.2 OperatorenViele der bekannten, grundlegenden Matrix/Vektor-Operationen sind in diesem Mo-dul vorde�niert. Als arithmetische Operatoren stehen die monadischen Operatoren+;� und die vier Grundoperationen +;�; �; = mit der komponentenweisenRundung zum kleinsten einschlie�enden Intervall (auch f�ur gemischte Typen) zurVerf�ugung, wobei jedoch nur bestimmte Operandenkombinationen zul�assig sind.W�ahrend die Operationen + und � f�ur Intervallvektoren und Intervallmatrizenkomponentenweise erkl�art sind gem�a�c := a � b mit c [ i ] := a [ i ]� b [ i ]C := A � B mit C [ i; j ] := A [ i; j ]� B [ i; j ]mit a, b, c vom Typ ivector und A, B, C vom Typ imatrix, sind die Operationen �und = de�niert durchs := a � b mit s := Pi a[ i ] � b[ i ] zc := r � a mit c [ i ] := r � a [ i ]c := a � r mit c [ i ] := a [ i ] � rc := a = r mit c [ i ] := a [ i ]=rc := A � b mit c [ i ] := A [ i ] � b zC := r � A mit C [ i; j ] := r �A [ i; j ]C := A � r mit C [ i; j ] := A [ i; j ] � rC := A = r mit C [ i; j ] := A [ i; j ]=rC := A � B mit C [ i; j ] := A [ i ] � B [ � ; j ] zzMaximalgenaues Skalarprodukt mit Ergebnistyp Linterval



7.5. DAS MODUL LMVI ARI 179wobei r, s vom Typ Linterval, a, b, c vom Typ Livector und A, B, C vom TypLimatrix sind. Die Operationen mit gemischten Operandentypen sind entsprechendde�niert.rechter Longreal Linterval Lrvector Livector Lrmatrix LimatrixOperandlinkerOperandmonad. +;� +;�Longreal � �Linterval � � � ��Lrvector �; = +� =; <>;in+�� �Livector �; = �; = =; <> in,_; ><+� +�; �� �Lrmatrix �; = � +� =; <>;in+�� �Limatrix �; = �; = � � =; <> in,_; ><+� +�; ��Tabelle 7.10: Operatoren aus LMVI ARI mit Ergebnistypen: Linterval, Livector,Limatrix oder boolean; _ 2 f=; <>;<;<=; >;>=g ; � 2 f+;�; �grechter Operand rvector Lrvector ivector Livectorlinker Operandrvector times iLrvector times i times iivector times iLivector times i times i times iTabelle 7.11: Operator times i mit Ergebnistyp idotprecision



180 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIKZus�atzlich zu den Operatoren aus Tabelle 7.10 steht zur exakten Auswertung vonLivector- und Limatrix-Ausdr�ucken noch der Operator times i mit dem Ergeb-nistyp idotprecision zur Verf�ugung. Die erlaubten Operandenkombinationen �ndetman in Tabelle 7.11.Die Vergleichsoperatoren =; <>;<;<=; >;>= sind wie im Falle von Inter-vallen mengentheoretisch de�niert und wirken auf alle Komponenten eines Inter-vallvektors oder einer Intervallmatrix. F�ur a; b vom Typ Livector und A,B vom TypLimatrix gilt:a <= b () a [ i ] <= b [ i ] f�ur alle iA <= B () A [ i; j ] <= B [ i; j ] f�ur alle i; jDie Operatoren auf der rechten Seite der �Aquivalenzbeziehungen sind dabei dieOperatoren f�ur Operanden vom Typ Linterval.Zus�atzlich stehen die Operatoren in f�ur die Relation "liegt in\ zwischen einemLrvector- und einem Livector-Operanden bzw. zwischen einem Lrmatrix- und ei-nem Limatrix-Operanden und f�ur die Relation "enthalten im Innern\ zwischenzwei Livector-Operanden bzw. Limatrix-Operanden sowie >< f�ur den Test aufDisjunktheit zweier Intervallvektoren bzw. Intervallmatrizen zur Verf�ugung. Die-se Operatoren sind jeweils komponentenweise de�niert. Die Verbandsoperatoren+� und �� bezeichnen die komponentenweise Bildung der Intervall-H�ulle bzw. desDurchschnitts, wie es bereits f�ur den Typ interval auf Seite 76 beschrieben wurde.7.5.3 TransferfunktionenZur Wandlung zwischen den Typen Lrvector und Livector bzw. Livector und ivectorwerden folgende Transferfunktionen bereitgestellt:Funktion Ergebnistyp Bedeutungintval (lv1,lv2) Livector Intervallvektor liv mitliv[ i ] = lintval (lv1 [ i ]; lv2 [ i ])intval (lv) Livector Punktintervallvektor liv mitliv[ i ] = lintval (lv [ i ])inf (liv) Lrvector Vektor lv der Untergrenzen mitlv [ i ] = inf (liv [ i ])sup (liv) Lrvector Vektor lv der Obergrenzen mitlv [ i ] = sup (liv [ i ])short (liv) ivector iv := short(liv); liv [ i ] � iv [ i ]lv, lv1, lv2 = Lrvector-Ausdruck mit: lv1 <= lv2; liv = Livector-Ausdruckiv = ivector-Variable



7.5. DAS MODUL LMVI ARI 181Zur Wandlung zwischen den Typen Lrmatrix und Limatrix bzw. Limatrix und ima-trix werden folgende Transferfunktionen bereitgestellt:Funktion Ergebnistyp Bedeutungintval (lM1,lM2) Limatrix Intervallmatrix liM mitliM [ i; j ] = lintval (lM1[ i; j ]; lM2[ i; j ])intval (lM) Limatrix Punktintervallmatrix liM mitliM [ i; j ] = lintval (lM [ i; j ])inf (liM) Lrmatrix Matrix lM der Untergrenzen mitlM [ i; j ] = inf (liM [ i; j ])sup (liM) Lrmatrix Matrix lM der Obergrenzen mitlM [ i; j ] = sup (liM [ i; j ])short (liM) imatrix iM := short(liM); liM [i; j] � iM [i; j]lM, lM1, lM2 = Lrmatrix-Ausdruck mit: lM1 <= lM2; liM = Limatrix-AusdruckliM = Limatrix-Ausdruck; iM = imatrix-Variable7.5.4 �Uberladungen des ZuweisungsoperatorsZuweisung Bedeutungliv := lr liv [ j ] := lintval (lr) ; j = lb(liv),: : : ;ub(liv)liv := li liv [ j ] := li ; j = lb(liv),: : : ;ub(liv)liv := lv liv := intval (lv) ;liM := lr liM [ j; k ] := lintval (lr) ; j = lb(liM,1),: : : ;ub(liM,1)k = lb(liM,2),: : : ;ub(liM,2)liM := li liM [ j; k ] := li ; j = lb(liM,1),: : : ;ub(liM,1)k = lb(liM,2),: : : ;ub(liM,2)liM := lM liM := intval (lM) ;liM := iM liM [ j; k ] := iM [ j,k ] ; j = lb(liM,1),: : : ;ub(liM,1)k = lb(liM,2),: : : ;ub(liM,2)liv := iv liv [ j ] := iv[ j ] ; j = lb(liv),: : : ;ub(liv)Tabelle 7.12: �Uberladungen des Zuweisungsoperatorsli = Linterval-Ausdruck, liv = Livector-Variable, liM = Limatrix-Variablelr = Longreal-Ausdruck, lv = Lrvector-Ausdruck, lM = Lrmatrix-AusdruckiM = imatrix-Ausdruck, iv = ivector-Variable



182 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIK7.5.5 StandardfunktionenEs stehen die Funktionen id und null zur Erzeugung einer Einheitsmatrix und einerNullmatrix bzw. eines Nullvektors, die Funktionenmid und diam f�ur die komponen-tenweise Berechnung von Mittelpunkt und Durchmesser sowie die Funktion transpzur Berechnung der transponierten Intervallmatrix zur Verf�ugung. Dar�uberhinauswerden die komponentenweise de�nierten Funktionen blow und blow z f�ur die Ep-silonaufbl�ahung bereitgestellt.Funktion Ergebnistyp Bedeutungnull (liv) Lrvector Nullvektor mit dem aktuellen Indexbe-reich von livnull (liM) Lrmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-chen von liMnull (liM1,liM2) Lrmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-chen der Produktmatrix liM1 � liM2id (liM) Lrmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-bereichen von liMid (liM1,liM2) Lrmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-bereichen der Produktmatrix liM1 � liM2mid (liv) Lrvector Mittelpunktsvektor pv mitpv [ i ] = mid (liv [ i ])diam (liv) Lrvector Durchmesservektor dv mitdv [ i ] = diam (liv [ i ])mid (liM) Lrmatrix Mittelpunktsmatrix pM mitpM [ i; j ] = mid (liM [ i; j ])diam (liM) Lrmatrix Durchmessermatrix dM mitdM [ i; j ] = diam (liM [ i; j ])transp (liM) Limatrix Transponierte Matrix liMt von liM mitliMt [ i; j ] = liM [ j; i ]blow (liv,r) Livector Vektorielle Epsilonaufbl�ahung ev mitev [ i ] = blow (liv [ i ]; r)[0; 0]! [�10�531;+10�531]blow z (liv,r) Livector Wie blow(liv; r); [0; 0]! [�10�255;+10�255]blow (liM,r) Limatrix Matrix-Epsilonaufbl�ahung eM miteM [ i; j ] = blow (liM [ i; j ]; r)[0; 0]! [�10�531;+10�531]blow z (liM,r) Limatrix Wie blow(liM; r); [0; 0]! [�10�255; 10�255]Tabelle 7.13: Standardfunktionen des Moduls LMVI ARIr = real-Ausdruck, liv = Livector-Ausdruck,liM, liM1, liM2 = Limatrix-Ausdruck



7.5. DAS MODUL LMVI ARI 1837.5.6 Ein-/AusgabeprozedurenEs stehen die Prozedurenprocedure read (var f : text; var a : Livector);procedure read (var f : text; var A : Limatrix);procedure write (var f : text; a : Livector);procedure write (var f : text; A : Limatrix);mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedoch oh-ne Formatspezi�kationen zur Verf�ugung.Die Eingabe eines Intervallvektors bzw. einer Intervallmatrix erfolgt komponen-tenweise entsprechend der Eingabe von Linterval-Werten, dabei wird eine Matrixstets zeilenweise eingelesen. Die Ausgabe eines Intervallvektors bzw. einer Intervall-matrix erfolgt wie bei der Eingabe komponentenweise mit dem Standardformat f�urLongreal-Gr�o�en aus Tabelle 3.4.7.5.7 Exakte Auswertung von Ausdr�uckenMit Hilfe des Moduls MVI ARI lassen sich ivector-und imatrix-Ausdr�uckemaximalgenau auswerten. Bedeutet z.B. A vom Typ imatrix die quadratischeKoe�zientenmatrix eines linearen Gleichungssystems A � x = b , R vom Typimatrix die N�aherungsinverse R � A�1 und ist id(A) die Einheitsmatrix mit demIndexbereich von A, so liefert die AnweisungD := ##(id(A) �R �A)die Defektmatrix D vom Typ imatrix, wobei bzgl. jeder Matrixkomponente nureine einzige Rundung pro Intervallgrenze zur n�achstkleineren bzw. n�achstgr�o�erenRasterzahl erfolgt.Da der obige ##-Ausdruck mit A vom Typ Limatrix nicht anwendbar ist,soll die maximalgenaue Auswertung von Livector- und Limatrix-Ausdr�ucken si-muliert werden! Aus Speicherplatzgr�unden lassen sich aber jetzt z.B. keine Ope-ratoren f�ur Limatrix-Operanden de�nieren, wenn f�ur jede Ergebniskomponente ei-ne idotprecision-Variable erforderlich wird. Man mu� vielmehr zur Auswertung ei-nes Limatrix-Ausdrucks jede Ergebniskomponente einzeln in einer idotprecision-Variablen rundungsfehlerfrei berechnen und ihren Wert dann anschlie�end mit Hilfeder Funktion LONG (vergl. Seite 89) mit nur einer einzigen Rundung pro Inter-vallgrenze durch eine Linterval-Variable einschlie�en. Dadurch ben�otigt man f�urdie Auswertung eines beliebigen Limatrix-Ausdrucks nur eine einzige idotprecision-Variable; man mu� jedoch die Ausdruckauswertung in einer Laufanweisung pro-grammieren. Neben den Operatoren plus i, minus i, times i aus dem ModulLI ARI ben�otigt man dazu aus dem Modul LMVI ARI lediglich die sieben zus�atz-lichen Operatoren times i aus Tabelle 7.11 mit rvector/Lrvector/ivector/Livector-Operanden und dem Ergebnistyp idotprecision. Mit diesen Operatoren lassensich dann auch Limatrix-Ausdr�ucke maximalgenau auswerten, die zus�atzlich nochimatrix- oder rmatrix-Operanden enthalten. F�ur die maximalgenaue Auswertungeines Livector-Ausdrucks gelten ganz entsprechende Aussagen.



184 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIKDie beiden folgenden Programmbeispiele zeigen die typischen Vorgehensweisen beider maximalgenauen Auswertung eines Limatrix-Ausdrucks:program Beispiel1 (input, output);f� Defekteinschlie�ung eines linearen Gleichungssystems A � x = b �gf� Ist R � A�1 eine N�aherungsinverse, so liefert die Matrix D: Limatrix �gf� die maximalgenaue Einschlie�ung des Defekts E�R � A , wobei �gf� E die Einheitsmatrix mit dem Indexbereich von A ist. �guse lmvi ari, lmv ari, li ari;var A, D, R : Limatrix [1::3; 1::3];E : Lrmatrix [1::3; 1::3];i, k : integer;idot : idotprecision;beginE := id (A); f E = Einheitsmatrix mit Indexbereich von A gFor i := lb(E,1) to ub(E,1) doFor k := lb(E,2) to ub(E,2) dobeginidot := E [ i; k ] minus i R [ i ] times i LIVECTOR( A [ �; k ] );D [ i; k ] := LONG( idot );end;end.Anmerkungen:1. In diesem Beispiel wird angenommen, da� die Koe�zienten der Matrix AIntervalle sind, so da� A,R vom Typ Limatrix zu w�ahlen sind.2. Die Konstruktion LIVECTOR ( A [ �; k ] ) liefert dem Compiler die In-formation, das Teilfeld A [ �; k ] als Vektor vom Typ Livector zu behandeln.3. Um die Matrix D maximalgenau berechnen zu k�onnen, m�ussen alle Opera-toren in der Anweisung f�ur die idotprecision-Variable idot vom Ergebnistypdotprecision/idotprecision sein!4. Der Operator times i mit dem Ergebnistyp idotprecision und Livector-Operanden ist im Modul LMVI ARI de�niert; vergleiche Tabelle 7.115. Der Operator minus i mit Longreal- und idotprecision- Operanden liefertden Ergebnistyp idotprecision; vergl. Tabelle 4.5Im n�achsten Programmbeispiel wird wieder der Defekt E�R �A eines linearenGleichungssystems A � x = b maximalgenau eingeschlossen, wenn R � A�1eine berechnete N�aherungsinverse ist. Jetzt wird jedoch angenommen, da� die Ko-e�zienten der Matrix A Dezimalzahlen sind, d.h. A,R m�ussen vom Typ Lrmatrixgew�ahlt werden.



7.5. DAS MODUL LMVI ARI 185program Beispiel2 (input, output);f� Defekteinschlie�ung eines linearen Gleichungssystems A � x = b �gf� Ist R � A�1 eine N�aherungsinverse, so liefert die Matrix D: Limatrix �gf� die maximalgenaue Einschlie�ung des Defekts E�R � A , wobei �gf� E die Einheitsmatrix mit dem Indexbereich von A ist. �guse lmvi ari, lmv ari, li ari;var D : Limatrix [1::3; 1::3];A,E,R : Lrmatrix [1::3; 1::3];i, k : integer;idot : idotprecision;beginE := lid (A); f E = Einheitsmatrix mit Indexbereich von A gFor i := lb(E,1) to ub(E,1) doFor k := lb(E,2) to ub(E,2) dobeginidot := E [ i; k ]�R [ i ] times LVECTOR( A [ �; k ] );D [ i; k ] := LONG( idot );end;end.Anmerkungen:1. In diesem Beispiel wird angenommen, da� die Koe�zienten der Matrix ALongreal-Zahlen sind, so da� A,R vom Typ Lrmatrix zu w�ahlen sind.2. Die Konstruktion LVECTOR ( A [ �; k ] ) liefert dem Compiler die Infor-mation, das Teilfeld A [ �; k ] als Vektor vom Typ Lrvector zu behandeln.3. Um die Matrix D maximalgenau berechnen zu k�onnen, m�ussen alle Opera-toren in der Anweisung f�ur die idotprecision-Variable idot vom Ergebnistypdotprecision/idotprecision sein!4. Der Operator times mit dem Ergebnistyp dotprecision und Lrvector-Operanden ist im Modul LMV ARI de�niert; vergleiche Tabelle 7.55. Der Operator � mit Longreal- und dotprecision- Operanden liefert denErgebnistyp dotprecision; vergl. Tabelle 3.96. Die Anweisung D [ i; k ] := LONG( idot ) liefert die bestm�ogliche, d.h.maximalgenaue Einschlie�ung des Intervalls idot vom Typ idotprecision durchein Intervall D [ i; k ] vom Typ Linterval; vergl. Tabelle 4.7 auf Seite 89.



186 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIK7.6 Das Modul MVC ARIIn diesem Modul werden die f�ur das Rechnen mit komplexen Vektoren und Matri-zen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren auf der Grundlage desDatentyps real bereitgestellt.7.6.1 DatentypenDie dynamischen Datentypen zur Darstellung von komplexen Vektoren und Matri-zen sind entsprechend der Vereinbarungtype cvector = dynamic array [ � ] of complex;cmatrix = dynamic array [ � ] of cvector;im Sprachkern von PASCAL{XSC enthalten. Die aktuellen Indexgrenzen werdenerst bei der Vereinbarung von Variablen dieser Typen festgelegt.7.6.2 OperatorenViele der bekannten grundlegenden komplexen Matrix/Vektor-Operationen sind indiesem Modul vorde�niert. Als arithmetische Operatoren stehen die monadischenOperatoren +;� und die vier Grundoperationen +;�; �; = mit den dreiverschiedenen Rundungsarten zur Verf�ugung, wobei jedoch nur bestimmte Operan-denkombinationen zul�assig sind. W�ahrend die Operationen + und � f�ur Vektorenund Matrizen komponentenweise erkl�art sind gem�a�c := a � b mit c [ i ] := a [ i ]� b [ i ]C := A � B mit C [ i; j ] := A [ i; j ]� B [ i; j ]mit a, b, c vom Typ cvector und A, B, C vom Typ cmatrix, sind die Operationen� und = de�niert durchs := a � b mit s := #� ( for i := lb(a) to ub(a)sum (a [ i ] � b [ i ] ) ) zc := r � a mit c [ i ] := r � a [ i ]c := a � r mit c [ i ] := a [ i ] � rc := a = r mit c [ i ] := a [ i ]=rc := A � b mit c [ i ] := A [ i ] � b zC := r � A mit C [ i; j ] := r �A [ i; j ]C := A � r mit C [ i; j ] := A [ i; j ] � rC := A = r mit C [ i; j ] := A [ i; j ]=rC := A � B mit C [ i; j ] := A [ i ] � B [ � ; j ] zzMaximalgenaues Skalarprodukt mit Ergebnistyp real



7.6. DAS MODUL MVC ARI 187wobei r, s vom Typ complex, a, b, c vom Typ cvector und A, B, C vom Typ cmatrixsind. Die Operationen mit gerichteten Rundungen sind entsprechend de�niert.Die Vergleichsoperatoren =; <>;<;<=; >;>= wirken auf alle Komponen-ten eines Vektors oder einer Matrix. F�ur a; b vom Typ cvector und A,B vom Typcmatrix gilt:a <= b () a [ i ] <= b [ i ] f�ur alle iA <= B () A [ i; j ] <= B [ i; j ] f�ur alle i; jDie Operatoren auf der rechten Seite der �Aquivalenzbeziehungen sind dabei dieOperatoren f�ur Operanden vom Typ complex. In nachfolgender Tabelle sind alleOperatoren des Moduls MVC ARI zusammengestelt:rechter integer complex rvector cvector rmatrix cmatrixOperand reallinkerOperandmonadisch +;� +;�integer �; �<; �> �; �<; �>realcomplex �; �<; �> �; �<; �> �; �<; �> �; �<; �>rvector �; �<; �> �=; =<; => _cvector �; �<; �> �; �<; �> � �=; =<; => =; =<; => _ _rmatrix �; �<; �> �; �<; �> �=; =<; => _cmatrix �; �<; �> �; �<; �> �; �<; �> �; �<; �> � �=; =<; => =; =<; => _ _Tabelle 7.14: Operatoren des Moduls MVC ARI� 2 f+;+<;+>;�;�<;�>; �; �<; �>g_ 2 f=; <>;<;<=; >;>=g



188 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIK7.6.3 TransferfunktionenZur Wandlung zwischen den Typen rvector und cvector werden folgende Transfer-funktionen bereitgestellt:Funktion Ergb.-Typ Bedeutungcompl (rv1,rv2) cvector Komplexer Vektor cv mitcv[ i ] = compl (rv1[ i ]; rv2[ i ])compl (rv) cvector Rein reeller komplexer Vektor cv mitcv[ i ] = compl (rv[ i ])re (cv) rvector Realteilvektor rv, mit rv[ i ] = re (cv[ i ])im (cv) rvector Imagin�arteilvektor rv, mit rv[ i ] = im (cv[ i ])rv, rv1, rv2 = rvector-Ausdruck, cv = cvector-AusdruckZur Wandlung zwischen den Typen rmatrix und cmatrix werden folgende Transfer-funktionen bereitgestellt:Funktion Ergb.-Typ Bedeutungcompl (rM1,rM2) cmatrix Komplexe Matrix cM mitcM [ i; j ] = compl (rM1[ i; j ]; rM2[ i; j ])compl (rM) cmatrix Rein reelle komplexe Matrix cM mitcM [ i; j ] = compl (rM [ i; j ])re (cM) rmatrix Realteilmatrix rM mitrM [ i; j ] = re (cM [ i; j ])im (cM) rmatrix Imagin�arteilmatrix rM mitrM [ i; j ] = im (cM [ i; j ])rM, rM1, rM2 = rmatrix-Ausdruck, cM = cmatrix-Ausdruck7.6.4 �Uberladungen des ZuweisungsoperatorsDie komponentenweise Initialisierung von cvector- und cmatrix-Variablen sowie dieWandlungen von rvector nach cvector und rmatrix nach cmatrix werden in Form�uberladener Zuweisungen bereitgestellt:



7.6. DAS MODUL MVC ARI 189Zuweisung Bedeutungcv := r cv [ j ] := compl (r) j = lb(cv),: : : ;ub(cv)cv := c cv [ j ] := c j = lb(cv),: : : ;ub(cv)cv := rv cv := compl (rv)cM := r cM [ j; k ] := compl (r) j = lb(cM,1),: : : ;ub(cM,1)k = lb(cM,2),: : : ;ub(cM,2)cM := c cM [ j; k ] := c j = lb(cM,1),: : : ;ub(cM,1)k = lb(cM,2),: : : ;ub(cM,2)cM := rM cM := compl (rM)c = complex-Ausdruck, cv = cvector-VariablecM = cmatrix-Variable, r = real-Ausdruckrv = rvector-Ausdruck, rM = rmatrix-Ausdruck7.6.5 StandardfunktionenEs stehen die Funktionen id und null zur Erzeugung einer Einheitsmatrix und ei-ner Nullmatrix bzw. eines Nullvektors, die Funktion conj f�ur die Konjugation vonVektoren und Matrizen sowie die Funktionen transp und herm zur Berechnung dertransponierten und der hermiteschen Matrix zur Verf�ugung.Funktion Ergb.-Typ Bedeutungnull (cv) rvector Nullvektor mit dem aktuellen Indexbe-reich von cvnull (cM) rmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-chen von cMnull (cM1,cM2) rmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-chen der Produktmatrix cM1 � cM2id (cM) rmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-bereichen von cMid (cM1,cM2) rmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-bereichen der Produktmatrix cM1 � cM2cv = cvector-Ausdruck, cM, cM1, cM2 = cmatrix-Ausdruck



190 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIKFunktion Ergb.-Typ Bedeutungconj (cv) cvector Konjugiert komplexer Vektor cvk mitcvk[ i ] = conj (cv[ i ])conj (cM) cmatrix Konjugiert komplexe Matrix cMk mitcMk[ i; j ] = conj (cM [ i; j ])transp (cM) cmatrix Transponierte Matrix cMt von cM mitcMt [ i; j ] = cM [ j; i ]herm (cM) cmatrix Hermitesche Matrix cMh von cM mitcMh [ i; j ] = conj (cM [ j; i ])cv = cvector-Ausdruck, cM = cmatrix-AusdruckBeispiel:F�ur die komplexen Matrizen M, M1, M2 vom Typ cmatrix ergibt, nachAusf�uhrung der AnweisungenM1 := conj( transp (M) );M2 := herm( M );der logische AusdruckM1 = M2den Wert true.7.6.6 Ein-/AusgabeprozedurenEs stehen die Prozedurenprocedure read (var f : text; var a : cvector);procedure read (var f : text; var A : cmatrix);procedure write (var f : text; a : cvector);procedure write (var f : text; A : cmatrix);mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedochohne Formatspezi�kationen zur Verf�ugung.Die Eingabe eines komplexen Vektors bzw. einer komplexen Matrix erfolgt kom-ponentenweise entsprechend der Eingabe von complex-Gr�o�en, dabei wird eineMatrix stets zeilenweise eingelesen. Die Ausgabe eines komplexen Vektors bzw.einer komplexen Matrix erfolgt wie bei der Eingabe komponentenweise mit demStandardformat f�ur real-Gr�o�en aus Tabelle 3.4.



7.7. DAS MODUL LMVC ARI 1917.7 Das Modul LMVC ARIIn diesem Modul werden die f�ur das Rechnen mit komplexen Vektoren und Matri-zen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren auf der Grundlage desDatentyps real bereitgestellt.7.7.1 DatentypenDie dynamischen Datentypen zur Darstellung von komplexen Vektoren und Matri-zen sind de�niert durch:type Lcvector = dynamic array [ � ] of Lcomplex;Lcmatrix = dynamic array [ � ] of Lcvector;Die aktuellen Indexgrenzen werden erst bei der Vereinbarung von Variablen dieserTypen festgelegt.7.7.2 OperatorenViele der bekannten grundlegenden komplexen Matrix/Vektor-Operationen sind indiesem Modul vorde�niert. Als arithmetische Operatoren stehen die monadischenOperatoren +;� und die vier Grundoperationen +;�; �; = mit den dreiverschiedenen Rundungsarten zur Verf�ugung, wobei jedoch nur bestimmte Operan-denkombinationen zul�assig sind. W�ahrend die Operationen + und � f�ur Vektorenund Matrizen komponentenweise erkl�art sind gem�a�c := a � b mit c [ i ] := a [ i ]� b [ i ]C := A � B mit C [ i; j ] := A [ i; j ]� B [ i; j ]mit a,b,c vom Typ Lcvector und A, B, C vom Typ Lcmatrix, sind die Operationen� und = de�niert durchs := a � b mit s := Pub(a)i=lb(a) a[i] � b[i] zc := r � a mit c [ i ] := r � a [ i ]c := a � r mit c [ i ] := a [ i ] � rc := a = r mit c [ i ] := a [ i ]=rc := A � b mit c [ i ] := A [ i ] � b zC := r � A mit C [ i; j ] := r �A [ i; j ]C := A � r mit C [ i; j ] := A [ i; j ] � rC := A = r mit C [ i; j ] := A [ i; j ]=rC := A � B mit C [ i; j ] := A [ i ] � B [ � ; j ] zzMaximalgenaues Skalarprodukt mit Rundung zur n�achsten Longreal-Zahl



192 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIKwobei r, s vom Typ Lcomplex, a, b, c vom Typ Lcvector und A, B, C vomTyp Lcmatrix sind. Die Operationen mit gerichteten Rundungen sind entsprechendde�niert.Die Vergleichsoperatoren =; <>;<;<=; >;>= wirken auf alle Komponen-ten eines Vektors oder einer Matrix. F�ur a; b vom Typ Lcvector und A,B vom TypLcmatrix gilt:a <= b () a [ i ] <= b [ i ] f�ur alle iA <= B () A [ i; j ] <= B [ i; j ] f�ur alle i; jDie Operatoren auf der rechten Seite der �Aquivalenzbeziehungen sind dabei dieOperatoren f�ur Operanden vom Typ Lcomplex. In nachfolgender Tabelle sind alleOperatoren des Moduls LMVC ARI zusammengestellt:rechter Longreal Lcomplex Lrvector Lcvector Lrmatrix LcmatrixOperandlinkerOperandmonadisch +;� +;�Longreal �; �<; �> �; �<; �>Lcomplex �; �<; �> �; �<; �> �; �<; �> �; �<; �>Lrvector �; �<; �> �=; =<; => _Lcvector �; �<; �> �; �<; �> � �=; =<; => =; =<; => _ _Lrmatrix �; �<; �> �; �<; �> �=; =<; => _Lcmatrix �; �<; �> �; �<; �> �; �<; �> �; �<; �> � �=; =<; => =; =<; => _ _Tabelle 7.15: Operatoren des Moduls LMVC ARI� 2 f+;+<;+>;�;�<;�>; �; �<; �>g_ 2 f=; <>;<;<=; >;>=g



7.7. DAS MODUL LMVC ARI 1937.7.3 TransferfunktionenZur Wandlung zwischen den Typen Lrvector und Lcvector werden folgendeTransferfunktionen bereitgestellt:Funktion Ergb.-Typ Bedeutungcompl (Lv1,Lv2) Lcvector Komplexer Vektor Lcv mitLcv[ i ] = lcompl (Lv1[ i ]; Lv2[ i ])compl (Lv) Lcvector Rein reeller komplexer Vektor Lcv mitLcv[ i ] = lcompl (Lv[ i ])re (Lcv) Lrvector Realteilvektor Lv, mit Lv[ i ] = re (Lcv[ i ])im (Lcv) Lrvector Imag.-teilvektor Lv, mit Lv[ i ] = im (Lcv[ i ])Lv, Lv1, Lv2 = Lrvector-Ausdruck, Lcv = Lcvector-AusdruckZur Wandlung zwischen den Typen Lrmatrix und Lcmatrix werden folgende Trans-ferfunktionen bereitgestellt:Funktion Ergb.-Typ Bedeutungcompl (LM1,LM2) Lcmatrix Komplexe Matrix LcM mitLcM [ i; j ] = lcompl (LM1[ i; j ]; LM2[ i; j ])compl (LM) Lcmatrix Rein reelle komplexe Matrix LcM mitLcM [ i; j ] = lcompl (LM [ i; j ])re (LcM) Lrmatrix Realteilmatrix LM mitLM [ i; j ] = re (LcM [ i; j ])im (LcM) Lrmatrix Imagin�arteilmatrix LM mitLM [ i; j ] = im (LcM [ i; j ])LM, LM1, LM2 = Lrmatrix-Ausdruck, LcM = Lcmatrix-AusdruckW�ahrend dem Anwender im Modul LC ARI alle gemischten Operationen mitden Datentypen complex und Lcomplex zur Verf�ugung stehen, sind im ModulLMVC ARI die gemischten Operationen z.B. mit den Datentypen cvector undLcvector nicht de�niert.Mit Hilfe der Funktionen SHORT, SHORTUP, SHORTDOWN lassensich jedoch Vektoren bzw. Matrizen vom Typ Lcvector bzw. Lcmatrix durch entspre-chende Rundungen umwandeln in Vektoren bzw. Matrizen vom Typ cvector bzw.cmatrix. Mit den entsprechenden : : : TEST{Versionen dieser Funktionen kann�uberpr�uft werden, ob durch Rundungen in den denormalisierten Zahlenbereich beiwenigstens einer Komponente hintere Mantissenstellen auf Null gesetzt werden.



194 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIKDurch �Uberladungen des Zuweisungsoperators k�onnen umgekehrt Vektoren undMatrizen vom Typ cvector bzw. cmatrix rundungsfehlerfrei umgewandelt werden inVektoren und Matrizen vom Typ Lcvector bzw. Lcmatrix.Funktion Erg.-Typ Bedeutungshort (Lcv) cvector cv[ i ] := short (Lcv[ i ])shortup (Lcv) cvector cv[ i ] := shortup (Lcv[ i ])shortdown (Lcv) cvector cv[ i ] := shortdown (Lcv[ i ])short test (Lcv,err) cvector cv[ i ] := short test (Lcv[ i ]; err)shortup test (Lcv,err) cvector cv[ i ] := shortup test (Lcv[ i ]; err)shortdown test (Lcv,err) cvector cv[ i ] := shortdown test (Lcv[ i ]; err)short (LcM) cmatrix cM [ i ] := short (LcM [ i ])shortup (LcM) cmatrix cM [ i ] := shortup (LcM [ i ])shortdown (LcM) cmatrix cM [ i ] := shortdown (LcM [ i ])short test (LcM,err) cmatrix cM [ i ] := short test (LcM [ i ]; err)shortup test (LcM,err) cmatrix cM [ i ] := shortup test (LcM [ i ]; err)shortdown test(LcM,err) cmatrix cM [ i ] := shortdown test(LcM [ i ]; err)Lcv = Lcvector-Ausdruck, cv = cvector-Variable, err = boolean-VariableLcM = Lcmatrix-Ausdruck; cM = cmatrix-Variable
7.7.4 �Uberladungen des ZuweisungsoperatorsDie komponentenweise Initialisierung von Lcvector- und Lcmatrix-Variablen sowiedie Wandlungen von Lrvector nach Lcvector und Lrmatrix nach Lcmatrix werdenin Form �uberladener Zuweisungen bereitgestellt:Zuweisung BedeutungLcv := Lr Lcv [ j ] := lcompl (Lr) j = lb(Lcv),: : : ;ub(Lcv)Lcv := Lc Lcv [ j ] := Lc j = lb(Lcv),: : : ;ub(Lcv)Lcv := Lv Lcv := lcompl (Lv)Lc = Lcomplex-Ausdruck, Lcv = Lcvector-VariableLv = Lrvector-Ausdruck, Lr = Longreal-Ausdruck



7.7. DAS MODUL LMVC ARI 195Zuweisung BedeutungLcM := Lr LcM [ j; k ] := lcompl (Lr) j = lb(LcM,1),: : : ;ub(LcM,1)k = lb(LcM,2),: : : ;ub(LcM,2)LcM := Lc LcM [ j; k ] := Lc j = lb(LcM,1),: : : ;ub(LcM,1)k = lb(LcM,2),: : : ;ub(LcM,2)LcM := LM LcM := compl (LM)Lcv := cv Lcv[ j ] = cv[ j ] j = lb(Lcv),: : : ;ub(Lcv)LcM := cM LcM[ j; k ] = cM[ j; k ] j = lb(LcM,1),: : : ;ub(LcM,1)k = lb(LcM,2),: : : ;ub(LcM,2)Lc = Lcomplex-Ausdruck, Lr = Longreal-Ausdruckcv = cvector-Ausdruck, Lcv = Lcvector-VariablecM = cmatrix-Ausdruck, LcM = Lcmatrix-Variable,LM = Lrmatrix-Ausdruck7.7.5 StandardfunktionenEs stehen die Funktionen id und null zur Erzeugung einer Einheitsmatrix und ei-ner Nullmatrix bzw. eines Nullvektors, die Funktion conj f�ur die Konjugation vonVektoren und Matrizen sowie die Funktionen transp und herm zur Berechnung dertransponierten und der hermiteschen Matrix zur Verf�ugung.Funktion Ergb.-Typ Bedeutungnull (Lcv) Lrvector Nullvektor mit dem aktuellen Indexbe-reich von Lcvnull (LcM) Lrmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-chen von LcMnull (LcM1,LcM2) Lrmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-chen der Produktmatrix LcM1 � LcM2id (LcM) Lrmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-bereichen von LcMid (LcM1,LcM2) Lrmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-bereichen der Produktmatrix LcM1 � LcM2conj (Lcv) Lcvector Konjugiert komplexer Vektor cvk mitcvk[ i ] = conj (Lcv[ i ])Lcv = Lcvector-Ausdruck, LcM, LcM1, LcM2 = Lcmatrix-Ausdruck



196 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIKFunktion Ergb.-Typ Bedeutungconj (LcM) Lcmatrix Konjugiert komplexe Matrix lcMk mitlcMk[ i; j ] = conj (LcM [ i; j ])transp (LcM) Lcmatrix Transponierte Matrix lcMt von LcM mitlcMt [ i; j ] = LcM [ j; i ]herm (LcM) Lcmatrix Hermitesche Matrix lcMh von LcM mitlcMh [ i; j ] = conj (LcM [ j; i ])LcM = Lcmatrix-AusdruckBeispiel:F�ur die komplexen MatrizenM, M1, M2 vom Typ Lcmatrix ergibt, nachAusf�uhrung der AnweisungenM1 := conj( transp (M) );M2 := herm( M );der logische AusdruckM1 = M2den Wert true.7.7.6 Ein-/AusgabeprozedurenEs stehen die Prozedurenprocedure read (var f : text; var a : Lcvector);procedure read (var f : text; var A : Lcmatrix);procedure write (var f : text; a : Lcvector);procedure write (var f : text; A : Lcmatrix);mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedochohne Formatspezi�kationen zur Verf�ugung.Die Eingabe eines komplexen Vektors bzw. einer komplexen Matrix erfolgt kom-ponentenweise entsprechend der Eingabe von Lcomplex-Gr�o�en, dabei wird eineMatrix stets zeilenweise eingelesen. Die Ausgabe eines komplexen Vektors bzw.einer komplexen Matrix erfolgt wie bei der Eingabe komponentenweise mit demStandardformat f�ur Longreal-Gr�o�en aus Tabelle 3.4.



7.7. DAS MODUL LMVC ARI 1977.7.7 Exakte Auswertung von Ausdr�uckenBenutzt man das Modul MVC ARI , so lassen sich cvector- und cmatrix{Ausdr�ucke mit Hilfe des Lattenkreuz{Konzepts maximalgenau auswerten. Dajedoch #{Ausdr�ucke z.B. nicht mit Lcmatrix{Operanden vertr�aglich sind, wird hieran einem Programmbeispiel gezeigt, wie man mit den Lcmatrix{Operanden A,B,Cz.B. den Ausdruck A+ B � C ebenfalls maximalgenau berechnen kann:program beispiel (input,output);use lc_ari, lmvc_ari;var cdot : cdotprecision;A,B,C,D : Lcmatrix[1..5,1..5];i,k : integer;begin { Haupt }writeln('A = ?'); read(A); { Die Eingabe einer Matrix }writeln('B = ?'); read(B); { erfolgt stets zeilenweise }writeln('C = ?'); read(C);For i := lb(A,1) to ub(A,1) dofor k := lb(A,2) to ub(A,2) dobegincdot := A[i,k];PADDNACCU( cdot,LCVECTOR(B[i,*]),LCVECTOR(C[*,k]) );D[i,k] := LONGNEXT(cdot)end;writeln(D); { Maximalgen. Ergebnis in D }end.Anmerkungen:1. Eine Matrix wird stets zeilenweise eingegeben, wobei jede Zeile durch ein< return > abzuschlie�en ist.2. Die Konstruktion LCVECTOR(B[i; �]) liefert dem Compiler die Informa-tion, den i-ten Zeilenvektor B[i; �] als Vektor vom Typ Lcvector zu behandeln.3. Die Konstruktion LCVECTOR(B[�; k]) liefert dem Compiler die Infor-mation, den k-ten Spaltenvektor B[�; k] als Vektor vom Typ Lcvector zubehandeln.4. Die Prozedur PADDNACCU(..) aus dem Modul LC ARI addiert zurVariablen cdot = A[i; k] das Produkt B[i; �] � C[�; k] rundungsfehlerfrei;vergl. Seite 119, Nr. 12.5. Die Funktion LONGNEXT(cdot) rundet den exakten cdot{Wert zurn�achsten Lcomplex{Zahl D[i; k]; vergl. Seite 120.



198 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIK7.8 Das Modul MVCI ARIIn diesem Modul werden die f�ur das Rechnen mit komplexen Intervallvektorenund Intervallmatrizen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren aufder Grundlage des Datentyps real bereitgestellt.7.8.1 DatentypenDie dynamischen Datentypen zur Darstellung von komplexen Intervallvektoren undIntervallmatrizen sind entsprechend der Vereinbarungtype civector = dynamic array [ � ] of cinterval;cimatrix = dynamic array [ � ] of civector;im Sprachkern von PASCAL{XSC enthalten. Die aktuellen Indexgrenzen werdenerst bei der Vereinbarung von Variablen dieser Typen festgelegt.7.8.2 OperatorenViele der bekannten grundlegenden komplexen, intervallm�a�igen Matrix/Vektor-Operationen sind in diesem Modul vorde�niert. Als arithmetische Operatorenstehen die monadischen Operatoren +;� und die vier Grundoperationen+;�; �; = mit der komponentenweisen Rundung zum kleinsten einschlie�endenkomplexen Intervall (auch f�ur gemischte Typen) zur Verf�ugung, wobei jedoch nurbestimmte Operandenkombinationen zul�assig sind. W�ahrend die Operationen +und � f�ur Intervallvektoren und Intervallmatrizen komponentenweise erkl�art sindgem�a�c := a � b mit c [ i ] := a [ i ]� b [ i ]C := A � B mit C [ i; j ] := A [ i; j ]� B [ i; j ]mit a, b, c vom Typ civector und A, B, C vom Typ cimatrix, sind die Operationen� und = de�niert durchs := a � b mit s := ## ( for i := lb(a) to ub(a)sum (a [ i ] � b [ i ] ) ) zc := r � a mit c [ i ] := r � a [ i ]c := a � r mit c [ i ] := a [ i ] � rc := a = r mit c [ i ] := a [ i ]=rc := A � b mit c [ i ] := A [ i ] � b zC := r � A mit C [ i; j ] := r �A [ i; j ]C := A � r mit C [ i; j ] := A [ i; j ] � rC := A = r mit C [ i; j ] := A [ i; j ]=rC := A � B mit C [ i; j ] := A [ i ] � B [ � ; j ] zzMaximalgenaues Skalarprodukt mit Ergebnistyp real



7.8. DAS MODUL MVCI ARI 199wobei r, s vom Typ cinterval, a, b, c vom Typ civector und A, B, C vom Typcimatrix sind. Die Operationen mit gemischten Operandentypen sind entsprechendde�niert.Die wie im Falle von Intervallen und komplexen Intervallen mengentheoretischzu verstehenden Vergleichsoperatoren =; <>;<;<=; >;>= sind auf der Basisvon = und <= realisiert, wobei f�ur a; b vom Typ civector und A,B vom Typ cimatrixgilt: a <= b () a [ i ] <= b [ i ] f�ur alle iA <= B () A [ i; j ] <= B [ i; j ] f�ur alle i; jDie Operatoren auf der rechten Seite der �Aquivalenzbeziehungen sind dabei dieOperatoren f�ur Werte vom Typ cinterval.Zus�atzlich stehen die Operatoren in f�ur die Relation "liegt in\ zwischen einemrvector- oder cvector- und einem civector-Operanden bzw. zwischen einem rmatrix-oder cmatrix- und einem cimatrix-Operanden sowie f�ur die Relation "enthaltenim Innern\ zwischen zwei civector-Operanden bzw. zwei cimatrix-Operanden zurVerf�ugung. >< f�ur den Test auf Disjunktheit zweier komplexer Intervallvektorenbzw. Intervallmatrizen steht ebenfalls zur Verf�ugung. Diese Operatoren sind jeweilskomponentenweise de�niert.Die Verbandsoperatoren +� und �� bezeichnen die komponentenweise Bildungder Intervall-H�ulle bzw. des Durchschnitts, wie es bereits f�ur den Typ cinterval imModul CI ARI beschrieben wurde.Die �Ubersicht �uber alle im Modul MVCI ARI de�nierten Operatoren wird, be-dingt durch die gro�e Zahl von Operatoren, in den beiden nachfolgenden Tabellengegeben:



200 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIKrechter integer complex interval cinterval rvector cvectorOperand reallinkerOperandmonadischintegerrealcomplexinterval �cinterval � �rvector �; = +�cvector �; = �; = +� +��;ivector �; = �; = =; <>;+��; �;civector �; = �; = �; = �; = =; <>; =; <>;+� +�rmatrix �; =cmatrix �; = �; =imatrix �; = �; = �cimatrix �; = �; = �; = �; = � �Tabelle 7.16: Operatoren des Moduls MVCI ARI, Teil 1� 2 f+;�; �g _ 2 f=; <>;<;<=; >;>=g



7.8. DAS MODUL MVCI ARI 201rechter ivector civector rmatrix cmatrix imatrix cimatrixOperandlinkerOperandmonadisch +;� +;�integer � �realcomplex � � � �interval � � �cinterval � � � � � ��;rvector =; <>;in+��; �;cvector =; <>;in =; <>;in+� +��;ivector in,_; ><+�; ���; �;civector _; >< in,_; ><+�; �� +�; �� �;rmatrix � +� =; <>;in+��; �;cmatrix � � +� +� =; <>;in =; <>;in+� +��; �;imatrix � =; <>; in_; ><;+� +�; ���; �; �; �;cimatrix � � =; <> =; <>; _; ><; in_; ><;+� +� +�; �� +�; ��Tabelle 7.17: Operatoren des Moduls MVCI ARI, Teil 2� 2 f+;�; �g _ 2 f=; <>;<;<=; >;>=g



202 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIK7.8.3 Transferfunktionen f�ur komplexe IntervallvektorenZur Wandlung zwischen den Typen rvector, cvector, ivector und civector werdenfolgende Transferfunktionen bereitgestellt:Funktion Ergb.-Typ Bedeutungcompl (iv1,iv2) civector Komplexer Intervallvektor civ mitciv[ i ] = compl (iv1[ i ]; iv2[ i ])compl (rv,iv) civector Komplexer Intervallvektor civ mitciv[ i ] = compl (rv[ i ]; iv[ i ])compl (iv,rv) civector Komplexer Intervallvektor civ mitciv[ i ] = compl (iv[ i ]; rv[ i ])compl (iv) civector Rein reeller komplexer Intervallvektor civmit civ[ i ] = compl (iv[ i ])intval (cv1,cv2) civector Komplexer Intervallvektor civ mitciv[ i ] = intval (cv1[ i ]; cv2[ i ])intval (rv,cv) civector Komplexer Intervallvektor civ mitciv[ i ] = intval (rv[ i ]; cv[ i ])intval (cv,rv) civector Komplexer Intervallvektor civ mitciv[ i ] = intval (cv[ i ]; rv[ i ])intval (cv) civector Punktintervallvektor civ mitciv[ i ] = intval (cv[ i ])re (civ) ivector Realteilvektor iv, mit iv[ i ] = re (civ[ i ])im (civ) ivector Imagin�arteilvektor iv, mit iv[ i ] = im (civ[ i ])inf (civ) cvector Komplexer Vektor cv der Untergrenzenmit cv[i] = inf (civ[ i ])sup (civ) cvector Komplexer Vektor cv der Obergrenzenmit cv[i] = sup (civ[ i ])rv = rvector-Ausdruck, cv, cv1, cv2 = cvector-Ausdruck,iv, iv1, iv2 = ivector-Ausdruck, civ = civector-Ausdruck



7.8. DAS MODUL MVCI ARI 2037.8.4 Transferfunktionen f�ur komplexe IntervallmatrizenZur Wandlung zwischen den Typen rmatrix, cmatrix, imatrix und cimatrix werdenfolgende Transferfunktionen bereitgestellt:Funktion Ergb.-Typ Bedeutungcompl (iM1,iM2) cimatrix Komplexe Intervallmatrix ciM mitciM [ i; j ] = compl (iM1[ i; j ]; iM2[ i; j ])compl (rM,iM) cimatrix Komplexe Intervallmatrix ciM mitciM [ i; j ] = compl (rM [ i; j ]; iM [ i; j ])compl (iM,rM) cimatrix Komplexe Intervallmatrix ciM mitciM [ i; j ] = compl (iM [ i; j ]; rM [ i; j ])compl (iM) cimatrix Rein reelle komplexe Intervallmatrix ciMmit ciM [ i; j ] = compl (iM [ i; j ])intval (cM1,cM2) cimatrix Komplexe Intervallmatrix ciM mitciM [ i; j ] = intval (cM1[ i; j ]; cM2[ i; j ])intval (rM,cM) cimatrix Komplexe Intervallmatrix ciM mitciM [ i; j ] = intval (rM [ i; j ]; cM [ i; j ])intval (cM,rM) cimatrix Komplexe Intervallmatrix ciM mitciM [ i; j ] = intval (cM [ i; j ]; rM [ i; j ])intval (cM) cimatrix Punktintervallmatrix ciM mitciM [ i; j ] = intval (cM [ i; j ])re (ciM) imatrix Realteilmatrix iM mitiM [ i; j ] = re (ciM [ i; j ])im (ciM) imatrix Imagin�arteilmatrix iM mitiM [ i; j ] = im (ciM [ i; j ])inf (ciM) cmatrix Komplexe Matrix cM der Untergrenzenmit cM [ i; j ] = inf (ciM [ i; j ])sup (ciM) cmatrix Komplexe Matrix cM der Obergrenzenmit cM [ i; j ] = sup (ciM [ i; j ])rM = rmatrix-Ausdruck, cM, cM1, cM2 = cmatrix-AusdruckiM, iM1, iM2 = imatrix-Ausdruck, ciM = cimatrix-Ausdruck



204 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIK7.8.5 �Uberladungen des ZuweisungsoperatorsDie komponentenweise Initialisierung von civector- und cimatrix-Variablen sowiedie Wandlungen von rvector bzw. cvector bzw. ivector nach civector und rmatrixbzw. cmatrix bzw. imatrix nach cimatrix werden in Form �uberladener Zuweisungenbereitgestellt:Zuweisung Bedeutungciv := r civ [ j ] := compl (intval (r)) j = lb(civ),: : : ;ub(civ)civ := c civ [ j ] := intval (c) j = lb(civ),: : : ;ub(civ)civ := i civ [ j ] := compl (i) j = lb(civ),: : : ;ub(civ)civ := ci civ [ j ] := ci j = lb(civ),: : : ;ub(civ)civ := rv civ := compl (intval( rv))civ := cv civ := intval (cv)civ := iv civ := compl (iv)ciM := r ciM [ j; k ] := compl (intval (r)) j = lb(ciM,1),: : : ;ub(ciM,1)k = lb(ciM,2),: : : ;ub(ciM,2)ciM := c ciM [ j; k ] := intval (c) j = lb(ciM,1),: : : ;ub(ciM,1)k = lb(ciM,2),: : : ;ub(ciM,2)ciM := i ciM [ j; k ] := compl (i) j = lb(ciM,1),: : : ;ub(ciM,1)k = lb(ciM,2),: : : ;ub(ciM,2)ciM := ci ciM [ j; k ] := ci j = lb(ciM,1),: : : ;ub(ciM,1)k = lb(ciM,2),: : : ;ub(ciM,2)ciM := rM ciM := compl (intval (rM))ciM := cM ciM := intval (cM)ciM := iM ciM := compl (iM)ci = cinterval-Ausdruck, civ = civector-Variable, ciM = cimatrix-Variablei = interval-Ausdruck, iv = ivector-Ausdruck, iM = imatrix-Ausdruckc = complex-Ausdruck, cv = cvector-Ausdruck, cM = cmatrix-Ausdruckr = real-Ausdruck, rv = rvector-Ausdruck, rM = rmatrix-Ausdruck



7.8. DAS MODUL MVCI ARI 2057.8.6 StandardfunktionenEs stehen die Funktionen id und null zur Erzeugung einer Einheitsmatrix und ei-ner Nullmatrix bzw. eines Nullvektors, die Funktionen mid und diam f�ur die kom-ponentenweise Berechnung von Mittelpunkt und Durchmesser, die Funktion conjf�ur die Konjugation von komplexen Intervallvektoren und Intervallmatrizen, sowiedie Funktionen transp und herm zur Berechnung der transponierten und der her-miteschen Matrix zur Verf�ugung. Dar�uber hinaus wird die Funktion blow f�ur diekomponentenweise Berechnung der Epsilonaufbl�ahung bereitgestellt.Funktion Ergb.-Typ Bedeutungnull (civ) rvector Nullvektor mit dem aktuellen Indexbe-reich von civnull (ciM) rmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-chen von ciMnull (ciM1,ciM2) rmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-chen der Produktmatrix ciM1 � ciM2id (ciM) rmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-bereichen von ciMid (ciM1,ciM2) rmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-bereichen der Produktmatrix ciM1 � ciM2mid (civ) cvector Mittelpunktsvektor pv mitpv[ i ] = mid (civ[ i ])diam (civ) rvector Durchmesservektor dv mitdv[ i ] = diam (civ[ i ])mid (ciM) cmatrix Mittelpunktsmatrix pM mitpM [ i; j ] = mid (ciM [ i; j ])diam (ciM) rmatrix Durchmessermatrix dM mitdM [ i; j ] = diam (ciM [ i ])conj (civ) civector Konjugiert komplexer Intervallvektor civkmit civk[ i ] = conj (civ[ i ])conj (ciM) cimatrix Konjugiert komplexe IntervallmatrixciMk mit ciMk[ i; j ] = conj (ciM [ i; j ])transp (ciM) cimatrix Transponierte Matrix ciMt von ciM mitciMt [ i; j ] = ciM [ j; i ]herm (ciM) cimatrix Hermitesche Matrix ciMh von ciM mitciMh [ i; j ] = conj (ciM [ j; i ])blow (civ,r) civector Vektorielle Epsilonaufbl�ahung ev mitev [ i ] = blow (civ[ i ]; r)blow (ciM,r) cimatrix Vektorielle Epsilonaufbl�ahung eM miteM [ i; j ] = blow (ciM [ i; j ]; r)civ = civector-Ausdruck; ciM, ciM1, ciM2 = cimatrix-Ausdruck, r = real-Ausdruck



206 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIKBeispiel:F�ur die komplexen Matrizen M, M1, M2 vom Typ cimatrix ergibt, nachAusf�uhrung der AnweisungenM1 := conj( transp (M) );M2 := herm( M );der logische AusdruckM1 = M2den Wert true.7.8.7 Ein-/AusgabeprozedurenEs stehen die Prozedurenprocedure read (var f : text; var a : civector);procedure read (var f : text; var A : cimatrix);procedure write (var f : text; a : civector);procedure write (var f : text; A : cimatrix);mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedochohne Formatspezi�kationen zur Verf�ugung.Die Eingabe eines komplexen Intervallvektors bzw. einer komplexen Intervall-matrix erfolgt komponentenweise entsprechend der Eingabe von cinterval-Gr�o�en,dabei wird eine Matrix stets zeilenweise eingelesen. Die Ausgabe eines komplexenIntervallvektors bzw. einer komplexen Intervallmatrix erfolgt wie bei der Eingabekomponentenweise mit dem Standardformat f�ur real-Gr�o�en aus Tabelle 3.4.



7.9. DAS MODUL LMVCI ARI 2077.9 Das Modul LMVCI ARIIn diesem Modul werden die f�ur das Rechnen mit komplexen Intervallvektorenund Intervallmatrizen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren aufder Grundlage des Datentyps Longreal bereitgestellt.7.9.1 DatentypenDie dynamischen Datentypen zur Darstellung von komplexen Intervallvektoren undIntervallmatrizen sind de�niert durch:type Lcivector = dynamic array [ � ] of Lcinterval;Lcimatrix = dynamic array [ � ] of Lcivector;Die aktuellen Indexgrenzen werden erst bei der Vereinbarung von Variablen dieserTypen festgelegt.7.9.2 OperatorenViele der bekannten grundlegenden komplexen, intervallm�a�igen Matrix/Vektor-Operationen sind in diesem Modul vorde�niert, dabei sind gemischte Operandenmit den Basistypen real und Longreal nicht realisiert. Als arithmetische Opera-toren stehen die monadischen Operatoren +;� und die vier Grundoperationen+;�; �; = mit der komponentenweisen Rundung zum kleinsten einschlie�endenkomplexen Intervall zur Verf�ugung, wobei jedoch nur bestimmte Operandenkom-binationen zul�assig sind. W�ahrend die Operationen + und � f�ur Intervallvektorenund Intervallmatrizen komponentenweise erkl�art sind gem�a�c := a � b mit c [ i ] := a [ i ]� b [ i ]C := A � B mit C [ i; j ] := A [ i; j ]� B [ i; j ]mit a, b, c vom Typ Lcivector und A, B, C vom Typ Lcimatrix, sind die Operationen� und = de�niert durchs := a � b mit s := Pub(a)i=lb(a) a[i] � b[i] zc := r � a mit c [ i ] := r � a [ i ]c := a � r mit c [ i ] := a [ i ] � rc := a = r mit c [ i ] := a [ i ]=rc := A � b mit c [ i ] := A [ i ] � b zC := r � A mit C [ i; j ] := r �A [ i; j ]C := A � r mit C [ i; j ] := A [ i; j ] � rC := A = r mit C [ i; j ] := A [ i; j ]=rC := A � B mit C [ i; j ] := A [ i ] � B [ � ; j ] zzMaximalgenaues Skalarprodukt mit Ergebnistyp Longreal



208 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIKwobei r, s vom Typ Lcinterval, a, b, c vom Typ Lcivector und A, B, C vom TypLcimatrix sind. Die Operationen mit gemischten Operandentypen sind entsprechendde�niert.Die wie im Falle von Intervallen und komplexen Intervallen mengentheoretischzu verstehenden Vergleichsoperatoren =; <>;<;<=; >;>= sind auf der Basisvon = und <= realisiert, wobei f�ur a; b vom Typ Lcivector und A,B vom TypLcimatrix gilt:a <= b () a [ i ] <= b [ i ] f�ur alle iA <= B () A [ i; j ] <= B [ i; j ] f�ur alle i; jDie Operatoren auf der rechten Seite der �Aquivalenzbeziehungen sind dabei dieOperatoren f�ur Werte vom Typ Lcinterval.Zus�atzlich stehen die Operatoren in f�ur die Relation "liegt in\ zwischen einemLrvector- oder Lcvector- und einem Lcivector- Operanden bzw. zwischen einemLrmatrix- oder Lcmatrix- und einem Lcimatrix-Operanden sowie f�ur die Relation"enthalten im Innern\ zwischen zwei Lcivector-Operanden bzw. zwei Lcimatrix-Operanden zur Verf�ugung. >< f�ur den Test auf Disjunktheit zweier komplexerIntervallvektoren bzw. Intervallmatrizen steht ebenfalls zur Verf�ugung. Diese Ope-ratoren sind jeweils komponentenweise de�niert.Die Verbandsoperatoren +� und �� bezeichnen die komponentenweise Bildungder Intervall-H�ulle bzw. des Durchschnitts, wie es bereits f�ur den Typ Lcinterval imModul LCI ARI beschrieben wurde.Die �Ubersicht �uber alle im Modul LMVCI ARI de�nierten Operatoren wird,bedingt durch die gro�e Zahl von Operatoren, in den beiden nachfolgenden Tabellengegeben:



7.9. DAS MODUL LMVCI ARI 209rechter Longreal Lcomplex Linterval Lcinterval Lrvector LcvectorOperandlinkerOperandmonadischLongrealLcomplexLinterval �Lcinterval � �Lrvector �; = +�Lcvector �; = �; = +� +��;Livector �; = �; = =; <>;+��; �;Lcivector �; = �; = �; = �; = =;<>; =; <>;+� +�Lrmatrix �; =Lcmatrix �; = �; =Limatrix �; = �; = �Lcimatrix �; = �; = �; = �; = � �Tabelle 7.18: Operatoren des Moduls LMVCI ARI, Teil 1� 2 f+;�; �g _ 2 f=; <>;<;<=; >;>=g



210 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIKrechter Livector Lcivector Lrmatrix Lcmatrix Limatrix LcimatrixOperandlinkerOperandmonadisch +;� +;�Longreal � �Lcomplex � � � �Linterval � � �Lcinterval � � � � � ��;Lrvector =; <>;in+��; �;Lcvector =; <>;in =; <>;in+� +��;Livector in,_; ><+�; ���; �;Lcivector _; >< in,_; ><+�; �� +�; �� �;Lrmatrix � +� =; <>;in+��; �;Lcmatrix � � +� +� =; <>;in =; <>;in+� +��; �;Limatrix � =; <>; in_; ><;+� +�; ���; �; �; �;Lcimatrix � � =; <> =; <>; _; ><; in_; ><;+� +� +�; �� +�; ��Tabelle 7.19: Operatoren des Moduls LMVCI ARI, Teil 2� 2 f+;�; �g _ 2 f=; <>;<;<=; >;>=g



7.9. DAS MODUL LMVCI ARI 2117.9.3 Transferfunktionen f�ur komplexe IntervallvektorenZur Wandlung zwischen den Typen Lrvector, Lcvector, Livector und Lcivector sowiezwischen Lcivector und civector werden folgende Transferfunktionen bereitgestellt:Funktion Ergb.-Typ Bedeutungcompl (liv1,liv2) Lcivector Komplexer Intervallvektor lciv mitlciv[ i ] = lcompl (liv1[ i ]; liv2[ i ])compl (lv,liv) Lcivector Komplexer Intervallvektor lciv mitlciv[ i ] = lcompl (lv[ i ]; liv[ i ])compl (liv,lrv) Lcivector Komplexer Intervallvektor lciv mitlciv[ i ] = lcompl (liv[ i ]; lv[ i ])compl (liv) Lcivector Rein reeller komplexer Intervallvektor lcivmit lciv[ i ] = lcompl (liv[ i ])intval (lcv1,lcv2) Lcivector Komplexer Intervallvektor lciv mitlciv[ i ] = lintval (lcv1[ i ]; lcv2[ i ])intval (lv,lcv) Lcivector Komplexer Intervallvektor lciv mitlciv[ i ] = lintval (lv[ i ]; lcv[ i ])intval (lcv,lv) Lcivector Komplexer Intervallvektor lciv mitlciv[ i ] = lintval (lcv[ i ]; lv[ i ])intval (lcv) Lcivector Punktintervallvektor lciv mitlciv[ i ] = lintval (lcv[ i ])short (lciv) civector lciv[ i ] � short (lciv[ i ])re (lciv) Livector Realteilvektor liv, mit liv[ i ] = re (lciv[ i ])im (lciv) Livector Imagin�arteilvektor liv, mit liv[ i ] = im (lciv[ i ])inf (lciv) Lcvector Komplexer Vektor lcv der Untergrenzenmit lcv[i] = inf (lciv[ i ])sup (lciv) Lcvector Komplexer Vektor lcv der Obergrenzenmit lcv[i] = sup (lciv[ i ])lv = Lrvector-Ausdruck, lcv, lcv1, lcv2 = Lcvector-Ausdruck,liv, liv1, liv2 = Livector-Ausdruck, lciv = Lcivector-Ausdruck



212 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIK7.9.4 Transferfunktionen f�ur komplexe IntervallmatrizenZur Wandlung zwischen den Typen Lrmatrix, Lcmatrix, Limatrix und Lcimatrixsowie zwischen Lcimatrix und cimatrix werden folgende Transferfunktionen bereit-gestellt:Funktion Ergb.-Typ Bedeutungcompl (liM1,liM2) Lcimatrix Komplexe Intervallmatrix lciM mitlciM [ i; j ] = lcompl (liM1[ i; j ]; liM2[ i; j ])compl (LM,liM) Lcimatrix Komplexe Intervallmatrix lciM mitlciM [ i; j ] = lcompl (LM [ i; j ]; liM [ i; j ])compl (liM,LM) Lcimatrix Komplexe Intervallmatrix lciM mitlciM [ i; j ] = lcompl (liM [ i; j ]; LM [ i; j ])compl (liM) Lcimatrix Rein reelle komplexe Intervallmatrix lciMmit lciM [ i; j ] = lcompl (liM [ i; j ])intval (lcM1,lcM2) Lcimatrix Komplexe Intervallmatrix lciM mitlciM [ i; j ] = lintval (lcM1[ i; j ]; lcM2[ i; j ])intval (LM,lcM) Lcimatrix Komplexe Intervallmatrix lciM mitlciM [ i; j ] = lintval (LM [ i; j ]; lcM [ i; j ])intval (lcM,LM) Lcimatrix Komplexe Intervallmatrix lciM mitlciM [ i; j ] = lintval (lcM [ i; j ]; LM [ i; j ])intval (lcM) Lcimatrix Punktintervallmatrix lciM mitlciM [ i; j ] = lintval (lcM [ i; j ])short (lciM) cimatrix lciM[ i; j ] � short (lciM[ i; j ])re (lciM) Limatrix Realteilmatrix liM mitliM [ i; j ] = re (lciM [ i; j ])im (lciM) Limatrix Imagin�arteilmatrix liM mitliM [ i; j ] = im (lciM [ i; j ])inf (lciM) Lcmatrix Komplexe Matrix lcM der Untergrenzenmit lcM [ i; j ] = inf (lciM [ i; j ])sup (lciM) Lcmatrix Komplexe Matrix lcM der Obergrenzenmit lcM [ i; j ] = sup (lciM [ i; j ])LM = Lrmatrix-Ausdruck, lcM, lcM1, lcM2 = Lcmatrix-AusdruckliM, liM1, liM2 = Limatrix-Ausdruck, lciM = Lcimatrix-Ausdruck



7.9. DAS MODUL LMVCI ARI 2137.9.5 �Uberladungen des ZuweisungsoperatorsDie komponentenweise Initialisierung von Lcivector- und Lcimatrix-Variablen sowiedie Wandlungen von Lrvector bzw. Lcvector bzw. Livector nach Lcivector undLrmatrix bzw. Lcmatrix bzw. Limatrix nach Lcimatrix und civector bzw. cimatrixnach Lcivector bzw. Lcimatrix werden in Form �uberladener Zuweisungen bereitge-stellt:Zuweisung Bedeutunglciv := Lr lciv [ j ] := lcompl (lintval (Lr)) j = lb(lciv),: : : ;ub(lciv)lciv := lc lciv [ j ] := lintval (lc) j = lb(lciv),: : : ;ub(lciv)lciv := li lciv [ j ] := lcompl (li) j = lb(lciv),: : : ;ub(lciv)lciv := lci lciv [ j ] := lci j = lb(lciv),: : : ;ub(lciv)lciv := civ lciv [ j ] := Long(civ[ j ]) j = lb(lciv),: : : ;ub(lciv)lciv := lv lciv := lcompl (lintval( lv))lciv := lcv lciv := lintval (lcv)lciv := iv lciv := lcompl (liv)lciM := Lr lciM [ j; k ] := lcompl (lintval (Lr)) j = lb(lciM,1),: : : ;ub(lciM,1)k = lb(lciM,2),: : : ;ub(lciM,2)lciM := lc lciM [ j; k ] := lintval (lc) j = lb(lciM,1),: : : ;ub(lciM,1)k = lb(lciM,2),: : : ;ub(lciM,2)lciM := li lciM [ j; k ] := lcompl (li) j = lb(lciM,1),: : : ;ub(lciM,1)k = lb(lciM,2),: : : ;ub(lciM,2)lciM := lci lciM [ j; k ] := lci j = lb(lciM,1),: : : ;ub(lciM,1)k = lb(lciM,2),: : : ;ub(lciM,2)lciM := ciM lciM [ j; k ] := Long(ciM [ j; k ]) j = lb(lciM,1),: : : ;ub(lciM,1)k = lb(lciM,2),: : : ;ub(lciM,2)lciM := LM lciM := lcompl (lintval (LM))lciM := lcM lciM := lintval (lcM)lciM := liM lciM := lcompl (liM)lci = Lcinterval-Ausdr., lciv = Lcivector-Variable, lciM = Lcimatrix-Variableli = Linterval-Ausdruck, liv = Livector-Ausdruck, liM = Limatrix-Ausdrucklc = Lcomplex-Ausdruck, lcv = Lcvector-Ausdruck, lcM = Lcmatrix-AusdruckLr = Longreal-Ausdruck, lv = Lrvector-Ausdruck, LM = Lrmatrix-Ausdruckciv = civector-Ausdruck, ciM = cimatrix-Ausdruck, iv = ivector-Ausdruck



214 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIK7.9.6 StandardfunktionenEs stehen die Funktionen id und null zur Erzeugung einer Einheitsmatrix undeiner Nullmatrix bzw. eines Nullvektors, die Funktionen mid und diam f�ur diekomponentenweise Berechnung von Mittelpunkt und Durchmesser, die Funktionconj f�ur die Konjugation von komplexen Intervallvektoren und Intervallmatrizen,sowie die Funktionen transp und herm zur Berechnung der transponierten und derhermiteschen Matrix zur Verf�ugung. Dar�uber hinaus wird die Funktion blow f�ur diekomponentenweise Berechnung der Epsilonaufbl�ahung bereitgestellt.Funktion Ergb.-Typ Bedeutungnull (lciv) Lrvector Nullvektor mit dem aktuellen Indexbe-reich von lcivnull (lciM) Lrmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-chen von lciMnull (lciM1,lciM2) Lrmatrix Nullmatrix mit den aktuellen Indexberei-chen der Produktmatrix lciM1 � lciM2id (lciM) Lrmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-bereichen von lciMid (lciM1,lciM2) Lrmatrix Einheitsmatrix mit den aktuellen Index-bereichen der Produktmatrix lciM1 � lciM2mid (lciv) Lcvector Mittelpunktsvektor pv mitpv[ i ] = mid (lciv[ i ])diam (lciv) Lrvector Durchmesservektor dv mitdv[ i ] = diam (lciv[ i ])mid (lciM) Lcmatrix Mittelpunktsmatrix pM mitpM [ i; j ] = mid (lciM [ i; j ])diam (lciM) Lrmatrix Durchmessermatrix dM mitdM [ i; j ] = diam (lciM [ i ])conj (lciv) Lcivector Konjugiert komplexer Intervallvektor lcivkmit lcivk[ i ] = conj (lciv[ i ])conj (lciM) Lcimatrix Konjugiert komplexe IntervallmatrixlciMk mit lciMk[ i; j ] = conj (lciM [ i; j ])transp (lciM) Lcimatrix Transponierte Matrix lciMt von lciM mitlciMt [ i; j ] = lciM [ j; i ]herm (lciM) Lcimatrix Hermitesche Matrix lciMh von lciM mitlciMh [ i; j ] = conj (lciM [ j; i ])blow (lciv,Lr) Lcivector Vektorielle Epsilonaufbl�ahung ev mitev [ i ] = blow (lciv[ i ]; short(Lr))blow (lciM,Lr) Lcimatrix Vektorielle Epsilonaufbl�ahung eM miteM [ i; j ] = blow (lciM [ i; j ]; short(Lr))lciv = Lcivector-Ausdruck; lciM, lciM1, lciM2 = Lcimatrix-Ausdruck,Lr = Longreal-Ausdruck



7.9. DAS MODUL LMVCI ARI 215Beispiel:F�ur die komplexen Matrizen M, M1, M2 vom Typ Lcimatrix ergibt,nach Ausf�uhrung der AnweisungenM1 := conj( transp (M) );M2 := herm( M );der logische AusdruckM1 = M2den Wert true.7.9.7 Ein-/AusgabeprozedurenEs stehen die Prozedurenprocedure read (var f : text; var a : Lcivector);procedure read (var f : text; var A : Lcimatrix);procedure write (var f : text; a : Lcivector);procedure write (var f : text; A : Lcimatrix);mit optionalem Fileparameter, beliebig vielen Ein-/Ausgabeparametern, jedochohne Formatspezi�kationen zur Verf�ugung.Die Eingabe eines komplexen Intervallvektors bzw. einer komplexen Intervall-matrix erfolgt komponentenweise entsprechend der Eingabe von lcinterval-Gr�o�en,dabei wird eine Matrix stets zeilenweise eingelesen. Die Ausgabe eines komplexenIntervallvektors bzw. einer komplexen Intervallmatrix erfolgt wie bei der Eingabekomponentenweise mit dem Standardformat f�ur Longreal-Gr�o�en aus Tabelle 3.4.Die Eingabe einer dreidimensionalen, komplexen Intervallmatrix0@ 1 + i 2 + i � [1; 3] [1:4; 1:5] + i � 0:1[1,2]+i i � [�1; 1] i[�2:3; 1:22] + i � [�3;�2:99] 0 1:25E�013 1Akann erfolgen in der Form:(1; 1) (2; [1; 3]) ([1:4; 1:5]; 0:1) < return >([1; 2]; 1) (0; [�1; 1]) (0; 1) < return >([�2:3; 1:22]; [�3;�2:99]) 0 1:25E�013 < return >(1; 1) bedeutet hier also ein komplexes Punktintervall und (0; [�1; 1]) steht f�urein rein imagin�ares Intervall.



216 KAPITEL 7. MATRIX/-VEKTORARITHMETIK7.9.8 Exakte Auswertung von Ausdr�uckenZu berechnen ist das komplexe Intervall-Skalarprodukt(A � b) � cdas im folgenden Programm zun�achst exakt ausgewertet und anschlie�end in dasn�achstgr�o�ere Intervall vom Typ Lcinterval gerundet wird:program Beispiel (input,output);use lci_ari, lmvci_ari;var cidot,cidot_su : cidotprecision;A : Lcimatrix[1..3,1..3];{ Kompl. Intervall-Matrix }b,c : Lcivector[1..3]; { Kompl. Intervall-Vektoren }sk_pr : Lcinterval; { Skalar-Produkt-Einschlg. }i : integer;beginwriteln('A: Lcimatrix = ?'); read(A); { Eingabe: zeilenweise }writeln('b: Lcivector = ?'); read(b);writeln('c: Lcivector = ?'); read(c);cidot_su := 0; { Initialisierung }For i := lb(a) to ub(a) dobegincidot := 0; { Initialisierung }PADDNACCU( cidot,LCIVECTOR(A[i,*]),b ); { A * b }cidot_su := cidot_su + cidot * c[i]; { Skalar-}end; { Produkt aufsummieren }sk_pr := LONG(cidot_su); { Rundg. nach sk_pr }writeln(sk_pr);end.Anmerkungen:1. Das obige Skalarprodukt l�a�t sich f�ur A: cimatrix; b,c: civector nicht mitdem PASCAL-XSC Lattenkreuzkonzept f�ur cimatrix-, civector{Ausdr�uckebehandeln, es mu� ebenfalls in einer analogen Schleife berechnet werden!2. Die Konstruktion LCIVECTOR(A[i; �]) liefert dem Compiler die Infor-mation, den i-ten Zeilenvektor A[i; �] als Vektor vom Typ Lcivector zubehandeln.3. Die Prozedur PADDNACCU(..) aus dem Modul LCI ARI addiert zurVariablen cidot = 0 das Skalarprodukt A[i; �] � b rundungsfehlerfrei; vergl.Seite 150, Nr. 17.4. Die Funktion LONG(cidot su) liefert mit dem komplexen Inter-vall sk pr die bestm�ogliche Einschlie�ung des exakten, komplexe Intervall{Skalarprodukts cidot su; vergl. Tabelle 6.12 auf Seite 145.



Kapitel 8PASCAL-XSC ModuleWie jede moderne Programmiersprache besitzt auch diese PASCAL-XSC BCD{Version ein Modulkonzept, das dem der IEEE{Version von PASCAL-XSC genauentspricht. Weitere Einzelheiten zum Gebrauch und zur Entwicklung von Modulen�ndet man in [5, 6, 7].Wir unterscheiden zwischen System-, Hilfs- und Anwendermodulen:� Systemmodule sind: STDMOD, TIMER, ... und bestimmen das zurVerf�ugung stehende PASCAL-XSC BCD{System.� Hilfsmodule sind: DDF ARI, LSYS, ... zur Behandlung numerischerSpezialgebiete wie Automatische Di�erentiation, Lineare Gleichungssysteme,... . Da diese Module erfahrungsgem�a� immer wieder erweitert und verbessertwerden, stehen entsprechende Updates zur Verf�ugung. Alle Probleml�osungender Toolbox-B�ande I,II [3, 4] sollen so auch f�ur die BCD{Version durch dieHilfsmodule bereitgestellt werden. In den entsprechenden Beschreibungen�ndet der Anwender weniger den schon in den Toolboxb�anden behandeltentheoretischen Hintergrund sondern schwerpunktm�a�ig viele Beispiele und Hin-weise zu den L�osungsroutinen, womit eine schnelle und problemlose Einarbei-tung erm�oglicht werden soll.� Anwendermodule enthalten vom Anwender erstelle Probleml�osungen, mitdem dasPASCAL-XSC System nach Bedarf beliebig erweitert werden kann.8.1 Systemmodule8.1.1 ModulhierarchieDurch die use-Klausel wird in jedem Modul festgelegt, welche anderen Module zuimportieren sind. Dabei spielt das Basis-Modul STDMOD ein Ausnahmerolle,weil es automatisch von jedem Modul oder Hauptprogramm benutzt wird und dahernicht in die use{Klausel aufgenommen werden mu�.



218 KAPITEL 8. PASCAL-XSC MODULEDa dem Anwender mit der BCD{Version die verschiedenen Zahlenformateinteger, real, Longreal, rrG, lrG, dotprecisionzu Verf�ugung stehen, existiert eine Vielzahl von Modulen, deren Hierarchie nichtgeschlossen auf einer Buchseite dargestellt werden kann. In nachfolgender Tabellesind daher in der ersten Spalte alle Systemmodule in der Reihenfolge angegeben,wie sie vom Compiler zur �Ubersetzung ben�otigt werden. In jeder Zeile �ndet manin den nachfolgenden Spalten alle diejenigen Module, die vom Modul aus der erstenSpalte durch die use{Klausel importiert werden:Modul Importierte ModuleSTDMODTIMERX INTGX REALX STRGIOSTDLI ARII ARI li ariRRGI ARI li ariC ARIAUX x realLC HELP li ariLC ARI lc help li ariLCI ARI i ari li ari lc ari rrGi ariC ARI c ariaux i ari lc ariCI ARI c ari i ari lci ari li ariMV ARI iostdMVI ARI i ari mv ariMVC ARI c ari mv ariMVCI ARI ci ari i ari mvc ari mvi ari mv ariLMV ARI iostdLMVI ARI li ari lmv ari mv ariLMVC ARI lc ari lmv ariLMVCI ARI lci ari li ari lmvc ari lmvi ari lmv arimvci ari



8.1. SYSTEMMODULE 2198.1.2 ModulbeschreibungenIn diesem Abschnitt erfolgt nur eine Grobbeschreibung der System-Module. Fallsderen Inhalte schon in den vorangegangenen Kapiteln behandelt wurden, �ndet manlediglich entsprechende Hinweise mit den zugeh�origen Seitenzahlen.8.1.2.1 Basismodul STDMODWie schon anfangs erw�ahnt, wird das Basismodul STDMOD beim �Ubersetzeneines Moduls oder eines Hauptprogramms automatisch importiert, da es alle imKapitel 3 beschriebenen Typen, Funktionen, Prozeduren und Operatoren exportiert.Damit werden schon alle reellen Rechnungen mit Punktargumenten vom Typinteger, real, Longreal, rrG, lrG, dotprecisionerm�oglicht. Zus�atzlich werden auch alle numerischen Datentypen bereitgestellt, dief�ur Intervallrechnungen, komplexe Rechnungen und komplexe Intervallrechnungenmit Punkt-, Vektor- oder Matrixoperanden notwendig sind:Exportierte numerische Datentypeninteger Longreal rrGinterval Linterval Lrmatrix dotprecisionreal interval cmatrix Lrvector Lcmatrix idotprecisionrrG cinterval cimatrix Livector Lcinterval cdotprecisionlrG rvector imatrix Lcvector Limatrix cidotprecisioncomplex cvector rmatrix Lcivector Lcimatrix rrGcintervalivector civector Lcomplex rrGcomplexDar�uber hinaus stehen neben den im Kapitel 3 beschriebenen Hilfsfunktionen undProzeduren auch alle Standardfunktionen aus den entsprechenden Tabellen auf denSeiten 16,27,58,59,60,61,73 zur Verf�ugung.8.1.2.2 TIMERDas Modul exportiert die folgenden Funktionen und Prozeduren:1. procedure init timer; Speichert die momentane CPU{Zeit.2. function get timer : integer; Bestimmt die Laufzeitdi�erenz zum letzteninit timer{Aufruf in der Einheit Sekunden.3. function get date : string; Liefert Datum und Uhrzeit in der Form:Wochentag, Monat, Tag{Nr., Uhrzeit, Jahr;4. function get date (format: string) : string; Liefert Datum- oder Uhrzeit-informationen in Abh�angigkeit einer Eingangs{Variablen vom Typ string.



220 KAPITEL 8. PASCAL-XSC MODULEDie string{Variable format der Funktion get date bewirkt die in folgenderTabelle zusammengestellten Ausgabeformate:Bedeutung der string-Variablen format in get datestring{Variable Ausgabeformatformat := ' ' Wochentag Monat Monatstag{Nr. Uhrzeit Jahrformat := ' % a ' Abgek�urzter Wochentagformat := ' % A ' Ausgeschriebener Wochentagformat := ' % b ' Ausgeschriebener Monatformat := ' % B ' Abgek�urzter Monatformat := ' % c ' Datum und Uhrzeitformat := ' % d ' Nur Monatstag{Nr.format := ' % H ' Stundenangabe im Bereich: 0� 23format := ' % I ' Stundenangabe im Bereich: 0� 12format := ' % j ' Nur die Nummer des Jahrestagesformat := ' % m ' Nur der Monatformat := ' % M ' Nur die Minute der Uhrzeitformat := ' % p ' Nur AM / PMformat := ' % S ' Nur die Sekundenangabe der Uhrzeitformat := ' % w ' Nur die Wochentags{Nr.format := ' % x ' Datum in Zi�erform, z.B. 17/02/39format := ' % X ' Uhrzeit in Zi�erform, z.B. 21:13:33format := ' % y ' Jahresangabe ohne Jahrhundert, z.B. 97format := ' % Y ' Jahresangabe mit Jahrhundert, z.B. 1997format := ' % % ' Ausgabe des % Zeichens8.1.2.3 X REALDas Modul x real liefert zus�atzliche Konstanten, Funktionen und Prozedurenbzgl. der Datentypen REAL, LONGREAL. In [7] �ndet man weitere Informa-tionen zu diesen Modul{Routinen, die f�ur die BCD{Version jedoch nur dann g�ultigsind, wenn in diesem Abschnitt ausdr�ucklich auf [7] verwiesen wird. Beachten Siebitte, da� sich das genannte Handbuch nur auf die IEEE{Version bezieht!



8.1. SYSTEMMODULE 2218.1.2.3.1 KonstantenName Wert BedeutungIEEE INV OP 256 Illegale OperationIEEE DIV BY ZERO 2560 Division durch NullIEEE OVERFLOW 2816 �UberlaufIEEE UNDERFLOW 2816 UnterlaufIEEE INEXACT 3328 Nicht exakte OperationIEEE CONTINUE 64 Zur ProgrammfortsetzungIEEE ALL 0 Zum R�ucksetzen aller IEEE{agsMAXREAL 9.99 ... 99E+255 Gr�o�te positive real{ZahlMINREAL 1.00 ... 00E�267 Kleinste positive real{ZahlDie ersten sieben integer{Konstanten aus obiger Tabelle werden zur Fehler- undAusnahmebehandlung ben�otigt, die in einem der n�achsten Abschnitte beschriebenwird.8.1.2.3.2 Speicherformat f�ur real/Longreal-KonstantenWir betrachten zun�achst eine real{Konstante , f�ur deren Speicherung 8 Byte mitzusammen 64 bits ben�otigt werden:1 11 52s e ... m ....�������� �������� �������� �������� �������� �������� ��������63 62 52 51 48 47 0Abbildung 8.1: Speicherformat einer real{KonstantenDie real{Zahl r = 0 wird gespeichert, indem alle 64 bits auf Null gesetzt werden.F�ur r 6= 0 bestimmt das 63.-te bit das Vorzeichen von r :s = (0 falls r > 01 falls r < 0Die vorzeichenlose integer{Zahl e ist de�niert durch das 52. bis 62. bit, und dieMantisse m wird in den 52 restlichen bits gespeichert, wobei jede BCD{Zi�erder Mantisse 4 bits belegt, so da� insgesamt 13 BCD-Zi�ern zur Verf�ugung stehen.Die Zi�er 9 wird beispielsweise durch die bit{Folge 1 0 0 1 repr�asentiert. DerDezimalpunkt ist (gedanklich) stets zwischen dem 47. und 48. bit zu setzen. Nachdiesen Vereinbarungen gilt f�ur r 6= 0 :r = (�1)s �m � 10e�255; 0 � e � 510



222 KAPITEL 8. PASCAL-XSC MODULEF�ur normalisierte real{Zahlen gilt: 1 � m < 10;F�ur denormalisierte real{Zahlen gilt: 10�12 � m � 0:999999999999;Eine Longreal{Zahl ben�otigt 12 Byte und wird ganz analog gespeichert:1 11 84s e ... m ....�������� �������� �������� �������� �������� �������� ��������95 94 84 83 80 79 0Abbildung 8.2: Speicherformat einer Longreal{KonstantenDie Longreal{Zahl Lr = 0 wird gespeichert, indem alle 96 bits auf Null gesetztwerden.F�ur Lr 6= 0 bestimmt das 95.-te bit das Vorzeichen von Lr :s = (0 falls Lr > 01 falls Lr < 0Die vorzeichenlose integer{Zahl e ist de�niert durch das 84. bis 94. bit, und dieMantisse m wird in den 84 restlichen bits gespeichert, wobei jede BCD{Zi�er derMantisse 4 bits belegt, so da� insgesamt 21 BCD-Zi�ern zur Verf�ugung stehen. DerDezimalpunkt ist (gedanklich) stets zwischen dem 79. und 80. bit zu setzen. Nachdiesen Vereinbarungen gilt f�ur Lr 6= 0 wieder:r = (�1)s �m � 10e�511; 0 � e � 1022F�ur normal. Longreal{Zahlen gilt: 1 � m < 10;F�ur denormal. Longreal{Zahlen gilt: 10�20 � m � 0:99999999999999999999;8.1.2.3.3 Hexadezimale Ein-/AusgabeDie Darstellung des Speichers f�ur real- und Longreal-Konstanten in hexadezimalerForm entsprechend der Abbildungen 8.1,8.2 wird erm�oglicht durch die Prozedurenprocedure read (var f : text; var r : real);procedure write (var f : text; var r : real);procedure read (var f : text; var Lr : Longreal);procedure write (var f : text; var Lr : Longreal);indem an r bzw. Lr einen Doppelpunkt mit nachfolgendem 'x' oder 'X'angeh�angt wird. Mit den WertzuweisungenLr := -1.23E-33; { Lr : Longreal }writeln(Lr:'X'); write(Lr:'x');erh�alt man die Bildschirmausgabe:



8.1. SYSTEMMODULE 2239 D E 1 2 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 09 d e 1 2 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0'X' bewirkt demnach die Ausgabe der Hexadezimal{Zahlen in Gro�buchstaben.Die Hexadezimalzi�er 9 beschreibt die bit{Folge 1 0 0 1 mit den Nummern 95bis 92, und D beschreibt die bit{Folge 1 1 0 1 mit den Nummern 91 bis 88.9 D E de�nieren demnach die bit{Folge: 1 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 , woraus sichnach Abb. 8.2 f�ur e der Wert 478 ergibt; 478 � 511 = �33 liefert dann denZehnerexponenten �33 unseres Beispiels.Ganz entsprechend kann man mit read(Lr:'X') und Eingabe der obigen24-stelligen Hexadezimalfolge der Longreal{Variablen Lr den Wert �1:23 � 10�33zuweisen, wobei zwischen 'X' und 'x' nicht unterschieden wird. F�ur dieEin-/Ausgabe von real{Konstanten in 16-stelliger hexadezimaler Form gelten ganzanaloge Aussagen.8.1.2.3.4 Mantisse/ExponentDie Standardfunktionen comp, mant, expo beziehen sich auf die Form:x = mant(x) � 10expo(x); mit: 0:1 � mant(x) < 1;Die nachfolgenden Funktionenfunction x comp (m : real; ex : integer) : real;function x expo (r : real) : integer;function x mant (r : real) : real;function x comp (m : Longreal; ex : integer) : Longreal;function x expo (Lr : Longreal) : integer;function x mant (Lr : Longreal) : Longreal;des Moduls x real beziehen sich auf eine Zahlendarstellung der Form:x = x mant(x) � 10x expo(x); mit: 1 � x mant(x) < 10;8.1.2.3.5 Klassi�zierung von real/Longreal{WertenDie Klassi�zierung von real/Longreal{Konstanten erfolgt mit dem Datentypx ccode und den Funktionen:function x class (r : real) : x ccode;function x class (Lr : Longreal) : x ccode;function x value (c : x ccode) : real;function x Lvalue (c : x ccode) : Longreal;Der nachfolgend de�nierte Typ x ccode unterscheidet dabei 10 verschiedeneKlassen:



224 KAPITEL 8. PASCAL-XSC MODULEtype x_ccode = ( x_sNaN, { signaling NaN }x_qNaN, { quiet NaN }x_minf, { minus infinity }x_mnor, { negative normalized }x_mden, { negative denormalized }x_mnul, { minus zero }x_pnul, { plus zero }x_pden, { positive denormalized }x_pnor, { positive normalized }x_pinf, { plus infinity });Mit c: x ccode liefert die Anweisung c := x class(r) zum real/Longreal{Wertr den entsprechenden c-Wert vom Typ x ccode.Die Funktion x value liefert zu jedem der 10 Argumente c: x ccode einenspeziellen real-Wert; die hexadezimalen Darstellungen dieser real{Konstanten sindzusammen mit ihrem jeweiligen Dezimalwert in folgender Tabelle zusammengestellt:function x value ( c : x ccode ) : realc Hexadezimalwert Dezimalwertx sNaN 1 FF8 0 0 0 0 FFFFFFFF qNaNx qNaN 1 FF0 0 0 0 0 FFFFFFFF qNaNx minf 9 FF0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 �in�nityx mnor 9 FE9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 �9:99 : : :99 � 10+255x mden 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 �1:00 : : :00 � 10�267x mnul 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 �0:00 : : :00x pnul 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 +0:00 : : :00x pden 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 +1:00 : : :00 � 10�267x pnor 1 FE9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 +9:99 : : :99 � 10+255x pinf 1 FF0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 +in�nityGanz entsprechend liefert die Funktion x Lvalue zu jedem der 10 Argumentec: x ccode einen speziellen Longreal-Wert; die hexadezimalen Darstellungendieser Longreal{Konstanten sind zusammen mit ihrem jeweiligen Dezimalwert infolgender Tabelle zusammengestellt:



8.1. SYSTEMMODULE 225function x Lvalue ( c : x ccode ) : Longrealc Hexadezimalwert Dezimalwertx sNaN 3 FF8 0 0 0 0 FFFFFFFF 0 0 0 0 0 0 0 0 qNaNx qNaN 3 FF0 0 0 0 0 FFFFFFFF 0 0 0 0 0 0 0 0 qNaNx minf BFF0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 �in�nityx mnor BFE9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 �9:99 : : :99 � 10+511x mden 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 �1:00 : : :00 � 10�531x mnul 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 �0:00 : : :00x pnul 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 +0:00 : : :00x pden 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 +1:00 : : :00 � 10�531x pnor 3 FE9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 +9:99 : : :99 � 10+511x pinf 3 F F 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 +in�nity8.1.2.3.6 IEEE Ausnahmebehandlungs{RoutinenZusammen mit den im ersten Abschnitt de�nierten Konstanten stehen die nachfol-genden Funktionen und Prozeduren zur Ausnahmebehandlung zur Verf�ugung:procedure IEEE_environment( action : integer;handler : integer;mode : boolean);procedure IEEE_trap_enable( handler : integer;mode : boolean);function IEEE_test ( handler : integer) : boolean;procedure IEEE_set ( handler : integer);procedure IEEE_reset ( handler : integer);procedure IEEE_save ( var x : integer);procedure IEEE_restore ( x : integer);Eine genaue Beschreibung �ndet man in [7]; beachten Sie dort auch das Programm-beispiel im Anhang D.8.1.2.4 IOSTD, X INTG, X STRGDie Beschreibung der Module iostd, x intg, x strg �ndet man in [7].8.1.2.5 LI ARIDas Modul Li ari stellt f�ur den Datentyp Longreal alle f�ur die reelle Inter-vallrechnung notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren zur Verf�ugung.Dar�uber hinaus existieren Operatoren und Prozeduren zur exakten Akkumulator{Auswertung von Longreal{Intervallausdr�ucken. Eine genaue Beschreibung �ndetman ab Seite 81.



226 KAPITEL 8. PASCAL-XSC MODULE8.1.2.6 I ARIDas Modul i ari stellt f�ur den Typ real alle die f�ur die reelle Intervallrech-nung notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren zur Verf�ugung. Dar�uberhinaus existiert das komplette Lattenkreuzkonzept zur exakten Auswertung vonIntervallausdr�ucken. Eine genaue Beschreibung �ndet man ab Seite 75.8.1.2.7 RRGI ARIDas Modul rrGi ari stellt f�ur den 26-stelligen Datentyp rrG alle die f�urdie Implementierung reeller Intervall{Standardfunktionen notwendigen Operatorenund Prozeduren zur Verf�ugung. Dar�uber hinaus existieren Hilfsfunktionen zur Wer-tebereichseinschlie�ung von monotonen Funktionen oder Funktionen mit einem odermehreren lokalen Extrema. Eine genaue Beschreibung �ndet man ab Seite 93. DieIntervall{Standardfunktionen sind in Tabelle 4.8 auf Seite 94 zusammengestellt.8.1.2.8 C ARIAUXc ariaux wird nur vom System{Modul c ari importiert und exportiert zweiRoutinen zur Realisierung der komplexen Division f�ur Punktargumente:1. procedure produkt (a,b,c,d : real; var over : boolean;var p1 : real; var p2 : interval);Mit der De�nition:ex :=8><>:�267; falls over = +1+0; falls over = +0+267; falls over = �1 gilt f�ur alle a,b,c,d : real(a � b+ c � d) � 10ex 2 (p1 + p2)p1 : maximalgenaue N�aherung f�ur: (a � b+ c � d) � 10exp2 : maximalgenaue Einschlie�ung f�ur: (a � b+ c � d� p1) � 10exDie Berechnung von p1; p2 erfolgt wegen des Skalierungsfaktors 10ex ohneProgrammabbruch durch internen �Uber- oder Unterlauf!2. function quotient (z1 : real; z2 : interval; n1 : real; n2 : interval;round, zover, nover : integer) : real;Mit der Anweisungy := quotient (z1,z2,n1,n2,rd,zo,no)und zo,no 2 f�1; 0;+1g wird intern zun�achst durch staggered correctionTechnik unter der Voraussetzung: (n1 + n2) > 0 eine Einschlie�ung Q desexakten Intervalls q := (z1 + z2)(n1 + n2) � 10(zo�no)�267 � Q



8.1. SYSTEMMODULE 227berechnet, wobei nur �Uberlauf entstehen kann. Der Funktionswert y: realwird dann durch den Rundungsparameter rd wie folgt bestimmt:y := 8><>:N�achstkleinere real-Zahl bzgl. Q.inf � q.inf; falls rd = �1N�achste real-Zahl bzgl. 'Mittelpunkt' von Q , falls rd = +0N�achstgr�o�ere real-Zahl bzgl. Q.sup � q.sup; falls rd = +1Anmerkungen:� Da die Einschlie�ung Q mittels staggered correktion berechnet wird, istQ eine sehr enge Einschlie�ung des exakten Quotienten q . Deshalbliefert z.B. rd = �1 mit y fast immer die gr�o�te Unterschranke von q,und nur in extremen Ausnahmesituationen liegt zwischen y und q.inf eineweitere real{Zahl. F�ur rd = +1 gelten ganz entsprechende Aussagen. Dabei der komplexen Division die gerichteten Rundungen mittels rd = �1berechnet werden, mu� deshalb die Fehlerschranke gr�o�er sein als 1�10�12und wird festgelegt durch 1:5 � 10�12; vergl. die Tabelle auf Seite 108.� Wir setzen voraus, da� die Intervalle (z1 + z2); (n1 + n2) selbst,z.B. mit der Prozedur produkt(...), durch staggered correction Technikberechnet werden, so da� ihre Durchmesser extrem klein gegen�uber demAbstand benachbarter real{Zahlen angenommen werden, und dies giltdann auch f�ur die Einschlie�ung Q des exakten Quotienten q . Enth�altnun Q in einer seltenen Ausnahmesituation den Mittelpunkt seinerumgebenden real{Zahlen, so k�onnen unterschiedliche Zahlen aus Q ver-schiedene (benachbarte) 'n�achste real{Zahlen' besitzen, so da� dann deroben genannte 'Mittelpunkt' von Q nur eine der beiden m�oglichen'n�achsten real{Zahlen' festlegt. Da bei der komplexen Division der Ope-rator = durch die Funktion quotient(..) mit rd = 0 de�niert wird,ist seine Fehlerschranke nicht mehr 5 �10�13 sondern 1 �10�12 , d.h. diekomplexe Division ist nur hochgenau; vergl. die Tabelle auf Seite 108.8.1.2.9 LC HELPLc help wird nur vom System{Modul Lc ari importiert und exportiert zweiRoutinen zur Realisierung der komplexen Division f�ur Punktargumente:1. procedure produkt (a,b,c,d : Longreal; var over : boolean;var p1 : Longreal; var p2 : Linterval);Mit der De�nition:ex := 8><>:�531; falls over = +1+0; falls over = +0+531; falls over = �1 gilt f�ur alle a,b,c,d : Longreal(a � b+ c � d) � 10ex 2 (p1 + p2)p1 : maximalgenaue N�aherung f�ur: (a � b+ c � d) � 10exp2 : maximalgenaue Einschlie�ung f�ur: (a � b+ c � d� p1) � 10ex



228 KAPITEL 8. PASCAL-XSC MODULEDie Berechnung von p1; p2 erfolgt wegen des Skalierungsfaktors 10ex ohneProgrammabbruch durch internen �Uber- oder Unterlauf!2. function quotient (z1 : Longreal; z2 : Linterval; n1 : Longreal; n2 : Linterval;round, zover, nover : integer) : Longreal;Mit der Anweisungy := quotient (z1,z2,n1,n2,rd,zo,no)und zo,no 2 f�1; 0;+1g wird intern zun�achst durch staggered correctionTechnik unter der Voraussetzung: (n1 + n2) > 0 eine Einschlie�ung Q desexakten Intervalls q := (z1 + z2)(n1 + n2) � 10(zo�no)�531 � Qberechnet, wobei nur �Uberlauf entstehen kann. Der Funktionswert y: Longrealwird dann durch den Rundungsparameter rd wie folgt bestimmt:y := 8><>:N�achstkleinere Longreal-Zahl bzgl. Q.inf � q.inf; falls rd = �1N�achste Longreal-Zahl bzgl. 'Mittelpunkt' von Q , falls rd = +0N�achstgr�o�ere Longreal-Zahl bzgl. Q.sup � q.sup; falls rd = +1Anmerkungen:� Da die Einschlie�ung Q mittels staggered correktion berechnet wird, istQ eine sehr enge Einschlie�ung des exakten Quotienten q . Deshalbliefert z.B. rd = �1 mit y fast immer die gr�o�te Unterschranke vonq, und nur in extremen Ausnahmesituationen liegt zwischen y und q.infeine weitere Longreal{Zahl. F�ur rd = +1 gelten ganz entsprechendeAussagen. Da bei der komplexen Division die gerichteten Rundungenmittels rd = �1 berechnet werden, mu� deshalb die Fehlerschrankegr�o�er sein als 1 � 10�20 und wird festgelegt durch 1:5 � 10�20; vergl. dieTabelle auf Seite 113.� Wir setzen voraus, da� die Intervalle (z1 + z2); (n1 + n2) selbst,z.B. mit der Prozedur produkt(...), durch staggered correction Technikberechnet werden, so da� ihre Durchmesser extrem klein gegen�uber demAbstand benachbarter Longreal{Zahlen angenommen werden, und diesgilt dann auch f�ur die Einschlie�ung Q des exakten Quotienten q .Enth�alt nun Q in einer seltenen Ausnahmesituation den Mittelpunktseiner umgebenden Longreal{Zahlen, so k�onnen unterschiedliche Zahlenaus Q verschiedene (benachbarte) 'n�achste Longreal{Zahlen' besitzen,so da� dann der oben genannte 'Mittelpunkt' von Q nur eine der beidenm�oglichen 'n�achsten Longreal{Zahlen' festlegt. Da bei der komplexenDivision der Operator = durch die Funktion quotient(..) mit rd = 0de�niert wird, ist seine Fehlerschranke nicht mehr 5 � 10�21 sondern1�10�20 , d.h. die komplexe Division ist nur hochgenau; vergl. die Tabelleauf Seite 113.



8.1. SYSTEMMODULE 2298.1.2.10 LC ARIDas Modul Lc ari stellt f�ur den Datentyp Longreal alle f�ur komplexeRechnungen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren zur Verf�ugung.Dar�uber hinaus existieren Operatoren und Prozeduren zur exakten Akkumulator{Auswertung von Lcomplex{Ausdr�ucken.F�ur den 26-stelligen Datentyp rrGcomplex stehen zus�atzlich die wichtigstenOperatoren und Transferfunktionen zur Realisierung 26-stelliger Standardfunktio-nen zur Verf�ugung. Eine genaue Beschreibung �ndet man ab Seite 112.8.1.2.11 LCI ARIDas Modul Lci ari stellt f�ur den Datentyp Longreal alle f�ur komplexe Intervall-rechnungen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren zur Verf�ugung.Dar�uber hinaus existieren Operatoren und Prozeduren zur exakten Akkumulator{Auswertung von Lcinterval{Ausdr�ucken.F�ur den 26-stelligen Datentyp rrGcinterval stehen zus�atzlich die wichtig-sten Operatoren und Transferfunktionen zur Realisierung 26-stelliger Intervall{Standardfunktionen zur Verf�ugung. Eine genaue Beschreibung �ndet man dazu abSeite 136.8.1.2.12 C ARIDas Modul c ari stellt f�ur den Typ real alle die f�ur komplexe Rechnun-gen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren zur Verf�ugung. Dar�uberhinaus existiert das komplette Lattenkreuzkonzept zur exakten Auswertung voncomplex{Ausdr�ucken. Eine genaue Beschreibung �ndet man ab Seite 107.8.1.2.13 CI ARIDas Modul ci ari stellt f�ur den Typ real alle die f�ur komplexe Intervall-rechnungen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren zur Verf�ugung.Dar�uber hinaus existiert das komplette Lattenkreuzkonzept zur exakten Auswer-tung von cinterval{Ausdr�ucken. Genaue Beschreibungen �ndet man ab Seite 127.8.1.2.14 MV ARIIn diesem Modul werden zum Basis{Typ real die f�ur das Rechnen mit reellen Vek-toren und Matrizen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren bereit-gestellt. Dar�uber hinaus existiert das komplette Lattenkreuzkonzept zur exaktenAuswertung von rmatrix- oder rvector{Ausdr�ucken. Genaue Beschreibungen �ndetman ab Seite 161.8.1.2.15 MVI ARIIn diesem Modul werden zum Basis{Typ real die f�ur das Rechnen mit reellen Inter-vallvektoren und Intervallmatrizen notwendigen Operatoren, Funktionen und Pro-zeduren bereitgestellt. Dar�uber hinaus existiert das komplette Lattenkreuzkonzeptzur exakten Auswertung von imatrix- oder ivector{Ausdr�ucken. Eine genaueBeschreibung �ndet man ab Seite 172.



230 KAPITEL 8. PASCAL-XSC MODULE8.1.2.16 MVC ARIDas Modul mvc ari stellt zum Basis{Typ real die f�ur das Rechnen mit komplexenVektoren und Matrizen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozeduren zurVerf�ugung. Dar�uber hinaus existiert auch das komplette Lattenkreuzkonzept zurexakten Auswertung von cmatrix- oder cvector{Ausdr�ucken. Eine genaue Beschrei-bung �ndet man ab Seite 186.8.1.2.17 MVCI ARIIn diesem Modul werden zum Basis{Typ real die f�ur das Rechnen mit komplexenIntervallvektoren und Intervallmatrizen notwendigen Operatoren, Funktionen undProzeduren bereitgestellt. Dar�uber hinaus existiert das komplette Lattenkreuzkon-zept zur exakten Auswertung von cimatrix- oder civector{Ausdr�ucken. Eine genaueBeschreibung �ndet man ab Seite 198.8.1.2.18 LMV ARIIn diesem Modul werden zum Basis{Typ Longreal die f�ur das Rechnen mit reel-len Vektoren und Matrizen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozedurenbereitgestellt. Operanden vom Basis{Typ real sind nicht erlaubt. Dar�uber hinausexistieren alle notwendigen Operatoren zur exakten Auswertung von Lrmatrix- oderLrvector{Ausdr�ucken, wobei auch rmatrix- bzw. rvector{Operanden m�oglich sind.Eine genaue Beschreibung �ndet man ab Seite 165.8.1.2.19 LMVI ARIIn diesem Modul werden zum Basis{Typ Longreal die f�ur das Rechnen mit re-ellen Intervallvektoren und Intervallmatrizen notwendigen Operatoren, Funktionenund Prozeduren bereitgestellt. Operanden vom Basis{Typ real sind nicht erlaubt.Dar�uber hinaus existieren alle notwendigen Operatoren zur exakten Auswertungvon Limatrix- oder Livector{Ausdr�ucken, wobei in diesen Ausdr�ucken auch rmatrix-und imatrix- bzw. rvector- und ivector{Operanden m�oglich sind. Eine genaueBeschreibung �ndet man ab Seite 178.8.1.2.20 LMVC ARIIn diesem Modul werden zum Basis{Typ Longreal die f�ur das Rechnen mit kom-plexen Vektoren und Matrizen notwendigen Operatoren, Funktionen und Prozedu-ren bereitgestellt. Operanden vom Basis{Typ real sind nicht erlaubt. Zur exaktenAuswertung von Lcmatrix- oder Lcvector{Ausdr�ucken stehen die entsprechendenProzeduren aus dem Modul Lc ari zur Verf�ugung. Eine genaue Beschreibung mitBeispielen �ndet man ab Seite 191.8.1.2.21 LMVCI ARIIn diesem Modul werden zum Basis{Typ Longreal die f�ur das Rechnen mitkomplexen Intervallvektoren und Intervallmatrizen notwendigen Operatoren, Funk-tionen und Prozeduren bereitgestellt. Operanden vom Basis{Typ real sind nichterlaubt. Zur exakten Auswertung von Lcimatrix- oder Lcivector{Ausdr�uckenstehen die entsprechenden Prozeduren aus dem Modul Lci ari zur Verf�ugung.Eine genaue Beschreibung mit Beispielen �ndet man ab Seite 207.



8.2. HILFSMODULE 2318.2 HilfsmoduleIn Form einer zus�atzlichen Modulbibliothek stehen PASCAL-XSC -Routinender BCD{Version f�ur die L�osung h�au�g auftretender numerischer Probleme zurVerf�ugung. Die darin verwendeten L�osungsmethoden berechnen eine scharfe Ein-schlie�ung der wahren L�osung des gestellten Problems und weisen gleichzeitig dieExistenz und Eindeutigkeit im angegebenen Intervall nach. Diese Routinen habendaher folgende Vorz�uge:� Die Berechnung einer L�osung erfolgt mit maximaler oder hoher, immer abermit kontrollierter Genauigkeit, auch in vielen schlecht konditionierten F�allen.� Die Richtigkeit des Ergebnisses wird veri�ziert, d.h. es wird eine Einschlie-�ungsmenge berechnet, in der die Existenz und Eindeutigkeit der exaktenL�osung gesichert ist.� Falls keine L�osung existiert oder das Problem zu schlecht konditioniert ist, sowird eine Fehlermeldung ausgegeben.� Der Benutzer kann kaum etwas falsch machen, und somit sind diese Methodenauch von Nichtspezialisten anwendbar.� Bei der BCD{Version entfallen die bei Bin�arversionen oft so l�astigen Konver-sionsprobleme, da die �uber die Tastatur eingegebenen, dezimalen Gleitpunkt{Zahlen fehlerfrei gespeichert werden und so den Anwender{Routinen un-verf�alscht zur Verf�ugung stehen. Beachten Sie bitte, da� bei einer Bin�arversiondie Dezimalzahl 0:1 schon nicht mehr fehlerfrei gespeichert wird!Im einzelnen decken die PASCAL-XSC Routinen die folgenden Gebiete ab:� Lineare Gleichungssysteme{ Vollbesetzte Systeme{ Matrixinvertierung{ Ausgleichsprobleme{ Berechnung der Pseudoinversen{ Bandmatrizen{ Sp�arlich besetzte Matrizen� Polynomauswertung{ in einer Variablen{ in mehreren Variablen� Polynomnullstellen� Eigenwerte und Eigenvektoren{ Symmetrische Matrizen{ Beliebige Matrizen



232 KAPITEL 8. PASCAL-XSC MODULE� Anfangs- und Randwertprobleme bei gew�ohnlichen Di�erentialgleichungen{ linear{ nichtlinear� Auswertung von arithmetischen Ausdr�ucken� Nichtlineare Gleichungssysteme� Numerische Quadratur� Integralgleichungen� Automatische Di�erentiation� Spezielle Funktionen der mathematischen PhysikN�aheres zu den einzelnen Routinen und Modulen kann der begleitenden Dokumen-tation der PASCAL-XSC Numerikbibliothek entnommen werden.�Uber die jeweils behandelte Grundproblematik hinaus sind die Einsatzm�oglich-keiten dieser Routinen vielf�altig. Mit ihnen wird die Beantwortung so interessanterund wichtiger Fragestellungen m�oglich, wie z.B.� Feststellung der Kondition von Problemen durch Intervalleingabe.� Feststellung von lokalen Ausschlu�gebieten von L�osungen, indem man gro�eund kleine Eindeutigkeitsbereiche bestimmt, deren Di�erenzmenge dann dasAusschlu�gebiet darstellt.� Veri�kation von Aussagen wie Bestimmung des Mindestranges einer Matrixoder Bestimmung einer Kugel bzw. einer Halbebene, in der alle Nullstelleneines komplexen Polynoms liegen. Damit ist es z.B. m�oglich, die Stabilit�atelektotechnischer Schaltungen zu garantieren, soweit das Modell die Realit�aterfa�t.� Parameterkontrolle bei Modellbildungen. Es kann festgestellt werden, welcheModelldaten mit welcher Emp�ndlichkeit in eine Modellformel einwirken undumgekehrt, wie genau Me�daten sein m�ussen, damit eine abh�angige Gr�o�e�uberhaupt noch eine vorgeschriebene Genauigkeitsrelevanz besitzt.Die Modulbibliothek soll den Anwender in die Lage versetzen, eigene Problemstel-lungen so zu l�osen, da� seine numerischen Programmergebnisse wirkliche mathe-matische Aussagekraft besitzen und nicht nur eine N�aherung liefern, �uber derenGenauigkeit allenfalls spekuliert werden kann nach dem Motto:'Der Rechner liefert eine 16-stellige L�osung, von denen die ersten vier Zi�ernho�entlich wieder richtig sind'Diese heute noch weit verbreitete Denkweise auch bei Mathematikern sollte mitHilfe der jetzt vorhandenen PASCAL-XSC Werkzeuge bald �uberwunden sein!
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STICHWORTVERZEICHNIS 241{ , Lcimatrix 214{ , Lcmatrix 196hexadezimale Ein-/Ausgabe{ , Longreal{Konstanten 222{ , real{Konstanten 222Hilfsmodul 217horn ts (Programm) 71horner (Prozedur) 56, 71horner cdot (Funktion) 121horner cidot (Funktion) 152horner dot (Funktion) 43horner idot (Funktion) 91horner l (Funktion) 34horner t (Programm) 56Hornerschema 34, 43, 55, 70, 91, 121, 152i ari (Modul) 75, 226id (Funktion){ , cimatrix 205{ , cmatrix 189{ , imatrix 176{ , Lcimatrix 214{ , Lcmatrix 195{ , Limatrix 182{ , rmatrix 163idotprecision (Typ) 86IEEE all (real{Konstante) 221IEEE continue (real{Konstante) 221IEEE div by zero (real{Konstante) 221IEEE enviroment (Prozedur) 225IEEE inexact (real{Konstante) 221IEEE inv op (real{Konstante) 221IEEE overow (real{Konstante) 221IEEE reset (Prozedur) 225IEEE restore (Prozedur) 225IEEE save (Prozedur) 225IEEE set (Prozedur) 225IEEE test (Funktion) 225IEEE trap enable (Prozedur) 225IEEE underow (real{Konstante) 221ifo bcd (Programm) 56ifo bcds (Programm) 71im (Funktion) 109, 114, 118, 123, 129,140, 145, 153, 188, 193, 202, 203,211, 212image (Funktion){ , Longreal 31{ , real 20imatrix (Typ) 172in (Operator) siehe Operatorenincl mami (Funktion) 103incl max (Funktion) 99inf (Funktion) 77, 82, 89, 129, 140, 145,174, 180, 181, 202, 203, 211, 212init timer (Prozedur) 219int nr (Funktion) 36integer add (Prozedur) 19

interval (Typ) 75Intervallarithmetik{ , cidotprecision 144{ , cimatrix 198{ , cinterval 127{ , civector 198{ , idotprecision 86{ , interval 75{ , ivector, imatrix 172{ , Lcimatrix 207{ , Lcinterval 136{ , Lcivector 207{ , Linterval 81{ , Livector, Limatrix 178{ , rrGcinterval 153{ , rrGinterval 93intval (Funktion) 77, 129, 174, 180, 181,202, 203, 211, 212iostd (Modul) 225ivector (Typ) 89, 172komplexe Arithmetik{ , cdotprecision 117{ , complex 107{ , cvector, cmatrix 186{ , Lcomplex 112{ , Lcvector, Lcmatrix 191{ , rrGcomplex 123komplexe Division 107, 112, 226, 227, 228komplexe Intervallarithmetik{ , cidotprecision 144{ , cinterval 127{ , civector, cimatrix 198{ , Lcinterval 136{ , Lcivector, Lcimatrix 207{ , rrGcinterval 153komplexes Intervall-Skalarprodukt 216Konstanten{ , Longreal 33{ , real 15, 221{ , rrG 64, 65Konversionsfehler 44{ , Vermeidung 7, 8Lattenkreuzkonzept f�ur cimatrix 216Lattenkreuzkonzept f�ur cinterval 144Lattenkreuzkonzept f�ur civector 216Lattenkreuzkonzept f�ur complex 116Lattenkreuzkonzept f�ur cvector, cmatrix197Lattenkreuzkonzept f�ur interval 86Lattenkreuzkonzept f�ur ivector, imatrix183Lattenkreuzkonzept f�ur real 38Lattenkreuzkonzept f�ur rvector, rmatrix168Lattenkreuzsimulation f�ur



242 STICHWORTVERZEICHNIS{ Lcinterval{Ausdr�ucke 144{ Lcivector{Ausdr�ucke 149, 150{ Lcivector{Ausdr�ucke: Beispiele151{ Lcivector, Lcimatrix{Ausdr�ucke,Beispiel 216{ Lcomplex{Ausdr�ucke 117{ Lcvector, Lcmatrix{Ausdr�ucke,Beispiel 197{ Livector, Limatrix{Ausdr�ucke 183{ Longreal{Ausdr�ucke 38{ Longreal{Ausdr�ucke, Beispiele 43{ Lrvector, Lrmatrix{Ausdr�ucke,Beispiele 169, 170Laufzeiten 7, 55, 70lc ari (Modul) 112, 229lc help (Modul) 227lci ari (Modul) 136, 229Lcimatrix (Typ) 207Lcinterval (Typ) 136Lcivector (Typ) 149, 207Lcmatrix (Typ) 191lcompl (Funktion) 114, 139Lcomplex (Typ) 112Lcvector (Typ) 118, 191less 21 (Prozedur) 51, 69li ari (Modul) 81, 225lid (Funktion){ , Lrmatrix 167Limatrix (Typ) 178Linterval (Typ) 81lintval (Funktion) 82, 139, 140lintval f (Funktion) 92lintval frrG (Funktion) 92Livector (Typ) 89, 178lmv ari (Modul) 160, 165, 230lmvc ari (Modul) 160, 191, 230lmvci ari (Modul) 160, 207, 230lmvi ari (Modul) 160, 178, 230ln (Funktion){ , cinterval 130, 133{ , complex 110{ , interval 78{ , Lcinterval 141, 142{ , Lcomplex 115{ , Linterval 83{ , Longreal 27{ , lrG 73{ , real 16{ , rrG 58{ , rrGcinterval 155{ , rrGcomplex 124{ , rrGinterval 94ln ex (Funktion){ , interval 78{ , Linterval 83{ , Longreal 27

{ , real 16{ , rrG 58{ , rrGinterval 94ln ex rrG (Funktion){ , Linterval{rrGinterval 95{ , Longreal{rrG 60ln gam c (Longreal{Konstante) 33ln gam c rrG (rrG{Konstante) 64, 65ln pi (Longreal{Konstante) 33ln pi rrG (rrG{Konstante) 64, 65ln rrG (Funktion){ , Lcinterval{rrGcinterval 156{ , Lcomplex{rrGcomplex 125{ , Linterval{rrGinterval 95{ , Longreal{rrG 60ln 10 (Longreal{Konstante) 33ln 10 rrG (rrG{Konstante) 64, 65ln 2 (Longreal{Konstante) 33ln 2 rrG (rrG{Konstante) 64, 65ln sqrtx2y2 (Funktion){ , interval 78{ , Linterval 83{ , Longreal 27{ , real 16{ , rrG 58{ , rrGinterval 94ln sqrtx2y2 rrG (Funktion){ , Linterval{rrGinterval 95{ , Longreal{rrG 60ln sqrt1px2y2 (Funktion){ , interval 78{ , Linterval 83{ , Longreal 27{ , real 16{ , rrG 58{ , rrGinterval 94ln sqrt1px2y2 rrG (Funktion){ , Linterval{rrGinterval 95{ , Longreal{rrG 60lnull (Funktion){ , Lrmatrix 167{ , Lrvector 167ln1p (Funktion){ , cinterval 130, 134{ , complex 110{ , interval 78{ , Lcinterval 141, 142{ , Lcomplex 115{ , Linterval 83{ , Longreal 27{ , real 16{ , rrG 58{ , rrGcinterval 155{ , rrGcomplex 124{ , rrGinterval 94ln1p rrG (Funktion){ , Lcinterval{rrGcinterval 156



STICHWORTVERZEICHNIS 243{ , Lcomplex{rrGcomplex 125{ , Linterval{rrGinterval 95{ , Longreal{rrG 60loga (Funktion){ , interval 78{ , Linterval 83{ , Longreal 27{ , real 16{ , rrG 58{ , rrGinterval 94loga rrG (Funktion){ , Linterval{rrGinterval 95{ , Longreal{rrG 60log1p (Funktion){ , interval 78{ , Linterval 83{ , Longreal 27{ , Longreal{rrG 60{ , real 16{ , rrG 58{ , rrGinterval 94log1p rrG (Funktion){ , Linterval{rrGinterval 95log10 (Funktion){ , interval 78{ , Linterval 83{ , Longreal 27{ , lrG 73{ , real 16{ , rrG 58{ , rrGinterval 94log10 rrG (Funktion){ , Linterval{rrGinterval 95{ , Longreal{rrG 60log2 (Funktion){ , interval 78{ , Linterval 83{ , Longreal 27{ , real 16{ , rrG 58{ , rrGinterval 94log2 rrG (Funktion){ , Linterval{rrGinterval 95{ , Longreal{rrG 60long (Funktion) 28, 82, 89, 114, 140, 145longdown (Funktion) 39, 53, 120longdown test (Funktion) 39, 120longnext (Funktion) 39, 53, 120longnext test (Funktion) 39, 120Longreal{Konstanten 33{ , Klassi�zierung 223Longreal{Konstanten (Speicherformat)222Longreal (Typ) 22longup (Funktion) 39, 53, 120longup test (Funktion) 39, 120lrG (Typ) 66

Lrmatrix (Typ) 165Lrvector (Typ) 165ltransp (Funktion){ , Lrmatrix 167lval (Funktion) 30, 31lvnull (Funktion){ , Lrvector 167m 10hoch (Operator){ , Longreal 32{ , real 21mant (Funktion){ , Longreal 29{ , real 18mant expo product (Prozedur){ , Longreal 30{ , real 21mant w (real{Konstante) 15mant wl (real{Konstante) 15mant 26 (Prozedur) 53mant 34 (Prozedur) 70Mantisse{ , Longreal 29, 223{ , lrG 70{ , real 18, 223{ , rrG 53Matrix/Vektorarithmetik{ , �Ubersicht 159{ , civector, cimatrix 198{ , cvector, cmatrix 186{ , ivector, imatrix 172{ , Lcivector, Lcimatrix 207{ , Lcvector, Lcmatrix 191{ , Livector, Limatrix 178{ , Lrvector, Lrmatrix 165{ , module 160{ , rvector, rmatrix 161max exp (real{Konstante) 15max expl (real{Konstante) 15maxlongreal (Longreal{Konstante) 33maxreal (real{Konstante) 11, 221mid (Funktion){ , cimatrix 205{ , cinterval 131{ , civector 205{ , imatrix 176{ , interval 78{ , ivector 176{ , Lcimatrix 214{ , Lcinterval 142{ , Lcivector 214{ , Limatrix 182{ , Linterval 83{ , Livector 182min exp (real{Konstante) 15min exp (real{Konstante) 15min expl (real{Konstante) 15



244 STICHWORTVERZEICHNISmin expl (real{Konstante) 15min longreal (Longreal{Konstante) 33min Longreal (Longreal{Konstante) 23min real (real{Konstante) 11, 15minlongreal (Longreal{Konstante) 33minreal (real{Konstante) 12, 221minus (Operator) 42minus c (Operator) 117minus i (Operator) 87Modul{ , Anwender- 217{ , Basis- 219{ , Hierarchie 217, 218{ , Hilfs- 217{ , Import- 218{ , Konzept 217{ , System- 217Modulbibliothek 231Module{ , c ari 107, 229{ , c ariaux 226{ , ci ari 127, 229{ , i ari 75, 226{ , iostd 225{ , lc ari 112, 229{ , lc help 227{ , lci ari 136, 229{ , li ari 81, 225{ , lmv ari 165, 230{ , lmvc ari 191, 230{ , lmvci ari 207, 230{ , lmvi ari 178, 230{ , mv ari 161, 229{ , mvc ari 186, 230{ , mvci ari 198, 230{ , mvi ari 172, 229{ , rrGi ari 93, 226{ , stdmod 217, 219{ , x intg 225{ , x real 220{ , x strg 225monadische Operatoren 47, 67, 76, 81,128, 136, 154, 161, 165, 172, 178,179, 186, 187, 191, 192, 198, 200,201, 2mul 11 (Prozedur) 49mul 12 (Prozedur) 49, 68mul 21 (Prozedur) 49mul 22 (Prozedur) 49, 68mul 22S (Prozedur) 49muldown test (Funktion) 108{ , Lcomplex 113{ , Longreal 24{ , real 13mulnext test (Funktion) 108{ , Lcomplex 113{ , Longreal 24

{ , real 13mulup test (Funktion) 108{ , Lcomplex 113{ , Longreal 24{ , real 13mv ari (Modul) 160, 161, 229mvc ari (Modul) 160, 186, 230mvci ari (Modul) 160, 198, 230mvi ari (Modul) 160, 172, 229normalisiere (Funktion){ , rrG 54normalisierte Zahlen{ , Longreal 22{ , real 11null (Funktion){ , cimatrix 205{ , civector 205{ , cmatrix 189{ , cvector 189{ , imatrix 175{ , ivector 175{ , Lcimatrix 214{ , Lcivector 214{ , Lcmatrix 195{ , Lcvector 195{ , Limatrix 182{ , Livector 182{ , rmatrix 163{ , rvector 163Numeric Software GmbH 1numerische Datentypen 219Operatoren{ , +, * (Akku), siehe arithmetischeOperatoren{ , arithmetische, siehe arithmetischeOperatoren{ , Fehlerschranken (complex) 108{ , Fehlerschranken (Lcomplex) 113{ , in 76, 81, 88, 93, 128, 138, 179,199, 200, 201, 208, 209, 210{ m 10hoch 21, 32{ , minus 42{ , minus c 117{ , minus i 87{ , mit Ergebnistyp cdotprecision117{ , mit Ergebnistyp cidotprecision146, 147{ , mit Ergebnistyp cidotprecision:Beispiele 148{ , mit Ergebnistyp cidotprecision:Einschr�ankung bei Adition,Subtraktion 146{ , mit Ergebnistyp cimatrix 198,200, 201



STICHWORTVERZEICHNIS 245{ , mit Ergebnistyp cinterval 128{ , mit Ergebnistyp civector 198,200, 201{ , mit Ergebnistyp cmatrix 186,187{ , mit Ergebnistyp complex 107{ , mit Ergebnistyp cvector 186, 187{ , mit Ergebnistyp dotprecision 42,169{ , mit Ergebnistyp idotprecision87, 179{ , mit Ergebnistyp imatrix 172, 173{ , mit Ergebnistyp interval 76{ , mit Ergebnistyp ivector 172, 173{ , mit Ergebnistyp Lcimatrix 207,209, 210{ , mit Ergebnistyp Lcinterval 136,137, 138{ , mit Ergebnistyp Lcivector 207,209, 210{ , mit Ergebnistyp Lcmatrix 191,192{ , mit Ergebnistyp Lcomplex 112{ , mit Ergebnistyp Lcvector 191,192{ , mit Ergebnistyp Limatrix 178,179{ , mit Ergebnistyp Linterval 81{ , mit Ergebnistyp Livector 178,179{ , mit Ergebnistyp Longreal 26{ , mit Ergebnistyp lrG 67, 68, 69{ , mit Ergebnistyp Lrmatrix 165,166{ , mit Ergebnistyp Lrvector 165,166{ , mit Ergebnistyp real 17{ , mit Ergebnistyp rmatrix 161,162{ , mit Ergebnistyp rrG 47, 48, 49,50, 51{ , mit Ergebnistyp rrGcinterval 154{ , mit Ergebnistyp rrGcomplex 123{ , mit Ergebnistyp rrGinterval 93{ , mit Ergebnistyp rvector 161, 162{ , plus 42{ , plus c 117{ , plus i 87{ , Tabellen 42, 43, 76, 81, 87, 88,109, 112, 117, 123, 128, 137, 138,147, 154, 162, 166, 173, 179, 187,192, 20{ , times 42, 165, 166, 169{ , times c 117{ , times ci 147{ , times i 87, 179

{ , Vergleichs-, sieheVergleichsoperatorenpaddnaccu (Prozedur) 39, 90, 119, 150pi div4 (Longreal{Konstante) 33pi div4 rrG (rrG{Konstante) 64, 65pi down (Longreal{Konstante) 33pi half (Longreal{Konstante) 33pi half rrG (rrG{Konstante) 64, 65pi half1 (Longreal{Konstante) 33pi rrG (rrG{Konstante) 64, 65pi up (Longreal{Konstante) 33pi 1, pi 2, pi 3, pi 4 (real{Konstanten) 15pi 5, pi rest (real{Konstanten) 15pi2 (Longreal{Konstante) 33pi2 rrG (rrG{Konstante) 64, 65plus (Operator) 42plus c (Operator) 117plus i (Operator) 87power (Funktion){ , cinterval 130, 134{ , Lcinterval 141, 142{ , rrGcinterval 155power rrG (Funktion){ , Lcinterval{rrGcinterval 156power rrG(x,n,rndmode) (Funktion){ , Longreal{rrG 60power rrG(x,y) (Funktion){ , Linterval{rrGinterval 95{ , Longreal{rrG 60power(x,n,rndmode) (Funktion){ , Longreal 27{ , real 16{ , rrG 58power(x,y) (Funktion){ , interval 78{ , Linterval 83{ , Longreal 27{ , real 16{ , rrG 59{ , rrGinterval 94pred (Funktion){ , Longreal 30{ , real 19prod sum (Funktion) 55product (Funktion){ , Longreal 24{ , real 13produkt (Prozedur) 226, 227psubnaccu (Prozedur) 39, 90, 119, 120,150, 151quotient (Funktion) 226, 228{ , Longreal 25{ , real 14r eul rrG (rrG{Konstante) 64, 65



246 STICHWORTVERZEICHNISr ln 10 (Longreal{Konstante) 33r ln 10 rrG (rrG{Konstante) 64, 65r ln 2 (Longreal{Konstante) 33r pi (Longreal{Konstante) 33r pi r (real{Konstante) 15r pi rrG (rrG{Konstante) 64, 65r sqrtpi (Longreal{Konstante) 33r sqrtpi rrG (rrG{Konstante) 64, 65r sqrtpi2 (Longreal{Konstante) 33r sqrtpi2 rrG (rrG{Konstante) 64, 65r sqrt2 (Longreal{Konstante) 33r sqrt2 rrG (rrG{Konstante) 64, 65r sqrt2pi (Longreal{Konstante) 33r sqrt2pi rrG (rrG{Konstante) 64, 65r 2pi (Longreal{Konstante) 33r 2pi rrG (rrG{Konstante) 64, 65re (Funktion) 109, 114, 118, 123, 129,140, 145, 153, 188, 193, 202, 203,211, 212read (Prozedur) 37, 56, 71, 79, 85, 96,111, 116, 126, 135, 143, 158, 164,168, 177, 183, 190, 196, 206, 215,222real{Konstanten 15, 221{ , Klassi�zierung 223real{Konstanten (Speicherformat) 221real{Konstanten (x real) 221real (Typ) 11realdown test (Funktion) 40realnext (Funktion) 53realnext test (Funktion) 40realup test (Funktion) 40rezip (Prozedur) 50rmatrix (Typ) 161round (Funktion){ , integer 18{ , Longreal 28{ , real 18rrG{Konstanten 64, 65rrG (Typ) 46rrGcinterval (Typ) 153rrGcintval (Funktion) 153rrGcompl (Funktion) 123rrGcomplex (Typ) 123rrGi ari (Modul) 93, 226rrGinterval (Typ) 93rrGintval (Funktion) 93rrgintval f (Funktion) 98rrGintval f rrG (Funktion) 97rrgintval frrG (Funktion) 98rval (Funktion) 19, 20rvector (Typ) 161scale (Funktion){ , lrG 70{ , rrG 54

short (Funktion) 29, 82, 89, 114, 140,145, 180, 181, 193, 194, 212{ , Lrmatrix 167{ , Lrvector 167short test (Funktion) 29, 114, 194{ , Lrmatrix 168{ , Lrvector 168shortdown (Funktion) 29, 114, 193, 194{ , Lrmatrix 167{ , Lrvector 167shortdown test (Funktion) 29, 114, 194{ , Lrmatrix 168{ , Lrvector 168shortup (Funktion) 29, 114, 193, 194{ , Lrmatrix 167{ , Lrvector 167shortup test (Funktion) 29, 114, 194{ , Lrmatrix 168{ , Lrvector 168sign (Funktion){ , dotprecision 40{ , interval 78{ , Linterval 83{ , Longreal 29{ , real 18{ , rrGinterval 94sin (Funktion){ , cinterval 130{ , complex 110{ , interval 78{ , Lcinterval 142{ , Lcomplex 115{ , Linterval 83{ , Longreal 27{ , real 16{ , rrG 59{ , rrGcinterval 155{ , rrGcomplex 124{ , rrGinterval 94sin rrG (Funktion){ , Lcinterval{rrGcinterval 156{ , Lcomplex{rrGcomplex 125{ , Linterval{rrGinterval 95{ , Longreal{rrG 61sinh (Funktion){ , cinterval 130{ , complex 110{ , interval 78{ , Lcinterval 142{ , Lcomplex 115{ , Linterval 83{ , Longreal 27{ , real 16{ , rrG 59{ , rrGcinterval 155{ , rrGcomplex 124{ , rrGinterval 94



STICHWORTVERZEICHNIS 247sinh rrG (Funktion){ , Lcinterval{rrGcinterval 156{ , Lcomplex{rrGcomplex 125{ , Linterval{rrGinterval 95{ , Longreal{rrG 61sinpi (Funktion){ , interval 78{ , Linterval 83{ , Longreal 27{ , real 16{ , rrG 59{ , rrGinterval 94sinpi rrG (Funktion){ , Linterval{rrGinterval 95{ , Longreal{rrG 61Speicherformat{ , Longreal 222{ , real 221sqr (Funktion){ , cinterval 130{ , complex 110{ , interval 78{ , Lcinterval 141{ , Lcomplex 115{ , Linterval 83{ , Longreal 27{ , real 16{ , rrG 58{ , rrGcinterval 155{ , rrGcomplex 124{ , rrGinterval 94sqr rrG (Funktion){ , Lcinterval{rrGcinterval 156{ , Lcomplex{rrGcomplex 125{ , Linterval{rrGinterval 95{ , Longreal{rrG 60sqrt (Funktion){ , cinterval 130, 131{ , complex 110{ , interval 78{ , Lcinterval 141, 142{ , Lcomplex 115{ , Linterval 83{ , Longreal 27{ , lrG 73{ , real 16{ , rrG 58{ , rrGcinterval 155{ , rrGcomplex 124{ , rrGinterval 94sqrt negim (Funktion){ , complex 110{ , Lcomplex 115{ , rrGcomplex 124sqrt negim rrG (Funktion){ , Lcomplex{rrGcomplex 125sqrt pi (Longreal{Konstante) 33

sqrt pi d2 (Longreal{Konstante) 33sqrt pi d2 rrG (rrG{Konstante) 64, 65sqrt pi rrG (rrG{Konstante) 64, 65sqrt rrG (Funktion){ , Lcinterval{rrGcinterval 156{ , Lcomplex{rrGcomplex 125{ , Linterval{rrGinterval 95{ , Longreal{rrG 60sqrt u (Funktion){ , complex 110{ , Lcomplex 115{ , rrGcomplex 124sqrt u rrG (Funktion){ , Lcomplex{rrGcomplex 125sqrteul rrG (rrG{Konstante) 64, 65sqrtx2m1 (Funktion){ , interval 78{ , Linterval 83{ , Longreal 27{ , lrG 73{ , real 16{ , rrG 58{ , rrGinterval 94sqrtx2m1 lrG (Funktion){ , Longreal{lrG 73sqrtx2m1 rrG (Funktion){ , Linterval{rrGinterval 95{ , Longreal{rrG 60sqrtx2y2 (Funktion){ , interval 78{ , Linterval 83{ , Longreal 27{ , real 16{ , rrG 58{ , rrGinterval 94sqrtx2y2 rrG (Funktion){ , Linterval{rrGinterval 95{ , Longreal{rrG 60sqrt1mx2 (Funktion){ , interval 78{ , Linterval 83{ , Longreal 27{ , lrG 73{ , real 16{ , rrG 58{ , rrGinterval 94sqrt1mx2 lrG (Funktion){ , Longreal{lrG 73sqrt1mx2 rrG (Funktion){ , Linterval{rrGinterval 95{ , Longreal{rrG 60sqrt1pm1 (Funktion){ , interval 78{ , Linterval 83{ , Longreal 27{ , real 16{ , rrG 58



248 STICHWORTVERZEICHNIS{ , rrGinterval 94sqrt1pm1 rrG (Funktion){ , Linterval{rrGinterval 95{ , Longreal{rrG 60sqrt1px2 (Funktion){ , interval 78{ , Linterval 83{ , Longreal 27{ , lrG 73{ , real 16{ , rrG 58{ , rrGinterval 94sqrt1px2 lrG (Funktion){ , Longreal{lrG 73sqrt1px2 rrG (Funktion){ , Linterval{rrGinterval 95{ , Longreal{rrG 60sqrt10 (Longreal{Konstante) 33sqrt2 (Longreal{Konstante) 33sqrt2 rrG (rrG{Konstante) 64, 65sqrt3 (Longreal{Konstante) 33sqrt5 (Longreal{Konstante) 33Standardfunktionen{ , cinterval 130, 131{ , civector, cimatrix 205{ , cvector, cmatrix 189, 190{ , interval 77, 78, 79{ , ivector, imatrix 175, 176{ , Lcinterval 141, 142{ , Lcinterval{rrGcinterval 156{ , Lcivector, Lcimatrix 214{ , Lcomplex{rrGcomplex 125{ , Lcvector, Lcmatrix 195, 196{ , Linterval 83{ , Linterval{rrGinterval 95{ , Livector, Limatrix 182{ , Longreal 26{ , Longreal{lrG 73{ , Longreal{rrG 60, 61{ , lrG 73{ , Lrvector, Lrmatrix 167, 168{ , real 15{ , rrG 58, 59{ , rrGcinterval 155{ , rrGcomplex 124{ , rrGinterval 94{ , rvector, rmatrix 163{ , verschachtelte, Beispiel 62stdmod (Modul) 217, 218, 219subaccu (Prozedur) 38subnaccu (Prozedur) 39, 90, 119, 149, 150succ (Funktion){ , Longreal 30{ , real 19sup (Funktion) 77, 82, 129, 140, 145, 174,180, 181, 202, 203, 211, 212Systemmodul 217

Systemmodule 218tan (Funktion){ , complex 110{ , interval 78{ , Lcomplex 115{ , Linterval 83{ , Longreal 27{ , real 16{ , rrG 59{ , rrGcomplex 124{ , rrGinterval 94tan rrG (Funktion){ , Lcomplex{rrGcomplex 125{ , Linterval{rrGinterval 95{ , Longreal{rrG 61tanh (Funktion){ , complex 110{ , interval 78{ , Lcomplex 115{ , Linterval 83{ , Longreal 27{ , real 16{ , rrG 59{ , rrGcomplex 124{ , rrGinterval 94tanh rrG (Funktion){ , Lcomplex{rrGcomplex 125{ , Linterval{rrGinterval 95{ , Longreal{rrG 61tanpi (Funktion){ , interval 78{ , Linterval 83{ , Longreal 27{ , real 16{ , rrG 59{ , rrGinterval 94tanpi rrG (Funktion){ , Linterval{rrGinterval 95{ , Longreal{rrG 61Teilintervallsuche 35test 26 (real{Konstante) 15test 34 (real{Konstante) 15timer (Modul) 219times (Operator) 42, 165, 166, 169times c (Operator) 117times ci (Operator) 147times i (Operator) 87, 179Toolbox{B�ande 217trans (Prozedur) 69trans rrG (Funktion) 53Transferfunktionen{ , cdotprecision{real, Longreal,dotprecision 118{ , cidotprecision{complex, Lcomplex144, 145



STICHWORTVERZEICHNIS 249{ , cidotprecision{dotprecision,idotprecision 144, 145{ , cidotprecision{real, Longreal,interval, Linterval 144, 145{ , cimatrix{imatrix, rmatrix, cmatrix203{ , cinterval{real, interval, complex129{ , civector{ivector, rvector, cvector202{ , cmatrix{rmatrix 188{ , complex{Lcomplex 114{ , complex{real 109{ , cvector{rvector 188{ , dotprecision{cdotprecision 118{ , dotprecision{Longreal 39{ , dotprecision{real 40{ , idotprecision{real, Longreal,interval, Linterval, dotprecision89{ , imatrix{rmatrix 174{ , ivector{rvector 174{ , Lcimatrix{Limatrix, Lrmatrix,Lcmatrix 212{ , Lcinterval{real, Longreal, interval,Linterval, complex, Lcomplex139, 140{ , Lcivector{Livector, Lrvector,Lcvector 211{ , Lcmatrix{Lrmatrix 193, 194{ , Lcomplex{cdotprecision 120{ , Lcomplex{integer, real, Longreal,complex 114{ , Lcvector{Lrvector 193, 194{ , Limatrix{Lrmatrix, imatrix 181{ , Linterval{real,Longreal,interval82{ , Livector{Lrvector, ivector 180{ , Longreal{integer 28, 29{ , Longreal{real 29{ , Longreal{rrG 53{ , lrG{rrG 69{ , real{complex 109{ , real{interval 77{ , real{Longreal 28{ , rrG{Longreal 53{ , rrG{lrG 69{ , rrG{real 53{ , rrG{rrGcomplex 123{ , rrGcinterval{rrGinterval 153{ , rrGcomplex{rrG 123{ , rrGinterval{real, Longreal, rrG93transform (Funktion) 55, 70transp (Funktion){ , cimatrix 205{ , cmatrix 190

{ , imatrix 176{ , Lcimatrix 214{ , Lcmatrix 196{ , Limatrix 182{ , rmatrix 163trunc (Funktion){ , Longreal 29{ , real 18use{Klausel 217Verbandsoperatoren 81, 88, 93, 129,137, 138, 173, 174, 179, 199, 200,201, 208, 209, 210Vergleiche mit Prozeduren 51, 69Vergleichsoperatoren{ , cimatrix{rmatrix, cmatrix,imatrix, cimatrix 199, 200, 201{ , cinterval{interval, cinterval 128{ , civector{rvector, cvector, ivector,civector 199, 200, 201{ , cmatrix{rmatrix, cmatrix 187{ , complex{real, integer, complex108{ , cvector{rvector, cvector 187{ , dotprecision{integer, real,Longreal, dotprecision 45{ , idotprecision{interval{Linterval88{ , imatrix{rmatrix, imatrix 173{ , interval{integer, real, interval 76{ , ivector{rvector, ivector 173{ , Lcimatrix{Lrmatrix, Lcmatrix,Limatrix, Lcimatrix 208, 209,210{ , Lcinterval{interval, Linterval,cinterval, Lcinterval 136{ , Lcivector{Lrvector, Lcvector,Livector, Lcivector 208, 209,210{ , Lcmatrix{Lrmatrix, Lcmatrix192{ , Lcomplex{real, Longreal, complex,Lcomplex 112, 114{ , Lcvector{Lrvector, Lcvector 192{ , Limatrix{Lrmatrix, Limatrix 179{ , Linterval{real, Longreal, interval,Linterval 81{ , Livector{Lrvector, Livector 179{ , Lrmatrix{Lrmatrix 166{ , Lrvector{Lrvector 166{ , real{Longreal 26{ , real{real 17{ , rmatrix{rmatrix 162{ , rrG{Longreal 53{ , rrG{real 52, 53{ , rrG{rrG 52



250 STICHWORTVERZEICHNIS{ , rrGcinterval{rrGcinterval 154{ , rrGcomplex{rrGcomplex 123{ , rrGinterval{rrGinterval 93{ , rvector{rvector 162vnull (Funktion){ , rvector 163Wertebereich{ , bei lokalem Maximum 98{ , bei lokalem Maximum, Minimum102{ , bei lokalem Minimum 100{ , bei lokalem Minimum, Maximum103{ , bei mehr als zwei Extrema 105{ , monotoner Funktionen 92, 97{ , reellw. Funktion mit komplexenPunktargumenten 157Wertzuweisungen{ , siehe Zuweisungsoperatorenwrite (Prozedur) 37, 56, 71, 79, 85, 96,111, 116, 126, 135, 143, 158, 164,168, 177, 183, 190, 196, 206, 215,222x ccode (Typ) 223, 224x class (Funktion) 223x comp (Funktion) 223x expo (Funktion) 223x intg (Modul) 225x lvalue (Funktion) 223, 224, 225x mant (Funktion) 223x real (Modul) 220x strg (Modul) 225x value (Funktion) 223, 224xp1powy (Funktion){ , cinterval 130, 134{ , Lcinterval 141, 142{ , rrGcinterval 155xp1powy rrG (Funktion){ , Lcinterval{rrGcinterval 156x2 y2 (Funktion){ , interval 78{ , Linterval 83{ , Longreal 27{ , real 16{ , rrG 58{ , rrGinterval 94x2 y2 rrG (Funktion){ , Linterval{rrGinterval 95{ , Longreal{rrG 60zerl (Funktion) 32Zuweisungsoperatoren{ , cdotprecision := real, Longreal,complex, Lcomplex, dotprecision118

{ , cidotprecision := complex,Lcomplex, cdotprecision 146{ , cidotprecision := interval,Linterval, idotprecision,cinterval, Lcinterval 146{ , cidotprecision := real, Longreal,dotprecision 146{ , cimatrix := real, complex, interval,cinterval 204{ , cimatrix := rmatrix, cmatrix,imatrix 204{ , cinterval := real, interval, complex130{ , civector := real, complex, interval,cinterval 204{ , civector := rvector, cvector, ivector204{ , cmatrix{real, complex, rmatrix189{ , complex := real 109{ , cvector{real, complex, rvector189{ , dotprec. := real,Longreal,dotprec.45{ , imatrix := real, interval, rmatrix175{ , interval := real 77{ , ivector := real, interval, rvector175{ , Lcimatrix := cimatrix, Lrmatrix,Lcmatrix, Limatrix 213{ , Lcimatrix := Longreal, Lcomplex,Linterval, Lcinterval 213{ , Lcinterval := real, Longreal,cinterval, Lcinterval, complex,Lcomplex 141{ , Lcinterval := rrGcinterval 154{ , Lcivector := civector, Lrvector,Lcvector, ivector 213{ , Lcivector := Longreal, Lcomplex,Linterval, Lcinterval 213{ , Lcmatrix := Longreal, Lcomplex,Lrmatrix, cmatrix 195{ , Lcomplex := real, Longreal,complex 114{ , Lcomplex := rrGcomplex 126{ , Lcvector := cvector 195{ , Lcvector := Longreal, Lcomplex,Lrvector 194{ , Limatrix := Longreal, Linterval,Lrmatrix, imatrix 181{ , Linterval := real,Longreal,interval85{ , Linterval := rrGinterval 96{ , Livector := Longreal, Linterval,Lrvector, ivector 181{ , Longreal := real 34



STICHWORTVERZEICHNIS 251{ , lrG := rrG 69{ , Lrmatrix := Longreal, rmatrix166{ , Lrvector := Longreal, rvector166{ , real := Longreal 34{ , rmatrix := real 162{ , rrG := Longreal 53{ , rrG := lrG 69{ , rrG := real 53{ , rrGcinterval := interval, Linterval,rrGinterval, cinterval, Lcinterval154{ , rrGcinterval := real, Longreal,complex, Lcomplex 154{ , rrGcomplex := Lcomplex 126{ , rrGinterval := real, Longreal, rrG,Linterval 96{ , rvector := real 162


