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1. Einleitung

C-XSC [34, 36, 37, 65] ist eine auf C**basierende Programmierumgebung, mit deren selbst-
verifizierenden numerischen Algorithmen die exakten mathematischen Losungen von linearen
oder nichtlinearen Gleichungssystemen, Integralen, Ableitungen von praktisch beliebig kompli-
zierten Ausdriicken, Differential- und Integralgleichungen, oder Nullstellen von differenzierbaren
Funktionen, ... durch Intervalle oder Intervallvektoren Funktionsschliuche, etc. nahezu opti-
mal eingeschlossen werden kénnen. In C-XSC sind optimale/semimorphe (siehe [46]) reelle und
komplexe Punkt- und Intervall-Arithmetiken auch fiir Vektoren und Matrizen iiber Gleitkom-
magzahlen implementiert.

Alle Rechnungen basieren auf dem IEEE-double-Standard, so dass eine Mantisse von ca.
16 Dezimalstellen und ein Zehnerexponentenbereich von -324 bis +308 zur Verfiigung ste-
hen. Rechnungen in hoherer Prizision koénnen in C-XSC 2.5.0 mit Hilfe der beiden Daten-
typen 1_interval und lx_interval durchgefiihrt werden, die beide auf einem Staggered-
Correction-Format (Staggered-Format) basieren, so dass jeweils eine maximale Prizision von
etwa 324 + 308 = 632 Dezimalstellen benutzt werden kann.

Im Gegensatz zum 1_interval-Typ, der den obigen Exponentenbereich von -324 bis +308
besitzt, steht mit dem 1x_interval-Typ der sehr grofle Exponentenbereich von -2711437152599603
bis +2711437152599603 zur Verfiigung, so dass hier Uberlauf- oder Unterlaufprobleme praktisch
keine Rolle mehr spielen. Auch die Auswertung der komplexwertigen Elementarfunktionen ist
in beiden Staggered-Formaten moglich.

Der Vorteil des Staggered-Formats besteht nun darin, dass unabhingig von der gewihlten
Préizision die vier Grundoperationen {+,—,*,/} hochgenau und beliebig lange Skalarprodukte
mit Hilfe des langen Akkumulators sogar maximalgenau ausgewertet werden koénnen [3, 46].
Da dieser Akkumulator derzeit hardwaremiflig nicht unterstiitzt wird, muss er softwaremiflig
simuliert werden, was zu langen Laufzeiten fiihrt. Ein weiterer Nachteil der Staggered-Arithmetik
besteht darin, dass bei zu breiten Eingangsintervallen die Ergebnisse nur noch in der Prézision
des double-Formats, d.h. also mit nur etwa 16 Dezimalstellen, berechnet werden kénnen.

Die geschilderten Nachteile des Staggered-Formats lassen sich jedoch vermeiden, wenn man
die in Frankreich ab 2002 entwickelten MPFR- [21] und MPFI-Bibliotheken [60] benutzt, die
von Laurent Fousse, Guillaume Hanrot, Vincent Lefevre, Patrick Pélissier, Paul Zimmermann
bzw. Nathalie Revol, Fabrice Rouillier, Sylvain Chevillard, Hong Diep NGUYEN und Christoph
Lauter entwickelt wurden. Die MPFR-Bibliothek bietet eine Langzahl-Punktarithmetik, wobei
die Grundoperationen und die zahlreichen Elementarfunktionen mit den folgenden Rundungs-
optionen maximalgenau ausgewertet werden kénnen:

MPFR_RNDN Rundung zur néchsten Rasterzahl des Langzahlformats

MPFR_RNDD Abrundung zur nichstkleineren Rasterzahl des Langzahlformats

MPFR_RNDU Aufrundung zur néchstgroBeren Rasterzahl des Langzahlformats

MPFR_RNDZ Rundung zur Null im gewé&hlten Langzahlformat
e MPFR_RNDA Rundung weg von der Null im gewéhlten Langzahlformat

Mit Hilfe der beiden Rundungsoptionen MPFR_RNDD und MPFR RNDU kénnen damit z.B. optimale
EinschlieBungen exakter Funktionswerte der implementierten MPFR-Elementarfunktionen sehr
effektiv berechnet werden.
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In der MPFI-Bibliothek sind neben den Intervall-Grundoperationen {®,6,®,@} fast alle Ele-
mentarfunktionen implementiert, mit denen zu beliebig breiten Eingangsintervallen maximalge-
naue Einschlieungen ihrer Funktionswerte berechnet werden kénnen. Dabei werden Ober- und
Unterschranken dieser EinschlieBungen in der vorgegebenen Prizision maximalgenau berechnet.
Die aktuelle MPFI-Version ist 1.5. Um sie nutzen zu konnen, miissen die GMP-Bibliothek (Ver-
sion 4.1 oder hoher) und die MPFR-Bibliothek (Version 3.1.0 oder héher) vorhanden sein. Da
die Bibliothek auf der MPFR-Bibliothek basiert, profitiert MPFI von den oben beschriebenen
korrekten Rundungen der MPFR-Bibliothek. Die Bibliothek befolgt den IEEE-754-Standard der
Gleitkomma-Arithmetik.

Da die MPFR-~ und MPFI-Bibliotheken auf einer Integer-Arithmetik basieren, kénnen die ent-
sprechenden Hardware-Ressourcen direkt angesprochen werden, was im Vergleich zur Staggered-
Arithmetik [42, 49, 14, 15] die Laufzeit erheblich reduziert.

Unter C-XSC lassen sich die beiden Bibliotheken mit Hilfe zweier Interfaces (C**-Wrapper-
Klassen) benutzen, die beide von Hans-Stephan Brand im Jahre 2010 im Rahmen einer Bachelor-
Arbeit [16] entworfen und prototypméBig realisiert wurden. Die MPFR- und MPFI-Bibliotheken
kommen damit unter C-XSC mit den dort definierten Sprachelementen sehr einfach zur An-
wendung. Insbesondere die MPFR-Bibliothek liefert zusitzliche Funktionen, wie z.B. T'(x),
digamma(z), erf(x), erfc(z), ((z), ((n), Jo(x), Yn(x), wobei J,,(x) und Y, (z) die Besselfunk-
tionen der ersten und zweiten Art sind, mit n = 0,1,2,... . Die streng monotonen Funktionen
erf(z), erfe(z), digamma(x) und I'V(z) lassen sich mit den beschriebenen Rundungsoptionen
in C-XSC zusiétzlich auch als Intervallfunktionen sehr einfach implementieren. Fiir komplexe
Punkt- und Intervall-Rechnungen werden fiir C-XSC entsprechende C**-Wrapper-Klassen ent-
wickelt.

Die C**-Wrapper-Klassen werden so implementiert, dass sie nicht zusammen mit den in C-
XSC schon integrierten Staggered-Formaten genutzt werden kénnen. Fiir Vergleichsrechnungen
mag dies ein gewisser Nachteil sein, dafiir bleibt der Programmieraufwand aber {iberschaubar.
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2.

Installation

Die Installation der MPFR- und MPFI-Bibliotheken ist nur unter einem Linux/Unix-System
moglich. Dazu miissen unter OpenSUSE 11.4 zunéchst mit Yast2 u.a. installiert sein:

gccdd-c 4.4.1.20090817-2.3.4 Der GNU C**-Compiler
libgmp3 4.3.1-2.2 Shared library for the GNU MP Library
libgmpxx4 4.3.1-2.2 C**bindings for the GNU MP Library
make 3.81-130.2 GNU make

texlive 2008-13.18.1 und texinfo 4.13a-3.2

Weitere Informationen zur GNU MP Library findet man unter

2.1.

http://gmplib.org/

Installation der MPFR- und MPFI-Bibliotheken

Die Installation der aktuellen GMP-, MPFR- und MPFI-Bibliotheken erfolgt unter OpenSUSE
11.4 durch folgende Schritte:

1.

Die Dateien mpfr-3.1.1.tar.gz, mpfi-1.5.1.tar.gz, gmp-5.0.5.tar.xz aus dem
Netz laden und ins Heimatverzeichnis kopieren. Die letzte Datei findet man zum Download
unter http://gmplib.org/

. Mit Yast2 gmp-devel deinstallieren und m4 neu installieren. Auf meinem Rechner

waren neben make 3.82-140.1 und gcc 4.5.1 zusétzlich noch installiert:

libgmpl0 5.0.1-4.5-x86_64 libgmpl10-32bit 5.0.1-4.5-x86_64
libgmpxx4 5.0.1-4.5-x86_64

Ob die drei letzten Dateien auch wirklich gebraucht werden, wurde nicht getestet.

Die GMP-, MPFR~ und MPFI-Bibliotheken deinstallieren und anschlieend die entspre-
chenden Verzeichnisse l16schen. Am Beispiel der MPFR-Bibliothek sind dazu folgende
Schritte nétig

e cd “/mpfr-3.1.0

e make clean

e gmake uninstall (als root!)

e Das Verzeichnis “/mpfr-3.1.0 loschen

Die GMP- und MPFI-Bibliotheken sind analog zu deinstallieren und die Ordner entspre-
chend zu 16schen.
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4. Die aktuelle gmp-Version neu installieren mit:

Wechseln ins Heimatverzeichnis, wo sich gmp-5.0.5.tar.xz befindet.
gmp-5.0.5.tar.xz entpacken, wobei das Unterverzeichnis ~/gmp-5.0.5 entsteht.
cd ~/gmp-5.0.5

./configure

make

make check dringend empfohlen!
make install (als root)

5. Die neueste Version MPFR-3.1.1 installieren mit:

Wechseln in Heimatverzeichnis, wo sich mpfr-3.1.1.tar.gz befindet.
mpfr-3.1.1.tar.gz entpacken, wobei das Verzeichnis ~/mpfr-3.1.1 entsteht.
cd “/mpfr-3.1.1

./configure

make

make check dringend empfohlen!
make install (als root)

Die Installation der neuesten Version MPFI-1.5.1 erfolgt ganz analog!

Anmerkungen:
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1. Nach der beschriebenen Neuinstallation von mpfr-3.1.1 konnte die Ubersetzung eines
Programms problemlos und ohne Warnungen durchgefiihrt werden. Beim Programmstart
erfolgte jedoch die Fehlermeldung

error while loading shared libraries: libmpfi.so.0:
cannot open shared object file: No such file or directory

Diese Fehlermeldung wurde jedoch beseitigt durch den root-Programmaufruf

ldconfig <enter>

Das Programm ldconfig aktualisiert die Links zu allen Bibliotheken und muss nach der
manuellen Installation von Bibliotheken als root ausgefiihrt werden.



3. MpfrClass-Interface zur Anbindung der
MPFR-Bibliothek an C-XSC

3.1. Grundlegendes

Das MpfrClass-Interface ist eine in mpfrclass.hpp und mpfrclass.cpp implementierte C**-
Wrapper-Klasse MpfrClass fiir die C-Bibliothek MPFR, deren C-Funktionen iiber die imple-
mentierten Operatoren und Funktionen aufgerufen werden. Alle Funktionen mit der mdglichen
Ubergabe eines RoundingModes oder eines PrecisionTypes besitzen als Standard die Werte von
CurrRndMode bzw. CurrPrecision, die beide beliebig gesetzt werden kénnen. Dies gilt auch fiir
fast alle Konstruktoren.

3.1.1. Allgemein

Um in C-XSC das Interface verwenden zu kénnen, muss der Header mpfrclass.hpp eingebun-
den werden. In ihm sind die benétigten Header-Dateien der MPFR-Bibliothek enthalten. Die
MpfrClass-Klasse liegt im Namensraum ”"MPFR?”.

3.1.2. Aufbau

Die Klasse besteht intern aus einer “mpfr_t”-Variablen. Diese dient zum Speichern des Wertes.
Zusétzlich gibt es static Elemente, um den Standard-Rundungsmodus, die Standard-Precision
und die aktuelle Basis zu speichern.

3.1.3. Prazision

Die Prézision gibt die Anzahl der biniren Mantissenstellen einer MpfrClass-Variablen x an.
Die Prézision von x kann mit x.SetPrecision(prec) auf den Wert prec > 2 gesetzt werden.
Die maximale Prézision ist durch MPFR_PREC_MAX = 9223372036854775807 vorgegeben. Man
sollte diesen groflen Wert jedoch auch nicht annihernd verwenden, da Laufzeit und Speicher-
kapazitdt iiberfordert wéiren. Auflerdem kann bei internen Rechnungen, z.B. zur Garantie op-
timaler Rundungen, die Current-Prézision etwa verdoppelt werden, so dass bei der Prézision
nach oben genug Spielraum vorhanden sein sollte. Die Current-Precision ist die Prézision,
mit der z.B. alle arithmetischen Grundoperationen durchgefiihrt werden. Sie kann global mit
SetCurrPrecision(prec) gesetzt werden. Wenn dies nicht geschieht, so wird mit der Default-
Precision von 53 Bits gerechnet. Unabhéngig davon kann die Prézision fiir jede MpfrClass-
Variable x auch einzeln festgelegt werden.

3.1.4. Variablentyp PrecisionType

Mithilfe des Variablentyps PrecisionType (Name der Variablen meist prec) kann der Prézisions-
wert einer MpfrClass-Variablen eingestellt werden. Der Variablentyp ist ein typedef fiir eine
“mp_prec_t”-Variable.
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3.1.5. Variablentyp RoundingMode

Mit dem Variablentyp “RoundingMode” (Name der Variablen meist rnd) wird der gewiinschte
Rundungsmodus eingestellt. Der Variablentyp ist ein typdef fiir eine mpfr_rnd_t-Variable.
e RoundNearest — Der Wert wird zur néchsten Rasterzahl gerundet (0)
RoundUp  — Der Wert wird aufgerundet (2)
e RoundDown — Der Wert wird abgerundet (3)
RoundToZero — Der Wert wird in Richtung Null gerundet (1)

e RoundFromZero - Rundung weg von der Null (4)

Der Rundungsmodus kann global mit SetCurrRndMode (rnd) gesetzt werden, sonst wird mit
dem Standard-Rundungsmodus RoundNearest gerundet. Soll abweichend von diesem globalen
Rundungsmodus, z.B. bei einer Multiplikation, anders gerundet werden, so kann dies mit den
entsprechenden C-Funktionen und ihrem eigenen Rundungsparameter rnd erfolgen, siche etwa
das Beispiel auf Seite 30.
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3.1.6. Zahlenformat

Im Zusammenhang mit der Current-Prézision, die mit SetCurrPrecision(prec) auf prec > 2
gesetzt werden kann, soll das dazugehorige MPFR-Format im Vergleich zum bekannten IEEE-
Format genauer untersucht werden.
Wir betrachten zunéichst das IEEE-Format:
e Kleinste positive (denormalisierte) Zahl: minreal := 271074,

e succ(minreal) = 2 -minreal = 271073,

e Kleinste positive normalisierte Zahl: ~ MinReal := 271022 = pinreal - 252

e Grofte positive normalisierte Zahl:  MaxReal < 21024,

e pred(minreal) =0, succ(minreal) = 2 -minreal = 271073,

e pred(MinReal) = MinReal - minreal = (2°? - 1) -minreal.
e succ(MinReal) = MinReal + minreal = (2°? + 1) -minreal.
e expo(MinReal) = expo(succ(MinReal)) = -1021.

e expo(minreal) = -1073 < expo(succ(minreal)) = -1072.
Wir betrachten jetzt das MPFR-Format mit der Current-Prézision prec > 2:

e Kleinste positive Zahl: minfloat (prec) := 271073741824 gt prec-unabhingig!
e mant (minfloat (prec)) =0.5, expo(minfloat (prec)) = —1073741823.
e pred(minfloat()) =0, succ(minfloat()) < 2-minfloat ().

e expo(succ(minfloat())) = expo(minfloat()) = -1073741823.

e Ausgehend von minfloat () = 0.5-271973741823 st die kleinste positive Maschinenzahl r mit

dem néchst-grofleren Exponenten —1073741822 gegeben durch: r=2-minfloat().

2+1073741822 2+1073741823

e Grofite positive normalisierte Zahl: < MaxFloat (prec) <
expo (MaxFloat (prec)) = +1073741823. mant (MaxFloat (prec)) < 1.

Vergleicht man mit den Werten des IEEE-Formats, so erkennt man, dass das MPFR-Format keinen
denormalisierten Zahlenbereich besitzt. Fiir jeden Exponenten ex = expo(x) einer Maschinen-
zahl x, die nicht unendlich und kein NaN ist, stehen fiir die Mantisse von x genau prec > 2
Bits zur Verfiigung, so dass es im Gegensatz zum IEEE-Format genau 2P**° Maschinenzahlen fiir
jeden Exponenten gibt.

Bei moglichen Fehlerbetrachtungen muss also nicht mehr zwischen einem normalisierten und
denormalisierten Bereich unterschieden werden. Man muss also nur noch darauf achten, dass
Zwischenergebnisse moglichst nicht in den Unterlaufbereich fallen.

Fiir den Vorgénger einer Maschinenzahl x =m- 2% > 0 gilt mit ex = expo(z) und m = mant(z):

—minfloat (), falls x = 0,

0, falls £ =minfloat (),

281 (1 -27Pre¢)  falls m= 0.5, = >minfloat (),
2% . (m—-27P*¢),  falls 0.5 <m< 1, z>minfloat().

(3.1) pred(x) =

Fiir den Nachfolger einer Maschinenzahl x =m-2%* > 0 gilt die einfachere Darstellung:

minfloat (), falls x = 0,

(3.2) succ(x) =
2% . (m+27P*¢) falls 0.5<m< 1.

Fiir z <0 gilt: succ(z) = -pred(-z) und pred(z) =-succ(-x).
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3.2. Konstruktoren / Destruktor
3.2.1. Konstruktoren

MpfrClass ();

Der Default-Konstruktor legt ein neues Element mit der Current-Precision an.
Der Aufruf MpfrClass y; initialisiert den Wert: y = NaN;

MpfrClass (const MpfrClass& op, RoundingMode rnd, PrecisionType prec);
MpfrClass (const mpfr_t& op, RoundingMode rnd, PrecisionType prec);
MpfrClass (int op, RoundingMode rnd, PrecisionType prec);
MpfrClass (const double& op, RoundingMode rnd, PrecisionType prec);
MpfrClass (const cxsc::real& op, RoundingMode rnd, PrecisionType prec);

Mogliche Konstruktor-Aufrufe sind:
1. MpfrClass y(op);
2. MpfrClass y(op, RoundNearest);
3. MpfrClass y(op, RoundDown, 3);

Zu 1. op wird mit dem Current-Rundungsmodus auf die Current-Precision gerundet.
Zu 2. op wird mit RoundNearest auf die Current-Precision gerundet.

Zu 3. op wird auf die (sehr kleine) Precision prec = 3 abgerundet.

Der Aufruf MpfrClass y(op, 3); fithrt zu einer Fehlermeldung, da in der
Parameterliste der Rundungsmodus fehlt. Die oberen fiinf Konstruktoren erlauben
also eine sehr flexible Initialisierung von MpfrClass-Objekten.

Mit den Deklarationen
int k; double dbl; real r;
liefern die folgenden Konstruktor-Aufrufe
e MpfrClass y(k , RoundNearest, 32); MpfrClass y(dbl, RoundNearest, 53);
e MpfrClass y(r , RoundNearest, 53);
MpfrClass-Objekte y mit den ungerundeten Werten von k, dbl, r.

Der folgende Aufruf: MpfrClass y(x, RoundNearest, x.GetPrecision()); mit x vom

Typ MpfrClass liefert ein MpfrClass-Objekt y, mit y = x, (Copy-Konstruktor).

MpfrClass (const std::string& s, RoundingMode rnd, PrecisionType prec);
Der Aufruf MpfrClass y(s); rundet s mittels der voreingestellten Current-
Precision und mit dem Current-Rundungsmodus in das Klassenobjekt y. Der Aufruf
MpfrClass y(s, RoundNearest, 140); rundet s mit der Prézision von 140 Bits

zur néchsten Rasterzahl dieses Formats.
Achtung: Keine Leerzeichen am String-Ende!

3.2.2. Destruktor

“MpfrClass ();

Der Speicher fiir das Objekt wird freigegeben. Dieser Destruktor muss nicht explizit
aufgerufen werden!
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3.3. Eingabe / Ausgabe

friend std ::ostream& operator << (std::ostream& os, const MpfrClass& x);

std :

Ermoglicht die Ausgabe einer MpfrClass-Variablen x iiber den Standard-Ausgabe-
strom ”cout®. Die Anzahl der Nachkommastellen ist identisch mit dem Wert, der in
cout.precision() eingestellt ist. Fiir die dezimale Ausgabe liefert

cout.precision(x.GetPrecision()/3.32192809...);
die entsprechende Dezimalstellenzahl. Der Wert der Variablen x wird dabei in der

mit SetBase (k) voreingestellten Basis ausgegeben. Fiir die meist dezimale Ausgabe
ist k=10 zu wéhlen.

:ostream& operator << (std::ostream& os, mpfr_t& x);

Ermoglicht die Ausgabe einer Variablen x vom Typ mpfr_t iiber den Standard-
Ausgabestrom ”cout “. Die Anzahl der Nachkommastellen ist identisch mit dem Wert,
der in cout.precision() eingestellt ist. Fiir die dezimale Ausgabe liefert

cout.precision(mpfr_get_prec(x)/3.32192809...);
die entsprechende Dezimalstellenzahl. Der Wert x wird dabei in der mit SetBase (k)

voreingestellten Basis ausgegeben. Fiir die meist dezimale Ausgabe ist k = 10 zu
wéahlen.

friend std::istream& operator >> (std::istream& is, MpfrClass& x);

Ermoglicht das Einlesen einer MpfrClass-Variablen {iber den Standardeingabestrom
7cin“. Die eingegebene Zahl ist auf keine Stellenanzahl begrenzt. Die Zahl muss
in der eingestellten Basis eingegeben werden, sonst entsteht eine Fehlermeldung.
Die Rundung erfolgt mit dem voreingestellten Current-Rundungsmodus, siehe das
Programm auf Seite 21.
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3.4. Rundungsmodi und Precision Handling

PrecisionType GetPrecision () const;

Diese Memberfunktion gibt die Prézision des aktuellen Objekts in Bits zuriick. Als
Beispiel entsprechen dabei 302 Bits 302/log,(10) ~ 91 Dezimalstellen.

void SetPrecision (PrecisionType prec);

Diese Memberfunktion setzt die Prizision des aktuellen Objektes auf prec. Sein Wert
bleibt nicht erhalten.

void RoundPrecision (PrecisionType prec, RoundingMode rnd );

Diese Memberfunktion rundet das aktuelle Objekt auf die neue Precision prec, sein
Wert bleibt dabei i.a. nicht erhalten. Sollte die Préizision des Objektes grofier sein als
prec, wird das Objekt mit Hilfe des eingestellten Rundungsmodus so gerundet, dass
es in das Format der Prézision prec passt. Ist die Prézision kleiner als prec, werden
die restlichen bindren Stellen mit Nullen aufgefiillt.

static const PrecisionType GetCurrPrecision ();

Gibt die aktuelle Current-Precision in Bits zuriick.

static void SetCurrPrecision (PrecisionType prec);

Setzt die Current-Precision auf prec. Wird die Current-Precision nicht gesetzt, so
wird mit der Default-Precision von 53 Bits gerechnet.

static const int GetBase ();

Gibt die aktuelle Basis zuriick, diese hat nur Einfluss auf die Ein- und Ausgabeope-
ratoren und auf String-Manipulationen.

static void SetBase (int b);

Setzt die aktuelle Basis auf b. Dies muss ein Wert zwischen 2 und 36 sein. Die Basis
hat nur Einfluss auf die Ein- und Ausgabeoperatoren und auf String-Manipulationen.
Die internen Rechnungen erfolgen stets im Bindrsystem!

static const RoundingMode GetCurrRndMode ();
Gibt den aktuellen Rundungsmodus zuriick mit den Werten: (0, 1, 2, 3, 4).

static void SetCurrRndMode (RoundingMode rnd );

Setzt den Current-Rundungsmodus auf rnd. Fiir rnd sind fiinf verschiedene Modi
moglich:

e RoundNearest: Rundung zur néchsten Rasterzahl (0)
RoundToZero: Rundung in Richtung Null (1)
RoundFromZero: Rundung weg von der Null (4)
RoundUp:  Aufrunden (2)

e RoundDown: Abrunden (3)

Wird der Rundungsmodus mit SetCurrRndMode nicht gesetzt, so wird als Default-
Rundungsmodus RoundNearest benutzt.
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3.5. Anwendungsprogramm

Das folgende C-XSC Programm MPFR-01. cpp zeigt einen Konstruktor-Aufruf, den Eingabe- und

Ausgabe-Mechanismus und das Rundungs- bzw. Precision-Handling:

1 // MPFR-01.cpp

2 #include <iostream >

3 #include <iomanip>

4 #include ”mpfrclass.hpp”
5 using namespace MPFR;

6 using namespace std;

7 int main(void)

8

{

9 MpfrClass:: SetCurrRndMode (RoundUp );

10 cout << ”\nRoundingMode = ” << MpfrClass:: GetCurrRndMode() << endl;

11 MpfrClass:: SetCurrPrecision (40);

12 cout << ”Current—Precision = 7 << MpfrClass:: GetCurrPrecision () << endl;

13
14 MpfrClass x(1.2345678, RoundDown, 20); // Konstruktor mit double—-Argument
15 cout.precision (x.GetPrecision ()/3.32192809); // Dezimale Stellenzahl

16 cout << "x =7 << x << endl;

17 cout << ”Precision of x = 7 << x.GetPrecision () << endl << endl;

18

19 x.SetPrecision(70); // Inhalt von z wird dabei geloescht

20 cout << "x = 7 7 ; cin >> x;

21 cout.precision (x. GetPrecision ()/3.32192809);

22 cout << "x =7 << x << endl;

23 cout << "Precision of x =7 << x.GetPrecision () << endl << endl;
24 return 0;

25 }

Bei der interaktiven Eingabe (Zeile 22) von 1.2345678 erhilt man die folgende Ausgabe:

RoundingMode = 2
Current-Precision = 40
x = 1.23457

Precision of x = 20

? 1.2345678
1.23456780000000000001
Precision of x = 70

X

X

e Beim Konstruktoraufruf (14) wird 1.2345678 zunéchst vom Compiler, vermutlich mit

RoundToNearest, in einem internen double-Binarformat gespeichert, das dann vom Kon-
struktor durch Abrunden in das Objekt x mit der Precision von 20 Bit geschrieben wird,
was etwa 20/3.3219 ~ 6 Dezimalziffern entspricht. Also Vorsicht:

Da man nicht genau weifl, wie der Compiler die dezimale Eingabe 1.2345678 intern spei-
chert, weifl man auch nicht genau, welchen Wert das Objekt x durch den Konstruktor-
Aufruf erhilt. Diese Unsicherheit lidsst sich vermeiden, wenn man in C-XSC z.B. eine
real-Variable anlegt und diese mit cin und entsprechenden Rundungsmanipulatoren (z.B
RndNext) mit 1.2345678 initialisiert und dann diese real-Variable an den Konstruktor
iibergibt.

Das double-Format mit 53 Mantissen-Bits ergibt eine maximale Precision von 53/3.3219 ~
16 Dezimalstellen. Will man den Dezimalwert 1.2345678, z.B. aufgerundet, mit einer Pre-
cision von z.B. 70 Bit, d.h. etwa 21 Dezimalstellen, in ein Objekt x speichern, so kann
dies nach Zeile 20 mit cin realisiert werden, wobei jedoch zum Aufrunden in Zeile 9 der
Current-Rundungsmodus RoundUp zu setzen ist.

e In (15) und (21) wird mit cout.precision(...) das Ausgabeformat festgelegt.
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3.6. Typ-Umwandlungen

Um ein flexibles Arbeiten zwischen C-XSC und der MPFR-Bibliothek zu erméglichen, wurden
moglichst viele Typ-Umwandlungs-Funktionen bereitgestellt:

3.6.1. real, double, ... - MPFR

MpfrClass real2Mpfr (const cxsc::real& op);
MpfrClass double2Mpfr (const double& op);
MpfrClass int2Mpfr (const int& op);
MpfrClass mpfr_t2Mpfr (const mpfr_t& op);
Obige Funktionen liefern mit dem jeweiligen Eingabewert op einen Riickgabewert
vom Typ MpfrClass in einer Prézision, die gewéhrleistet, dass der Riickgabewert
genau dem Wert von op entspricht. Die Prézision des Riickgabewertes wird also
i.a. nicht mit der Current-Precision iibereinstimmen! Die obigen vier Funktionen
kommen u.a. bei den Vergleichsoperatoren zur Anwendung.

3.6.2. MPFR — real, double,

Die folgenden drei Funktionen liefern mit einem Objekt op vom Typ MpfrClass jeweils einen
i.a. gerundeten Riickgabewert vom Typ real, double, long int;

cxsc::real to_real (const MpfrClass& op, RoundingMode rnd );
double to_double (const MpfrClass& op, RoundingMode rnd );
long int to_int (const MpfrClass& op, RoundingMode rnd);

Mit z.B. rnd = RoundUp wird aufgerundet. Ohne Angabe eines Rundungsmodus wird
jedoch nach dem voreingestellten Current-Rundungsmodus gerundet.

3.6.3. MPFR - mpfr_t

const mpfr_t& getvalue(const MpfrClass& r)
Obige Funktion liefert von einem als const deklarierten Objekt r eine Referenz auf
den Wert seines Attributs mpfr_rep vom Typ mpfr_t.
Anwendung: const-Parameter in einer Funktionen-Parameterliste, vgl. z.B. die
Funktion MpfiClass MpfrClass2Mpfi(const MPFR::MpfrClass& v) in der Datei
mpficlass.cpp.

3.6.4. MPFR < mpfr_t

mpfr_t& MpfrClass:: GetValue();
Mithilfe der Memberfunktion GetValue (), die eine Referenz auf den Wert mpfr_rep
vom Typ mpfr_t des aktuellen Objekts liefert, konnen sowohl MpfrClass-Objekte
an eine Funktion iibergeben als auch referenzierte Riickgabewerte vom Typ mpfr_t
von einer Funktion iibernommen werden. Mithilfe von GetValue () kann man daher
Funktionen mit referenzierten mpfr_t-Parametern einfach aufrufen, vergleiche dazu
das Programm MPFR-02 auf Seite 30.

3.6.5. mpfr t -~ MPFR

void SetValue(const mpfr t& t);

Mithilfe der Memberfunktion SetValue() wird der mpfr_rep-Wert des aktuellen
Objekts auf t gesetzt, wobei mpfr_rep die Prézision von t tibernimmt, d.h. der
Wert von t wird ohne Rundung iibernommen.
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3.6.6. string -~ MPFR

MpfrClass string2Mpfr(const std::string& op, Roundingmode rnd,
PrecisionType prec);

Der Aufruf string2Mpfr(op); rundet den String op mittels der voreingestellten
Current-Precision und mit dem Current-Rundungsmodus in ein Klassenobjekt vom
Typ MpfrClass. Der Aufruf string2Mpfr (op, RoundNearest, 140); rundet op
in ein Klassenobjekt vom Typ MpfrClass der Prézision 140 Bits. Gerundet wird
dabei zur néchsten Rasterzahl dieses Formats. Zu beachten ist, dass ein dezimaler
String i.a. nicht rundungsfehlerfrei in eine binédre Zahl konvertiert werden kann, so
dass daher Rundungen i.a. nicht zu vermeiden sind. Eine weitere Moglichkeit, einen
String in ein MpfrClass-Objekt zu verwandeln, besteht in einem entsprechenden
Konstruktor-Aufruf, vgl. Seite 18. Achtung: Keine Leerzeichen am String-Ende!

3.6.7. MPFR — string

std ::string to_string (const MpfrClass& x, RoundingMode rnd,
PrecisionType prec);

std :: string to_string (const mpfr_t& x, RoundingMode rnd,
PrecisionType prec);

x wird mittels rnd in einen String s mit prec Dezimalstellen gerundet, wenn Base
gleich 10 ist. W&hlt man prec hinreichend grof, so stellt der String den Wert von
x exakt dar, weil eine bindre Zahl stets exakt in eine Dezimalzahl umgewandelt
werden kann.

Wird prec nicht angegeben, so wird x mittels rnd in einen String gerundet, der bei
Base=10 so viele Dezimalstellen besitzt, wie es der Prézision von x entspricht. Ist
die Prézision von x z.B. 302, so wird ein String von 302/log,(10) » 91 Dezimalstellen
generiert. Wird neben prec auch rnd nicht angegeben, so wird mittels des Current-
Rundungsmodus in den String mit gleicher Dezimalstellenzahl gerundet.

3.6.8. MPFR - MPFR

Beachten Sie bitte, dass bei einer Wertzuweisung an eine MpfrClass-Variable mit Hilfe des
Operators = der linke Operand stets auf die Current-Precision gesetzt wird und dass der rechte
MpfrClass-Operand dabei stets bez. des Current-Rundungsmodus in den linken Operanden
gerundet wird, vgl. dazu auch Seite 25. Will man jedoch abweichend von dieser Rundung einen
anderen Rundungsmodus benutzen, so kann dies mit folgender Funktion ohne Riickgabewert
realisiert werden:

void set_Mpfr (MpfrClass& op, const MpfrClass& opl, RoundingMode rnd,
PrecisionType prec);

Folgende Funktionsaufrufe sind moglich:

1. set_Mpfr (op, opl, RoundUp, prec);
op erhélt die Prézision prec und den i.a. gerundeten Wert von opl, wobei hier gegebe-
nenfalls aufgerundet wird. Setzt man prec gleich der Prézision von opl, so erhélt op den
exakten Wert von opl, und zwar unabhéingig vom gewéhlten Rundungsmodus rnd.

2. set_Mpfr (op, opl, RoundDown);
op wird auf die Current-Precision gesetzt und erhilt den i.a. gerundeten Wert von opl,
wobei hier gegebenenfalls abgerundet wird.
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3. set_Mpfr (op, opl);
op wird auf die Current-Precision gesetzt und erhilt den i.a. gerundeten Wert von opl,
wobei hier gegebenenfalls bez. des Current-Rundungsmodus gerundete wird.

3.6.9. Verschiedenes

int sign(const MpfrClass& x)
Zuriickgegeben wird das Vorzeichen von x.
sign(NaN) = 0; sign(+inf) = +1; sign(-inf) = -1;

long int expo (const MpfrClass& x);

Zuriickgegeben wird der Exponent e von x. Ist m die Mantisse einer normalen Gleit-
punktzahl 2 # 0, so gilt: 2 =m-2° |m|€[0.5,1).

expo (0) = -9223372036854775807; expo(NaN) = -9223372036854775806;
expo(+inf) = -9223372036854775805; expo(-inf) = -9223372036854775805;
expo(MaxFloat()) = 1073741823; expo(minfloat()) = -1073741823;

Beachten Sie: Die Mantisse m wird mithilfe von mant (x) bestimmt, vgl. Seite 33.
Im Gegensatz zu C-XSC ist bei festem prec die Prézision der Mantisse m jedoch
unabhiingig vom Wert des Zweier-Exponenten expo (x), wobei fiir = # 0 gilt

—-1073741823 < expo(x) < +1073741823.

Danach erhilt man z.B. mant(succ(0.5)) = mant(succ(minfloat(0))), wobei
minfloat () die kleinste positive Zahl vom Typ MpfrClass ist, vgl. Seite 34.

Beachten Sie auch, dass bei einer Multiplikation von x mit 2¥, k € Z, z.B. mit Hilfe
von times2pown(x,k,rnd), der Riickgabewert x das exakte Produkt z - 2" liefert,
solange kein Uber- oder Unterlauf eintritt.
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3.7. Zuweisungs-Operatoren

Bei den folgenden fiinf Zuweisungs-Operationen erhélt der linke Operand als Prézision stets
die aktuelle Current-Precision, und der rechte Operand op wird nach dem aktuellen Current-
Rundungsmodus in den linken Operanden gerundet.

MpfrClass& operator = (const MpfrClass& op);
MpfrClass& operator = (const mpfr_t& op);
MpfrClass& operator = (const cxsc::real& op);
MpfrClass& operator = (const double& op);
MpfrClass& operator = (const int& op);

Ist z.B. op vom Typ real oder double und ist die Current-Precision kleiner als 53, so wird op
i.a. in den linken Operanden gerundet. Nur wenn die Current-Precision gréfler oder gleich 53
ist, wird der Wert des linken Operanden gleich dem Wert des rechten Operanden. Fiir andere
Typen des rechten Operanden gelten ganz entsprechende Aussagen.

Ist z.B. op vom Typ MpfrClass und ist seine Prézision grofer als die Current-Precision, so
wird op in den linken Operanden bez. des Current-Rundungsmodus gerundet, d.h. die Werte
des linken und rechten Operanden werden dann i.a. verschieden sein!

3.8. Abfragen

Bei allen folgenden Abfragefunktionen braucht die Prézision von x nicht mit der Current-
Precision iibereinzustimmen.

bool isNaN  (const MpfrClass& x);
bool isInf  (const MpfrClass& x);
bool isNumber(const MpfrClass& x);

isNaN und isInf iiberpriifen, ob x gleich NaN bzw. +Inf ist. isNumber iiberpriift,
ob x eine normale MpfrClass Zahl ungleich NaN und ungleich +Inf ist.

bool isZero (const MpfrClass&
bool isNeg (const MpfrClass&
bool isPos (const MpfrClass&
(
(

);
);
);
bool isInteger (const MpfrClass& x);
bool isEven const MpfrClass& x);

bool isOdd (const MpfrClass& x);

)

XM XMW X

Die oberen sechs Funktionen sind selbsterkldrend, wobei die drei letzten wirklich
praktische Bedeutung haben!

Mit isInteger (x) wird lediglich gepriift, ob x € Z erfiillt ist, wobei x jedoch nicht
von Typ int oder long int sein muss.
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3.9. Vergleiche

Mit den folgenden Vergleichsfunktionen werden die iiblichen Vergleichsoperatoren implementiert,

wobei wenigstens ein Operand vom Typ MpfrClass sein muss.

3.9.1. Vergleichsfunktionen

int compare_equal (const MpfrClass& x, const MpfrClass& y);
int compare_less (const MpfrClass& x, const MpfrClass& y);
int compare_lessequal (const MpfrClass& x, const MpfrClass& y);
int compare_greater (const MpfrClass& x, const MpfrClass& y);
int compare_greaterequal (const MpfrClass& x, const MpfrClass& y);
Die obigen Funktionen liefern einen Wert ungleich Null, wenn jeweils gilt:
r=vy, <y, <y, x>y, x>y und den Wert Null sonst. Ist x oder y NaN, so
wird Null zuriickgegeben. Die Prézisionen von x und y kénnen verschieden sein und
miissen mit der Current-Precision nicht iibereinstimmen.
3.9.2. Vergleichsoperatoren =, # > > <, <
bool operator =— (const MpfrClass& opl, const MpfrClass& op2);
bool operator — (const MpfrClass& opl, const double& op2);
bool operator =— (const MpfrClass& opl, const int op2);
bool operator =— (const MpfrClass& opl, const cxsc::real& op2);
bool operator =— (const double& op2, const MpfrClass& opl);
bool operator — (const int op2, const MpfrClass& opl);
bool operator — (const cxsc::real& op2, const MpfrClass& opl);
bool operator != (const MpfrClass& opl, const MpfrClass& op2);
bool operator != (const MpfrClass& opl, const double& op2);
bool operator != (const MpfrClass& opl, const int op2);
bool operator != (const MpfrClass& opl, const cxsc::real& op2);
bool operator != (const double& op2, const MpfrClass& opl);
bool operator != (const int op2, const MpfrClass& opl);
bool operator != (const cxsc::real& op2, const MpfrClass& opl);
bool operator < (const MpfrClass& opl, const MpfrClass& op2);
bool operator < (const MpfrClass& opl, const double& op2);
bool operator < (const MpfrClass& opl, const int op2);
bool operator < (const MpfrClass& opl, const cxsc::real& op2);
bool operator < (const double& op2, const MpfrClass& opl);
bool operator < (const int op2, const MpfrClass& opl);
bool operator < (const cxsc::real& op2, const MpfrClass& opl);
bool operator <= (const MpfrClass& opl, const MpfrClass& op2);
bool operator <= (const MpfrClass& opl, const double& op2);
bool operator <= (const MpfrClass& opl, const int op2);
bool operator <= (const MpfrClass& opl, const cxsc::real& op2);
bool operator <= (const double& op2, const MpfrClass& opl);
bool operator <= (const int op2, const MpfrClass& opl);
bool operator <= (const cxsc::real& op2, const MpfrClass& opl);
bool operator > (const MpfrClass& opl, const MpfrClass& op2);
bool operator > (const MpfrClass& opl, const double& op2);
bool operator > (const MpfrClass& opl, const int op2);
bool operator > (const MpfrClass& opl, const cxsc::real& op2);
bool operator > (const double& op2, const MpfrClass& opl);
bool operator > (const int op2, const MpfrClass& opl);
bool operator > (const cxsc::real& op2, const MpfrClass& opl);
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bool operator >=
bool operator >=

const MpfrClass& opl, const MpfrClass& op2
const MpfrClass& opl, const double& op2

)

)

( )

( )
bool operator >= (const MpfrClass& opl, const int op2);
bool operator >= (const MpfrClass& opl, const cxsc::real& op2);
bool operator >= (const double& op2, const MpfrClass& opl);
bool operator >= (const int op2, const MpfrClass& opl);
bool operator >= (const cxsc::real& op2, const MpfrClass& opl);

Sind die Operanden opl und op2 beide vom Typ MpfrClass, so miissen ihre Prézisionen nicht
iibereinstimmen und insbesondere auch nicht mit der Current-Precision.
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3.10. Arithmetische Operatoren

Fiir alle arithmetischen Operatoren gilt:

Das exakte Ergebnis einer arithmetischen Operation wird unabhéngig von der
Prézision der Operanden mit dem voreingestellten Current-Rundungsmodus
optimal gerundet. Die Ergebnis-Prézision ist dabei stets gleich der voreinge-
stellten Current-Precision.
Die Operatoren ®=, mit ® € {+,—,-,/}, bedeuten u®=v <= u =u®v. Dabei
wird u®v mit dem Current-Rundungsmodus in die Current-Precision gerundet
und in u gespeichert, wobei u als Prézision die Current-Precision erhélt.

3.10.1. Addition

MpfrClass
MpfrClass
MpfrClass
MpfrClass
MpfrClass

MpfrClass
MpfrClass
MpfrClass
MpfrClass

MpfrClass&
MpfrClass&
MpfrClass&
MpfrClass&
MpfrClass&

operator
operator
operator
operator
operator

operator
operator
operator
operator

operator
operator
operator
operator
operator

3.10.2. Subtraktion

Beachten Sie den Hinweis auf Seite 28

MpfrClass
MpfrClass
MpfrClass
MpfrClass
MpfrClass

MpfrClass
MpfrClass
MpfrClass
MpfrClass

MpfrClass&
MpfrClass&
MpfrClass&
MpfrClass&
MpfrClass&

28

operator
operator
operator
operator
operator

operator
operator
operator
operator

operator
operator
operator
operator
operator

+ (const MpfrClass& opl, const
+ (const MpfrClass& opl, const
+ (const MpfrClass& opl, const
+ (const MpfrClass& opl, const
+ (const MpfrClass& opl, const
+ (const mpfr_t& opl, const
+ (const double& opl, const
+ (const cxsc::real& opl, const
+ (const int opl, const
+= (MpfrClass& opl, const

+= (MpfrClass& opl, const

+= (MpfrClass& opl, const

+= (MpfrClass& opl, const cxsc
+= (MpfrClass& opl, const int
- (const MpfrClass& opl, const
- (const MpfrClass& opl, const
- (const MpfrClass& opl, const
- (const MpfrClass& opl, const
- (const MpfrClass& opl, const
- (const mpfr_t& opl,

- (const double& opl,

- (const cxsc::real& opl,

- (const int opl,

-= (MpfrClass& opl, const

-= (MpfrClass& opl, const

-= (MpfrClass& opl, const

-= (MpfrClass& opl, const

-= (MpfrClass& opl, const

MpfrClass& op2);
mpfr_t& op2);
double& op2);

cxsc::real& op2);

int op2);

)

MpfrClass& op2
MpfrClass& op2
MpfrClass& op2
MpfrClass& op2

)
);
);
)

)

MpfrClass& op2);
mpfr_t& op2);
double& op2);

::real& op2);
op2);

MpfrClass& op2);
mpfr_t& op2);
double& op2);
cxsc::real& op2);
int op2);

const MpfrClass& op2
const MpfrClass& op2
const MpfrClass& op2
const MpfrClass& op2

MpfrClass& op2);
mpfr_t& op2);
double& op2);

cxsc::real& op2);
int op2);

b

b

)

)
)i
)
)



3.10.3. Multiplikation

Beachten Sie den Hinweis auf Seite 28

(const MpfrClass& opl, const MpfrClass& op2);
(const MpfrClass& opl, const mpfr_t& op2);

(const MpfrClass& opl, const double& op2);
(
(

MpfrClass operator
MpfrClass operator
MpfrClass operator
MpfrClass operator
MpfrClass operator

const MpfrClass& opl, const cxsc::real& op2);
const MpfrClass& opl, const int op2);

* X X X %

MpfrClass operator x (const mpfr_t& opl, const MpfrClass& op2);
MpfrClass operator * (const double& opl, const MpfrClass& op2);
MpfrClass operator * (const cxsc::real& opl, const MpfrClass& op2);
MpfrClass operator * (const int opl, const MpfrClass& op2);

MpfrClass& operator *= (MpfrClass& opl, const MpfrClass& op2);
MpfrClass& operator x= (MpfrClass& opl, const mpfr_t& op2);
MpfrClass& operator x= (MpfrClass& opl, const double& op2);
MpfrClass& operator x= (MpfrClass& opl, const cxsc::real& op2);
MpfrClass& operator *= (MpfrClass& opl, const int op2);

3.10.4. Division

Beachten Sie den Hinweis auf Seite 28

MpfrClass operator / (const MpfrClass& opl, const MpfrClass& op2);
MpfrClass operator / (const MpfrClass& opl, const mpfr_t& op2);

MpfrClass operator / (const MpfrClass& opl, const double& op2);

MpfrClass operator / (const MpfrClass& opl, const cxsc::real& op2);
MpfrClass operator / (const MpfrClass& opl, const int op2);

MpfrClass operator / (const mpfr_t& opl, const MpfrClass& op2);
MpfrClass operator / (const double& opl, const MpfrClass& op2);
MpfrClass operator / (const cxsc::real& opl, const MpfrClass& op2);
MpfrClass operator / (const int opl, const MpfrClass& op2);

MpfrClass& operator /= (MpfrClass& opl, const MpfrClass& op2);
MpfrClass& operator /= (MpfrClass& opl, const mpfr_t& op2);
MpfrClass& operator /= (MpfrClass& opl, const double& op2);
MpfrClass& operator /= (MpfrClass& opl, const cxsc::real& op2);
MpfrClass& operator /= (MpfrClass& opl, const int op2);



1

3.10.5. Vom Current-Rundungsmodus abweichende Rundungen

Bei allen arithmetischen Operatoren {+,—,%,/} und {+ =,— =, * =,/ =} werden die exakten
Ergebnisse nach dem mit SetCurrRndMode(. ..) voreingestellten Current-Rundungsmodus in
das jeweilige Ergebnisobjekt gerundet, siehe Seite 20.

Wenn jedoch, z.B. bei einer Multiplikation zweier MpfrClass-Objekte a,b, abweichend vom
Current-Rundungsmodus z.B. ein Aufrunden verlangt wird, so kann dies mit Hilfe der MPFR-
Funktion

int mpfr_mul (mpfr_t ROP, mpfr_t OP1, mpfr_t OP2, mpfr_rnd_t RND)

realisiert werden, wenn RND durch RoundUp ersetzt wird. Weitere Informationen findet man in
den Dateien mpfr.info, mpfr.pdf oder mpfr.dvi, wobei die beiden letzten Dateien durch

make pdf Dbzw. make dvi

in dem Verzeichnis erzeugt werden kénnen, in dem sich mpfr.texi befindet. Das nachfolgende
Programm zeigt fiir das Auf- und Abrunden die entsprechenden Anweisungen:

// MPFR-02. cpp

2 #include <iostream >
3 #include <iomanip>
4 #include "mpfrclass.hpp”

5

6

7

8

9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

using namespace MPFR;
using namespace std;

int main(void)

{
MpfrClass: : SetCurrRndMode (RoundDown ) ;
cout << 7\nCurrent-RoundingMode = 7 << MpfrClass:: GetCurrRndMode() << endl;
MpfrClass:: SetCurrPrecision (20);
cout << ”Current-Precision = 7 << MpfrClass:: GetCurrPrecision () << endl;

MpfrClass a(1.234567890123456 , RoundNearest, 20),
b(1.234567890123456, RoundNearest, 20), y;

mpfr_mul(y.GetValue(), a.GetValue(), b.GetValue(), RoundUp);

cout . precision (y.GetPrecision ()/3.32193 + 2); // ca. 8 Dezimalstellenzahl
cout << ”axb (RoundUp) =7 << y << endl;

cout << 7y.GetPrecision() = 7 << y.GetPrecision () << endl << endl;

y = axb; // Rundung mit RoundDown

cout . precision (y.GetPrecision ()/3.32193 + 2); // ca. 8 Dezimalstellenzahl
cout << 7axb (RoundDown) = 7 << y << endl;

cout << 7y.GetPrecision() = 7 << y.GetPrecision () << endl;

return 0;

}
Obiges Programm erzeugt die folgende Ausgabe:

Current-RoundingMode = 3
Current—Precision = 20

axb (RoundUp) 1.5241584
y.GetPrecision() = 20

axb (RoundDown) = 1.5241565
y.GetPrecision() = 20

Im Vergleich zum exakten Produkt 1.5241578... erkennt man den aufgerundeten Wert und den
bez. Current-RoundingMode = RoundDown (3) abgerundeten Produktwert.
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Hier noch einige Anmerkungen zur MPFR-Funktion mpfr_mul(...)

1. Neben den C-XSC Funktionen kénnen die in mpfr. info beschriebenen MPFR-Funktionen,
wie z.B. mpfr_mul(...), ebenfalls aufgerufen werden. Fiir die Implementierung weiterer
Funktionen ist dies eine grofie Hilfe.

2. Ergebnisse werden in der Parameterliste der MPFR-Funktionen stets an erster Stelle
abgelegt.

3. Wird die Ergebnis-Variable y vor dem MPFR-Funktionsaufruf durch z.B. MpfrClass y;
lediglich deklariert, so erhélt y die voreingestellte Current-Precision und zwar unabhéngig
von den Prézisionen beider Operanden in der Parameterliste.

4. Wird die Ergebnis-Variable y jedoch vor dem MPFR-Funktionsaufruf, z.B. durch
MpfrClass y(0, RoundNearest, 50);

mit der Prézision von 50 Bit initialisiert, so liefert mpfr_mul(...) das Ergebnis y mit der
Prézision von 50 Bit und zwar wieder unabhéngig von den Prézisionen beider Operanden.

Beachten Sie, dass bei den arithmetischen Operatoren mit dem KErgebnistyp MpfrClass die
Ergebnis-Prizision stets gleich der Current-Precision ist, wobei gegebenenfalls das exakte Er-
gebnis bez. des Default-Rundungsmodus in den Ergebnisoperanden gerundet wird.

3.10.6. Arithmetik-Funktionen zum Auf- und Abrunden

Um abweichend vom voreingestellten Rundungsmodus bei den arithmetischen Grundoperationen
auch das Auf- oder Abrunden zu ermoéglichen, werden die folgenden acht Funktionen bereitge-
stellt, welche die gerundeten Ergebnisse in der CurrentPrecision zuriickgeben:

MpfrClass addd(const MpfrClass& opl, const MpfrClass& op2)
MpfrClass addu(const MpfrClass& opl, const MpfrClass& op2)
MpfrClass subd(const MpfrClass& opl, const MpfrClass& op2)
MpfrClass subu(const MpfrClass& opl, const MpfrClass& op2)
MpfrClass muld(const MpfrClass& opl, const MpfrClass& op2);
MpfrClass mulu(const MpfrClass& opl, const MpfrClass& op2)
MpfrClass divd (const MpfrClass& opl, const MpfrClass& op2)
MpfrClass divu(const MpfrClass& opl, const MpfrClass& op2)

Die Funktion MpfrClass addd(const MpfrClass& opl, const MpfrClass& op2) liefert
also die optimal abgerundete Summe (opl + op2) in der mit void SetCurrPrecision(prec)
voreingestellten CurrentPrecision.
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3.11. Mathematische Funktionen

3.11.1. Standard-lmplementierung

Die MPFR-Bibliothek stellt eine Vielzahl von Elementarfunktionen und einige Funktionen der
Mathematischen Physik zur Verfiigung, wobei zu einem Argument x mit beliebiger Prizision
zunéchst der exakte Funktionswert yO berechnet wird. Danach wird dann yO0 in eine Ergebnis-
variable y mit einer moglichen anderen Prézision gerundet, wobei diese Rundung durch einen
entsprechenden Parameter rnd gesteuert werden kann. Die Deklaration z.B. der Exponential-
funktion ist mit diesen Bezeichnungen gegeben durch:

int mpfr_exp (mpfr_t y, mpfr_t x, mpfr_rnd_t rnd)

Mit obiger MPFR-Funktion wird die Exponentialfunktion fiir das C-XSC Interface wie folgt
implementiert:

MpfrClass exp (const MpfrClass& x, RoundingMode rnd)

{
MpfrClass y(0); // Die Praezision von y ist jetzt die Current-Precision
mpfr_exp(y.mpfr_rep, x.mpfr_rep, rnd);
return y;

}

Mit Hilfe des Konstruktoraufrufs wird also zunéchst die Prézision der Ergebnisvariablen y auf
die Current-Precision gesetzt, vgl. dazu auch Seite 18. Danach wird mit dem Argument x und
seiner Prézision der exakte Wert yO = e* berechnet und dann mittels des Rundungsmodus rnd
nach y gerundet. Wird rnd nicht gesetzt, so wird nach dem Current-Rundungsmodus gerundet
und ist dieser nicht gesetzt, so wird zur jeweils nichsten Rasterzahl gerundet, (RoundNearest).

Soll nun ganz analog zur Exponentialfunktion im C-XSC Interface eine neue Funktion im-
plementiert werden, die in der MPFR-Bibliothek noch nicht definiert ist, so muss wie folgt
vorgegangen werden:

1. Sichere den Wert der urspriinglichen Current-Precision in prec_old

2. Setze die neue Current-Precision prec auf die Prézision vom Argument x. Wenn dann gilt
prec < prec_old, setze prec = prec_old.

3. Setze mit MpfrClass y(0); die Prézision von y auf den Wert von prec.

4. Berechne in der neuen Current-Precision den mittels rnd gerundeten Funktionswert, der
in y abzulegen ist.

5. Runde mittels rnd durch y.RoundPrecision(prec_old, rnd); auf die urspriingliche
Current-Precision.

6. Durch SetCurrPrecision(prec_old); die alte Current-Precision wiederherstellen.
7. Durch return y; den gerundeten Funktionswert zuriickgeben, fertig!
Anmerkung:

e Grundsitzlich wird also der mittels rnd gerundete Funktionswert in der urspriinglichen
Current-Precision prec_old zuriickgegeben. Die interne Berechnung erfolgt jedoch in der
durch prec vorgegebenen Prizision, die mindestens so grof} ist wie prec_old selbst. Ein
Beispiel dazu findet man in mpfrclass.cpp bei der Definition der acoth-Funktion.

32



3.11.2. Davon abweichende Funktionen und Konstanten

Bei nur wenige mathematische Funktionen ist es sinnvoll, bei ihrer Implementierung von dem
auf Seite 32 angegebenen Schema abzuweichen. Die Ausnahmen sind:

MpfrClass abs (const MpfrClass& op, RoundingMode rnd, PrecisionType prec);

Zuriickgegeben wird der i.a. gerundete Absolutbetrag von op. Fiir die Funktion gibt
es drei verschiedene Aufrufmoglichkeiten:

1. abs (op);
lop| wird bez. des Current-Rundungsmodus in die Current-Precision gerundet
und zuriickgegeben.

2. abs (op, RoundUp);
|op| wird in die Current-Precision aufgerundet und zuriickgegeben.

3. abs (op, RoundDown, prec);
|op| wird in ein Format mit der Prézision prec abgerundet und zuriickgegeben.
Die Prézision des zuriickgegebenen Wertes wird also i.a. von der voreingestellten
Current-Precision verschieden sein!
Will man jedoch |op| rundungsfehlerfrei mit der gleichen Prézision von op
zuriickgeben, so gelingt dies in allen Fillen, unabhéngig von der voreingestellten
Current-Precision, mit dem Funktionsaufruf:

abs (op, RoundNearest, op.GetPrecision());

wobei der Rundungsmodus (hier RoundNearest) natiirlich beliebig gesetzt wer-
den kann. Stimmt die Prézision von op mit der Current-Precision iiberein, so
liefert der Aufruf abs (op); ebenfalls den rundungsfehlerfreien Wert
von |op|. In der Praxis wird die rundungsfehlerfreie Riickgabe von |op| vermut-
lich immer im Vordergrund stehen.

Die Funktion abs kann also sehr flexibel eingesetzt werden und funktioniert nach 1.
und 2. wie bei der Standard-Implementierung von Seite 32. Lediglich der Punkt 3.
weicht von dieser Standard-Implementierung ab, um den exakten Wert von |op| in
jedem Fall garantieren zu koénnen.

Beachten Sie aufilerdem: Soll |k|, K vom Typ int, berechnet werden, so muss dies
mit std::abs(k) erfolgen.

MpfrClass mant (const MpfrClass& x);

Die Mantisse m von x wird rundungsfehlerfrei in der Prézision von x zuriickgegeben.
Im Fall einer normalen Gleitpunktzahl x # 0 gilt:  |m| € [0.5,1), vgl. auch Seite 24.
x=0 - m=0; x =NaN — m=Nal; x =+Inf — m=+Inf;

MpfrClass comp (const MpfrClass& x, const long int k);

Mit der Mantisse x und dem Zweierexponenten k wird x - 2F in der Priizision von x
rundungsfehlerfrei zuriickgegeben. Im Fall x = 0 wird 0 zuriickgegeben und in den
Fillen x = NaN oder x = +Inf erhilt man NaN. Ist x # 0 eine normale Maschinenzahl
und gilt: |x| ¢ [0.5,1) oder k| > 1073741823, so wird ebenfalls NaN zuriickgegeben.

MpfrClass min (const MpfrClass& opl, MpfrClass& op2);
MpfrClass max (const MpfrClass& opl, MpfrClass& op2);

Zuriickgegeben wird rundungsfehlerfrei das Minimum bzw. das Maximum beider
Operanden und zwar genau in der Prézision des jeweils zuriickgegebenen Operanden,
die von der Current-Precision durchaus verschieden sein kann!
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MpfrClass Round (
MpfrClass Floor (const MpfrClass& op
MpfrClass Ceil (
MpfrClass Trunc (
MpfrClass Frac (const MpfrClass& o

const MpfrClass& op);

);
const MpfrClass& op);
const MpfrClass& op);

)

Die obigen fiinf Riickgabewerte vom Typ MpfrClass haben alle die Prézision von
op, die mit der Current-Precision nicht iibereinstimmen muss. Die ersten vier Funk-
tionen liefern den jeweiligen rundungsfehlerfreien ganzzahligen Anteil von op, wobei
Round () weg von der Null rundet, falls op genau zwischen benachbarten ganzzahligen
Werten liegt. Die letzte Funktion liefert den rundungsfehlerfreien nicht-ganzzahligen

Teil von op.

MpfrClass minfloat (PrecisionType prec);
MpfrClass MaxFloat (PrecisionType prec);

Zuriickgegeben werden der positive kleinste bzw. grofite Zahlenwert im Datenfor-
mat der Prézision prec. Im Gegensatz zu minfloat (prec) fallen die entsprechenden
Riickgabewerte von MaxFloat (prec) in Abh#ngigkeit von prec unterschiedlich aus!
Werden die Funktionen ohne prec aufgerufen, so wird das Format mit der Current-
Precision benutzt.

MpfrClass pred (const MpfrClass& op);
MpfrClass succ (const MpfrClass& op);

Beide Funktionen geben den Vorgénger bzw. Nachfolger von op zuriick und zwar in
der gleichen Prizision des Operanden op. Es macht ndmlich keinen mathematischen
Sinn, diese Werte anschlieflend in ein Format mit anderer Prézision zu runden, da
sich die Funktionen pred und succ genau auf das Format von op beziehen.

void times2pown (MpfrClass& op, long int opl, RoundingMode rnd);

Obige Funktion liefert mit dem Eingabewert op den Wert op - 2°°! mit gleicher
Prizision zuriick. Solange kein Uber- oder Unterlauf entsteht, wird op - 2°°' exakt,
d.h. rundungsfehlerfrei berechnet. Tritt jedoch z.B. ein Uberlauf ein, so wird geméiB
rnd gerundet. Wenn rnd nicht gesetzt wird, so erfolgt die Rundung nach dem vorein-
gestellten Current-Rundungsmodus. Ist dieser nicht gesetzt, so erfolgt die Rundung
weg von der Null.

void Number_Scaling (MpfrClass& x, long int& k);

Obige Funktion liefert mit dem Eingabewert x = a den Riickgabewert x = A vom Typ
MpfrClass in der Prizision von a, zusitzlich wird k zuriickgegeben. Ist a unendlich
oder ein NaN, so wird NaN und k = 0 zuriickgegeben. Im Fall a = 0 wird ebenfalls
k = 0 zuriickgegeben. Die Berechnung von A = a-27% wird stets rundungsfehlerfrei
ausgefiihrt, wobei 2- (A-A) garantiert ohne Uberlauf berechnet werden kann. Es gilt
also stets: a=A-2F

void Number_Scaling S (MpfrClass& x, long int& k);
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void set_nan (MpfrClass& x);

Setzt x auf NaN, wobei die Prézision von x erhalten bleibt und deshalb mit der
Current-Precision nicht iibereinstimmen muss.

void set_inf (MpfrClass& x, int k);

Setzt x auf +Inf, wobei die Prézision von x erhalten bleibt und deshalb mit der
Current-Precision nicht iibereinstimmen muss. Das Vorzeichen wird durch k festge-
legt.

void set_zero (MpfrClass& x, int k);

Setzt x auf +0, wobei die Prézision von x erhalten bleibt und daher mit der Current-
Precision nicht iibereinstimmen muss. Das Vorzeichen wird durch k festgelegt.

void swap(MpfrClass& x, MpfrClass& y);

Tauscht den Wert und die Prézision von x und y.

void swap(MpfrClass& x, mpfr_t& y);

Tauscht den Wert und die Prézision von x und y.

void random (MpfrClass& x, gmp_randstate_t state);

Geliefert wird ein Zufallszahl 2 ¢ [0,+1), wobei x die Prézision des vorher deklarier-
ten Objekts x erhélt. Das folgende Programm zeigt eine mogliche Anwendung der
Funktion void random(MpfrClass& x, gmp_randstate_t state).

// MPFR-05. cpp
#include "mpfrclass . hpp”

using namespace MPFR;
using namespace std;

int main(void)
{
MpfrClass: : SetCurrRndMode (RoundNearest);
cout << 7\nCurrent-RoundingMode = 7 << MpfrClass:: GetCurrRndMode() << endl;
MpfrClass:: SetCurrPrecision (60);
cout << 7 Current —Precision = 7 << MpfrClass:: GetCurrPrecision () << endl;

gmp_randstate_t state; // Declaration of state;
gmp_randinit_default (state); // Initialization of state;

MpfrClass x(0,RoundNearest, 50); // Declaration of class object =
// with a precision of 50 bits
cout . precision (x. GetPrecision ()/3.321928095);

cout << "x =7 << x << endl;

cout << "x.GetPrecision() = 7 << x.GetPrecision () << endl;
random (x, state); // Delivers the first random number z
cout << "x =7 << x << endl;

random (x, state); // Delivers the second random number z
cout << "x =7 << x << endl;

return 0;

—
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Das Programm liefert die Ausgabe:

Current-RoundingMode = 0
Current-Precision = 60
x =0

x.GetPrecision() = 50

x = 6.14544775142452e-1
x = 9.88050499009929%e-1

Weitere Informationen bez. der Initialisierungsfunktion in Zeile 15 findet man unter

http://gmplib.org/manual/Random-State-Initialization.html

Konstanten:

static MpfrClass Pi (RoundingMode rnd = CurrRndMode,
PrecisionType prec = CurrPrecision);

static MpfrClass Ln2 (RoundingMode rnd = CurrRndMode,
PrecisionType prec = CurrPrecision);

static MpfrClass Euler (RoundingMode rnd = CurrRndMode,
PrecisionType prec = CurrPrecision);

static MpfrClass Catalan (RoundingMode rnd = CurrRndMode,
PrecisionType prec = CurrPrecision);

Pi(rnd, prec) rundet 7w mittels rnd in ein Format der Pré&zision prec. Wird prec
nicht angegeben, so wird mittels rnd in ein Format mit der Current-Precision ge-
rundet. Wird auch rnd weggelassen, so wird mittels des Current-Rundungsmodus
in ein Format mit der Current-Precision gerundet. Entsprechendes gilt fiir die drei
anderen Konstanten. Ln2() rundet also In(2) = 0.693147... mittels des Current-
Rundungsmodus in ein Format mit der voreingestellten Current-Precision.
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3.11.3. Elementarfunktionen

Tabelle 3.1.: Elementarfunktionen mit x,y,a,b vom Typ MpfrClass, n: unsigned long int;

Funktion Aufruf Funktion Aufruf
|| abs (x) In(1+z) 1npi(x)
2 sqr (x) logy () log2(x)
z2 + 12 x2py2(x,y) logo(z) logl10(x)
T x2my2(x,y) In(sin(z)) 1n_sin(x)
1/x reci(x) In(cos(z)) 1n_cos(x)
x/(2? +y?) x-div_x2py2(x,y) In(v/22 +42) 1n_sqrtx2y2(x,y)

(2® = y?)[(2® + y*)?

Re_rz2(x,y)

In(\/(1+2)%+y2)

1n_sqrtxpl 2y2(x,y)

22y/ (2% + y?)? nIm rz2(x,y) 2k keZ power (x,k)
2_ 2
4x2y21++(f +_xg ) Re_r1pz2(x,y) xY pow(x, y)
e (ixﬁ/xz — Im_ripz2(x,y) sin(x) sin(x)
Nz sqrt (x) 1/sin(z) csc(x)
Vn, neNy sqrt.n(n) cos(x) cos(x)
1/\x sqrt_r(x) 1/ cos(x) sec(x)
Y, zeR cbrt (x) tan(x) tan(x)
Yr, n=23,... sqrt(x,n) cot(x) cot (x)
Vz+1-1 sqrtpiml (x) arcsin(x) asin(x)
V1+ a2 sqrtipx2(x) arccos(x) acos(x)
1-22 sqrtimx2(x) arctan(x) atan(x)
x? -1 sqrtx2mi (x) arctan(y/x) atan2(y,x)
z//1+ 22 xdsqrtipx2(x) arccot () acot (x)
z/\/1 -2 xdsqrtimx2(x) sinh(x) sinh(x)
x/Vr? -1 xdsqrtx2ml (x) 1/sinh(x) csch(x)

Fortsetzung auf der néchsten Seite
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Fortsetzung der vorherigen Seite
Funktion Aufruf Funktion Aufruf
\/ulczfy2 sqrtx2y2(x,y) cosh(x) cosh(x)
e’ exp(x) 1/ cosh(x) sech(x)
2% exp2(x) tanh(z) tanh (x)
10" exp10(x) coth(z) coth(x)
e’ -1 expml (x) arsinh(z) asinh(x)
e expx2(x) arcosh(x) acosh(x)
e’ — 1 expx2ml (x) arcosh(1 + x) acoshp1 (x)
e’ expmx2(x) artanh(x) atanh (x)
e 1 expmx2m1 (x) arcoth(x) acoth(x)
In(x) 1n(x) AGM(x,y) agm(x,y)
Anmerkungen:

1. Die Funktion atan2(y,x) ist wie folgt definiert:

arctan(¥) x>0

7+ arctan(?) y20, <0

- + arctan() y<0, <0

5 y>0, x=0

5 y=+o00, £=0

-3 y<0, =0

_% Yy =—00, =0

0 y=0, x=0 Vorsicht!
atan2(y, ) =

0 ly| < +00, x =+00

T y20, z=-o0

-7 y<0, x=-0c0

T Y =+00, T =400

-1 Yy =—00, T =+00

?jf Y =+00, T =—00

—?jT’T Yy =—00, T =-—00

NaN y = NaN oder = = NaN.

2. Mit sqr(x); wird der exakte Funktionswert x? mit dem Current-Rundungsmodus in die
Current-Precision gerundet. Weitere Informationen zur Implementierung findet man auf
Seite 32.
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3. Mit sqr(x, rnd); wird wie unter 2. verfahren, jedoch wird der exakte Funktionswert x?
jetzt mittels rnd in die Current-Precision gerundet, vgl. ebenfalls Seite 32.

4. Alle Funktionen in obiger Tabelle sind nach 2. bzw. 3. implementiert. Fiir rnd stehen dabei
die folgenden Rundungsmodi zur Verfiigung': RoundNearest, RoundUp, RoundDown.

5. Bei allen Funktionen aus obiger Tabelle wird vorausgesetzt, dass z,y,a,b exakte Maschi-
nenzahlen sind, die also nicht schon durch vorhergehende Rechnungen gerundet worden
sind. Beispielsweise kann daher eine Maschinenzahl a nicht den Wert v/3 annehmen, wohl
aber eine geeignete Ndherung, die dann aber als exakt anzusehen ist.

6. abs(x) kann zusétzlich noch mit einem Prézisionsparameter prec aufgerufen werden. Mit
abs(x, rnd, x.GetPrecision()); wird dabei der exakte Absolutbetrag |x|, und zwar
unabhéngig von rnd, zuriickgegeben, vgl. auch Seite 33.

7. power (x, k) kann bez. k mit den Datentypen int, long int aufgerufen werden.

8. pow(x, y) kann bez. y mit folgenden Datentypen aufgerufen werden:
MpfrClass, real, double.

9. Die Funktion agm(x,y) rundet das exakte Arithmetisch-Geometrische Mittel AGM(z,y)
der beiden MpfrClass-Objekte x,y > 0 mit dem Current-Rundungsmodus optimal in ein
MpfrClass-Objekt mit der Current-Precision. Der absolute Fehler ist dabei héchstens 0.5
ulp. Mit agm(z,y,RoundDown) wird das AGM optimal in die Current-Precision abgerun-
det, d.h. der absolute Fehler ist kleiner als 1 ulp. Das AGM ist bez. z,y streng monoton
wachsend und es gilt:

0<x < AGM(z,y) = AGM(y,z), agm(z,y) = agn(y,z) <y.

Das Arithmetisch-geometrische Mittel AGM spielt bei der Auswertung elliptischer Inte-
grale eine zentrale Rolle.

'Fiir alle Funktionen, die in MPFR direkt implementiert sind, gibt es bez. rnd die zusiitzlichen Rundungsmodi:
RoundToZero, RoundFromZero.
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3.11.4. Skalarprodukt aus zwei Teilprodukten

Mit den folgenden Funktionen lassen sich Skalarprodukte der Form a-b+ ¢-d ohne vorzeitigen
Overflow berechnen, wobei nach Bedarf gerundet werden kann.

void prod_H1(MpfrClass& r, long int& k, const MpfrClass& a,
const MpfrClass& b, RoundingMode rnd );
r wird zunéchst auf die Current-Precision gesetzt, dann wird « - b bez. rnd nach r
gerundet, so dass gilt:  r-2F ~ a-b.
Wird rnd nicht gesetzt, so wird mit dem voreingestellten Current-Rundungsmodus
nach r gerundet. Es gilt:  |r| € [0.5,2).
Esgilt: r =0, r =0NaN, r = +Inf, r = -Inf ---> k = 0;

void Prod_H1(MpfrClass& r, long int& k, const MpfrClass& a,
const MpfrClass& b, RoundingMode rnd );
r wird zunéchst auf die Current-Precision gesetzt, dann wird « - b bez. rnd nach r
gerundet, so dass gilt:  r-2F ~ a-b.
Wird rnd nicht gesetzt, so wird mit dem voreingestellten Current-Rundungsmodus
nach r gerundet. Es gilt: MaxFloat()/32 <|r| < MaxFloat ()/8.
Es gilt aulerdem: r =0, r = NaN, r = +Inf, r = -Inf ---> k = 0;

void sum k H1(MpfrClass& r, long int& k, const MpfrClass& x, long int& kx,
const MpfrClass& y, long int& ky, RoundingMode rnd);
Voraussetzung: kx> ky, falls  (z,y #0 && isNumber(x,y) = True).
r wird zunéchst auf das Maximum der Prézisionen von x und y gesetzt. Ist diese
kleiner als die Current-Precision, so erhélt r als Prézision diese Current-Precision.
Danach wird durch geeignete Skalierung z - 257 + g - 28V = 2K . (g 4 3 . 2FU=F) die
Klammer (z +y - 287%%) berechnet und mittels rnd nach r gerundet. Man erhélt

dann im Fall z,y # 0 das Ergebnis: re2F = 2k g 2RT 4y 2Ry,
Wird rnd nicht gesetzt, so erfolgt die Rundung nach dem Current-Rundungsmodus.
Es gilt aulerdem: r=0, r=NaN, r = +Inf, r =-Inf ---> k = 0;

void scal_prod_k (MpfrClass& r, long int& k,

const MpfrClass& a, const MpfrClass& b,

const MpfrClass& c, const MpfrClass& d,

RoundingMode rnd ) ;
r wird zunichst auf das Maximum der Prézisionen von a,b,c,d gesetzt. Ist diese
kleiner als die Current-Precision, so erhélt r als Prézision diese Current-Precision.
Danach wird mit Hilfe der obigen Funktionen prod_H1() und sum_k_H1() das Skalar-
produkt a-b+c-d = r-2* mittels rnd nach r gerundet und entsprechend k berechnet.
Wird rnd nicht gesetzt, so erfolgt die Rundung nach dem Current-Rundungsmodus.

void Scal_prod_k(MpfrClass& r, long int& k,
const MpfrClass& a, const MpfrClass& b,
const MpfrClass& c, const MpfrClass& d,
RoundingMode rnd ) ;
r wird zunéchst auf das Maximum der Prézisionen von a,b,c,d gesetzt. Ist diese
kleiner als die Current-Precision, so erhélt r als Prézision diese Current-Precision.
Um Ausloschung moglichst zu vermeiden, wird dann diese Prézision von r noch
einmal mehr als verdoppelt. Danach wird mit Hilfe der obigen Funktionen Prod_H1 ()
und sum k_H1 () das Skalarprodukt a-b+ c-d = r-2¥ mittels rnd nach r gerundet und
entsprechend k berechnet. Wird rnd nicht gesetzt, so erfolgt die Rundung nach dem
Current-Rundungsmodus.
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void scal_prod (MpfrClass& r, const MpfrClass& a, const MpfrClass& b,
const MpfrClass& c, const MpfrClass& d,
RoundingMode rnd ) ;
a-b+ c-d wird intern mit Skal_prod k() in so hoher Prizision berechnet, dass es
danach mit rnd nach r hochstens zweimal in die Current-Prézision gerundet werden
muss. Mit rnd = RoundDown und rnd = RoundUp erhélt man damit fiir a-b+c-d eine
nahezu maximalgenau EinschlieBung. Wird rnd nicht gesetzt, so erfolgt die Rundung
nach dem Current-Rundungsmodus. Ein vorzeitiger interner Uber- oder Unterlauf ist
ausgeschlossen.

MpfrClass Compl Re (const MpfrClass& a, const MpfrClass& b,
const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);
Rundet den Realteil von (a +i-b)/(z +i-y) in die Current-Precision und gibt die-
sen gerundeten Wert zuriick. Wird rnd nicht gesetzt, so erfolgt die Rundung nach
dem Current-Rundungsmodus. Ein vorzeitiger interner Uber- oder Unterlauf wird

vermieden.

MpfrClass ComplIm (const MpfrClass& a, const MpfrClass& b,
const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);
Rundet den Imaginérteil von (a +1i-b)/(x +i-y) in die Current-Precision und gibt
diesen gerundeten Wert zuriick. Wird rnd nicht gesetzt, so erfolgt die Rundung nach
dem Current-Rundungsmodus. Ein vorzeitiger interner Uber- oder Unterlauf wird

vermieden.

MpfrClass plus_ab (const MpfrClass& x, const MpfrClass& a,
const MpfrClass& b, RoundingMode rnd );
(z +a-b) wird bez. rnd in den Riickgabewert mit der Current-Precision gerundet.
Wird rnd nicht gesetzt, so erfolgt die Rundung nach dem Current-Rundungsmodus.
Durch zweimalige Anwendung dieser Funktion:

x = plus_ab(0, a, b); y = plus_ab(x, c, d);

wird das Skalarprodukt a-b+c-d jetzt mit bis zu zwei Rundungen berechnet, und im
Gegensatz zur Funktion scal_prod() kann ein vorzeitiger Uberlauf nicht vermieden
werden. Die Funktion scal_prod() benétigt dariiber hinaus i.a. nur eine Rundung
und liefert damit fiir a-b+c-d i.a. die bessere Niherung.



3.11.4.1. Beispiel

Als Beispiel fiir die Berechnung eines Skalarprodukts der Form x=a-b+c-d  wihlen wir:

a:=MaxFloat(), b:=e'-2F keZ, c:=-b d:= pred(a), und damit gilt:

(3.3) z:=a-b+c-d=e' 2°(a-pred(a)) =y,

wobei man zur Kontrolle y = e! - 28(a — pred(a)) auch ohne Skalarprodukt berechnen kann.

1 // MPFR-03. cpp
2 #include <iostream >
3 #include <iomanip>

4 #include "mpfrclass.hpp’

5

3

6 using namespace MPFR;
7 using namespace std;

8

9 int main(void)

10 {

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37

38 }

Mit RoundDown und RoundUp in Zeile 23 liefert das Programm MPFR-03. cpp die folgende Ausgabe

Man erkennt, dass durch die zweimalige Anwendung von plus_ab(..., RoundDown), verbunden
mit mindestens einer Rundung (RoundDown), im Vergleich zum exakten Wert x eine deutlich
kleinerer Naherung y fiir das Skalarprodukt berechnet wird. Die Ausgabe der Kontrollrechnung
zeigt, dass das Skalarprodukt mit scal_prod (x, a, b, ¢, d, RoundDown); sogar exakt

MpfrClass: : SetCurrRndMode (RoundNearest);

cout << 7\nCurrent-RoundingMode = 7 << MpfrClass:: GetCurrRndMode() << endl;

MpfrClass:: SetCurrPrecision (5000000);
cout << ”Current —Precision = 7 << MpfrClass:: GetCurrPrecision () << endl;

MpfrClass a,b,c,d,x,y;

long int k = -2; // 1284567;

a = MaxFloat (); b = exp(MpfrClass(1)); times2pown (b, k);
c = -b; d = pred(a);

y = bx(a-pred(a));
scal_prod (x, a, b, ¢, d, RoundDown);

cout . precision ();

cout << "x =7 << x << endl;
if (x=y) cout << ”Kontrollrechnung: x = y”’ << endl;
else cout << "x = y”’ << endl;

y = 0;
y = plus_ab(y, a, b, RoundDown);
x = plus_ab(y, c¢, d, RoundDown);

cout << ”Zweimalige Anwendg. von plus_ab(), x =7 << x << endl;

return 0;

Current-RoundingMode = 0

Current-Precision = 5000000

x = 1.49913e321723346

Kontrollrechnung: x ==y

Zweimalige Anwendg. von plus_ab(), x = 7.92265e321723345

berechnet wurde. Dies wird auch durch die Rechnung mit RoundUp in Zeile 23 bestétigt.
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Wé&hlt man im Programm in Zeile 18 k = 1234567; so werden beide Teilprodukte a - b
und c-d, jeweils einzeln berechnet, einen Overflow erzeugen. Das Programm liefert jedoch die
Ausgabe

Current-RoundingMode = 0

Current-Precision = 5000000

x = 2.99610e322094988

Kontrollrechnung: x ==y

Zweimalige Anwendg. von plus_ab(), x = -Q@Inf@

Mit scal_prod (x, a, b, ¢, d, RoundDown); erhilt man wieder das exakte Skalarprodukt

x = 2.996... 10322094988 jotzt jedoch ohne vorzeitigen internen Overflow, der aber schon beim
ersten Aufruf der Funktion plus_ab(...,RoundDown) natiirlich nicht vermieden werden kann!
Anmerkungen:

e Wihlt man im obigen Programm die CurrentPrecision mit prec = 500000 um den Faktor
10 kleiner, so wird das exakte Skalarprodukt zu grof§ und kann wegen notwendiger Run-
dungen nicht mehr exakt berechnet werden, d.h. x erhélt in Abhéngigkeit von RoundUp
und RoundDown verschiedene Werte. Beachten Sie in diesem Zusammenhang, dass der
Faktor (a — pred(a)) im Ausdruck fiir y nur dann hinreichend klein wird, wenn man die
Current-Precision hinreichend grofl gewahlt.

e Der Ausdruck b- (a —pred(a)) kann rundungsfehlerfrei berechnet werden, da a — pred(a)
die Bindrdarstellung 1.0000e.... besitzt und damit eine reine Zweierpotenz ist, mit der
b rundungsfehlerfrei multipliziert werden kann, solange dabei kein Uber- oder Unterlauf
entsteht.
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3.11.5. Funktionen der Mathematischen Physik

Tabelle 3.2.: Funktionen der Mathematischen Physik mit x vom Typ MpfrClass
Funktionsterm Aufruf Anmerkung
x
erf(z) = % / e dt erf (x) monoton wachsend
0
erfe(x) = % / et dt erfc(x) monoton fallend
x
[(z)= [t e tdt, 2>0 gamma (x) Pole: x=0, -1, -2, ...
0
I(z) gamma_D (x) Pole: x=0, -1, -2, ...
1
— amma_reci(x) iiberall differenzierbar
[(x) :
1 7
gamma_reci_D(x) iiberall differenzierbar
I'(z)
F/
Y(z) = () digamma (x) Pole: x=0, -1, -2, ...
['(z)
In(T'(x)) 1ngamma (x) 2k-1<x<—-2k ~ NaN, k=0,1,2,...
1, T(x)>0
In(T()]) int k; lgamma(x,k); k= {+ (>
-1, T'(z)<0
k! factorial (k) unsigned long int k
C(zx)=Y k™™ x>1; zeta(x) x4 +1
k=1
C(k), k=0,2,3,4,... zeta(k) unsigned long int k
Ei(z) =y +In(z) + X k"”_—z,, x>0 Ei(x) 2=0 ~ -Inf; <0 ~ Nal;
k=1 )
x
Li2(z) =— [ M dt, x<1; Li2(x) x>1 ~ Nur Realteil !
0
Jn(z) =% #3;1) (%)%m; Jn(n,x) Bessel-Fkt. 1. Art; n€Z;
k=0
Jo(x); JO(x) Bessel-Fkt. 1. Art;
Ji(z); J1(x) Bessel-Fkt. 1. Art;
Y, (z); Yn(n,x) Bessel-Fkt. 2. Art; n € Z;
Yo(z); YO0 (x) Bessel-Fkt. 2. Art;
Yi(z); Y1(x) Bessel-Fkt. 2. Art;




Anmerkungen:

1. Alle Funktionen aus obiger Tabelle kénnen mit einem zusétzlichen Rundungsparameter
rnd aufgerufen werden, womit eine vom Current-Rundungsmodus abweichende Rundung
realisiert werden kann. Beziiglich der Implementierung gelten die gleichen Anmerkungen
wie auf Seite 32.

2. Die Funktion Li2(z) ist fiir < 1 zunéichst definiert durch

Li2(x)::—fM i_o:z_ x<1;

0

Durch analytische Fortsetzung lésst sich diese Definition auf weitere z € C in der ab z =1
lings der positiven reellen Achse aufgeschnittenen komplexen Ebene ausdehnen. Fiir z > 1
liefert Li2(x) dabei nur den Realteil der dann komplexwertigen Funktion. Der Imaginérteil
kann mit Hilfe der Beziehung

2
1
Li2(z) = -Li2(1/z) + % -5’@) —i-mhn(e), @1

einfach berechnet werden, da mIn(x) fiir > 1 positiv und streng monoton wachsend ist.

Den Zusammenhang mit der Polylogarithmus-Funktion Lis(z) = 3 Z—IZ findet man unter
k=1

http://de.wikipedia.org/wiki/Polylogarithmus
http://en.wikipedia.org/wiki/Polylogarithm

3. Die Besselfunktionen 2. Art Y, (z) (Neumann-Funktionen) definiert man zunéchst fiir
nichtganzzahlige v als Linearkombination von J, und J_,

Jy(z)-cosmv-J_ V(x)

sin Tv

Y, (z):= viZ,

und bildet fiir n € Z die Funktionen Y, («) durch Grenziibergang
Y,(z):=limY,(z), neZ;
v—=n
Dies ist lediglich eine Anmerkung zur Definition, nicht aber zur numerischen Auswertung

von Y, (z). Die Funktionen Y, (x) und J,(z) sind fiir festes n € Z linear unabhéngig und
bilden damit eine Basis fiir die Losungen der Besselschen Differentialgleichung.
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4. MpfiClass-Interface zur Anbindung der
MPFI-Bibliothek an C-XSC

4.1. MPFI-Bibliothek

4.1.1. Entwickler

Die MPFI-Bibliothek wurde 2002 von der INRIA-Gruppe an der Universitdt von Lyon ent-
wickelt. Die Gruppe besteht aus Nathalie Revol, Fabrice Rouillier, Sylvain Chevillard, Hong
Diep NGUYEN und Christoph Lauter. Unterstiitzt wurden sie von den Entwicklern der MPFR-
Bibliothek, zu der auch Nathalie Revol gehort.

4.1.2. Aligemein

Die MPFI-Bibliothek wurde fiir langzahlige Intervallberechnungen entwickelt und ist nur in C
implementiert. Sie basiert auf der GMP- und MPFR-Bibliothek. Die Bibliothek entstand im
Jahre 2002 und wird seitdem immer weiter entwickelt. Die aktuelle Version ist “1.5°. Um die
Bibliothek nutzen zu kénnen, miissen die GMP-Bibliothek (Version 4.1 oder hoher) und die
MPFR-Bibliothek (Version 3.0.0 oder hoher) vorhanden sein. Da die Bibliothek auf der MPFR-
Bibliothek basiert, profitiert MPFI von den korrekten Rundungen der MPFR-Bibliothek. Die
Bibliothek befolgt den IEEE-754-Standard fiir Gleitkommaarithmetik.

Intern wird die Bibliothek mit Hilfe von zwei MPFR~Variablen realisiert. Die beiden Variablen
reprasentieren die beiden Endpunkte des Intervalls. Ein Intervall kann endliche oder unendliche
Endpunkte haben. Ebenso kann ein Endpunkt - oder beide - @QNaN@ sein. Dies zeigt an, dass
eine unzuléssige Berechnung durchgefiihrt wurde. Ein leeres Intervall ist dadurch definiert, dass
der rechte Endpunkt kleiner als der linke Endpunkt ist.

4.1.3. Installation

Die Installation der MPFI-Bibliothek ist nur unter einem Linux/Unix-System moglich und er-
folgt vollig analog zur Beschreibung auf Seite 13. Die aktuelle Version der MPFI-Bibliothek kann
unter:

http://gforge.inria.fr/projects/mpfi/

bezogen werden.
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4.2. Grundlegendes

Das MpfiClass-Interface ist eine in mpficlass.hpp und mpficlass.cpp implementierte C**-
Wrapper-Klasse MpfiClass fiir die C-Bibliothek MPFI, deren C-Funktionen iiber die imple-
mentierten Operatoren und Funktionen aufgerufen werden. Alle Funktionen mit der moglichen
Ubergabe eines RoundingModes oder eines PrecisionTypes haben als Default-Wert den Wert
von CurrRndMode bzw. CurrPrecision, die beide beliebig gesetzt werden kénnen. Dies gilt in
vielen Féllen auch fiir die Konstruktoren.

4.2.1. Aligemein

Um in C-XSC das Interface verwenden zu koénnen, muss der Header mpficlass.hpp eingebun-
den werden. In ihm sind die benétigten Header-Dateien der MPFI-Bibliothek enthalten. Die
MpfiClass-Klasse liegt im Namensraum ”MPFT”.

4.2.2. Aufbau

Die Klasse besteht intern aus einer mpfi_t-Variablen. Diese dient zum Speichern eines Intervalls.
Zusétzlich gibt es static Elemente, um den Standard-Rundungsmodus, die Standard-Prézision
und die aktuelle Basis zu speichern.

4.2.3. Prazision

Die Prézision gibt die Anzahl der bindren Mantissenstellen einer MpfiClass-Variablen an. Der
Wert muss mindestens 2 betragen. Die Current-Precision kann global gesetzt werden; wenn dies
nicht geschieht, so wird die Default-Precision mit 53 Bits benutzt. Unabhingig davon kann die
Prézision fiir jede MpfiClass-Variable auch einzeln festgelegt werden.

4.2.4. Variablentyp PrecisionType

Mit Hilfe des Variablentyps PrecisionType, dessen Variablen i.a. mit prec bezeichnet werden,
kann der Prézisionswert einer MpfiClass-Variablen eingestellt werden. Der Variablentyp ist ein
typedef fiir eine mpfr_prec_t-Variable.
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4.3. Konstruktoren / Destruktoren
4.3.1. Konstruktoren

MpfiClass ();
Der Default-Konstruktor legt ein neues Intervall-Objekt mit Current-Precision an.
Aufruf: MpfiClass y;
Es wird kein Wert initialisiert und man erhélt: y = [NaN, NaNJ;

Alle folgenden Konstruktoren erzeugen ein Mpf iClass-Intervall y mit der Prazision prec, das die
jeweiligen Werte op bzw. das Intervall [opl,op2] optimal einschliefen. Wird beim Konstruk-
toraufruf prec nicht angegeben, so erhélt y die voreingestellte Current-Precision. Falls diese mit
SetCurrPrecision nicht gesetzt wurde, erhilt y die Préazision prec = 53.

MpfiClass (const MpfiClass& op, PrecisionType prec);
MpfiClass (const mpfi_t& op, PrecisionType prec);
MpfiClass (const MPER:: MpfrClass& op, PrecisionType prec);
MpfiClass (const mpfr_t& op, PrecisionType prec);
MpfiClass (const cxsc::interval& op, PrecisionType prec);
MpfiClass (const cxsc::real& op, PrecisionType prec);
MpfiClass (const double& op, PrecisionType prec);
MpfiClass (int op, PrecisionType prec);
MpfiClass (const MPER:: MpfrClass& opl,

const MPER: : MpfrClass& op2, PrecisionType prec);

MpfiClass (const std::string& op, PrecisionType prec);

Auch hier gelten sinngeméf die gleichen Anmerkungen wie fiir die oberen neun Kon-
struktoren, wobei unter dem Wert von op der Dezimalwert des Strings zu verstehen
ist. Mit den beiden Strings op = "[1.0e-1, 1.0e-1]1" bzw. op = "1.0e-1" lie-
fert der Konstruktoraufruf MpfiClass y(op); mit der voreingestellten Current-
Precision EinschlieBungen des Dezimalwertes 0.1, wobei zu beachten ist, dass 0.1
im bindren System nicht darstellbar ist, so dass alle EinschlieSfungen von 0.1 auch
mit noch so groflen prec-Werten keine Punktintervalle sein kénnen. Der Konstruk-
toraufruf MpfiClass y(op, 140); liefert eine Einschliefung von 0.1 mit einer
Prézision von 140 Bits, wobei auch jetzt 0.1 natiirlich nicht durch eine Punktintervall
eingeschlossen werden kann.

4.3.2. Destruktor

“MpfiClass ();

Der Speicher fiir das Objekt wird freigegeben. Dieser Destruktor muss nicht explizit
aufgerufen werden!

4.4. Leeres Intervall

In seltenen Situationen bendtigt man ein Intervall, dessen untere Grenze grofler ist als sein obere
Grenze. Dies wird realisiert durch die Funktion

MpfiClass EmptyIntVal ();

welche das Intervall [9999999999.0, -9999999999.0] erzeugt, vgl. auf Seit 58 die Member-
Funktion bool isEmpty( ).
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4.5. Zuweisungs-Operatoren

Unabhéngig von der Prézision des rechten Operanden erhilt bei allen folgenden Zuweisungs-
operatoren der linke Operand y stets die Current-Precision und schlieit die jeweiligen op-Werte

optimal ein.

MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&

operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator

Anmerkungen:

MpfiClass& op);

MPER: : MpfrClass& op);
mpfi_t& op);

mpfr_t& op);

int& op);

cxsc::real& op);
double& op);
cxsc::interval& op);
std :: string& op);

e Ist z.B. op ein real-Wert und wurde die Current-Precision mit SetCurrPrecision zu
klein gewéhlt, so ist der linke Operand y i.a. kein Punktintervall. Ist die Current-Precision
jedoch grofler oder gleich 53, so ist das einschliefende Intervall y stets ein Punktintervall.

e Ist op ein String, z.B. op = 7[0.1,0.1]” oder op = 70.1”, so kann y bei noch so grofier
Current-Precision kein Punktintervall sein, da 0.1 im vorliegenden Binérsystem nicht exakt
darstellbar ist.
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4.6. Arithmetische Operatoren

Fiir alle arithmetischen Intervalloperationen gilt:

Das exakte Ergebnis einer arithmetischen Intervalloperation wird unabhéngig
von der Prézision der Operanden mit der voreingestellten Current-Préazision
optimal eingeschlossen.

Die Operatoren ® =, mit ® € {+,—,-,/}, bedeuten u®@ = v <= u = uo® V.
Dabei wird u ® v optimal durch u eingeschlossen, wobei u als Prézision die
Current-Prézision erhélt.

4.6.1. Addition

const MpfiClass& opl, const MpfiClass& op2);

const MpfiClass& opl, const double& op2);

const MpfiClass& opl, const cxsc::real& op2);
const MpfiClass& opl, const cxsc::interval& op2);
const MpfiClass& opl, const int op2);

const MpfiClass& opl, const mpfr_t& op2);

const MpfiClass& opl, const MPER:: MpfrClass& op2);

MpfiClass operator (
(
(
(
(
(
(
(const MpfiClass& opl, const mpfi_t& op2);
(
(
(
(
(
(
(

MpfiClass operator
MpfiClass operator
MpfiClass operator
MpfiClass operator
MpfiClass operator
MpfiClass operator
MpfiClass operator
MpfiClass operator
MpfiClass operator
MpfiClass operator
MpfiClass operator
MpfiClass operator
MpfiClass operator
MpfiClass operator

const double& opl, const MpfiClass& op2);

const cxsc::real& opl, const MpfiClass& op2)
const cxsc::interval& opl, const MpfiClass& op2)
const int opl, const MpfiClass& op2);
const mpfr_t& opl, const MpfiClass& op2)
const MPFR:: MpfrClass& opl, const MpfiClass& op2)
const mpfi_t& opl, const MpfiClass& op2)

e e e e A e

MpfiClass& operator 4=
MpfiClass& operator 4=
MpfiClass& operator +=
MpfiClass& operator +=
MpfiClass& operator +=
MpfiClass& operator 4=
MpfiClass& operator 4=
MpfiClass& operator +=

MpfiClass& opl, const MpfiClass& op2);
MpfiClass& opl, const double& op2);
MpfiClass& opl, const cxsc::real& op2);
MpfiClass& opl, const cxsc::interval& op2);
MpfiClass& opl, const int op2);

MpfiClass& opl, const MPFR:: MpfrClass& op2);
MpfiClass& opl, const mpfr_t& op2);
MpfiClass& opl, const mpfi_t& op2);

o~ — — — — —
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4.6.2. Subtraktion

Beachten Sie den Hinweis auf Seite 51.

MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass

MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&

operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator

(

operator ——=

operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator

4.6.3. Multiplikation

const

MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&

MpfiClass& op2);

cxsc::real& op2);
cxsc::interval& op2);

opl, const

opl, const double& op2);
opl, const

opl, const

opl, const int op2);
opl, const mpfr_t& op2);
opl, const

opl, const

double& opl, const MpfiClass& op2);

Beachten Sie den Hinweis auf Seite 51.

MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass

MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
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operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator

operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator

*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*

(

MPFR: : MpfrClass& op2);
mpfi_t& op2);

const cxsc::real& opl, const MpfiClass&
const cxsc::interval& opl, const MpfiClass&
const int opl, const MpfiClass&
const mpfr_t& opl, const MpfiClass&
const MPFR:: MpfrClass& opl, const MpfiClass&
const mpfi_t& opl, const MpfiClass&
(MpfiClass& opl, const MpfiClass& op2);
(MpfiClass& opl, const double& op2);
(MpfiClass& opl, const cxsc::real& op2);
(MpfiClass& opl, const cxsc::interval& op2);
(MpfiClass& opl, const int op2);
(MpfiClass& opl, const MPFR:: MpfrClass& op2);
(MpfiClass& opl, const mpfr_t& op2);
(MpfiClass& opl, const mpfi_t& op2);
const MpfiClass& opl, const MpfiClass& op2);
const MpfiClass& opl, const double& op2);
const MpfiClass& opl, const cxsc::real& op2);
const MpfiClass& opl, const cxsc::interval& op2);
const MpfiClass& opl, const int op2);
const MpfiClass& opl, const mpfr_t& op2);
const MpfiClass& opl, const MPER:: MpfrClass& op2);
const MpfiClass& opl, const mpfi_t& op2);
const double& opl, const MpfiClass& op2);
const cxsc::real& opl, const MpfiClass&
const cxsc::interval& opl, const MpfiClass&
const int opl, const MpfiClass&
const mpfr_t& opl, const MpfiClass&
const MPFR:: MpfrClass& opl, const MpfiClass&
const mpfi_t& opl, const MpfiClass&
(MpfiClass& opl, const MpfiClass& op2);
(MpfiClass& opl, const double& op2);
(MpfiClass& opl, const cxsc::real& op2);
(MpfiClass& opl, const cxsc::interval& op2);
(MpfiClass& opl, const int op2);
(MpfiClass& opl, const MPER:: MpfrClass& op2);
(MpfiClass& opl, const mpfr_t& op2);
(MpfiClass& opl, const mpfi_t& op2);



4.6.4. Division

Beachten Sie den Hinweis auf Seite 51.

MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass

MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&

operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator

operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator

o T T T T T T T T T T T T T T

(const MpfiClass& opl, const MpfiClass& op2);
const pfiClass& opl, const double& op2);
MpfiClass& opl double& op2
const pfiClass& opl, const cxsc::rea op2);
MpfiClass& opl 1& op2
const pfiClass& opl, const cxsc::interva op2);
MpfiClass& opl i 1& op2
(const MpfiClass& opl, const int op2);
(const MpfiClass& opl, const mpfr_t& op2);
(const MpfiClass& opl, const MPER:: MpfrClass& op2);
const pfiClass& opl, const mpfi_t& op2);
MpfiClass& opl fi_t& op2
const double& opl, const pfiClass& op2);
double& opl MpfiClass& op2
(const cxsc::real& opl, const MpfiClass&
(const cxsc::interval& opl, const MpfiClass&
(const int opl, const MpfiClass&
const mpir_t& opl, const pifiClass,
fr_t& opl MpfiClass&
const :: MpirClas opl, const pifiClass,
MPER: : MpfrClass& opl MpfiClass&
const mpfi_t& opl, const pifiClass,
fi_t& opl MpfiClass&
pfiClass& opl, const pfiClass& op2);
MpfiClass& MpfiClass&
(MpfiClass& opl, const double& op2);
= (MpfiClass& opl, const cxsc::real& op2);
= pfiClass& opl, const cxsc::interva op2);
MpfiClass& opl i 1& op2
= (MpfiClass& opl, const int op2);
(MpfiClass& opl, const MPER:: MpfrClass& op2);
= (MpfiClass& opl, const mpfr_t& op2);
(MpfiClass& opl, const mpfi_t& op2);



4.7. Eingabe / Ausgabe

std :

std :

std :

o4

:ostream& operator << (std::ostream& os, const MpfiClass& x);

Ermoglicht die Ausgabe einer MpfiClass-Variablen x iiber den Standard-Ausgabe-
strom ”cout®. Die Anzahl der Nachkommastellen ist identisch mit dem Wert, der in
cout.precision() eingestellt ist. Fiir die dezimale Ausgabe liefert

cout.precision(x.GetPrecision()/3.32192809...);
die entsprechende Dezimalstellenzahl. Der Wert der Variablen x wird dabei in der

mit SetBase (k) voreingestellten Basis ausgegeben. Fiir die meist dezimale Ausgabe
ist natiirlich k=10 zu wéhlen.

:ostream& operator << (std::ostream& os, mpfi_t& x);

Ermoglicht die Ausgabe einer Variablen x vom Typ mpfi_t iiber den Standard-
Ausgabestrom ”cout “. Die Anzahl der Nachkommastellen ist identisch mit dem Wert,
der in cout.precision() eingestellt ist. Fiir die dezimale Ausgabe liefert

cout.precision(mpfi_get_prec(x)/3.32192809...);
die entsprechende Dezimalstellenzahl. Der Intervallwert x wird dabei in der mit

SetBase (k) voreingestellten Basis ausgegeben. Fiir die meist dezimale Ausgabe ist
k=10 zu wéhlen.

:istream& operator >> (std::istream& is, MpfiClass& x);

Ermoglicht das Einlesen einer MpfiClass-Variablen iiber den Standard-Eingabestrom
7cin“. Das eingegebene Intervall ist auf keine Stellenanzahl begrenzt. Folgende Ein-
gabeformate sind zuléssig:

. [-1.23e-4401,2.3E+2000] Vorsicht: Leerzeichen sind nicht erlaubt!
° 1.1

Mit der letzten Eingabe entsteht ein nicht-punktférmiges Intervall, das die nicht-
darstellbare Dezimalzahl 1.1 beziiglich der Current-Precision optimal einschliefit. Die
Zeichenkette muss mit der voreingestellten Basis {ibereinstimmen, sonst entsteht eine
Fehlermeldung.



4.8. Base und Precision Handling

PrecisionType GetPrecision () const;

Diese Memberfunktion gibt die Prézision des aktuellen Objekts in Bits zuriick. Als
Beispiel entsprechen dabei 302 Bits 302/log,(10) ~ 91 Dezimalstellen.

void SetPrecision (PrecisionType prec);

Diese Memberfunktion setzt die Prizision des aktuellen Objektes auf prec. Sein Wert
bleibt nicht erhalten.

void RoundPrecision (PrecisionType prec);

Diese Memberfunktion schliefit das aktuelle Objekt mit der neuen Prézision prec ein.
Sollte die Prézision des urspriinglichen Objektes grofler sein als prec, so erhélt man
eine grobere EinschlieBung. Ist die Prézision jedoch kleiner als prec, so werden die
restlichen binéren Stellen mit Nullen aufgefiillt, so dass die Werte der Intervallrand-
punkte erhalten bleiben.

static const PrecisionType GetCurrPrecision ();

Gibt die aktuelle Current-Precision in Bits zuriick.

static void SetCurrPrecision (PrecisionType prec);

Setzt die Current-Precision in MpfrClass auf prec. Diese Current-Precision wird
dann automatisch auch in der Klasse MpfiClass benutzt. Wird die Current-Precision
nicht gesetzt, so wird in beiden Klassen mit der Default-Precision von 53 Bits gerech-
net. Das Setzen der Current-Precision hat auf die Prézision der bis dahin benutzten
Variablen keinerlei Einfluss.

const int MpfrClass:: GetBase ();

Gibt die aktuelle Basis zuriick, diese hat nur Einfluss auf die Ein- und Ausgabeopera-
toren und auf String-Manipulationen. Die Funktion ist definiert in mpfrclass. cpp.

void MpfrClass:: SetBase (int b);

Setzt die aktuelle Basis auf b. Dies muss ein Wert zwischen 2 und 36 sein. Die Basis
hat nur Einfluss auf die Ein- und Ausgabeoperatoren und auf String-Manipulationen.
Die internen Rechnungen erfolgen stets im Binérsystem! Die Funktion ist definiert
in mpfrclass. cpp.
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4.9. Typ-Umwandlungen

Um ein flexibles Arbeiten zwischen C-XSC und der MPFI-Bibliothek zu erméglichen, wurden
moglichst viele Typ-Umwandlungs-Funktionen bereitgestellt:

4.9.1. real, double, ... - MPFI

MpfiClass real2Mpfi
MpfiClass double2Mpfi const double& op);
MpfiClass int2Mpfi const int& op);

(const cxsc::real& op);

(

(
MpfiClass MpfrClass2Mpfi (const MPER:: MpfrClass& op);

(

(

(

MpfiClass mpfr_t2Mpfi const mpfr_t& op);
MpfiClass mpfi_t2Mpfi const mpfi_t& op);
MpfiClass interval2Mpfi const cxsc::interval& op);

Obige Funktionen liefern mit dem jeweiligen Eingabewert op einen Riickgabewert
vom Typ MpfiClass in einer Prézision, die gewéhrleistet, dass der Riickgabewert
genau dem Wert von op entspricht. Die Prézision des Riickgabewertes wird also
i.a. nicht mit der Current-Precision iibereinstimmen! Die obigen sieben Funktionen
kommen u.a. bei den Vergleichsoperatoren zur Anwendung.

4.9.2. MPFI — interval

Die folgende Funktion liefert mit einem Objekt op vom Typ MpfiClass eine i.a. gerundete
EinschlieBung von op vom C-XSC Typ interval;

cxsc::interval to_interval(const MpfiClass& op);

Fine optimale EinschlieSung von op wird nur erreicht, wenn op im IEEE-System
darstellbar ist.

4.9.3. MPFI - mpfi_t

const mpfi_t& getvalue(const MpfiClass& v)

Obige Funktion liefert von einem als const deklarierten Objekt v eine Referenz auf
den Wert seines Attributs mpfi_rep vom Typ mpfi_t.

Anwendung: const-Parameter in einer Konstruktor-Parameterliste, vgl. z.B. den
Konstruktor MpfciClass::MpfciClass (const MpfiClass& x, PrecisionType prec)
in der Datei mpfciclass.cpp.

4.9.4. MPFI < mpfi_t

mpfi_t& MpfiClass:: GetValue ();

Mithilfe der Memberfunktion GetValue (), die eine Referenz auf den Wert mpfi_rep
vom Typ mpfi_t des aktuellen Objekts liefert, konnen sowohl MpfiClass-Objekte
an eine Funktion iibergeben als auch referenzierte Riickgabewerte vom Typ mpfi_t
von einer Funktion iibernommen werden. Mithilfe von GetValue () kann man daher
Funktionen mit referenzierten mpfi_t-Parametern einfach aufrufen, vergleiche dazu
das Programm MPFR-02 auf Seite 30, in dem die analoge Ubergabe an referenzierte
Parameter vom Typ mpfr_t gezeigt wird.
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4.9.5. mpfi_t - MPFI

void SetValue(const mpfi t& t);

Mithilfe der Memberfunktion SetValue() wird der mpfi_rep-Wert des aktuellen
Objekts auf t gesetzt, wobei mpfi_rep die Prézision von t tibernimmt, d.h. der
Wert von t wird ohne Rundung exakt {ibernommen.

4.9.6. string - MPFI

MpfiClass string2Mpfi(const std::string& op, PrecisionType prec);

Der Aufruf string2Mpfi(op); rundet den String op mittels der voreingestellten
Current-Precision in ein Klassenobjekt vom Typ MpfiClass. Der zweite mogliche
Aufruf string2Mpfr(op,140); rundet op ebenfalls in ein Klassenobjekt vom Typ
MpfiClass der Prizision 140 Bits. Zu beachten ist, dass ein dezimaler String i.a.
nicht rundungsfehlerfrei in ein binéires Format konvertiert werden kann, so dass i.a.
Rundungen nicht zu vermeiden sind, es werden jedoch stets EinschlieBungen von op
zuriickgegeben. Eine weitere Moglichkeit, einen String in ein MpfiClass-Objekt zu
verwandeln, besteht in einem entsprechenden Konstruktor-Aufruf, vgl. Seite 49. Dort
findet man auch Hinweise auf mogliche Intervall-String-Formate.

4.9.7. MPFI - string

std :

:string to_string (const MpfiClass& x, PrecisionType prec);

x wird in einen String s mit prec Dezimalstellen gerundet, wenn Base gleich 10
ist, dabei ist der String stets eine optimale EinschlieBung von x. Wahlt man prec
hinreichend grof3, so stellt der String den Wert von x sogar exakt dar, weil eine
bindre Zahl stets exakt in eine Dezimalzahl umgewandelt werden kann.

Wird prec nicht angegeben, so wird x mit einem String eingeschlossen, der im Fall
Base=10 so viele Dezimalstellen besitzt, wie es der Prézision von x entspricht. Ist die
Prézision von x z.B. 302, so wird ein String von 302/ log,(10) ~ 302/3.321928095 ~ 91
Dezimalstellen generiert.

4.9.8. MPFI - MPFI

Beachten Sie, dass bei einer Wertzuweisung an eine MpfiClass-Variable mit dem Operator

der linke Operand stets auf die Current-Precision gesetzt wird und dass der rechte MpfiClass-
Operand dabei vom linken Operanden stets optimal eingeschlossen wird, vgl. dazu auch Seite
50. Will man jedoch, dass der linke einschlieBende Operand auch eine andere Prézision prec
erhélt, so kann dies mit folgender Funktion realisiert werden:

void set_Mpfi (MpfiClass& op, const MpfiClass& opl, PrecisionType prec);

Folgende Funktionsaufrufe sind méglich:

1.

set_Mpfi (op, opl, prec);

op erhiélt die Préazision prec und den i.a. gerundeten Wert von op1l, wobei opl von op stets
optimal eingeschlossen wird. Setzt man prec gleich der Prézision von opl, so erhélt op den

exakten Wert von opl.

. set_Mpfi (op, opl);

op wird auf die Current-Precision gesetzt und erhélt den i.a. gerundeten Wert von opl,

wobei auch hier opl von op stets optimal eingeschlossen wird.
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4.10. Abfragen

Bei allen folgenden Abfragefunktionen braucht die Prézision von x nicht mit der Current-
Precision iibereinzustimmen.

bool isNaN  (const MpfiClass& x);
bool isInf  (const MpfiClass& x);
bool isPoint (const MpfiClass& x);

isNaN und isInf iiberpriifen, ob ein Randpunkt von x gleich NaN bzw. +Inf ist.
isPoint iiberpriift, ob x ein Punktintervall ist.

bool isBounded (const MpfiClass& x);

isBounded iiberpriift, ob x ein normales Intervall ist, d.h. kein Randpunkt ist NaN
oder +Inf.

bool isZero (const MpfiClass& x);
Uberpriift, ob x das Null-Intervall ist.

bool hasZero (const MpfiClass& x);

Uberpriift, ob x die Null enthlt, nicht notwendig im Innern von x.

bool isPos (const MpfiClass& x)

Uberpriift, ob die Elemente von x gréfier oder gleich Null sind, d.h. der linke Rand-
punkt kann Null sein.

bool isStrictlyPos(const MpfiClass& x)

Uberpriift, ob alle Elemente von x positiv sind.

bool isNonNeg(const MpfiClass& x);

Uberpriift, ob alle Elemente von x nicht-negativ sind.

bool isNeg(const MpfiClass& x)

Uberpriift, ob alle Elemente von x negativ sind, wobei der rechte Randpunkt Null
sein kann.

bool isStrictlyNeg (const MpfiClass& x)

Uberpriift, ob alle Elemente von x negativ sind.

bool isNonPos(const MpfiClass& x)

Uberpriift, ob alle Elemente von x kleiner oder gleich Null sind, d.h. der rechte
Randpunkt kann Null sein.

bool isEmpty ();

Die obige Member-Funktion liefert True, falls die Randpunkte des aktuellen Objekts
in falscher Ordnung vorliegen und False sonst.

bool Disjoint(const MpfiClass& x, const MpfiClass& y);

Die Funktion liefert True, falls x und y keine gemeinsamen Elemente besitzen und
False sonst.
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4.11. Vergleiche

Mit den folgenden Vergleichsfunktionen werden die iiblichen Vergleichsoperatoren implementiert.

4.11.1. Vergleichsfunktionen

bool compare_equal (const MpfiClass& x, const MpfiClass& y);
bool compare_less (const MpfiClass& x, const MpfiClass& y);
bool compare_lessequal (const MpfiClass& x, const MpfiClass& y);
Die obigen Funktionen iiberpriifen, ob jeweils gilt:
xr=1y, rcy, vy, Ist x oder y NaN oder Inf, so wird False zuriickgegeben.

4.11.2. Vergleichsoperatoren =, # > > <, <

bool operator =— (const MpfiClass& opl, const MpfiClass& op2);
bool operator =— (const MpfiClass& opl, const double& op2);
bool operator — (const MpfiClass& opl, const int op2);
bool operator — (const MpfiClass& opl, const cxsc::real& op2);
bool operator =— (const MpfiClass& opl, const cxsc::interval& op2);
bool operator =— (const MpfiClass& opl, const MPER:: MpfrClass& op2);
bool operator =— (const MpfiClass& opl, const mpfr_t& op2);
bool operator — (const MpfiClass& opl, const mpfi_t& op2);
bool operator — (const double& opl, const MpfiClass& op2);
bool operator — (const int opl, const MpfiClass& op2);
bool operator =— (const cxsc::real& opl, const MpfiClass& op2);
bool operator =— (const mpfr_t& opl, const MpfiClass& op2);
bool operator =— (const mpfi_t& opl, const MpfiClass& op2);
bool operator — (const MPFR:: MpfrClass& opl, const MpfiClass& op2);
bool operator =— (const cxsc::interval& opl, const MpfiClass& op2);
bool operator != (const MpfiClass& opl, const MpfiClass& op2);
bool operator != (const MpfiClass& opl, const double& op2);
bool operator != (const MpfiClass& opl, const int op2);
bool operator != (const MpfiClass& opl, const cxsc::real& op2);
bool operator != (const MpfiClass& opl, const cxsc::interval& op2);
bool operator != (const MpfiClass& opl, const MPFR:: MpfrClass& op2);
bool operator != (const MpfiClass& opl, const mpfr_t& op2);
bool operator != (const MpfiClass& opl, const mpfi_t& op2);
bool operator != (const double& opl, const MpfiClass& op2);
bool operator != (const int opl, const MpfiClass& op2);
bool operator != (const cxsc::real& opl, const MpfiClass& op2);
bool operator != (const mpfr_t& opl, const MpfiClass& op2);
bool operator != (const mpfi_t& opl, const MpfiClass& op2);
bool operator != (const MPFR:: MpfrClass& opl, const MpfiClass& op2);
bool operator != (const cxsc::interval& opl, const MpfiClass& op2);
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bool
bool
bool
bool
bool

bool
bool
bool
bool
bool

bool
bool
bool
bool
bool

bool
bool
bool
bool
bool

bool
bool
bool
bool
bool

bool
bool
bool
bool
bool

bool
bool
bool
bool
bool

60

operator
operator
operator
operator
operator

‘interval’

operator
operator
operator
operator
operator

< (const MpfiClass& opl, const MpfiClass& op2);
< (const MpfiClass& opl, const mpfi_t& op2);
< (const MpfiClass& opl, const cxsc::interval& op2);
< (const mpfi_t& opl, const MpfiClass& op2);
< (const cxsc::interval& opl, const MpfiClass& op2);
< 'MpfiClass’: ’interval’ liegt ganz im Innern von 'MpfiClass’
< (const MPER:: MpfrClass& opl, const MpfiClass& op2);
< (const mpfr_t& opl, const MpfiClass& op2);
< (const double& opl, const MpfiClass& op2);
< (const cxsc::real& opl, const MpfiClass& op2);
< (const int opl, const MpfiClass& op2);

'real’ liegt ganz im Innern von 'MpfiClass’

operator <= (const MpfiClass& opl, const MpfiClass& op2);
operator <= (const MpfiClass& opl, const mpfi_t& op2);
operator <= (const MpfiClass& opl, const cxsc::interval& op2);
operator <= (const mpfi_t& opl, const MpfiClass& op2);
operator <= (const cxsc::interval& opl, const MpfiClass& op2);
‘interval’ <= 'MpfiClass’ ’interval’ C 'MpfiClass’

operator <= (const MpfiClass& opl, const MPER:: MpfrClass& op2);
operator <= (const MpfiClass& opl, const mpfr_t& op2);
operator <= (const MpfiClass& opl, const double& op2);
operator <= (const MpfiClass& opl, const cxsc::real& op2);
operator <= (const MpfiClass& opl, const int op2);
‘MpfiClass’ <= 'real’: Nur wahr, wenn Punktintervall 'MpfiClass’ = 'real’
operator <= (const MPFR:: MpfrClass& opl, const MpfiClass& op2);
operator <= (const mpfr_t& opl, const MpfiClass& op2);
operator <= (const double& opl, const MpfiClass& op2);
operator <= (const cxsc::real& opl, const MpfiClass& op2);
operator <= (const int opl, const MpfiClass& op2);
'real’ <= MpfiClass’> ’'real’ € 'MpfiClass’

operator > (const MpfiClass& opl, const MpfiClass& op2);
operator > (const MpfiClass& opl, const mpfi_t& op2);
operator > (const MpfiClass& opl, const cxsc::interval& op2);
operator > (const mpfi_t& opl, const MpfiClass& op2);
operator > (const cxsc::interval& opl, const MpfiClass& op2);
‘interval’ > 'MpfiClass’ ’'MpfiClass’ liegt ganz im Innern von ’interval’
operator > (const MpfiClass&, const double&);

operator > (const MpfiClass&, const int);

operator > (const MpfiClass&, const cxsc::real&);

operator > (const MpfiClass&, const mpfr_t&);

operator > (const MpfiClass&, const MPFR:: MpfrClass&);

'‘MpfiClass’ > 'real’:

'real’ liegt ganz im Innern von 'MpfiClass’



MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
mpfi_t&

cxsc::interval&

MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&

’interval’ 2

opl,
opl,
opl,

opl, const
opl, const
opl, const
opl, const
opl, const
‘MpfiClass’

MpfiClass& op2);
mpfi_t& op2);
cxsc:: interval& op2);
MpfiClass& op2);
MpfiClass& op2);

const MPFR: : MpfrClass& op2);
mpfr_t& op2);
double& op2);
cxsc::real& op2);

const
const
const
const

‘MpfiClass’ 3 'real’

MPER: : MpfrClassé&

mpfr_t&
double&

cxsc::real&

int

opl,
opl,
opl,
opl,
opl,

int op2);

const
const
const
const
const

MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&

MpfiClass&

)

op2)

op2);

op2);
).
)

op2);
op2);

)

Nur wahr, wenn Punktintervall 'MpfiClass’ = 'real’

MPER: : MpfrClass : : MpfrClass& x,

cxsc::interval& x,

const
const
const
const
const
const
const
const

MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&

b
)

)

)

b

b

)

y
y
y
y
y
y
y

— — -

Y

)

Zuriickgegeben wird die Eins, wenn x ganz im Innern von y enthalten ist, sonst wird
die Null zuriickgegeben. Ist einer der Operanden ein NaN oder sind beide Operan-
den unbegrenzt, so wird ebenfalls die Null zuriickgegeben. Die Prézisionen beider
Operanden kénnen unterschiedlich sein und miissen mit der Current-Prézision nicht

bool operator >= (const
bool operator >= (const
bool operator >= (const
bool operator >= (const
bool operator >= (const
‘interval’ >= 'MpfiClass’:
bool operator >= (const
bool operator >= (const
bool operator >= (const
bool operator >= (const
bool operator >= (const
‘MpfiClass’ >= 'real’:
bool operator >= (const
bool operator >= (const
bool operator >= (const
bool operator >= (const
bool operator >= (const
'real’ >= 'MpfiClass’
int in (const
int in (const mpfr_t& x,
int in (const double& x,
int in (const cxsc::real& x,
int in (const int& x,
int in (const MpfiClass& x,
int in (const mpfi t& x,
int in (const
iibereinstimmen.
Hinweise:

e Alle Vergleichsoperatoren sind wie in C-XSC definiert.

e Die Prizisionen der Operanden koénnen verschieden sein und miissen mit der Current-
Prézision nicht iibereinstimmen.
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4.12. Durchschnitt

Berechnet wird der Durchschnitt zweier Intervalle. Ist einer der nachfolgenden Operanden ei-
ne Zahl, so ist diese als Punktintervall zu verstehen. Die Prézisionen der Intervalle oder Zah-
len konnen unterschiedlich sein und miissen mit der Current-Prézision nicht iibereinstimmen.
Die Prézision des zuriickgegebenen Durchschnitt-Intervalls ist das Maximum der Prézisionen
beider Operanden und muss daher mit der Current-Prézision nicht iibereinstimmen. Dadurch
wird der Durchschnitt rundungsfehlerfrei berechnet. Ist der Durchschnitt leer, so wird NaN

zuriickgegeben.
MpfiClass operator & (const MpfiClass& opl, const MpfiClass& op2);
MpfiClass operator & (const MpfiClass& opl, const mpfi_t& op2);
MpfiClass operator & (const MpfiClass& opl, const cxsc::interval& op2);
MpfiClass operator & (const mpfi_t& opl, const MpfiClass& op2);
MpfiClass operator & (const cxsc::interval& opl, const MpfiClass& op2);
MpfiClass operator & (const MpfiClass& opl, const MPER:: MpfrClass& op2);
MpfiClass operator & (const MpfiClass& opl, const mpfr_t& op2);
MpfiClass operator & (const MpfiClass& opl, const double& op2);
MpfiClass operator & (const MpfiClass& opl, const cxsc::real& op2);
MpfiClass operator & (const MpfiClass& opl, int op2);
MpfiClass operator & (const MPFR:: MpfrClass& opl, const MpfiClass& op2);
MpfiClass operator & (const mpfr_t& opl, const MpfiClass& op2);
MpfiClass operator & (const double& opl, const MpfiClass& op2);
MpfiClass operator & (const cxsc::real& opl, const MpfiClass& op2);
MpfiClass operator & (int opl, const MpfiClass& op2);
MpfiClass& operator &= (MpfiClass& opl, const MpfiClass& op2);
MpfiClass& operator &= (MpfiClass& opl, const mpfi_t& op2);
MpfiClass& operator &= (MpfiClass& opl, const cxsc::interval& op2);
MpfiClass& operator &= (MpfiClass& opl, const MPFR:: MpfrClass& op2);
MpfiClass& operator &= (MpfiClass& opl, const mpfr_t& op2);
MpfiClass& operator &= (MpfiClass& opl, const double& op2);
MpfiClass& operator &= (MpfiClass& opl, const cxsc::real& op2);
MpfiClass& operator &= (MpfiClass& opl, int op2);

Die Anweisung opl &= op2; liefert an opl den Durchschnitt (opl & op2), wobei

die neue Prézision von opl gleich dem Maximum der Prézisionen der urspriinglichen
Operanden opl und op2 ist. Auch hier wird wieder erreicht, dass der Durchschnitt
rundungsfehlerfrei an opl zuriickgegeben wird.

Hinweis:

Wenn beide Operanden als Prézision die Current-Prézision besitzen, so wird der Durchschnitt
stets rundungsfehlerfrei in der gleichen Prizision zuriickgegeben.

62



4.13. Konvexe Hiille

Berechnet wird die konvexe Hiille zweier Intervalle. Ist einer der nachfolgenden Operanden eine
Zahl, so ist diese als Punktintervall zu verstehen. Die Prézisionen der Intervalle oder Zahlen
konnen unterschiedlich sein und miissen mit der Current-Prézision nicht tibereinstimmen. Die
Prézision des zuriickgegebenen Hiillen-Intervalls ist das Maximum der Prézisionen beider Ope-
randen und muss mit der Current-Prézision nicht iibereinstimmen. Dadurch wird die konvexe
Hiille rundungsfehlerfrei berechnet.

MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass
MpfiClass

MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&
MpfiClass&

operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator

operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator

Die Anweisung
die neue Prézision von opl gleich dem Maximum der Prézisionen der urspriinglichen
Operanden opl und op2 ist. Auch hier wird wieder erreicht, dass die konvexe Hiille
rundungsfehlerfrei zuriickgegeben wird.

Hinweis:

| (const MpfiClass& opl, const MpfiClass& op2);
| (const double& opl, const MpfiClass& op2);
| (const MpfiClass& opl, const double& op2);
| (const cxsc::real& opl, const MpfiClass& op2);
| (const MpfiClass& opl, const cxsc::real& op2);
| (const cxsc::interval& opl, const MpfiClass& op2);
| (const MpfiClass& opl, const cxsc::interval& op2);
| (int opl, const MpfiClass& op2);
| (const MpfiClass& opl, int op2);
| (const MpfiClass& opl, const mpfr_t& op2);
| (const mpfr_t& opl, const MpfiClass& op2);
| (const MpfiClass& opl, const mpfi_t& op2);
| (const mpfi_t& opl, const MpfiClass& op2);
| (const MpfiClass& opl, const MPFR:: MpfrClass& op2);
| (const MPFR:: MpfrClass& opl, const MpfiClass& op2);
|= (MpfiClass& opl, const MpfiClass& op2);
|= (MpfiClass& opl, const double& op2);
|= (MpfiClass& opl, const cxsc::real& op2);
|= (MpfiClass& opl, const cxsc::interval& op2);
|= (MpfiClass& opl, int op2);
|= (MpfiClass& opl, const mpfr_t& op2);
|= (MpfiClass& opl, const mpfi_t& op2);
|= (MpfiClass& opl, const MPFR:: MpfrClass& op2);
opl |=o0p2; liefert an opl die konvexe Hiille (opl | op2), wobei

Wenn beide Operanden als Prézision die Current-Prézision besitzen, so wird die konvexe Hiille
stets rundungsfehlerfrei in der gleichen Prézision zuriickgegeben.
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4.14. Mathematische Intervall-Funktionen

Zu einer gegebenen Funktion f: R — R liefert eine Intervall-Funktion f[x] zu einem vorgegebe-
nen Intervall [x] = [a,b] die Menge aller Funktionswerte f(x), mit x € [z]:

f([z]) ={y eRly = f(z) rx € [z] = [a,b]}.

Gilt dann fiir ein Maschinenintervall x 2 [z], so liefert eine implementierte Intervallfunktion, z.B.
exp(x), eine garantierte EinschlieBung aller Funktionswerte y = f(z) = €*, mit x € [z] = [a,b] € x.

{yeR|y=e" Az ex} Cexp(x).

4.14.1. Standard-Implementierung

Die MPFI-Bibliothek stellt eine Vielzahl von Elementarfunktionen als Intervallfunktionen zur
Verfiigung, wobei zu einem Argument x mit beliebiger Prizision zunéchst das exakte Funktions-
wert-Intervall yO berechnet wird. Danach wird dann yO durch ein Ergebnisintervall y 2 yO mit
einer moglichen anderen Prézision eingeschlossen. Die Deklaration z.B. der Exponentialfunktion
ist mit diesen Bezeichnungen gegeben durch:

int mpfi_exp (mpfi_t y, mpfr_t x);

Berechnet eine Funktion der MPFI-Bibliothek die Randpunkte einer EinschlieBung
ohne Uber- oder Unterlauf, so ist die berechnete EinschlieBung maximal-genau, d.h.
die exakten Randpunkte unterscheiden sich von den berechneten auf- bzw. abgerun-
deten Randpunkten um weniger als ein ulp.

Mit obiger MPFI-Funktion mpfi_exp(...) wird die Exponentialfunktion fiir das C-XSC Inter-
face wie folgt implementiert:

MpfiClass exp(const MpfiClass& x)

{
MpfiClass y(0);
mpfi_exp(res.mpfi_rep, v.mpfi_rep);
return res;

}

Mit Hilfe des Konstruktoraufrufs wird also zunéchst die Prézision der Ergebnisvariablen y auf
die Current-Precision gesetzt, vgl. dazu auch Seite 49. Danach wird mit dem Argument x und
seiner Prézision das exakte Intervall yO = e* berechnet und dann durch y optimal eingeschlossen.

Bei allen im MpfiClass-Interface implementierten mathematischen Intervallfunktionen
wird das berechnete EinschlieBungsintervall unabhéingig von der Prézision des Arguments
in der Current-Préazision zuriickgegeben.

Es gibt jedoch einige Intervallfunktionen, bei denen es sinnvoll ist, das Ergebnis mit der gleichen
Prézision des Arguments zuriickzugeben. So wird man beispielsweise verlangen, dass die Rand-
punkte eines Intervalls x mit der gleichen Prézision von x berechnet werden. Dies erreicht man
z.B. mit den Funktionen GetLeft(...) bzw. GetRight(...). Mit den Funktionen Inf(...)
bzw. Sup(...) werden die Randpunkte jedoch in die Current-Prézision gerundet.

Im folgenden Abschnitt werden diejenigen Intervallfunktionen beschrieben, deren Riickgabe-
werte Prézisionen besitzen, die nicht mit der Current-Prézision iibereinstimmen miissen.
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4.14.2. Davon abweichende Funktionen und Konstanten

Bei den folgenden Funktionen kann die Prézision des Riickgabewertes von der Current-Prézision

abweichen.
MPER: : MpfrClass diam(const MpfiClass& op);

Liefert den aufgerundeten absoluten Durchmesser von op, wobei der Riickgabewert
die Prézision von op erhélt.

MPER: : MpfrClass RelDiam(const MpfiClass& op);

Liefert den aufgerundeten absoluten Durchmesser von op, falls Null in op enthalten
ist. Sonst wird der aufgerundete relative Durchmesser von op berechnet. In beiden
Féllen erhilt der Riickgabewert die Prézision von op.

MPER: : MpfrClass AbsMax(const MpfiClass& op);
MPER: : MpfrClass AbsMin(const MpfiClass& op);

Zuriickgegeben wird das Maximum bzw. das Minimum aller Absolutbetrige von op,
wobei der Riickgabewert die Prézision von op erhélt.

MPER: : MpfrClass mid(const MpfiClass& op);

Zuriickgegeben wird der Mittelpunkt von op, wobei der Riickgabewert die Prézision
von op erhalt.

Die folgenden sechs Funktionen haben die jeweils gleiche Bedeutung wie oben, wobei aber jetzt

op2 der Riickgabewert mit der Prézision von opl ist.

void diam (const MpfiClass& opl, mpfr_t& op2)
void RelDiam (const MpfiClass& opl, mpfr_t& op2)
void AbsMax (const MpfiClass& opl, mpfr_t& op2);
void AbsMin (const MpfiClass& opl, mpfr_t& op2)
void mid (const MpfiClass& opl, mpfr_t& op2)

MPER: : MpfrClass Inf(const MpfiClass& op, PrecisionType prec);

MPER: : MpfrClass Sup(const MpfiClass& op, PrecisionType prec);
Zuriickgegeben wird der linke bzw. rechte Randpunkt von op, jeweils gerundet in ein
Format mit der Prézision prec. Ohne Angabe von prec wird dabei nach —oco bzw.
nach +oo in die Current-Prézision gerundet. Mit Inf (op,op.GetPrecision()) wird
der linke Randpunkt rundungsfehlerfrei mit der Prézision von op zuriickgegeben.
Mit Sup(op) erhilt man den rechten Randpunkt in der Current-Prézision, wobei im
Bedarfsfall nach +oo0 gerundet wird.

void GetLeft (mpfr_t& op);
void GetRight(mpfr_t& op);

Die obigen Memberfunktionen liefern vom aktuellen Objekt den linken bzw. rechten
Randpunkt mit der gleichen Prézision des aktuellen Objekts.

MpfiClass Blow(const MpfiClass& opl, const MPER:: MpfrClass& op2);

Der Riickgabewert ist ein mit op2 aufgeblihtes Intervall opl mit gleicher Préazision.
Blow(...) ist analog zur gleichnamigen Funktion in C-XSC definiert.

int swap_endpoints ();
Die obige Memberfunktion tauscht am aktuellen Objekt beide Randpunkt, falls der
linke Randpunkt grofler ist als der rechte. Der Riickgabewert vom Typ int ist positiv,
wenn ein Tausch notwendig war, sonst ist der Wert gleich Null.
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1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28

void swap(MpfiClass& x, MpfiClass& y);

Tauscht den Wert und die Prézision von x und y.

void swap(MpfiClass& x, mpfi_t& y);
Tauscht den Wert und die Prézision von x und y.

int common_decimals (const MpfiClass& op);
Liefert die Anzahl der iibereinstimmenden Dezimalziffern, in denen die Randpunkte
von op iibereinstimmen.

MPER: : MpfrClass random(const MpfiClass& op);

Zuriickgegeben wird eine Zufallszahl aus op, wobei der Riickgabewert die Prazision
von op erhalt.

void random (MpfiClass& x, gmp_randstate_t state);

Zuriickgegeben wird ein Zufallsintervall = ¢ [0,1], wobei x die Prizision des vorher
deklarierten Objekts x erhilt. Das nachfolgende Programm zeigt eine mogliche An-
wendung der Funktion void random(MpfiClass& x, gmp_randstate_t state).

// MPFR-0/.cpp
#include "mpficlass.hpp”

using namespace MPFI;
using namespace std;

int main(void)

{
MpfiClass : : SetCurrRndMode (RoundNearest);
cout << ”\nCurrent-RoundingMode = 7 << MpfrClass:: GetCurrRndMode() << endl;
MpfiClass:: SetCurrPrecision (60);
cout << ”Current —-Precision = 7 << MpfrClass:: GetCurrPrecision () << endl;
gmp_randstate_t state; // Declaration of state;
gmp_randinit_default (state); // Initialization of state;
MpfiClass x(0,50); // Declaration of interval class object =
// with a precision of 50 bits
cout . precision (x. GetPrecision ()/3.321928095);
cout << "x =7 << x << endl;
cout << "x.GetPrecision() = 7 << x.GetPrecision () << endl;
random (x, state); // Delivers the first random interval =
cout << "x =7 << x << endl;
random (x, state); // Delivers the second random interval z
cout << "x =7 << x << endl;
return 0;
}

Das Programm liefert die Ausgabe:

Current-RoundingMode = 0

Current-Precision = 60

x = [0,-0]

.GetPrecision() = 50

= [6.14544775142451e-1,9.88050499009929e —1]
[2.04581622647135e-1,4.38359857288966e —1]

XX

Weitere Informationen bez. der Initialisierungsfunktion in Zeile 15 findet man unter

http://gmplib.org/manual /Random-State-Initialization.html
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void

void

void

void

void

void
void
void
void

times2pown (MpfiClass& op, long int opl);

Obige Funktion liefert mit dem Eingabewert op eine optimale Einschliefung von
op - 2°P1 mit gleicher Prizision zuriick. Solange kein Uber- oder Unterlauf entsteht,
wird op - 277! exakt, d.h. rundungsfehlerfrei eingeschlossen.

set_nan (MpfiClass& x);

Setzt x auf NaN, wobei die Prézision von x erhalten bleibt und deshalb mit der
Current-Precision nicht iibereinstimmen muss.

set_inf (MpfiClass& x);

Setzt x auf [-Inf,+Inf], wobei die Prézision von x erhalten bleibt und deshalb mit
der Current-Precision nicht iibereinstimmen muss.

set_zero (MpfiClass& x);

Setzt x auf [0,0], wobei die Prézision von x erhalten bleibt und deshalb mit der

Current-Precision nicht iibereinstimmen muss.

MpfiClass :: SetInterval (const MPFR:: MpfrClass& a,
const MPFR:: MpfrClass& b);

MpfiClass :: SetInterval (const mpfr_t& a, const mpfr_t& b);
MpfiClass:: SetInterval (const double& a, const double& b);
MpfiClass:: SetInterval (const cxsc::real& a, const cxsc::real& b);
MpfiClass:: SetInterval (const int& a, const int& b);

Die obigen Memberfunktionen liefern im Fall a < b fiir das jeweils aktuelle Objekt
stets eine EinschlieBung von [a,b], wobei die Prézision des aktuellen Objekts erhalten
bleibt. Die Reihenfolge der Randpunkte a und b kann aber beliebig gewéhlt werden.

static MpfiClass Pi (PrecisionType prec = CurrPrecision);
static MpfiClass Ln2 (PrecisionType prec = CurrPrecision);
static MpfiClass Euler (PrecisionType prec = CurrPrecision);
static MpfiClass Catalan (PrecisionType prec = CurrPrecision);

Pi(prec) schliefit m mit der Prézision prec ein. Wird prec nicht angegeben, so wird 7
mittels der Current-Precision eingeschlossen. Entsprechendes gilt fiir die drei ande-
ren Konstanten. Ln2 () schlieft also In(2) = 0.693147. .. mittels der voreingestellten
Current-Precision ein. Vergessen Sie nicht, beim Aufruf der Konstanten Ln2() die
Klammern zu setzen.
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4.14.3. Elementarfunktionen

Tabelle 4.1.: Elementarfunktionen mit x,y vom Typ MpfiClass, a vom Typ MpfrClass;

Funktion Aufruf Funktion Aufruf
|| abs (x) In(z) 1n(x)
2 sqr (x) In(1+ ) 1np1 (x)
z2 + 12 x2py2(x,y) logy () log2(x)
x? -2 x2my2(x,y) logo(z) log10(x)
1/z reci(x) In(sin(z)) 1n_sin(x)
z/(2% +y?) x_div_x2py2(x,y) In(cos(z)) 1n_cos(x)

(2® = y?)[(2® + y*)?

Re_rz2(x,y)

In(\/22 + y2)

1n_sqrtx2y2(x,y)

2zy/(a® +y*)?

mIm rz2(x,y)

In(\/(1+2)2+y2)

1n_sqrtxpl 2y2(x,y)

4m2y21++(f2+_x52— )2 Re_r1pz2(x,y) kel power (x,k)
2 (21xfx2 ST Im ripz2(x,y) xY pow(x, y)
Nz sqrt (x) sin(x) sin(x)
Vn, neNy sqrt_N(n) 1/sin(z) csc(x)
a//n, neN xdivsqrtn(a,n) cos(x) cos(x)
x//n, neN xdivsqrtn(x,n) 1/ cos(x) sec(x)
1/\x sqrt_r(x) tan(z) tan(x)
L cbrt (x) cot () cot (x)
Yr, n=23,... sqrt(x,n) arcsin(x) asin(x)
Vr+l-1 sqrtpimil (x) arccos(x) acos(x)
V1+ a2 sqrtipx2(x) arctan(x) atan(x)
1-22 sqrtimx2(x) arg(z +1-y) atan2(y,x)
x? -1 sqrtx2ml (x) arccot () acot (x)
z//1+ 22 xdsqrtipx2(x) sinh(x) sinh(x)

Fortsetzung auf der néchsten Seite
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Fortsetzung der vorherigen Seite

Funktion

Aufruf

Funktion

Aufruf

x/V1 - 22

xdsqrtimx2(x)

1/sinh(x)

csch(x)

x/Vr?-1

xdsqrtx2ml (x)

cosh(x)

cosh(x)

sqrtx2y2(x,y)

1/ cosh(x)

sech(x)

61‘

exp(x)

tanh(z)

tanh (x)

21‘

exp2(x)

coth(x)

coth(x)

10"

exp10(x)

arsinh(z)

asinh(x)

expml (x)

arcosh(x)

acosh(x)

expx2(x)

arcosh(1 + x)

acoshpl(x)

expx2ml (x)

artanh(x)

atanh(x)

expmx2 (x)

arcoth(x)

acoth(x)

expmx2m1 (x)

AGM(x,y)

agm(x,y)

Anmerkungen:

1.

Mit sqr(x); erhilt man eine EinschlieBung aller z2-Werte fiir « € x, wobei in die Current-
Precision gerundet wird. Weitere Informationen zur Implementierung findet man auf Seite
64. Beachten Sie, dass z.B. fiir z = [-4, 1] die normale Multiplikation x & x = [-4,+16] und
sqr(x) = [0,+16] verschiedene Ergebnisse liefern!

. Alle Funktionen der Tabelle auf Seite 68 sind nach Punkt 2. implementiert.

abs (x) kann zusétzlich noch mit einem Prézisionsparameter prec aufgerufen werden. Mit
abs(x,x.GetPrecision()) erhélt man dabei eine rundungsfehlerfreie Einschliefung
aller |x|, mit x € x.

power (x, k) kann bez. k mit folgenden Datentypen aufgerufen werden: int, long int.

. pow(x, y) kann bez. y mit folgenden Datentypen aufgerufen werden:

MpfiClass, interval, MpfrClass, real, double.

Mit dem Aufruf agm(X,Y) erhélt man in Current-Prézision eine optimale Einschliefung
aller AGM(z,y)-Werte fiir € X und y € Y. Das Arithmetisch-geometrische Mittel AGM
spielt bei der Auswertung elliptischer Integrale eine zentrale Rolle.

Mit u = xdivsqrtn(a,n) wird a/\/n durch u in der Current-Prézision optimal einge-
schlossen. Dabei ist @ vom Typ MpfrClass und n vom Typ unsigned long int.

Mit u = xdivsqrtn(x,n) wird z/\/n durch u in der Current-Prézision optimal einge-
schlossen. Dabei ist  vom Typ MpfiClass und n vom Typ unsigned long int.

Das Argument n der Funktion sqrt_N(n) ist vom Typ unsigned long int.
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10. Die Funktion MpfiClass atan2(const MpfiClass& Y, const MmpfiClass& X) berech-

70

net eine Finschliefung der Argumente arg(x+ixy) fiir alle x € X und fiir alle y € Y.
Falls das Intervall (X,Y) die negative reelle Achse schneidet, wird das Intervall [-m, +7]
zuriickgegeben.

Die Funktion MpfiClass ATAN2(const MpfiClass& Y, const MmpfiClass& X) berech-
net ebenfalls eine Einschliefung der Argumente arg(x+ix*y) fiir alle x € X und y € Y. Falls
das Intervall (X,Y) jedoch die negative reelle Achse von unten beriihrt oder schneidet,
erfolgt eine entsprechende Fehlermeldung mit Programmabbruch.



4.14.4. Funktionen der Mathematischen Physik

Tabelle 4.2.: Funktionen der Mathematischen Physik mit x vom Typ MpfiClass

Funktionsterm Aufruf Anmerkung
erf(z) = % / et dt erf (x) monoton wachsend
0
2 [ -t?
erfe(x) = NG [etdt erfc(x) monoton fallend

1

I(z) * gamma_D (x) Pole: x=0, -1, -2, ...
1‘\/

P(x) = () digamma (x) Pole: x=0, -1, -2, ...

['(z)
k! ifactorial (k) unsigned long int k
C(k), k=0,2,3,4,... izeta(k) unsigned long int k

Ei(z) =y+In(z) + ¥ gf—z,, x> 0; Ei(x) Inf(x)=0 ~ -Inf; Inf(x)<0 ~ Nal;
; !

Anmerkungen:

1. Mit den Funktionen aus obiger Tabelle werden zu einem Maschinenintervall x maximal-
genaue EinschlieBungen aller Funktionswerte f(x), mit x € x berechnet. Lediglich die mit
+ gekennzeichneten Funktionen liefern eine etwas grobere EinschlieBung, da z.B. eine Ein-
schlieung der I'(x)-Funktionswerte mittels I(z) = v (z)-I'(x) berechnet wird, wobei zwei
Funktionen und eine Multiplikation auszuwerten sind, was mit maximal drei Rundungen

verbunden ist.
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4.14.5. Skalarprodukt aus zwei Intervallprodukten

Um die komplexe Intervallmultiplikation realisieren zu koénnen, bendtigt man fiir die reellen
Intervalle a,b,c,d vom Typ MpfiClass eine moglichst optimale EinschlieBung des Skalar-
produktes

(4.1) r:=a-b+c-d,

wobei die reellen Variablen a,b,c,d als voneinander unabhingig anzusehen sind, so dass eine
optimale EinschlieSung von r schon durch eine einfache Intervallauswertung der rechten Seite
von (4.1) erreicht werden kann. Dabei sind aber noch zwei Probleme zu beachten:

1. Insbesondere bei schmalen Intervallen kann es bei der Intervallauswertung der rechten
Seite von (4.1) wegen Ausloschungseffekten zu starken Uberschéitzungen kommen, die oft

vermieden werden kdnnen, wenn man die Intervallauswertung z.B. mit doppelter Prézision
durchfiihrt.

2. Wenn die Randpunkte von z.B. a,b zu grofl werden, kann es bei der Auswertung von z.B.
a-b zu einem vorzeitigen Uberlauf kommen, obwohl r im Zahlenraster noch darstellbar
ist. Das Problem kann wie folgt gelost werden:

e Jedes Intervall, also auch a, wird so skaliert, dass gilt a < A-2F4. Dabei wird k4 € Z
so gewéhlt, dass wenigstens einer der Randpunkte von 2-(A-A) méglichst grofl ist aber
gerade noch keinen Uberlauf erzeugt. Im Fall a # [0,0] wird k4 wie folgt berechnet:
ka = 536870910 — max{expo (Inf (a)) ,expo(Sup(a))}, und im Fall a = [0,0] wird k4
auf Null gesetzt. Mit diesen Uberlegungen kann das Skalarprodukt rechts in (4.1) wie
folgt berechnet werden: a-b+c-d c (A-B)-2Fa*ks 4 (¢.D).2kc*kp = p . 2k1 1 p, . 2k2,
wobei die Teilprodukte Py := (A-B) und Py := (C-D) beide ohne Uberlauf berechnet
werden.

o Wir setzen jetzt voraus, dass k; das Maximum der beiden Zweier-Exponenten ist.
Dann kann die Summe S:=P;-2F 4Py 2% erst nach der folgenden Skalierung
S:=Pp-2M 4Py 2k2 = p .9k 4 (py . 2k27R1) 9F = (P) 4+ P3) - 2% ausgewertet werden,
wobei die Intervallsumme Py := (P; + P3) ohne Uberlauf berechnet werden kann. Ein
Uberlauf kann somit erst bei der Multiplikation Py -2*1 eintreten, der dann aber
unvermeidbar ist, sonst gilt: a-b+c-dcPy- 2.

Abschlielend noch ein Hinweis auf einen moéglichen Nachteil dieses Verfahrens. Wenn einer
der Randpunkte von a € (a-27%4).2%4 = A.2%4 schon selbst dicht vor dem Uberlauf liegt, so
wird k4 positiv sein, so dass es bei der Skalierung a-27%4 zu einer Uberschiitzung kommen
kann, wenn der andere Randpunkt von a zu dicht am Unterlaufbereich liegt. Da aber diese
Uberschiitzung nur eintreten wird, wenn das Intervall a praktisch ganz in einer der beiden
komplexen Halbebenen liegt, kann aus praktischen Griinden eine solche, vergleichsweise
geringe Uberschitzung vermutlich immer in Kauf genommen werden.

Die oben beschriebene Skalierung a € A- 24 wird mit folgender Funktion realisiert.
void Interval_Scaling(MpfiClass& z, long int& k)

Obige Funktion liefert mit dem Eingabewert z = a den Riickgabewert z = A vom
Typ MpfiClass in der Prézision von a, zusétzlich wird k4 zuriickgegeben. Ist einer
der beiden Randpunkte von a unendlich oder ein NaN, so wird [NaN, NaN] und
k4 = 0 zuriickgegeben, sonst gilt a € A-2¥4, wobei 2- (A-A) garantiert ohne Uberlauf
berechnet werden kann. a c A-2%4 gilt nur in den ganz seltenen Féllen, wenn bei der
Berechnung von a-27%4 ein Unterlauf eintritt, d.h. wenn gilt — a-27%4 c A. Weitere
Einzelheiten siehe oben unter 2.
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MpfiClass scal_prod(const MpfiClass& a, const MpfiClass& b,
const MpfiClass& c, const MpfiClass& d);

Der Riickgabewert vom Typ MpfiClass ist eine meist optimale EinschlieBung des
Skalarproduktes a-b+c-d in der Current-Priizision, wobei ein vorzeitiger Uber- oder
Unterlauf vermieden wird. Die Prizisionen der 4 Eingabeintervalle konnen verschie-
den sein. Weitere Einzelheiten siehe Seite 72 unter Punkt 2. Zur Anwendung kommt
diese Funktion bei der Multiplikation komplexer Intervalle.

Das folgende Programm zeigt die Einschliefung spezieller Skalarprodukte mithilfe der Funktion
scal prod().

// MPFR-06. cpp
#include "mpficlass.hpp”

using namespace MPFR;
using namespace MPFI;
using namespace std;

int main(void)

{

MpfiClass:: SetCurrPrecision (300);
cout << ”Current-Precision = 7 << MPFR:: MpfrClass:: GetCurrPrecision () << endl;

MpfrClass x(372130600.0);

X = exp(x);

MpfiClass a(x,x), b(succ(x),succ(x)), c(-x,-x), d(x,x), r;
r = scal_prod(a,b,c,d);

cout . precision( r.GetPrecision()/3.321928095);

cout << "r =7 << r << endl;

cout << "r =7 << axb + cxd << endl;

return 0;
}
In Zeile 14 wird mit x = 372130600.0 und exp (x) eine hinreichend grofie Maschinenzahl erzeugt.
In Zeile 15 werden a ~ b,c = —a,d = a als Punktintervalle definiert, so dass bei der Auswertung
ihres Skalarproduktes r := a-b+c-d mit starker Ausloschung und mit einem vorzeitigen Uberlauf
zu rechnen ist. Dies wird durch die folgende Programmausgabe bestéatigt

r = [1.554622378...836989271e323228442,1.554622378...836989271e323228442 ]
r = [-QInf@, QInfA@]

wobei die Einschliefung r ¢ r realisiert wird.
Mit dem kleineren Argument x = 372130500.0 erhélt man die Ausgabe

r = [1.296663701...349242307e323228355,1.296663701...349242308e323228355]
r = [0,2.753514027...992982088e323228355 |

Die erste Ausgabe liefert eine optimale EinschlieBung von r, die intern mit doppelter Prézision
berechnet wird. Die zweite Ausgabe wird mit einfacher Prézision prec = 300 berechnet und zeigt
bez. des linken Randpunktes Null eine erhebliche Uberschéitzung der exakten Einschliefung.
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4.15. Optimale Intervall-EinschlieBungen

Mit den Intervallfunktionen f(z) aus den Tabellen auf Seite 68 und 71 erhélt man zu einem vor-
gegebenen, reellen Eingangsintervall  i.a. maximalgenaue Einschliefungen des entsprechenden
Wertebereichs

We={yeR|y=f(x)rzex}.

Mit dem Funktionsaufruf gy = f(z), alsozB. y=exp(z), erhilt man die i.a. maximal-
genaue EinschlieBung

Wz Cy.

In der Praxis miissen aber oft auch Intervallausdriicke ausgewertet werden, die aus den vier
Grundoperationen zusammen mit den oben genannten Intervallfunktionen f(x) aufgebaut sind.
Als Beispiel betrachten wir nach [6, S. 28] die beiden vereinfachten Funktionen

T 1
fl(x):ﬁa v#0, 2l fol@)=g—, x40, z# 1L
- -1
x
Man bestitigt leicht, dass mit z = [2,3] beide Funktionen den gleichen Wertebereich Wy =
[-2,-1.5] besitzen. Wertet man dann beide Funktionen intervallméBig aus, so erhélt man mit
den EinschlieBungen y1,ys das Ergebnis
1 1 [2,3] [2,3]

=232 = Wecyn= T = o g = 1)

Y2311 [2/3,-1/2]

fa(z) liefert damit die optimale EinschlieBung y-, da die Variable x im Funktionsterm von
fa(z) explizit nur einmal vorkommt, [6, S. 32]. Wir fassen zusammen:

Wird ein aus stetigen Funktionen zusammengesetzter Funktionsterm iiber einem
Intervall x intervallméflig ausgewertet, so ist die berechnete Einschliefung y i.a.
nicht optimal, d.h. es gilt W, cy.

Wenn jedoch die Variable  im Funktionsterm explizit nur einmal vorkommt, so
gilt W, =y, d.h. die EinschlieBung ist dann optimal.

Anmerkungen:

1. Damit die Variable £ im Funktionsterm nur einmal vorkommt, muss der urspriingliche
Funktionsterm entsprechend &quivalent umgeformt werden, vgl. obiges Beispiel und das
Beispiel in [6, S. 36]. Eine solche Umformung ist jedoch nicht immer méglich!

2. In [6, S. 32] findet man fiir Polynome eine weitere Bedingung fiir eine optimale Einschlie-
Bung.

3. In [6] findet man ab Seite 33 noch qualitative Aussagen iiber die Giite der EinschliefSung
y im Vergleich zum Wertebereich W,.

4. Fiir die komplexe Intervallmultiplikation gilt:
zw=(X+1-Y,) (Xp+i-Yu)=X, XY, Yu+i-(Xp - Yu+Y, Xy).

Betrachtet man z.B. den Realteil X, - Xy, — Y, - Yy, so kommt dort jedes der vier reellen
Intervalle jeweils nur einmal vor, so dass die Intervallauswertung automatisch eine optimale
EinschlieBung des Realteils von z-w liefert, entsprechendes gilt fiir den Imaginérteil. Aber
beachten Sie, dass fiir die komplexe Division z/w diese Uberlegungen nicht mehr gelten,
so dass fiir die optimale komplexe Intervalldivision ein neuer Algorithmus gebraucht wird.
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5. MpfcClass-Interface fiir komplexe
Langzahlrechnungen in C-XSC

5.1. Grundlegendes

Das MpfcClass-Interface ist eine in mpfcclass.hpp und mpfcclass.cpp implementierte C**-
Wrapper-Klasse MpfcClass fiir die C-Bibliothek MPFR, deren C-Funktionen iiber die imple-
mentierten Operatoren und Funktionen aufgerufen werden. Alle Funktionen mit der moglichen
Ubergabe eines RoundingModes oder eines PrecisionTypes besitzen als Standard die Werte von
CurrRndMode bzw. CurrPrecision, die beide beliebig gesetzt werden kénnen. Dies gilt auch fiir
alle Konstruktoren.

5.1.1. Allgemein

Um in C-XSC das Interface verwenden zu kénnen, muss der Header mpfcclass.hpp eingebun-
den werden. In ihm sind die benétigten Header-Dateien der MPFR-Bibliothek enthalten. Die
MpfcClass-Klasse liegt im Namensraum "MPFR”.

5.1.2. Aufbau

Die Klasse besteht intern aus zwei “mpfr_t”-Variablen. Diese dienen zum Speichern von Real-
und Imaginérteil. Zusétzlich gibt es static Elemente, um den Standard-Rundungsmodus, die
Standard-Precision und die aktuelle Basis zu speichern.

5.1.3. Prazision

Die Prézision gibt die Anzahl der bindren Mantissenstellen einer MpfcClass-Variablen an, Real-
und Imaginérteil erhalten stets die gleiche Prézision. Der Wert prec muss mindestens 2 be-
tragen. Die Current-Precision kann global gesetzt werden; wenn dies nicht geschieht, so wird
mit der Default-Precision von 53 Bits gerechnet. Unabhéngig davon kann die Prézision fiir jede
MpfcClass-Variable auch einzeln festgelegt werden.

5.1.4. Variablentyp PrecisionType

Mithilfe des Variablentyps PrecisionType (Name der Variablen meist prec) kann der Prézisions-
wert einer MpfcClass-Variablen eingestellt werden. Der Variablentyp ist ein typedef fiir eine
“mp_prec_t”-Variable.

5.1.5. Variablentyp RoundingMode

Mit dem Variablentyp “RoundingMode” (Name der Variablen meist rnd) wird der gewiinschte
Rundungsmodus eingestellt. Der Variablentyp ist ein typdef fiir eine mpfr_rnd_t-Variable.

e RoundNearest — Der Wert wird zur néchsten Rasterzahl gerundet (0)
e RoundUp - Der Wert wird aufgerundet (2)

e RoundDown — Der Wert wird abgerundet (3)
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e RoundToZero

e RoundFromZero

— Der Wert wird in Richtung Null gerundet (1)

— Rundung weg von der Null (4)



5.2. Rundungsmodi und Precision Handling

PrecisionType GetPrecision () const;

Diese Memberfunktion gibt die maximale Prézision von Real- und Imaginérteil des
aktuellen Objekts in Bits zuriick. Dabei entsprechen z.B. 302 Bits 302/log,(10) ~ 91
Dezimalstellen.

void SetPrecision (PrecisionType prec);

Diese Memberfunktion setzt die Prizision des aktuellen Objektes auf prec. Sein Wert
bleibt nicht erhalten.

void RoundPrecision (PrecisionType prec, RoundingMode rnd );

Diese Memberfunktion rundet das aktuelle Objekt auf die neue Precision prec, sein
Wert bleibt dabei i.a. nicht erhalten. Sollte die Prézision des Objektes grofier sein als
prec, wird das Objekt mit Hilfe des eingestellten Rundungsmodus so gerundet, dass
es in das Format der Prézision prec passt. Ist die Prézision kleiner als prec, werden
die restlichen binéren Stellen mit Nullen aufgefiillt.

static const PrecisionType GetCurrPrecision ();

Gibt die aktuelle Current-Precision in Bits zuriick.

static void SetCurrPrecision (PrecisionType prec);

Setzt die Current-Precision in MpfrClass, MpfiClass und MpfcClass auf prec.
Wird die Current-Precision nicht gesetzt, so wird mit der Default-Precision von 53
Bits gerechnet. Durch das Setzen der Current-Precision werden die Prézisionen der
bis dahin benutzten Variablen nicht geéndert.

const int MpfrClass:: GetBase ();

Gibt die aktuelle Basis zuriick, diese hat nur Einfluss auf die Ein- und Ausgabeopera-
toren und auf String-Manipulationen. Die Funktion ist definiert in mpfrclass. cpp.

void MpfrClass:: SetBase (int b);

Setzt die aktuelle Basis auf b. Dies muss ein Wert zwischen 2 und 36 sein. Die Basis
hat nur Einfluss auf die Ein- und Ausgabeoperatoren und auf String-Manipulationen.
Die internen Rechnungen erfolgen stets im Binéirsystem! Die Funktion ist definiert
in mpfrclass.cpp.

static const RoundingMode GetCurrRndMode ();
Gibt den aktuellen Rundungsmodus zuriick mit den Werten: (0, 1, 2, 3, 4).

static void SetCurrRndMode (RoundingMode rnd );

Setzt den Current-Rundungsmodus in der Klasse MpfrClass und damit automatisch
auch in der Klasse MpfcClass auf rnd. Fiir rnd sind fiinf verschiedene Modi moglich:

e RoundNearest: Rundung zur néchsten Rasterzahl (0)
RoundToZero: Rundung in Richtung Null (1)
RoundFromZero: Rundung weg von der Null (4)
RoundUp:  Aufrunden (2)

e RoundDown: Abrunden (3)

Wird der Rundungsmodus mit SetCurrRndMode nicht gesetzt, so wird als Default-
Rundungsmodus RoundNearest benutzt.
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5.3. Konstruktoren / Destruktor

5.3.1. Konstruktoren

MpfcClass ();

Der Default-Konstruktor legt ein neues Element mit der Current-Precision an.

Der Aufruf MpfcClass y; initialisiert den Wert: y = (NaN, NaN);
MpfcClass: : MpfcClass(const MpfcClass& Z,
RoundingMode rnd, PrecisionType prec);
MpfcClass: : MpfcClass(const cxsc::complex& z,
RoundingMode rnd, PrecisionType prec);
MpfcClass: : MpfcClass(const MpfrClass& x, const MpfrClass& y,

MpfcClass: :

MpfcClass:

RoundingMode rnd, PrecisionType prec);
MpfcClass(const mpfr_t& x, const mpfr_t& y,
RoundingMode rnd, PrecisionType prec);

: MpfcClass(const cxsc::real& x, const cxsc::real& y,

RoundingMode rnd, PrecisionType prec);
MpfcClass: : MpfcClass(const double& x, const double& y,

RoundingMode rnd, PrecisionType prec);
MpfcClass:: MpfcClass(int x, int y,

RoundingMode rnd, PrecisionType prec);
MpfcClass: : MpfcClass(const MpfrClass& x,

RoundingMode rnd, PrecisionType prec);
MpfcClass: : MpfcClass(const mpfr_t& x,

RoundingMode rnd, PrecisionType prec);
MpfcClass: : MpfcClass(const cxsc::real& x,

RoundingMode rnd, PrecisionType prec);
MpfcClass: : MpfcClass(const double& x,

RoundingMode rnd, PrecisionType prec);
MpfcClass: : MpfcClass(int x,

RoundingMode rnd, PrecisionType prec);

Mit den Konstruktoraufrufen MpfcClass w(z) ; oder MpfcClass w(x, y); werden die
Objekte z bzw. x,y nach w in die Current-Prézision gerundet. Mit rnd und prec
sind Rundungen auch in eine andere Préazision moglich. Real- und Imaginérteil von w
erhalten stets die gleiche Prézision.

Mogliche Konstruktor-Aufrufe sind:
1. MpfcClass w(z); MpfcClass w(x, y);
2. MpfcClass w(z, RoundNearest); MpfcClass w(x, y, RoundNearest);

3. MpfcClass w(z, RoundDown, 3); MpfcClass w(x, y, RoundDown, 3);

Zu 1. Die Objekte z,x,y werden mit dem Current-Rundungsmodus in das Objekt w mit der
Current-Precision gerundet.

Zu 2. Die Objekte z,x,y werden mit RoundNearest in das Objekt w mit der Current-Precision
gerundet.

Zu 3. Die Objekte z,x,y werden in das Objekt w auf die (sehr kleine) Prézision prec = 3
abgerundet.
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Der Aufruf MpfcClass w(x, y, 3); fiihrt zu einer Fehlermeldung, da in der Parameterliste
der Rundungsmodus fehlt. Die oberen 18 Konstruktoren erlauben also eine sehr flexible Initia-
lisierung von MpfcClass-Objekten.

MpfcClass:: MpfcClass (const std::string& s, RoundingMode rnd,
PrecisionType prec);

Der Aufruf MpfcClass z(s); rundet den String s mittels der voreingestellten
Current-Precision und mit dem Current-Rundungsmodus in ein Klassenobjekt z vom
Typ MpfcClass. Mit dem Aufruf MpfcClass z(s, RoundUp); wird der String s
mit der Current-Precision in ein Klassenobjekt z vom Typ MpfcClass aufgerundet.
Der Aufruf MpfcClass z(s, RoundNearest, 140); rundet s in ein Klassenob-
jekt z vom Typ MpfcClass mit einer Prazision von 140 Bits. Gerundet wird dabei
zur nichsten Rasterzahl dieses Formats. Zu beachten ist, dass ein dezimaler String
i.a. nicht rundungsfehlerfrei in eine bindre Zahl konvertiert werden kann, so dass
daher Rundungen i.a. nicht zu vermeiden sind.

Der String s muss das Format  (Number,Number) ohne Leerzeichen besitzen.

5.3.2. Destruktor

“MpfcClass ();

Der Speicher fiir das Objekt wird freigegeben. Dieser Destruktor muss nicht explizit
aufgerufen werden!
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5.4. Zuweisungs-Operatoren

Bei den folgenden sechs Zuweisungs-Operationen erhélt der linke Operand als Prézision stets
die aktuelle Current-Precision, und der rechte Operand op wird nach dem aktuellen Current-
Rundungsmodus in den linken Operanden gerundet.

MpfcClass& operator = (const MpfcClass& op);
MpfcClass& operator = (const MpfrClass& op);
MpfcClass& operator = (const double& op);
MpfcClass& operator = (const cxsc::real& op);
MpfcClass& operator = (const cxsc::complex& op);
MpfcClass& operator = (const int opt);

Ist z.B. op vom Typ real, double oder complex und ist die Current-Precision kleiner als 53,
so wird op i.a. in den linken Operanden gerundet. Nur wenn die Current-Precision gréfler oder
gleich 53 ist, erhélt der linke Operand genau den Wert des rechten Operanden. Fiir andere Typen
des rechten Operanden gelten ganz entsprechende Aussagen.

Ist z.B. op vom Typ MpfrClass und ist seine Prézision grofler als die Current-Precision, so
wird op in den Realteil des linken Operanden bez. des Current-Rundungsmodus gerundet, d.h.
der Realteil des linken Operanden wird dann i.a. vom Wert des rechten Operanden verschieden
sein!

Zusammenfassung;:

Bei einer Wertzuweisung erhilt der linke Operand stets die Current-Prézision. Ist diese
kleiner als die Prézision des rechten Operanden, so wird dieser mittels des Current-
Rundungsmodus in den linken Operanden gerundet. Ist die Current-Prézision grofier
oder gleich der Prézision des rechten Operanden, so wird dieser rundungsfehlerfrei
nach links iibertragen. Real- und Imaginérteil erhalten stets die gleiche Prézision.

MpfcClass& operator = (const std::stringé& s);

Der String s muss die Form  (Number,Number) haben und darf keine Leerzeichen enthalten.
Real- und Imaginérteil von s werden mit dem Current-Rundungsmodus in die Current-Prézision
gerundet. Beachten Sie, dass ein dezimaler String i.a. nicht rundungsfehlerfrei in das interne
Bindrformat gerundet wird, so dass dann Rundungen unvermeidbar sind.
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5.5. Eingabe / Ausgabe

std :

std ::

:ostream& operator << (std::ostream& os, const MpfcClass& z);

Ermoglicht die Ausgabe einer MpfcClass-Variablen z iiber den Standard-Ausgabe-
strom ”cout®. Die Anzahl der Nachkommastellen ist identisch mit dem Wert, der in
cout.precision() eingestellt ist. Fiir die dezimale Ausgabe liefert

cout.precision(z.GetPrecision()/3.32192809...);

die entsprechende Dezimalstellenzahl. Real- und Imaginé&rteil von z werden in der
mit SetBase (k) voreingestellten Basis im Format

(Realteil, Imagindrteil)

ausgegeben, wobei Real- und Imaginérteil beide mit dem voreingestellten Current-
Rundungsmodus gerundet werden. Fiir die meist dezimale Ausgabe ist natiirlich
k=10 zu wéhlen.

istream& operator >> (std::istream& is, MpfiClass& z);

Ermoglicht das Einlesen einer MpfcClass-Variablen iiber den Standard-Eingabestrom
7cin“. Die eingegebene komplexe Zahl ist auf keine Stellenanzahl begrenzt. Nur das
folgende Eingabeformat ist zuléssig, wobei mit dem Current-Rundungsmodus in das
interne Binérsystem gerundet wird:

° (-1.23e-4401, +2.3E+2000)

Vorsicht: Leerzeichen sind nur nach dem Komma erlaubt, und die runden Klam-
mern miissen beide gesetzt werden, sonst erfolgt eine Fehlermeldung.
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5.6. Typ-Umwandlungen

Um ein flexibles Arbeiten zwischen C-XSC und der Klasse MpfcClass zu erméglichen, wurden

moglichst viele Typ-Umwandlungs-Funktionen bereitgestellt:

5.6.1. real, double, complex, ... — MPFC

MpfcClass MpfrClass2Mpfc (const MpfrClass& x);
MpfcClass mpfr_t2Mpfc (const mpfr_t& x);
MpfcClass real2Mpfc (const cxsc::real& x);
MpfcClass double2Mpfc (const double& x);
MpfcClass complex2Mpfc (const cxsc::complex& x);
MpfcClass int2Mpfc (const int& x);

Obige Funktionen liefern mit dem jeweiligen Eingabewert x einen Riickgabewert vom
Typ MpfcClass in einer Prézision, die gewéhrleistet, dass der Riickgabewert genau
dem Wert von x entspricht. Die Prézision des Riickgabewertes wird also i.a. nicht
mit der Current-Precision iibereinstimmen!

5.6.2. MPFC — complex

cxsc ::complex to_complex (const MpfcClass& z , RoundingMode rnd );

Obige Funktion rundet mit rnd den Eingabewert z in einen C-XSC Riickgabewert
vom Typ complex.

5.6.3. MPFC — mpfr_t

mpfr_t& MpfcClass:: GetValueRe();

Die Memberfunktion GetValueRe () liefert fiir das jeweils aktuelle Objekt vom Typ
MpfcClass eine Referenz auf seinen Realteilwert mpfr_re vom Typ mpfr_t. Damit
kann dieser Realteil z.B. an einen nicht-konstanten Referenz-Parameter gleichen Typs
in einer Parameterliste an eine Funktion iibergeben werden.

mpfr_t& MpfcClass:: GetValuelm () ;

Die Memberfunktion GetValueIm() liefert fiir das jeweils aktuelle Objekt vom Typ
MpfcClass eine Referenz auf seinen Imaginérteil mpfr_im vom Typ mpfr_t. Damit
kann dieser Imaginérteil z.B. an einen nicht-konstanten Referenz-Parameter gleichen
Typs in einer Parameterliste an eine Funktion iibergeben werden.

const mpfr_t& getvalueRe (const MpfcClass& z)

Die Funktion getvalueRe(...) liefert fiir das als const definierte Objekt z vom
Typ MpfcClass eine Referenz auf seinen Realteil mpfr_re vom Typ mpfr_t. Damit
kann dieser Realteil z.B. an einen als const deklarierten Referenz-Parameter gleichen
Typs in einer Parameterliste an eine Funktion iibergeben werden.

const mpfr_t& getvaluelm (const MpfcClass& z)

getvalueIm(...) liefert fiir das als const definierte Objekt z vom Typ MpfcClass
eine Referenz auf seinen Imaginérteil mpfr_im vom Typ mpfr_t. Damit kann dieser
Imaginérteil z.B. an einen als const deklarierten Referenz-Parameter gleichen Typs
in einer Parameterliste an eine Funktion iibergeben werden.
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5.6.4. mpfr_t - MPFC

void MpfcClass:: SetValueRe(const mpfr_t& v)

Mit dieser Memberfunktion wird der Realteil des aktuellen Objekts exakt auf v ge-
setzt. Der Imaginérteil des aktuellen Objekts bleibt dabei erhalten. Die Prizision
des aktuellen Objekts wird gesetzt auf das Maximum der Prézisionen von v und
mpfr_im, d.h. die Prézisionen von Real- und Imaginé&rteil sind nach dem Funktions-
aufruf wieder gleich.

void MpfcClass:: SetValueIm(const mpfr_t& v)

Mit dieser Memberfunktion wird der Imaginérteil des aktuellen Objekts exakt auf
v gesetzt. Der Realteil des aktuellen Objekts bleibt dabei erhalten. Die Prézision
des aktuellen Objekts wird gesetzt auf das Maximum der Prézisionen von v und
mpfr_re, d.h. die Prézisionen von Real- und Imaginérteil sind nach dem Funktions-
aufruf wieder gleich.

void MpfcClass:: SetValue(const mpfr_t& re, const mpfr_t& im)

Mit dieser Memberfunktion werden Real- und Imaginérteil des aktuellen Objekts
exakt auf re bzw. im gesetzt. Das aktuelle Objekt erhélt als Prézision das Maximum
der Prézisionen von re und im, d.h. die Prézisionen von Real- und Imaginérteil sind
nach dem Funktionsaufruf wieder gleich.

5.6.5. MPFC — string

std ::string to_string(const MpfcClass& z, RoundingMode rnd,
PrecisionType prec);
z = x+1i-y wird mittels rnd in einen String s mit prec Dezimalstellen gerundet, wenn
Base gleich 10 ist. Der String besitzt das Format

(Number , Number)

wobei intern keine Leerzeichen auftreten. Wahlt man prec hinreichend grof3, so stellt
der String den Wert von z exakt dar, weil eine Bindrzahl stets exakt in eine Dezi-
malzahl umgewandelt werden kann.

Wird prec nicht angegeben, so werden x,y mittels rnd in einen String gerundet,
der bei Base=10 so viele Dezimalstellen besitzt, wie es der Prézision von z ent-
spricht. Ist die Prézision von z z.B. 302, so werden im String Real- und Imaginérteil
mit 302/logy(10) » 91 Dezimalstellen generiert. Wird neben prec auch rnd nicht
angegeben, so wird mit dem Current-Rundungsmodus in den String mit gleicher
Dezimalstellenzahl gerundet.
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5.6.6. string - MPFC

MpfcClass string2Mpfc(const std::string& s, Roundingmode rnd,
PrecisionType prec);

Der Aufruf string2Mpfc(s); rundet den String s mittels der voreingestellten
Current-Precision und mit dem Current-Rundungsmodus in ein Klassenobjekt vom
Typ MpfcClass. Mit dem Aufruf string2Mpfc(s, RoundUp); wird der String
s mit der Current-Precision in ein Klassenobjekt vom Typ MpfcClass aufgerundet.
Der Aufruf string2Mpfc(s, RoundNearest, 140); rundet s in ein Klassen-
objekt vom Typ MpfcClass mit der Prizision 140 Bits. Gerundet wird dabei zur
néchsten Rasterzahl dieses Formats. Zu beachten ist, dass ein dezimaler String i.a.
nicht rundungsfehlerfrei in eine binére Zahl konvertiert werden kann, so dass daher
Rundungen i.a. nicht zu vermeiden sind. Eine weitere Moglichkeit, einen String in
ein MpfcClass-Objekt zu verwandeln, besteht in einem entsprechenden Konstruktor-
Aufruf, vgl. Seite 79.

Der String s muss das Format  (Number,Number) ohne Leerzeichen besitzen.

5.6.7. MPFC -~ MPFC

Beachten Sie bitte, dass bei einer Wertzuweisung an eine MpfcClass-Variable mit Hilfe des Ope-
rators = der linke Operand mit Real- und Imaginérteil stets auf die Current-Precision gesetzt
wird und dass der rechte MpfrClass-Operand dabei stets bez. des Current-Rundungsmodus in
den linken Operanden gerundet wird, vgl. dazu auch Seite 80. Will man jedoch abweichend von
dieser Rundung einen anderen Rundungsmodus benutzen, so kann dies mit folgender Funktion
ohne Riickgabewert realisiert werden:

void set_-Mpfc (MpfcClass& op, const MpfcClass& opl, RoundingMode rnd,
PrecisionType prec);

Folgende Funktionsaufrufe sind méglich:

1. set_Mpfc (op, opl, RoundUp, prec);
op erhélt die Prézision prec und den i.a. gerundeten Wert von opl, wobei hier gegebe-
nenfalls aufgerundet wird. Setzt man prec gleich der Prézision von opl, so erhélt op den
exakten Wert von opl, und zwar unabhéingig vom gewéhlten Rundungsmodus rnd.

2. set_Mpfc (op, opl, RoundDown);
op wird auf die Current-Precision gesetzt und erhilt den i.a. gerundeten Wert von opl,
wobei hier gegebenenfalls abgerundet wird.

3. set_Mpfc (op, opl);
op wird auf die Current-Precision gesetzt und erhilt den i.a. gerundeten Wert von opl,
wobei hier gegebenenfalls bez. des Current-Rundungsmodus gerundete wird.
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5.7. Abfragen

Bei allen folgenden Abfragefunktionen braucht die Prézision von x nicht mit der Current-
Precision iibereinzustimmen.

bool isNaN (const MpfcClass& x
bool isInf (const MpfcClass& x
bool isNumber(const MpfcClass& x
bool isZero (const MpfcClass& x

)
)
)

)
)
)
)5
isNaN und isInf priifen, ob Real- oder Imaginérteil von x gleich NaN bzw. +Inf sind.
isNumber iiberpriift, ob Real- und Imaginérteil von x normale MpfrClass Zahlen un-
gleich NaN und ungleich +Inf sind, und isZero iiberpriift, ob Real- und Imaginérteil
von x gleich Null sind.
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5.8. Vergleiche

Es werden die iiblichen Vergleichsoperatoren implementiert, wobei wenigstens ein Operand vom
Typ MpfcClass sein muss. Die Operanden kénnen unterschiedliche Prézisionen besitzen.

5.8.1. Vergleichsoperatoren =, !=

bool operator =— (const MpfcClass& y, const MpfcClass& x);
bool operator =— (const MpfcClass& y, const cxsc::complex& x);
bool operator =— (const MpfcClass& y, const MpfrClass& x);
bool operator — (const MpfcClass& y, const mpfr_t& x);
bool operator — (const MpfcClass& y, const double& x);
bool operator =— (const MpfcClass& y, const cxsc::real& x);
bool operator =— (const MpfcClass& y, const int x);
bool operator =— (const MpfrClass& y, const MpfcClass& x);
bool operator — (const cxsc::complex& y, const MpfcClass& x);
bool operator — (const mpfr_t& y, const MpfcClass& x);
bool operator =— (const double& y, const MpfcClass& x);
bool operator =— (const cxsc::real& y, const MpfcClass& x);
bool operator =— (const int y, const MpfcClass& x);
bool operator != (const MpfcClass& y, const MpfcClass& x);
bool operator != (const MpfcClass& y, const cxsc::complex& x);
bool operator != (const MpfcClass& y, const MpfrClass& x);
bool operator != (const MpfcClass& y, const mpfr_t& x);
bool operator != (const MpfcClass& y, const double& x);
bool operator != (const MpfcClass& y, const cxsc::real& x);
bool operator != (const MpfcClass& y, const int x);
bool operator != (const MpfrClass& y, const MpfcClass& x);
bool operator != (const cxsc::complex& y, const MpfcClass& x);
bool operator != (const mpfr_t& y, const MpfcClass& x);
bool operator != (const double& y, const MpfcClass& x);
bool operator != (const cxsc::real& y, const MpfcClass& x);
bool operator != (const int y, const MpfcClass& x);
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5.9. Arithmetische Operatoren

Fiir alle arithmetischen Operatoren gilt:

Das exakte Ergebnis einer arithmetischen Operation wird unabhéngig von der
Prézision der Operanden mit dem voreingestellten Current-Rundungsmodus
optimal gerundet. Die Ergebnis-Prézision ist dabei stets gleich der voreinge-
stellten Current-Precision.

Die Operatoren ®=, mit ® € {+,—,-,/}, bedeuten u®=v <= u =u®v. Dabei
wird u®v mit dem Current-Rundungsmodus in die Current-Precision gerundet
und in u gespeichert, wobei u als Prézision die Current-Precision erhélt.

5.9.1. Addition

const MpfcClass& x, const MpfcClass&
const MpfcClass& x, const cxsc::complex&
const MpfcClass& x, const MpfrClass&
const MpfcClass& x, const mpfr_t&

const MpfcClass& x, const double&

const MpfcClass& x, const cxsc::real&

MpfcClass operator (
(
(
(
(
(
(const MpfcClass& x, const int
(
(
(
(
(
(

MpfcClass operator
MpfcClass operator
MpfcClass operator
MpfcClass operator
MpfcClass operator
MpfcClass operator
MpfcClass operator
MpfcClass operator
MpfcClass operator
MpfcClass operator
MpfcClass operator
MpfcClass operator

const cxsc::complex& x, const MpfcClass&
, const MpfcClass&

const MpfrClass&

x
const mpfr_t& x, const MpfcClass&
const double& x, const MpfcClass&
x
x

const cxsc::real&
const int

, const MpfcClass&
, const MpfcClass&

e i e e
A S ST T S S S S S SRS

MpfcClass& operator += (MpfcClass&, const MpfcClass&);
MpfcClass& operator += (MpfcClass&, const cxsc::complex&);
MpfcClass& operator += (MpfcClass&, const MpfrClass&);
MpfcClass& operator += (MpfcClass&, const mpfr_t&);
MpfcClass& operator += (MpfcClass&, const double&);
MpfcClass& operator += (MpfcClass&, const cxsc::real&);

(

MpfcClass& operator += (MpfcClass&, const int);
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5.9.2. Subtraktion

Beachten Sie den Hinweis auf Seite 87.

MpfcClass
MpfcClass
MpfcClass
MpfcClass
MpfcClass
MpfcClass
MpfcClass
MpfcClass
MpfcClass
MpfcClass
MpfcClass
MpfcClass
MpfcClass

MpfcClass&
MpfcClass&
MpfcClass&
MpfcClass&
MpfcClass&
MpfcClass&
MpfcClass&
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operator

(
E
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(
(
(

(const

mpfr_t&
double&

int

MpfcClassé&z,
MpfcClassé&,
MpfcClassé&,

MpfcClassé&,
MpfcClassé&,
MpfcClassé&,

MpfcClass& x,
MpfcClass& x,
MpfcClass& x,
MpfcClass& x,
MpfcClass& x,
MpfcClass& x,
MpfcClass& x,
cxsc :: complex&
MpfrClass&

cxsc::real&

const
const
const
const
const
const
const

int

MpfcClass&);

const
, const
, const
const
, const
, const

MpfcClass&
cxsc :: complex&
MpfrClass&
mpfr_t&
double&
cxsc::real&

MpfcClass&
MpfcClass&
MpfcClass&
MpfcClass&
MpfcClass&
MpfcClass&

cxsc :: complex&);

MpfrClass&);

mpfr_t&);
double&);

cxsc::real&);
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5.9.3. Multiplikation

Beachten Sie den Hinweis auf Seite 87.

MpfcClass operator x (const MpfcClass& x, const MpfcClass&
MpfcClass operator * (const MpfcClass& x, const cxsc::complex&
MpfcClass operator * (const MpfcClass& x, const MpfrClass&
MpfcClass operator * (const MpfcClass& x, const mpfr_t&
MpfcClass operator * (const MpfcClass& x, const double&
MpfcClass operator * (const MpfcClass& x, const cxsc::real&
MpfcClass operator * (const MpfcClass& x, const int

MpfcClass operator * (const cxsc::complex& x, const MpfcClass&
MpfcClass operator * (const MpfrClass& x, const MpfcClass&
MpfcClass operator x (const mpfr_t& x, const MpfcClass&
MpfcClass operator * (const double& x, const MpfcClass&
MpfcClass operator * (const cxsc::real& x, const MpfcClass&
MpfcClass operator * (const int x, const MpfcClass&
MpfcClass& operator x= (MpfcClass&, const MpfcClass&);

MpfcClass& operator *= (MpfcClass&, const cxsc::complex&);
MpfcClass& operator *= (MpfcClass&, const MpfrClass&);

MpfcClass& operator x= (MpfcClass&, const mpfr_t&);

MpfcClass& operator x= (MpfcClass&, const double&);

MpfcClass& operator x= (MpfcClass&, const cxsc::real&);
MpfcClass& operator *x= (MpfcClass&, const int);

5.9.4. Division

Beachten Sie den Hinweis auf Seite 87.

MpfcClass operator / (const MpfcClass& x, const MpfcClass&
MpfcClass operator / (const MpfcClass& x, const cxsc::complex&
MpfcClass operator / (const MpfcClass& x, const MpfrClass&
MpfcClass operator / (const MpfcClass& x, const mpfr_t&
MpfcClass operator / (const MpfcClass& x, const double&
MpfcClass operator / (const MpfcClass& x, const cxsc::real&
MpfcClass operator / (const MpfcClass& x, const int

MpfcClass operator / (const cxsc::complex& x, const MpfcClass&
MpfcClass operator / (const MpfrClass& x, const MpfcClass&
MpfcClass operator / (const mpfr_t& x, const MpfcClass&
MpfcClass operator / (const double& x, const MpfcClass&
MpfcClass operator / (const cxsc::real& x, const MpfcClass&
MpfcClass operator / (const int x, const MpfcClass&
MpfcClass& operator /= (MpfcClass&, const MpfcClass&);

MpfcClass& operator /= (MpfcClass&, const cxsc::complex&);
MpfcClass& operator /= (MpfcClass&, const MpfrClass&);

MpfcClass& operator /= (MpfcClass&, const mpfr_t&);

MpfcClass& operator /= (MpfcClass&, const double&);

MpfcClass& operator /= (MpfcClass&, const cxsc::real&);
MpfcClass& operator /= (MpfcClass&, const int);

S I S I T I
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5.10. Mathematische Funktionen

5.10.1. Standard-Implementierung

Die Implementierung komplexwertiger Funktionen mit komplexen Punktargumenten der Klasse
MpfcClass erfolgt ganz analog zu den Funktionen der Klasse MpfrClass, vgl. Seite 32.

Unabhéngig von der Prézision des Eingangsarguments werden Real- und Imaginérteil des
Funktionswertes mit dem Current-Rundungsmodus oder mit dem Rundungsparameter
rnd in die Current-Precision gerundet.

Es gibt jedoch Funktionen, wie z.B. die komplexe Konjugation, bei denen man von dieser
Standard-Implementierung abweichen sollte. Im folgenden Abschnitt werden diese Funktionen
kurz beschrieben.

5.10.2. Davon abweichende Funktionen

MpfcClass conj (const MpfcClass& z);

Mit z = x + i -y ist der Riickgabewert von conj(z) gegeben durch x -1 -y, wobei
die Prézision von x und y nicht geéindert wird und daher mit der Current-Precision
auch nicht iibereinstimmen muss.

MpfrClass abs (const MpfcClass& z, RoundingMode rnd, PrecisionType prec);

Mit z = z + i -y wird |z| = \/2? + y? i.a. gerundet zuriickgegeben. Fiir die Funktion
gibt es drei verschiedene Aufrufmoglichkeiten:

1. abs (z);
|z| wird bez. des Current-Rundungsmodus in die Current-Precision gerundet
und zuriickgegeben.

2. abs (z, RoundUp);
|z| wird in die Current-Precision aufgerundet zuriickgegeben.

3. abs (z, RoundDown, prec);

wird in ein Format mit der Prézision prec abgerundet zuriickgegeben. Die
Prézision des zuriickgegebenen Wertes wird also i.a. von der voreingestellten
Current-Precision verschieden sein!

Will man jedoch |z| rundungsfehlerfrei mit der gleichen Prizision von z
zuriickgeben, so gelingt dies in allen Féllen, unabhéngig von der voreingestellten
Current-Precision, mit dem Funktionsaufruf:

z

abs (z, RoundNearest, z.GetPrecision());

wobei der Rundungsmodus (hier RoundNearest) natiirlich beliebig gesetzt wer-
den kann. Stimmt die Prézision von z mit der Current-Precision iiberein, so lie-
fert der Aufruf abs (z); ebenfalls den rundungsfehlerfreien Wert von
. In der Praxis wird die rundungsfehlerfreie Riickgabe von |z| vermutlich im-
mer im Vordergrund stehen.

z

Die Funktion abs kann also sehr flexibel eingesetzt werden und funktioniert nach
1. und 2. wie bei der Standard-Implementierung von Seite 32. Lediglich der Punkt
3. weicht von dieser Standard-Implementierung ab, um den exakten Wert von |z| in
jedem Fall garantieren zu kénnen.
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MpfrClass arg (const MpfcClass& z, RoundingMode rnd, PrecisionType prec);

Mit z =z +1i -y wird arg(z) = atan2(y,x) i.a. gerundet zuriickgegeben. Zur Definition
von atan2(y,x) vgl. auch Seite 38. Fiir die Funktion gibt es ganz analog zur abs (z)-
Funktion drei verschiedene Aufrufmdglichkeiten, siehe dazu Seite 90.

MpfrClass Re (const MpfcClass& z);

Mit z = x +i-y wird Re(z) =  ohne Rundung in der Prizision von z zuriickgegeben.

MpfrClass Im (const MpfcClass& z);

Mit z =z +i-y wird Im(z) = y ohne Rundung in der Prizision von z zuriickgegeben.

void times2pown (MpfcClass& op, long int k, RoundingMode rnd);

Die Funktion liefert mit dem Eingabewert op den Wert op-2" mit der urspriinglichen
Prizision zuriick, d.h. Real- und Imaginirteil werden mit 2" multipliziert. Solan-
ge kein Uber- oder Unterlauf entsteht, wird op - 2F exakt, d.h. rundungsfehlerfrei
berechnet. Tritt jedoch z.B. ein Uberlauf ein, so wird gemi rnd gerundet. Wenn
rnd nicht gesetzt wird, so erfolgt die Rundung nach dem voreingestellten Current-
Rundungsmodus. Ist dieser nicht gesetzt, so erfolgt die Rundung weg von der Null.

void set_nan (MpfcClass& x);

Setzt Real- und Imaginérteil von x auf NaN, wobei die Prézision von x erhalten
bleibt und deshalb mit der Current-Precision nicht iibereinstimmen muss.

void set_inf (MpfcClass& x, const int k);

Setzt x auf (+Inf,+Inf), wobei die Priizision von x erhalten bleibt und deshalb mit
der Current-Precision nicht iibereinstimmen muss. Das Vorzeichen beim Real- und
Imaginérteil wird durch k festgelegt.

void set_zero (MpfcClass& x);

Setzt x auf (0,0), wobei die Prizision von x erhalten bleibt und deshalb mit der
Current-Precision nicht iibereinstimmen muss.
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5.10.3. Elementarfunktionen

92

Tabelle 5.1.: Elementarfunktionen mit z=x +1i¢-y, a,b vom Typ MpfcClass

Funktion Aufruf Funktion Aufruf
conj(z)=x—-i-y conj(z) e“ -1 expmi (z)
Re(z) =x Re(z) e’ expx2(z)
Im(z) =y Im(z) e -1 expx2m1 (z)
|2] abs(z) e expmx2(z)
arg(z) arg(z) e~ 1 expmx2ml (z)
arg(1l+ 2) argpl(z) 27 exp2(z)
22 sqr (z) 107 expl0(z)
2+a-z+b poly2(z,a,b) " neZ | power(z,n)
1/z reci(z) 2z, reR pow(z,r)
1/22 reci_z2(z) 2, weC pow(z,w)
1/(1+ 2%) reci_1pz2(z) sin(z) sin(z)
1/(1-2%) reci_1mz2(z) cos(2) cos(z)
Vz sqrt (z) tan(z) tan(z)
Vz sqrt_all(z) cot(z2) cot(z)
Vz+1l-1 sqrtpiml(z) arcsin(z) asin(z)
V1+22 sqrtipx2(z) arccos(z) acos(z)
1-22 sqrtimx2(z) arctan(z) atan(z)
22-1 sqrtx2mil (z) arccot(z) acot(z)
-22-1 sqrtmx2m1(z) sinh(z) sinh(z)
Yz, nel sqrt(z,n) cosh(z) cosh(z)
Yz, nel sqrt_all(z,n) || tanh(z) tanh(z)
log(z) 1n(z) coth(z) coth(z)

Fortsetzung auf der néchsten Seite




Fortsetzung der vorherigen Seite

Funktion Aufruf Funktion Aufruf
log(1+ z2) 1np1(z) arsinh(z) asinh(z)
logs(2) log2(z) arcosh(z) acosh(z)
log(2) log10(z) artanh(z) | atanh(z)
exp(z) arcoth(z) acoth(z)

Anmerkungen:

1. Bei den Funktionen Re, Im und conj werden die Riickgabewerte rundungsfehlerfrei in der
Prézision des jeweiligen Eingabewertes zuriickgegeben. Bei allen anderen Funktionen aus
der Tabelle kann mit dem Rundungsparameter rnd entsprechend gerundet werden. Wird
dieser Parameter nicht gesetzt, so wird nach dem Current-Rundungsmodus gerundet. Ist
dieser nicht gesetzt, so erfolgt die Rundung mit RoundNearest.

2. Bei den Funktionen abs, arg und argpl kann mit dem zusétzlichen Parameter prec die
Prézision festgelegt werden, in den der Riickgabewert zu runden ist. Ohne prec wird in

die Current-Prazision gerundet.

3. Bei den mehrdeutigen Funktionen, wie z.B 1n(z), asin(z) oder atan(z), werden nur die

Funktionswerte des Hauptzweiges berechnet.
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Das nachfolgende Programm MPFR-10.cpp berechnet in einer Liste alle abgerundeten dritten
Wurzeln aus z = -1 + 4 und gibt den Inhalt dieser Liste auf dem Bildschirm aus.

1 // MPFR-10.cpp

2 #include "mpfcclass.hpp”
3

4 using namespace MPFR;

5 using namespace cXScC;

6 using namespace std;

7

8 int main(void)

o {

10 MPER:: MpfrClass:: SetCurrPrecision (70);

11 cout << ”GetCurrPrecision () = 7 << MPFR:: MpfrClass:: GetCurrPrecision () << endl;
12 int n = 3; // Alle n—ten Wurzeln gerundet berechnen

13 real re(-1), im(1);

14 MpfcClass z(re, im, RoundNearest, 53);

15 cout.precision (70/3.321928095); // Ausgabe mit 21 Dez.- Stellen
16 cout << "z =7 << z << endl;

17 cout << ”"z.GetPrecision() = 7 << z.GetPrecision () << endl;

18 cout << ”Berechnung aller ” << n << ”-ten Wurzeln aus z” << endl;
19

20 list <MpfcClass> res;

21 res = sqrt_all(z, n, RoundDown);

22

23 list <MpfcClass >::iterator pos;

24 // Ausgabe der n n—ten Wurzeln:

25 for (pos = res.begin(); pos != res.end(); ++pos )

26 A

27 cout << #pos << endl; // Jede FEinschliessung in neue Zeile
28 cout << 7 Praezision = 7 << (*pos).GetPrecision () << endl;
29  }

30

31 return 0;

32 }

Das Programm liefert die Ausgabe

GetCurrPrecision () = 70
z = (-1.00000000000000000000, 1.00000000000000000000)
z.GetPrecision() = 53

Berechnung aller 3-ten Wurzeln aus z
(7.93700525984099737374e-1, 7.93700525984099737374e-1)

Praezision = 70
(-1.08421508149135118188, 2.90514555507251444495e-1)
Praezision = 70
(2.90514555507251444499e-1, -1.08421508149135118188)
Praezision = 70

mit den drei abgerundeten (RoundDown) dritten Wurzeln aus z = -1 + 1.
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6. MpfciClass-Interface fiir komplexe
Langzahl-Intervallrechnungen in C-XSC

6.1. Grundlegendes

Das MpfciClass-Interface ist eine in mpfciclass.hpp, mpfciclass.cpp implementierte C**-
Wrapper-Klasse MpfciClass fiir die C-Bibliotheken MPFR und MPFI, deren C-Funktionen iiber
die implementierten Operatoren und Funktionen aufgerufen werden. Alle Funktionen mit der
moglichen Ubergabe eines PrecisionTypes besitzen als Standard den Wert von CurrPrecision,
der beliebig gesetzt werden kann. Dies gilt auch fiir alle Konstruktoren.

6.1.1. Allgemein

Um in C-XSC das Interface verwenden zu koénnen, muss der Header mpfciclass.hpp eingebun-
den werden. In ihm sind die benétigten Header-Dateien der MPFI-Bibliothek enthalten. Die
MpfciClass-Klasse liegt im Namensraum ”MPFI”.

6.1.2. Aufbau

Die Klasse besteht intern aus zwei “mpfi_t”-Variablen. Diese dienen zum Speichern der Real-
und Imaginarteil-Intervalle. Zusétzlich gibt es ein static Elemente, um die aktuelle Basis fiir die
Ein- und Ausgabe zu speichern.

6.1.3. Prazision

Die Prézision gibt die Anzahl der bindren Mantissenstellen einer MpfciClass-Variablen an. Die
Real- und Imaginérteil-Intervalle erhalten stets die gleiche Prézision. Der Wert prec muss min-
destens 2 betragen. Die Current-Precision kann global gesetzt werden; wenn dies nicht geschieht,
so wird mit der Default-Precision von 53 Bits gerechnet. Unabhéngig davon kann die Prézision
fiir jede MpfciClass-Variable auch einzeln festgelegt werden.

6.1.4. Variablentyp PrecisionType

Mithilfe des Variablentyps PrecisionType (Name der Variablen meist prec) kann der Prézisions-
wert einer MpfciClass-Variablen eingestellt werden. Der Variablentyp ist ein typedef fiir eine
“mp_prec_t”-Variable der MPFR-Bibliothek.
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6.2. Rundungs und Precision Handling

PrecisionType GetPrecision () const;

Diese Memberfunktion gibt fiir das aktuelle Objekt die maximale Prézision seines
Real- und Imaginérteil-Intervalls in Bits zuriick, wobei hier fiir beide Intervalle sogar
verschiedene Prizisionen erlaubt sind. 302 Bits entsprechen dabei 302/ log,(10) ~ 91
Dezimalstellen.

void SetPrecision (PrecisionType prec);

Diese Memberfunktion setzt die Prézision des aktuellen Objektes auf prec. Die In-
tervalle fiir Real- und Imaginérteil bleiben dabei nicht erhalten.

void RoundPrecision (PrecisionType prec);

Diese Memberfunktion schlieit die urspriinglichen Real- und Imaginérteil-Intervalle
des aktuellen Objekts durch entsprechende Intervalle mit der neuen Prézision prec
ein.

static const PrecisionType GetCurrPrecision ();

Gibt die aktuelle Current-Precision in Bits zuriick.

static void SetCurrPrecision (PrecisionType prec);

Setzt die Current-Precision in MpfrClass, MpfiClass, MpfcClass, MpfciClass
auf prec. Wird die Current-Precision nicht gesetzt, so kommt die Default-Precision
von 53 Bits zur Anwendung. Durch das Setzen der Current-Precision werden die
Prézisionen der bis dahin benutzten Variablen jedoch nicht geédndert.

const int MpfrClass:: GetBase ();

Gibt die aktuelle Basis zuriick, diese hat nur Einfluss auf die Ein- und Ausgabeopera-
toren und auf String-Manipulationen. Die Funktion ist definiert in mpfrclass.cpp.

void MpfrClass:: SetBase (int b);

Setzt die aktuelle Basis auf b. Dies muss ein Wert zwischen 2 und 36 sein. Die Basis
hat nur Einfluss auf die Ein- und Ausgabeoperatoren und auf String-Manipulationen.
Die internen Rechnungen erfolgen stets im Binéirsystem! Die Funktion ist definiert
in mpfrclass.cpp.
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6.3. Konstruktoren / Destruktor
6.3.1. Konstruktoren

MpfciClass ();

Der Default-Konstruktor legt ein neues Element mit der Current-Precision an.
Mit MpfciClass y; initialisiert man den Wert: y = ([NaN,NaN],[NaN,NaN]).

MpfciClass (const MpfciClass& x, PrecisionType prec);
MpfciClass (const cxsc::cinterval& x, PrecisionType prec);
MpfciClass (const mpfi_t& x, const mpfi_t& y, PrecisionType prec);
MpfciClass (const mpfi_t& x, PrecisionType prec);
MpfciClass (const MpfiClass& x, const MpfiClass& y, PrecisionType prec);
MpfciClass (const MpfiClass& x, PrecisionType prec);

MpfciClass (const cxsc::interval& x, const cxsc::interval& y,
PrecisionType prec);

MpfciClass (const cxsc::interval& x, PrecisionType prec);
MpfciClass (const MPFR:: MpfcClass& x, PrecisionType prec);
MpfciClass (const cxsc::complex& x, PrecisionType prec);
MpfciClass (const mpfr_t& x, const mpfr_t& y, PrecisionType prec);
MpfciClass (const mpfr_t& x, PrecisionType prec);
MpfciClass (const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, PrecisionType prec);
MpfciClass (const MpfrClass& x, PrecisionType prec);
MpfciClass (const double& x, const double& y, PrecisionType prec);
MpfciClass (const double& x, PrecisionType prec);

MpfciClass (const cxsc::real& x, const cxsc::real& y,
PrecisionType prec);

MpfciClass (const cxsc::real& x, PrecisionType prec);
MpfciClass (const int& x, const int& y, PrecisionType prec);
MpfciClass (const int& x, PrecisionType prec);

Mit den Konstruktoraufrufen MpfciClass w(z); oder MpfciClass w(x, y); werden
die Objekte z bzw. x,y durch w mit der Current-Prazision eingeschlossen. Mit dem
zusétzlichen Parameter prec lassen sich die Objekte auch mit einer anderen Prézision
einschlielen. Die Real- und Imaginérteil-Intervalle von w erhalten stets die gleiche
Prézision.

Mogliche Konstruktor-Aufrufe sind:
1. MpfciClass w(z); MpfciClass w(x, y);

2. MpfciClass w(z, 3); MpfcClass w(x, y, 3);

Zu 1. Die Objekte z,x,y werden mit der Current-Precision durch die Real- und Imaginérteil-
Intervalle des Objekts w eingeschlossen.

Zu 2. Die Objekte z,x,y werden durch die Real- und Imaginérteil-Intervalle des Objekts w mit
der (sehr kleinen) Prizision prec = 3 entsprechend grob eingeschlossen.

Die oberen 19 Konstruktoren erlauben also eine sehr flexible Initialisierung von MpfciClass-
Objekten.
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MpfciClass:: MpfciClass (const std::string& s, PrecisionType prec);

Der Aufruf MpfciClass w(s); liefert ein Objekt w vom Typ MpfciClass mit
Real- und Imaginérteil-Intervallen, welche die entsprechenden Intervalle des String s
in der Current-Precision garantiert einschlieflen.

Der Aufruf MpfcClass w(s, 140); liefert ein Objekt w vom Typ MpfciClass
mit Real- und Imaginérteil-Intervallen der gleichen Prézision prec = 140, welche die
entsprechenden Intervalle des String s garantiert einschlieffen. Der Prézision von 140
Bits entsprechen dabei 140/log,(10) = 140/3.32192809... ~ 42 Dezimalstellen. Zu
beachten ist, dass ein dezimaler String i.a. nicht rundungsfehlerfrei in eine binére Zahl
konvertiert werden kann, so dass daher bei beiden Konstruktor-Aufrufen Rundungen
nach auflen i.a. nicht zu vermeiden sind.

Der String s muss das Format  ([Number,Number], [Number,Number]) besitzen.

6.3.2. Destruktor

“MpfciClass ();
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Der Speicher fiir das Objekt wird freigegeben. Dieser Destruktor muss nicht explizit
aufgerufen werden!



6.4. Zuweisungs-Operatoren

Unabhéngig von der Prézision des rechten Operanden erhalten bei allen folgenden Zuweisungs-
operatoren die Real- und Imaginérteil-Intervalle des linken Operanden y stets die Current-
Precision und schlieflen die Zahlen oder Intervalle des jeweiligen rechten Operanden op optimal

€11.

MpfciClass&
MpfciClass&
MpfciClass&
MpfciClass&
MpfciClass&
MpfciClass&
MpfciClass&
MpfciClass&
MpfciClass&
MpfciClass&
MpfciClass&
MpfciClass&
MpfciClass&

operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator

Anmerkungen:

MpfciClass& op);
cxsc:: cinterval& op);
MPER: : MpfcClass& op);
cxsc :: complex& op);
mpfi_t& op);

MPFI: : MpfiClass& op);
cxsc::interval& op);
mpfr_t& op);

MPER: : MpfrClass& op);
double& op);
cxsc::real& op);

int& op);

std :: string& op);

e Ist z.B. op ein real-Wert und wurde die Current-Precision mit SetCurrPrecision zu klein
gewihlt, so ist das Realteil-Intervall des linken Operanden y i.a. kein Punktintervall. Ist die
Current-Precision jedoch gréfler oder gleich 53, so ist das einschlieBende Realteil-Intervall
y stets ein Punktintervall, das op optimal einschliefit.

e Ist op ein String, so muss dieser die Form ([Number,Number] , [Number,Number]) haben.
Ist z.B. op = ([0.1,0.1],[-1.1,-1.1]) so konnen die Real- und Imaginérteil-Intervalle
von y bei noch so grofler Current-Precision keine Punktintervalle sein, da 0.1 und 1.1 im
vorliegenden Binérsystem nicht exakt darstellbar sind.
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6.5. Eingabe / Ausgabe

std :

std :

:ostream& operator << (std::ostream& os, const MpfciClass& z);

Ermoglicht die Ausgabe einer MpfciClass-Variablen z iiber den Standard-Ausgabe-
strom ”cout®. Die Anzahl der Nachkommastellen ist identisch mit dem Wert, der in
cout.precision() eingestellt ist. Fiir die dezimale Ausgabe liefert

cout.precision(z.GetPrecision()/3.32192809...);

die entsprechende Dezimalstellenzahl. Die Real- und Imaginé&rteil-Intervalle von z
werden in der mit SetBase (k) voreingestellten Basis im Format

( [Number ,Number] , [Number ,Number] )

ausgegeben, wobei die Real- und Imaginérteil-Intervalle von z beide durch die Ausga-
beintervalle mit der durch cout.precision(...) voreingestellten Ausgabe-Prizision
eingeschlossen werden.

Fiir die meist dezimale Ausgabe ist natiirlich mit SetBase (10) die richtige Ausga-
bebasis k =10 zu wihlen.

:istream& operator >> (std::istream& is, MpfciClass& z);

Ermoglicht das Einlesen eines MpfciClass-Objekts iiber den Standard-Eingabestrom
7cin“ in das Objekt z. Die eingegebenen Real- und Imaginérteil-Intervalle sind auf
keine Stellenzahl begrenzt. Nur das folgende Eingabeformat ist zuléssig:

( [Number ,Number] , [Number ,Number] )

Die obigen Real- und Imaginérteil-Intervalle werden durch die bindren Real- und
Imaginarteil-Intervalle des Objekts z in der Current-Prézision optimal eingeschlossen.
Vorsicht: Leerzeichen sind nicht erlaubt, und die runden Klammern miissen beide
gesetzt werden, sonst erfolgt eine entsprechende Fehlermeldung.

const int MpfrClass:: GetBase ();

Gibt die aktuelle Basis zuriick, diese hat nur Einfluss auf die Ein- und Ausgabeopera-
toren und auf String-Manipulationen. Die Funktion ist definiert in mpfrclass.cpp.

void MpfrClass:: SetBase (int b);
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Setzt die aktuelle Basis auf b. Dies muss ein Wert zwischen 2 und 36 sein. Die Basis
hat nur Einfluss auf die Ein- und Ausgabeoperatoren und auf String-Manipulationen.
Die internen Rechnungen erfolgen stets im Binéirsystem! Die Funktion ist definiert
in mpfrclass.cpp.



6.6. Typ-Umwandlungen

Um ein flexibles Arbeiten zwischen C-XSC und der Klasse MpfciClass zu ermoglichen, wurden
moglichst viele Typ-Umwandlungs-Funktionen bereitgestellt:

6.6.1. real, interval, ... — MPFCI

MpfciClass cinterval2Mpfci
MpfciClass mpfi_t2Mpfci const mpfi_t& op);
MpfciClass MpfiClass2Mpfci (const MpfiClass& op);

(const cxsc::cinterval& op);
(
(
MpfciClass interval2Mpfci (const cxsc::interval& op);
(
(
(
(

MpfciClass mpfr_t2Mpfci const mpfr_t& op);

MpfciClass MpfrClass2Mpfci (const MPER:: MpfrClass: : MpfrClass& op)

MpfciClass real2Mpfci const cxsc::real& op);

MpfciClass double2Mpfci const double& op);

MpfciClass int2Mpfci (const int& op);
Obige Funktionen liefern mit dem jeweiligen Eingabewert op einen Riickgabewert
vom Typ MpfciClass in einer Prézision, die gewihrleistet, dass der Riickgabewert
genau dem Wert von op entspricht. Die Prézision des Riickgabewertes wird also
i.a. nicht mit der Current-Precision iibereinstimmen! Die obigen zwolf Funktionen
kommen u.a. bei den Vergleichsoperatoren zur Anwendung.

6.6.2. MPFCI — cinterval

Die folgende Funktion liefert mit einem Objekt op vom Typ MpfciClass eine i.a. gerundete
EinschlieBung von op vom C-XSC Typ cinterval;

cxsc::cinterval to_cinterval(const MpfciClass& op); )
ine optimale EinschlieSung von op wird nur erreicht, wenn op im IEEE-double-

Format darstellbar ist.

6.6.3. MPFCI —» mpfi_t

mpfi_t& MpfciClass:: GetValueRe();
Die Memberfunktion GetValueRe () liefert fiir das jeweils aktuelle Objekt vom Typ
MpfciClass eine Referenz auf sein Realteilintervall mpfi_re vom Typ mpfi_t. Da-
mit kann dieses Realteilintervall z.B. an einen nicht-konstanten Referenz-Parameter
gleichen Typs in einer Parameterliste an eine Funktion iibergeben werden.

mpfr_t& MpfcClass:: GetValuelm();
Die Memberfunktion GetValueIm() liefert fiir das jeweils aktuelle Objekt vom Typ
MpfciClass eine Referenz auf sein Imaginérteilintervall mpfi_im vom Typ mpfi_t.
Damit kann dieses Imaginérteilintervall z.B. an einen nicht-konstanten Referenz-
Parameter gleichen Typs in einer Parameterliste an eine Funktion {ibergeben werden.

const mpfi_t& getvalueRe (const MpfciClass& z)
Die Funktion getvalueRe(. . .) liefert fiir das als const definierte Objekt z vom Typ
MpfciClass eine Referenz auf sein Realteilintervall mpfi_re vom Typ mpfi_t. Damit
kann dieses Realteilintervall z.B. an einen als const deklarierten Referenz-Parameter
gleichen Typs in einer Parameterliste an eine Funktion iibergeben werden.

const mpfi_t& getvaluelm (const MpfciClass& z)
getvalueIm(. . .) liefert fiir das als const definierte Objekt z vom Typ MpfciClass
eine Referenz auf sein Imaginérteilintervall mpfi_im vom Typ mpfi_t. Damit kann
dieses Imaginérteilintervall z.B. an einen als const deklarierten Referenz-Parameter
gleichen Typs in einer Parameterliste an eine Funktion iibergeben werden.
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6.6.4. mpfi_t - MPFCI

void MpfciClass:: SetValueRe(const mpfi_t& v)
Mit dieser Memberfunktion wird das Realteilintervall des aktuellen Objekts exakt
auf v gesetzt. Das Imaginérteilintervall des aktuellen Objekts bleibt dabei erhalten.
Die Prézision des aktuellen Objekts wird gesetzt auf das Maximum der Prézisionen
von v und mpfi_im, d.h. die Prézisionen von Real- und Imaginérteilintervall sind
nach dem Funktionsaufruf wieder gleich.

void MpfciClass:: SetValuelm(const mpfi_t& v)

Mit dieser Memberfunktion wird das Imaginérteilintervall des aktuellen Objekts ex-
akt auf v gesetzt. Das Realteilintervall des aktuellen Objekts bleibt dabei erhalten.
Die Prézision des aktuellen Objekts wird gesetzt auf das Maximum der Prézisionen
von v und mpfi_re, d.h. die Prézisionen von Real- und Imaginé&rteilintervall sind
nach dem Funktionsaufruf wieder gleich.

void MpfciClass:: SetValue(const mpfi_t& re, const mpfi_t& im)

Mit dieser Memberfunktion werden Real- und Imaginérteilintervall des aktuellen
Objekts exakt auf re bzw. im gesetzt. Das aktuelle Objekt erhélt als Préizision das
Maximum der Prézisionen von re und im, d.h. die Prézisionen von Real- und Ima-
ginérteilintervall sind nach dem Funktionsaufruf wieder gleich.

6.6.5. string - MPFCI

MpfciClass string2Mpfci(const std::string& op, PrecisionType prec);
Der Aufruf string2Mpfci(op); liefert ein Ojekt vom Typ MpfciClass dessen Real-
und Imaginérteil-Intervalle mit der voreingestellten Current-Prézision die Real- und
Imaginérteil-Intervalle von op einschlief3t.
Der zweite mogliche Aufruf string2Mpfci(op,140); liefert ganz analog eine Ein-
schlieSung der String-Intervalle mit einer Prézision von jetzt 140 Bits.
Zu beachten ist, dass ein dezimaler String i.a. nicht rundungsfehlerfrei in ein Binér-
format konvertiert werden kann, so dass i.a. Uberschiitzungen nicht zu vermeiden
sind, es werden jedoch stets garantierte EinschlieBungen von op zuriickgegeben. Eine
weitere Moglichkeit, einen String in ein MpfciClass-Objekt zu verwandeln, besteht
in einem entsprechenden Konstruktor-Aufruf, vgl. Seite 98. Dort findet man auch
Hinweise auf die moglichen Intervall-String-Formate.

6.6.6. MPFCI — string

std :: string to_string(const MpfciClass& z, PrecisionType prec);
Die Real- und Imaginérteilintervalle des Objekts z = x + ¢ -y werden durch den
zuriickgegebenen String s mit prec Dezimalstellen eingeschlossen, wenn Base gleich
10 ist. Der String besitzt das Format

( [Number ,Number] , [Number ,Number] )

wobei intern keine Leerzeichen auftreten. Wahlt man prec hinreichend grof3, so stellt
der String die Real- und Imaginérteil-Intervalle von z exakt dar, weil eine Binérzahl
stets exakt in eine Dezimalzahl umgewandelt werden kann.

Wird prec nicht angegeben, so werden x,y durch String-Intervalle eingeschlossen, die
bei Base=10 so viele Dezimalstellen besitzen, wie es der Prézision von z entspricht.
Ist die Préazision von z z.B. 302, so werden im String Real- und Imaginérteil-Intervalle
mit 302/ log,(10) = 302/3.32192809... » 91 Dezimalstellen generiert.
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6.6.7. MPFCI - MPFCI

Beachten Sie bitte, dass bei einer Wertzuweisung an eine MpfciClass-Variable mit Hilfe des
Operators = der linke Operand mit seinem Real- und Imaginérteilintervall die entsprechenden
Real- und Imaginérteilwerte des rechten Operanden mit der Current-Precision stets einschlief3t,
vgl. dazu auch Seite 99. Will man jedoch abweichend von dieser Current-Precision mit einer
anderen Prézision einschlielen, so kann dies mit folgender Funktion ohne Riickgabewert realisiert
werden:

void set_Mpfci (MpfciClass& op, const MpfciClass& opl, PrecisionType prec);

Folgende Funktionsaufrufe sind méglich:

1. set_Mpfci (op, opl, prec);
op schlieft die Real- und Imaginérteilintervalle von opl mit der Prézision prec ein. Setzt
man prec gleich der Prézision von opl, so erhélt op den exakten Wert von opl.

2. set_Mpfci (op, opl);
op schliefit die Real- und Imaginérteilintervalle von opl mit der Current-Precision ein.

6.7. Abfragen

Bei allen folgenden Abfragefunktionen muss die Prézision von x nicht mit der Current-Precision
iibereinstimmen.

bool isNaN (const MpfciClass&
bool isInf (const MpfciClass&
bool isBounded (const MpfciClass&
(
(

)

)
);
Ik
).
)

bool isZero const MpfciClass&
bool isPoint const MpfciClass&

)

XWX XN

)

isNaN und isInf iiberpriifen, ob Real- oder Imaginérteil von x gleich NaN bzw. +Inf
sind. isBounded iiberpriift, ob Real- und Imaginérteil von x ein normales MpfiClass
Intervall ungleich NaN und ungleich +Inf ist. isZero iiberpriift, ob das Real- und
Imaginérteil-Intervall von x gleich Null ist, und isPoint iiberpriift, ob das Real- und
Imaginé&rteil-Intervall von x jeweils ein Punktintervall ist.
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6.8. Vergleiche

Es werden die iiblichen Vergleichsoperatoren implementiert, wobei wenigstens ein Operand vom
Typ MpfciClass sein muss. Die Operanden kénnen unterschiedliche Prézisionen besitzen.

6.8.1. Vergleichsoperatoren =, = < <=,

const MpfciClass&
const MpfciClass&
const MpfciClass&
const MpfciClass&
const MpfciClass&
const MpfciClass&
const MpfciClass&
const MpfciClass&
const MpfciClass&
bool operator = (const MpfciClass& const double&

bool operator = (const MpfciClass& const cxsc::real&

( const MpfciClass&
(
(
(
(
(
(
(
(
E
bool operator =— (const MpfciClass& x, const int
=
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

const cxsc::cinterval&
const MPFR: : MpfcClass&
const cxsc::complex&
const mpfi_t&

const MpfiClass&

const cxsc::interval&
const mpfr_t&

const MPFR: : MpfrClass&

bool operator —
bool operator —
bool operator —
bool operator —
bool operator —
bool operator —
bool operator —
bool operator —
bool operator —

e eI B e B I I

bool operator = (const cxsc::cinterval& const MpfciClass&
bool operator = (const MPFR: : MpfcClass& const MpfciClass&
const cxsc::complex& const MpfciClass&
const mpfi_t& const MpfciClass&
const MpfiClass& const MpfciClass&
const cxsc::interval& const MpfciClass&
const mpfr_t& const MpfciClass&
const MpfrClass& const MpfciClass&
const double& const MpfciClass&
const cxsc::real& const MpfciClass&
const int const MpfciClass&

%

bool operator =—
bool operator —
bool operator —
bool operator =—
bool operator —

bool operator —
bool operator —
bool operator —
bool operator —

ARSI S S S T S S S S SIS S T T S B S S S S

XM oMM X XXM KX

const MpfciClass&
const MpfciClass&
const MpfciClass&
const MpfciClass&
const MpfciClass&
const MpfciClass&
const MpfciClass&
const MpfciClass&
const MpfciClass&
bool operator != (const MpfciClass& const double&

bool operator != (const MpfciClass& const cxsc::real&

( const MpfciClass&
(
(
(
(
(
(
(
(
E
bool operator != (const MpfciClass& x, const int
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

const cxsc::cinterval&
const MPFR: : MpfcClass&
const cxsc::complex&
const mpfi_t&

const MpfiClass&

const cxsc::interval&
const mpfr_t&

const MPFR: : MpfrClass&

bool operator !=
bool operator !=
bool operator !=
bool operator !=
bool operator !=
bool operator !=
bool operator !=
bool operator !=
bool operator !=

oo el

bool operator != (const cxsc::cinterval& const MpfciClass&
bool operator != (const MPFR:: MpfcClass& const MpfciClass&
bool operator != (const cxsc::complex& const MpfciClass&
bool operator != (const mpfi_t& const MpfciClass&
bool operator != (const MpfiClass& const MpfciClass&
bool operator != (const cxsc::interval& const MpfciClass&
bool operator != (const mpfr_t& const MpfciClass&
bool operator != (const MpfrClass& const MpfciClass&
bool operator != (const double& const MpfciClass&
bool operator != (const cxsc::real& const MpfciClass&
bool operator != (const int const MpfciClass&

%

XM MoK X XXM XX

e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e
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bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool

bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool

bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool

bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool

bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool

operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator

ANANNNANNNANNNANNA

interval’ < 'MpfciClass’:

(const
(const
(const
(const
(const
(const
(const
(const
(const

MpfciClass& x
MpfciClass& x,
MpfciClass& x
MpfciClass& x
MpfciClass& x,

cxsc:: cinterval& x,

mpfi_t& x,
MpfiClass& x,
CXSscC::

wobei [0,0] c Im(y) erfiillt sein muss.

operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator

ANNNNANNANA

N

'real’ < 'MpfciClass’

const MPER:: MpfcClass& x,

const
const

const
const

cxsc :: complex&
mpfr_t& x,

double& x,
cxsc::real& x,

int x,

(
E
(const MPFR:: MpfrClass& x,
(
(
(

von Im(y) liegen muss.

operator <=
operator <=
operator <=
operator <=
operator <=
operator <=
operator <=
operator <=
operator <=

’interval’ <

operator <=
operator <=
operator <=
operator <=
operator <=
operator <=
operator <=

'real’ <= 'MpfciClass’

operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator

VVVVVYVVVYV

‘interval’ > 'MpfciClass’

MpfciClass& x,
MpfciClass& x,
MpfciClass& x,
MpfciClass& x,
MpfciClass& x,

interval& x,

const
const
const
const
const cxsc
const
const
const

const

const
X, const
const
const
const
const
const

const
const
const
const
const

MpfciClass& y ) ;
cxsc::cinterval& y);
mpfi_t& y);

MpfiClass& y ) ;

:rinterval& y)
MpfciClass& y
MpfciClass& y
MpfciClass& y
MpfciClass& y

MpfciClass& y
MpfciClass& y
MpfciClass& y
MpfciClass& y
MpfciClass& y
MpfciClass& y
MpfciClass& y

MpfciClass& y);
cxsc:: cinterval& y);
mpfi_t& y);

MpfiClass& y);
cxsc:: )
MpfciClass& y

interval& y

)
)
)
)

)
)
)
)
)
)
)

i

)

)

i

’interval’ liegt ganz im Innern von 'MpfciClass’,

?

)

i

?

)

)

i

'real’ liegt ganz im Innern von Re(y), wobei 0 im Innern

IE
IE
).
)

i

i

i
i

)

i

)

const cxsc::cinterval& x, const
const mpfi_t& x, const MpfciClass& y
const MpfiClass& x, const MpfciClass& y
const cxsc::interval& x, const MpfciClass& y
= 'MpfciClass’: Es gilt 2 CRe(y) und [0,0] € Im(y).
(const MPFR:: MpfcClass& x, const MpfciClass& y)
(const cxsc::complex& x, const MpfciClass& y)
(const mpfr_t& x, const MpfciClass& y)
(const MPFR:: MpfrClass& x, const MpfciClass& y);
(const double& x, const MpfciClass& y)
(const cxsc::real& x, const MpfciClass& y)
(const int x, const MpfciClass& y)

MpfciClass& x
MpfciClass& x
MpfciClass& x,
MpfciClass& x
MpfciClass& x,

cxsc:: cinterval& x,

mpfi_t& x,
MpfiClass& x,

cxsc::interval& x,

wobei Im(y) = [0,0] erfiillt sein muss.

const
const
const
const
const
const
const
const
const

Es gilt £ e Re(y) und 0 € Im(y).

MpfciClass& y);
cxsc:: cinterval& y);
mpfi_t& y);

MpfiClass& y);
CXSC::

interval& y)
MpfciClass& y
MpfciClass& y
MpfciClass& y
MpfciClass& y

)
)
)
)

i

)

)

i

)

‘MpfciClass’ liegt ganz im Innern von ’interval’,
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const MPFR: : MpfcClass& y ) ;
const cxsc::complex& y);
const mpfr_t& y);

const MPFR: : MpfrClass& y);
const double& y);

const cxsc::real& y);

, const int y);

bool operator
bool operator
bool operator
bool operator
bool operator
bool operator
bool operator >

(const MpfciClass&
(const MpfciClass&
(const MpfciClass&
(const MpfciClass&
(
(
(

const MpfciClass&
const MpfciClass&
const MpfciClass&

VVVVYVYV

o ealaialalRe

'‘MpfciClass’ > 'real”: Es gilt y liegt ganz im Innern von Re(x) und 0 liegt ganz
im Innern von Im(x).

const MpfciClass&
const MpfciClass&
bool operator >= (const MpfciClass& const mpfi_t& y);

bool operator >= (const MpfciClass& const MpfiClass& y);

( const MpfciClass& y);

(

(

( :

bool operator >= (const MpfciClass& x, const cxsc::interval& y

(

(

(

(

const cxsc::cinterval& y);

bool operator >=

X
bool operator >= X,
X
X

);
bool operator >= (const cxsc::cinterval& x, const MpfciClass& y);
bool operator >= (const mpfi_ t& x, const MpfciClass& y);
bool operator >= (const MpfiClass& x, const MpfciClass& y);

const cxsc::interval& x, const MpfciClass& y);

i

bool operator >= ;

'interval’ >= 'MpfciClass’: Es gilt Re(y) c 2 und Im(y) =[0,0].

bool operator >= (const MpfciClass& x, const MPFR:: MpfcClass& y);
bool operator >= (const MpfciClass& x, const cxsc::complex& y);
bool operator >= (const MpfciClass& x, const mpfr_t& y);
bool operator >= (const MpfciClass& x, const MPFR:: MpfrClass& y);
bool operator >= (const MpfciClass& x, const double& y);
bool operator >= (const MpfciClass& x, const cxsc::real& y);

( X

bool operator >= (const MpfciClass& const int y);

‘MpfciClass’ >='real’: Esgilt yeRe(y) und 0 € Im(y).

int in (const MpfciClass& x, const MpfciClass& y);

int in (const cxsc::cinterval& x, const MpfciClass& y);

int in (const MPFR:: MpfcClass :: MpfcClass& x, const MpfciClass& y);
int in (const cxsc::complex& x, const MpfciClass& y);

int in (const MpfiClass& x, const MpfciClass& y);

int in (const cxsc::interval& x, const MpfciClass& y);

int in (const MPFR:: MpfrClass:: MpfrClass& x, const MpfciClass& y);
int in (const mpfr_t& x, const MpfciClass& y);

int in (const double& x, const MpfciClass& y);

int in (const cxsc::real& x, const MpfciClass& y);

int in (const int& x, const MpfciClass& y);

(
(
(
(
(
int in (const mpfi_t& x, const MpfciClass& y);
(
(
(
(
(

Zuriickgegeben wird die Eins, wenn x ganz im Innern von y enthalten ist, sonst wird
die Null zuriickgegeben. Ist einer der Operanden ein NaN oder sind beide Operan-
den unbegrenzt, so wird ebenfalls die Null zuriickgegeben. Die Prézisionen beider
Operanden kénnen unterschiedlich sein und miissen mit der Current-Prézision nicht
iibereinstimmen.
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6.9. Durchschnitt

Berechnet wird der Durchschnitt zweier komplexer Intervalle. Ist einer der nachfolgenden Ope-
randen eine reelle oder komplexe Zahl, so ist diese als Punktintervall zu interpretieren. Die
Prézisionen der Intervalle oder Zahlen kénnen unterschiedlich sein und miissen mit der Current-
Prézision nicht iibereinstimmen. Die Prézision des zuriickgegebenen komplexen Durchschnitt-
Intervalls ist das Maximum der Prézisionen beider Operanden und muss daher mit der Current-
Prézision nicht iibereinstimmen. Dadurch wird der Durchschnitt stets rundungsfehlerfrei be-
rechnet. Ist der Durchschnitt leer, so wird ([NaN,NaN], [NaN, NaN]) zuriickgegeben.

MpfciClass operator & (const MpfciClass& z, const MpfciClass& x);

MpfciClass operator & (const MpfciClass& z, const cxsc::cinterval& x);
MpfciClass operator & (const MpfciClass& z, const MPFR:: MpfcClass& x);
MpfciClass operator & (const MpfciClass& z, const cxsc::complex& x);
MpfciClass operator & (const MpfciClass& z, const mpfi_t& X);
MpfciClass operator & (const MpfciClass& z, const MpfiClass& x);
MpfciClass operator & (const MpfciClass& z, const cxsc::interval& x);
MpfciClass operator & (const MpfciClass& z, const mpfr_t& x);
MpfciClass operator & (const MpfciClass& z, const MPFR:: MpfrClass& x);
MpfciClass operator & (const MpfciClass& z, const double& X);
MpfciClass operator & (const MpfciClass& z, const cxsc::real& x);
MpfciClass operator & (const MpfciClass& z, const int x);
MpfciClass operator & (const cxsc::cinterval& x, const MpfciClass& z);
MpfciClass operator & (const MPFR:: MpfcClass& x, const MpfciClass& z);
MpfciClass operator & (const cxsc::complext x, const MpfciClass& z);
MpfciClass operator & (const mpfi_t& x, const MpfciClass& z);
MpfciClass operator & (const MpfiClass& x, const MpfciClass& z);
MpfciClass operator & (const cxsc::interval& x, const MpfciClass& z);
MpfciClass operator & (const mpfr_t& x, const MpfciClass& z);
MpfciClass operator & (const MPFR:: MpfrClass& x, const MpfciClass& z);
MpfciClass operator & (const double& x, const MpfciClass& z);
MpfciClass operator & (const cxsc::real x, const MpfciClass& z);
MpfciClass operator & (const int& x, const MpfciClass& z);

MpfciClass & operator &= (MpfciClass& z, const MpfciClass& X);
MpfciClass & operator &= (MpfciClass& z, const cxsc::cinterval& x);
MpfciClass & operator &= (MpfciClass& z, const MPFR:: MpfcClass& x);
MpfciClass & operator &= (MpfciClass& z, const cxsc::complex& x);
MpfciClass & operator &= (MpfciClass& z, const mpfi_t& X);
MpfciClass & operator &= (MpfciClass& z, const MpfiClass& X);
MpfciClass & operator &= (MpfciClass& z, const cxsc::interval& x);
MpfciClass & operator &= (MpfciClass& z, const mpfr_t& x);
MpfciClass & operator &= (MpfciClass& z, const MPFR:: MpfrClass& x);
MpfciClass & operator &= (MpfciClass& z, const double& x);
MpfciClass & operator &= (MpfciClass& z, const cxsc::real& X);
MpfciClass & operator &= (MpfciClass& z, const int X);

Die Anweisung z &= x; liefert an z den Durchschnitt (z & x), wobei die neue Prézision
von z gleich dem Maximum der Prézisionen der urspriinglichen Operanden z und x
ist. Auch hier wird erreicht, dass der Durchschnitt stets rundungsfehlerfrei an z
zuriickgegeben wird.

Hinweis:

Wenn beide Operanden als Prézision die Current-Prézision besitzen, so wird der Durchschnitt
stets rundungsfehlerfrei in der gleichen Current-Prézision zuriickgegeben.
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6.10. Konvexe Hiille

Berechnet wird die konvexe Hiille zweier komplexer Intervalle. Ist einer der nachfolgenden Ope-
randen eine reelle oder komplexe Zahl, so ist diese jeweils als Punktintervall zu interpretieren.
Die Prézisionen der Intervalle oder Zahlen kénnen unterschiedlich sein und miissen mit der
Current-Prézision nicht iibereinstimmen. Die Prézision des zuriickgegebenen Hiillen-Intervalls
ist das Maximum der Prézisionen beider Operanden und muss mit der Current-Prézision nicht
iibereinstimmen. Dadurch wird die konvexe Hiille stets rundungsfehlerfrei berechnet.

MpfciClass& w);

MpfciClass
MpfciClass
MpfciClass
MpfciClass
MpfciClass
MpfciClass
MpfciClass
MpfciClass
MpfciClass
MpfciClass
MpfciClass
MpfciClass

MpfciClass
MpfciClass
MpfciClass
MpfciClass
MpfciClass
MpfciClass
MpfciClass
MpfciClass
MpfciClass
MpfciClass
MpfciClass

MpfciClass &
MpfciClass &
MpfciClass &
MpfciClass &
MpfciClass &
MpfciClass &
MpfciClass &
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operator |
operator |
operator |
operator |
operator |
operator |
operator |
operator |
operator |
operator |
operator |
operator |

operator |
operator |
operator |
operator |
operator |
operator |
operator |
operator |
operator |
operator |
operator |

operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator

int x,

(MpfciClass&
(MpfciClass&
(MpfciClass&
(MpfciClass&
(MpfciClass&
(MpfciClass&
(MpfciClass&
(MpfciClass&
(MpfciClass&
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MpfciClass&
MpfciClass&
MpfciClass&
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MpfciClass&
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MpfciClass&
MpfciClass&
MpfciClass&
MpfciClass&
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const
const
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const
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cxsc:: cinterval& x,
MPER: : MpfcClass& x,
cxsc :: complex& x,
mpfi t& x,
MpfiClass& x,
cxsc::interval& x,
mpfr_t& x,
MPER: : MpfrClass& x,
double& x,

cxsc::real& x,

const
const
const
const
const
const
const
const
const
const
const
const

CXScC

::cinterval&

MPER: : MpfcClass&

CXScC

:: complex&

mpfi_t&
MpfiClass&

CXScC

c:interval&

mpfr_t&
MPER: : MpfrClass&
double&

cxsc
int

const
const
const
const
const
const
const
const
const
const
const

MpfciClass&
cxsc:: cinterval&
MPER: : M pfcClass&
cxsc :: complex&
mpfi_t&
MpfiClass&
cxsc::interval&
mpfr_t&

MPER: : MpfrClassé&
double&
cxsc::real&

int

::real&

MpfciClass&
MpfciClass&
MpfciClass&
MpfciClass&
MpfciClass&
MpfciClass&
MpfciClass&
MpfciClass&
MpfciClass&
MpfciClass&
MpfciClass&

XM XM XM M XMW X

%

D N N N S

>

N N N N NNNNNNN

T T B B

~— e

~— e e

Die Anweisung 7z |=x; liefert an z die konvexe Hiille (z | x), wobei die neue Prézision
von z gleich dem Maximum der Prézisionen der urspriinglichen Operanden z und x
ist. Auch hier wird erreicht, dass die konvexe Hiille stets rundungsfehlerfrei an z
zuriickgegeben wird.

Hinweis:

Wenn beide Operanden als Prézision die Current-Prézision besitzen, so wird die konvexe Hiille
stets rundungsfehlerfrei in der gleichen Current-Prézision zuriickgegeben.

108



6.11. Arithmetische Operatoren

Fiir alle arithmetischen Operationen mit komplexen Intervall-Operanden gilt:

Das exakte Ergebnis einer arithmetischen Operation mit komplexen Intervall-
Operanden wird unabhéngig von der Prézision dieser Operanden mit der vor-
eingestellten Current-Prézision aufler bei Multiplikation und Division optimal
eingeschlossen.

Die Operatoren ®=, mit ® € {+,—,-,/}, bedeuten: U=V < U=uO .
Dabei wird u®v durch u stets eingeschlossen, wobei u als Prézision die Current-
Prézision erhélt, d.h. die Prézision von u kann sich dndern.

6.11.1. Addition

MpfciClass operator + (const MpfciClass& z, const MpfciClass& w);
MpfciClass operator + (const MpfciClass& z, const cxsc::cinterval& x);
MpfciClass operator + (const MpfciClass& z, const MPFR:: MpfcClass& x);
MpfciClass operator + (const MpfciClass& z, const cxsc::complex& x);
MpfciClass operator + (const MpfciClass& z, const mpfi_t& x);
MpfciClass operator + (const MpfciClass& z, const MpfiClass& x);
MpfciClass operator + (const MpfciClass& z, const cxsc::interval& x);
MpfciClass operator + (const MpfciClass& z, const mpfr_t& X);
MpfciClass operator + (const MpfciClass& z, const MPFR:: MpfrClass& x);
MpfciClass operator + (const MpfciClass& z, const double& x);
MpfciClass operator + (const MpfciClass& z, const cxsc::real& x);
MpfciClass operator + (const MpfciClass& z, const int x);
MpfciClass operator + (const cxsc::cinterval& x, const MpfciClass& z);
MpfciClass operator + (const MPFR:: MpfcClass& x, const MpfciClass& z);
MpfciClass operator + (const cxsc::complex& x, const MpfciClass& z);
MpfciClass operator + (const mpfi_t& x, const MpfciClass& z);
MpfciClass operator + (const MpfiClass& x, const MpfciClass& z);
MpfciClass operator + (const cxsc::interval& x, const MpfciClass& z);
MpfciClass operator + (const mpfr_t& x, const MpfciClass& z);
MpfciClass operator + (const MPFR:: MpfrClass& x, const MpfciClass& z);
MpfciClass operator + (const double& x, const MpfciClass& z);
MpfciClass operator + (const cxsc::real& x, const MpfciClass& z);
MpfciClass operator + (const int x, const MpfciClass& z);
MpfciClass & operator += (MpfciClass& z, const MpfciClass& x);
MpfciClass & operator += (MpfciClass& z, const cxsc::cinterval& x);
MpfciClass & operator += (MpfciClass& z, const MPFR:: MpfcClass& x);
MpfciClass & operator += (MpfciClass& z, const cxsc::complex& x);
MpfciClass & operator += (MpfciClass& z, const mpfi_t& X);
MpfciClass & operator += (MpfciClass& z, const MpfiClass& x);
MpfciClass & operator += (MpfciClass& z, const cxsc::interval& x);
MpfciClass & operator += (MpfciClass& z, const mpfr_t& x);
MpfciClass & operator += (MpfciClass& z, const MPFR:: MpfrClass& x);
MpfciClass & operator += (MpfciClass& z, const double& X);
MpfciClass & operator += (MpfciClass& z, const cxsc::real& X);
MpfciClass & operator += (MpfciClass& z, const int x);
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6.11.2. Subtraktion

Beachten Sie die Bemerkungen auf Seite 109 oben.
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cxsc:: cinterval& x,
MPER: : MpfcClass& x,
cxsc :: complex& x,

mpfi_t& x,

MpfiClass& x,
cxsc::interval& x,

mpfr_t& x,

MPER: : MpfrClass& x,

double& x,
cxsc::real&
int x,

N N N N NNNNNNNN
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6.11.3. Multiplikation

Beachten Sie die Bemerkungen auf Seite 109 oben.
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6.11.4. Division

Beachten Sie die Bemerkungen auf Seite 109 oben.
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6.12. Mathematische Funktionen

6.12.1. Standard-lmplementierung

Die Implementierung komplexwertiger Intervallfunktionen mit komplexen Intervallargumenten
der Klasse MpfciClass erfolgt ganz analog zu den Funktionen der Klasse MpfiClass, vgl. dazu
die Seite 64.

Unabhéngig von der Prézision des Eingangsarguments werden die Real- und Imaginérteil-
Intervalle des exakten Funktionswertes durch die entsprechenden Ergebnisintervalle in der
voreingestellten Current-Prézision garantiert und nahezu optimal eingeschlossen.

Es gibt jedoch einige Funktionen, wie z.B. die komplexe Konjugation oder die Real- und Ima-
gindrteil-Funktionen, bei denen man von dieser Standard-Implementierung abweichen sollte,
d.h. die Prézision der Ergebnisintervalle sollte nicht mit der Current-Prizision, sondern mit der
Préazision der Eingangsintervalle genau iibereinstimmen. Im folgenden Abschnitt werden diese
Funktionen kurz zusammengestellt.

6.12.2. Davon abweichende Funktionen

MpfiClass Re (const MpfciClass& z);

Mit z = z +i-y wird das Realteil-Intervall Re(z) = 2 ohne Rundung in der Prézision
von z zuriickgegeben.

MpfiClass Im (const MpfciClass& z);

Mit z = x + i -y wird das Imaginérteil-Intervall Im(z) = y ohne Rundung in der
Prézision von z zuriickgegeben.

MpfcClass Inf (const MpfciClass& z, PrecisionType prec);

Mit z = x+i-y wird eine komplexe Zahl ¢ in der Prézision prec zuriickgegeben. Re(c¢)
und Im(c) sind dabei die jeweils grofiten Maschinenzahlen, fiir die gilt: Re(c) < Inf(x)
und Im(c) < Inf(y). Wird prec nicht angegeben, so wird ¢ ganz entsprechend in der
Current-Prézision berechnet. Ist speziell prec die Prézision von z, so gilt in den
beiden oberen Ungleichungen das Gleichheitszeichen.

MpfcClass Sup (const MpfciClass& z, PrecisionType prec);

Mit z = 2 +i-y wird eine komplexe Zahl ¢ in der Prézision prec geliefert. Re(c) und
Im(c) sind dabei die jeweils kleinsten Maschinenzahlen, fiir die gilt: ~ Re(c) > Sup(z)
und Im(c) > Sup(y). Wird prec nicht angegeben, so wird ¢ ganz entsprechend in der
Current-Prézision berechnet. Ist speziell prec die Prézision von z, so gilt in den
beiden oberen Ungleichungen das Gleichheitszeichen.

MpfcClass mid(const MpfciClass& z);

Mit z = x + -y wird eine komplexe Zahl ¢ in der gleichen Prizision von z geliefert.
Re(c¢) und Im(c) sind dabei die jeweiligen Mittelpunkte von x und y. Beachten Sie,
dass bei moglichen spéteren Rundungen von c¢ diese Mittelpunktseigenschaft verloren
gehen kann.
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MpfciClass Blow(const MpfciClass& opl, const MPFR:: MpfrClass& op2);

Der Riickgabewert ist ein mit op2 aufgeblihtes Intervall opl mit gleicher Prézision.
Blow(...) ist genauso definiert wie die gleichnamige Funktion in C-XSC.

void times2pown (MpfciClass& z, long int k)

Obige Funktion liefert mit dem Eingabewert z eine optimale EinschlieBung von z - 2"
mit gleicher Prizision zuriick, d.h. die mit 2" multiplizierten Real- und Imaginérteil-
Intervalle werden optimal eingeschlossen. Solange kein Uber- oder Unterlauf entsteht,
wird z - 2" sogar exakt, d.h. rundungsfehlerfrei eingeschlossen.

void set_nan (MpfciClass& z);

Setzt z auf ([NaN,NaN], [NaN,NaN]), wobei die Prézision von z erhalten bleibt und
deshalb mit der Current-Precision nicht iibereinstimmen muss.

void set_inf (MpfciClass& z);

Setzt z auf ([-Inf,+Inf],[-Inf,+Inf]), wobei die Prizision von z erhalten bleibt
und deshalb mit der Current-Precision nicht iibereinstimmen muss.

void set_zero (MpfciClass& z);
Setzt z auf ([0,0],[0,0]), wobei die Prézision von z erhalten bleibt und deshalb mit
der Current-Precision nicht iibereinstimmen muss.

MpfcClass conj (const MpfciClass& z);

Mit z = x + i -y ist der Riickgabewert von conj(z) gegeben durch x -1 -y, wobei
die Prézision von x und y nicht gedindert wird und daher mit der Current-Precision
auch nicht iibereinstimmen muss.
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6.12.3. Elementarfunktionen

Funktion Aufruf Funktion Aufruf
conj(z)=z—-i-y conj(z) 2% exp2(z)
Re(z) =x Re(z) 107 expl10(z)
Im(z) =y Im(z) e* exp(z)
2| abs(z) e’ -1 expml (z)
Arg(z) Arg(z) e expx2(z)
arg(z) arg(z) e -1 expx2ml (z)
arg(1l+ z2) argpl(z) e’ expmx2 (z)
22 sqr (z) e -1 expmx2ml (z)
22+a-z+b poly2(z,a,b) 2" nel power fast(z,n)
1/z reci(z) 2", neZ power (z,n)
1/22 reci z2(z) zP, p:MpfiClass pow(z,p)
1/(1+2%) reci_1pz2(z) 2P p:MpfiClass pow_all(z,p)
1/(1-2%) reci_imz2(z) || 2%, w:MpfciClass pow(z,w)
Vz sqrt(z) sin(z) sin(z)
Vz sqrt_all(z) cos(z) cos(z)
1/Vz sqrt_r(z) tan(z) tan(z)
z+1-1 sqrtpiml(z) cot(z2) cot(z)
V1+22 sqrtipx2(z) arcsin(z) asin(z)
V1-22 sqrtimx2(z) arccos(z) acos(z)
V22 -1 sqrtx2ml (z) arctan(z) atan(z)
-22-1 sqrtmx2m1 (z) arccot(z) acot(z)
Wz sqrt(z,n) sinh(z) sinh(z)
Yz sqrt_all(z,n) cosh(z) cosh(z)
log(z) Ln(z) tanh(z) tanh(z)
log(1+ z) Lnp1(z) coth(z) coth(z)

Fortsetzung auf der néchsten Seite

Tabelle 6.1.: Funktionen mit z=x +¢-y, a,b vom Typ MpfciClass; x,y vom Typ MpfiClass
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Fortsetzung der vorherigen Seite
Funktion Aufruf Funktion Aufruf
log(z) 1n(z) arsinh(z) asinh(z)
log(1+ 2) 1np1(z) arcosh(z) acosh(z)
log,(2) log2(z) artanh(z) atanh(z)
logo(2) log10(z) arcoth(z) acoth(z)
Anmerkungen:

1.
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Bei den Funktionen conj(z), Re(z) und Im(z) werden die Ergebnisse in der Prézision
von z zuriickgegeben, die also nicht mit der Current-Prézision iibereinstimmen muss.

. abs(z) kann mit einem zusétzlichen Prézisionsparameter prec aufgerufen werden. Dann

wird das exakte, reelle Ergebnisintervall durch ein Intervall der Prézision prec garantiert
eingeschlossen. Ohne prec wird das exakte, reelle Ergebnisintervall durch ein Intervall mit
der Current-Prézision eingeschlossen.

Arg(z) kann mit einem zusétzlichen Prizisionsparameter prec aufgerufen werden. Dann

wird das exakte, reelle Argumentintervall, d.h. das exakte, reelle Ergebnisintervall, durch

ein Intervall der Prézision prec garantiert eingeschlossen. Ohne prec wird das exakte, reelle

Argumentintervall durch ein Intervall mit der Current-Prézision eingeschlossen. Enthéalt

das komplexe Eingangsintervall z eine negative, reelle Zahl -auch auf dem Intervallrand!-,

so erfolgt eine entsprechende Fehlermeldung. Nicht erlaubte Intervalle sind demnach
=[-2,-1]+i-[-1,0] oder z = [-1,-1] +4-[0,1] oder z = [-1,+1] +4-[0,0].
=[-2,-1]+i-[-2,-1] liefert: Arg(z) =[-2.67795,-2.03444].

. arg(z) kann mit einem zusétzlichen Prizisionsparameter prec aufgerufen werden. Dann

wird das exakte, reelle Argumentintervall, d.h. das exakte, reelle Ergebnisintervall, durch
ein Intervall der Prézision prec garantiert eingeschlossen. Ohne prec wird das exakte, reelle
Argumentintervall durch ein Intervall mit der Current-Prézision eingeschlossen. arg(z)
liefert fiir jedes z € IC eine EinschlieBung des exakten Argumentintervalls, dabei gilt:
arg(z) c [-m,37/2]. Hier einige Beispiele:

arg([ ] +1- [ 2, 1]) = [—2.67795,—2.03444],
arg([- 2. 1]+ [=2,+2]) = [-3.14160, +3.14160],
arg([-0,+0] +i-[-0,+0]) = [-0.00000, +0.00000],
arg([—?,—l] +1 [+0,+1]) = [+2.35619,+3.14160],
arg([-2,-1] +1i-[-1,-0]) = [-3.14160,-2.35619 ],
arg([—?,—l] +1 [ 0,+0]) = [+3.14159,+3.14160],
arg([-0,+0] +4-[-1,+1]) = [-1.57080, +1.57080],
arg([—1,+0] +1 [ 1,+1 ]) = [+1.57079,+4.71239].

. argpl(z) berechnet arg(1+z) und kann mit einem zusétzlichen Prézisionsparameter prec

aufgerufen werden. Dann wird das exakte, reelle Argumentintervall, d.h. das exakte, re-
elle Ergebnisintervall, durch ein Intervall der Prézision prec garantiert eingeschlossen.
Ohne prec wird das exakte, reelle Argumentintervall durch ein Intervall mit der Current-
Prézision eingeschlossen. argpl(z) liefert fiir jedes z € IC eine Einschliefung des exakten
Argumentintervalls, dabei gilt:  argp1(z) c [-m,37/2]. Hier einige Beispiele:
argpl([-3,-2] +i-[-2,-1]) = [-2.67795,-2.03444],
argpl([-3,+0] +i-[-2,+2]) = [-3.14160, +3.14160],
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argpi([-1,-1] +i-[-0,+0]) = [~0.00000, +0.00000],
argp1([-3,-2] +i-[+0,+1]) = [+2.35619, +3.14160],
argp1([-3,-2] +i-[-1,-0]) = [-3.14160, -2.35619],
argpl([-3,-2] +i- [-0,+0]) = [+3.14159, +3.14160],
argpl([-1,-1] +i-[-1,+1]) = [-1.57080, +1.57080],
argpl([-2,-1] +i-[~1,+1]) = [+1.57079, +4.71239].

Beim Aufruf von sqr(z), mit z = X +4-Y, wird der Realteil von sqr(z) anstelle von XY
mithilfe der reellen Intervalle | X|,|Y| berechnet, weitere Einzelheiten findet man auf Seite
287. Mit z = [-3,2] +i - [-5, 3] liefert daher z-z = [-31,24] + i - [-20,30] eine erhebliche
Uberschitzung des Realteils von sqr(z) = [-25,9] +1i - [-20,30].

power _fast(z,n) liefert fiir zu breite Intervalle z und fiir betragsméflig zu grofie n-Werte
erhebliche Uberschiitzungen von z". Fiir sehr schmale Intervalle werden auch bei gréferen
n-Werten brauchbare EinschlieSungen in recht kurzen Laufzeiten berechnet. Bei breiteren
Intervallen z sollte man daher die Funktion power (z,n) benutzen, [54].

Mit Z = [1,1] +4[1,1] erhalt man fiir av:= {y € C|y = 2%, z € Z} die EinschlieSungen:

[1.599999¢1,1.600001¢1], [~3.918870¢ — 15,1.029199¢ — 14])
[1.599999¢1,1.600001¢1], [-3.918870¢ — 15,1.029199¢ — 14]).

power fast(Z,8) =

(
(

power(Z,8)

Mit Z =[1,1.125]+4[1,1.25] erhélt man fiir 5 :={y e C | y =28, z € Z} die EinschlieBungen:

[1.012943¢1,6.397266¢1], [-2.897500¢1,4.951985¢1])
[1.599999¢1,5.839539¢1], [~1.193387¢1, 3.337647¢1]).

power fast(Z,8)

(
power(Z,8) (

Das letzte Beispiel zeigt deutlich die mit power (Z,8) berechnete bessere Einschliefung
von f3.

Mit Ln(z) werden nur Funktionswerte des Hauptzweiges des natiirlichen Logarithmus ein-
geschlossen. Die Funktion wird auch als analytische Funktion bezeichnet, da ein Rechteck-
intervall z den Verzweigungsschnitt nur von oben beriihren darf. Im Gegensatz dazu darf
bei der nicht-analytische Funktion 1n(z) das Rechteckintervall z den Verzweigungsschnitt
ganz im Innern enthalten oder diesen von oben oder unten beriihren, vgl. die Abbildungen
C.17, C.18 auf den Seiten 294 und 295.

Mit pow(Z,P) wird eine Rechteck-EinschlieBung der komplexen Menge
{yeC ‘ y=eP™(2) ;e 7z:MpfciClass, p e P:MpfiClass}

berechnet, wobei nur die Funktionswerte des Hauptzweiges eingeschlossen werden, d.h.
das Rechteckintervall Z darf den Verzweigungsschnitt nur von oben beriihren und nicht in
seinem Innern enthalten. In(z) bedeutet den Hauptwert des komplexen Logarithmus.

Mit pow_all(Z,P) und z=|z] €%, —m[2 < < +37/2 wird eine Einschliefung der
komplexen Menge

{yeC | Y= ePn(z) = eplnlal eP(PH2mk) - ¢ Z:MpfciClass, p € P:MpfiClass, ke Z}

berechnet, wobei aber jetzt Z den Verzweigungsschnitt auch in seinem Innern enthalten
darf. Die EinschlieBung besteht entweder aus einem einzelnen Rechteckintervall oder aus
vier Rechtecken, die einen Kreisring optimal einschliefen. Weitere Einzelheiten finde man
ab Seite 367.
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Mit pow(Z,W) wird eine Rechteck-Einschliefung der komplexen Menge

{yeCly= e 2 ¢ Z:MpfciClass, w € W:MpfciClass)
berechnet, wobei unter In(z) der Hauptwert des komplexen Logarithmus zu verstehen ist.
Das Rechteckintervall Z darf den Verzweigungsschnitt nur von oben beriihren und nicht in

seinem Innern enthalten.

Bei der Auswertung von 2z + a -z + b mit poly2(..) sollte fiir @ mdglichst nur ein Punkt-

intervall gew#hlt werden, um eine optimale Einschliefung zu gewéhrleisten, vgl. S. 291.

Die mit Magenta gedruckten Funktionsaufrufe, wie z.B. expx2 und expmx2, beziehen sich
auf Implementierungen, die mithilfe der Globalen Optimierung realisiert wurden. Dadurch
erhilt man zwar optimale EinschlieSungen der Wertemengen, aber bei zu breiten Eingangs-
intervallen oder bei zu grofl gewéhlten Préazisionen muss mit grofleren Laufzeiten gerechnet
werden, vgl. Abschnitt 7.4.1.



6.12.4. Optimale, komplexe Intervall-EinschlieBungen

Ab Seite 243 wird ausfiihrlich beschrieben, wie ein Algorithmus zu realisieren ist, mit dem man
fiir eine vorgegebene holomorphe Funktion f(z), z € C, zu einem komplexen Rechteck-Intervall Z
den zugehorigen Wertebereich Wy := {w e C|w = f(z), z € Z} durch F(Z) optimal einschliefit.
Die bisher realisierten Funktionen mit optimaler EinschlieSung sind in der Tabelle auf Seite 115
zusammengestellt.

Am Beispiel der Funktion f(z) = v/-22 -1 soll hier noch ausdriicklich betont werden, dass zu
einem vorgegebenen Intervall Z die berechnete EinschlieBung F(Z) bei naiver intervallméBiger
Auswertung des Funktionsterms v -22 - 1 durch sqrt(-sqr(z) © 1) i.a. viel gréber ausfillt,
als bei Auswertung der Funktion sqrtmx2m1(Z) aus der Tabelle auf Seite 115, welche die opti-
male EinschlieBung Wy c F(Z) c F1(Z) des Wertebereichs W liefert, vgl. Seite 320.

In der Praxis miissen aber oft auch EinschlieBungen komplexer Intervallausdriicke berechnet
werden, die aus den vier Grundoperationen zusammen mit den Intervallfunktionen aus der Ta-
belle von Seite 115 aufgebaut sind. Im Gegensatz zu einem reellen Intervallausdruck reicht es
jetzt jedoch nicht aus, den komplexen Ausdruck dquivalent so umzuformen, dass dieser die Varia-
ble Z nur einmal enthélt, um danach eine optimale EinschlieBung des Wertebereichs berechnen
zu konnen, vgl. Seite 74. Als Beispiel betrachten wir wieder die obige Funktion f(z) = V-22 -1,
in deren Funktionsterm die Variable z zwar nur einmal vorkommt, die aber bei naiver Interval-
lauswertung nach Seite 320 keine optimale Einschlieung liefert.

Wie kompliziert schon bei der scheinbar einfachen Funktion f(z) := e? = u(z,y) +i-v(x,y)
die Realteilfunktion u(x,y) iiber dem Eingangsintervall Z = [2,4] + i - [0,3] ausfillt, zeigt die
folgende mit Mathematica erstellte Abbildung 6.1

Abbildung 6.1.: Realteil-Funktion u(z,y) von f(z):=e* iiber Z = [2,4] +i-[0,3]

119



Man erkennt mit wachsenden x,y-Werten aufeinanderfolgende Maxima und Minima, bedingt
durch die 27-periodischen trigonometrischen Funktionen der komplexen Exponentialfunktion.
Es wird daher sehr aufwendig oder sogar unmoglich sein, auf dem Rand eines gegebenen Ein-
gangsintervalls Z die Lage des Maximums und Minimums, z.B. der Realteilfunktion u(x,y), zu
bestimmen. Bei komplizierten Intervallausdriicken wird es daher kaum moglich sein, eine opti-
male Einschliefung des Wertebereichs W mit vertretbarem Aufwand zu berechnen. Wir fassen
zusammen:

Um den Wertebereich W eines aus holomorphen Funktionen zusammengesetzten
Intervallausdrucks moglichst optimal einzuschlieBen, sollte man auf moglichst viele
Teilfunktionen zuriickgreifen kénnen, deren Wertebereiche selbst jeweils optimal
eingeschlossen werden, vgl. dazu die Tabelle auf Seite 115.

Die Einschliefung des Wertebereichs W eines komplexen Intervallausdrucks ist i.a.
ein eigenstindiges Problem, das nur in Ausnahmeféllen optimal gelost werden kann.
Selbst wenn die Variable Z im Funktionsterm nur einmal vorkommt, wird bei nai-
ver Intervallauswertung fiir W i.a. keine optimale EinschlieBung berechnet. Eine
optimale EinschlieBung von W wird jedoch erreicht, wenn in den Real- und Ima-
ginérteilfunktionen von f(z) = u(z,y)+i-v(z,y) die Variablen z,y jeweils nur einmal
vorkommen, vgl. z.B. die separable, komplexe Exponentialfunktion auf Seite 244.

Abschlielend noch ein beruhigender Hinweis aus der numerischen Praxis:

Die erfolgreiche EinschlieBung einer komplexen Nullstelle zg, z.B. nach dem Newton-Verfahren,
liefert eine Folge von EinschlieBungsintervallen Zj 5> zp, deren Durchmesser fiir k — oo gegen
Null streben, so dass die Intervalle Zj. selbst nicht wirklich optimal berechnet werden miissen,
da die auftretenden Uberschitzungen mit k — oo vernachlissigbar klein werden, vgl. Seite 155.

120



TR W N =

6

7. Anwendungen

7.1. Erste Nullstelle von Jy(x)

Das nachfolgende Programm liefert mit dem Intervall-Newton-Verfahren eine EinschlieSung der
ersten Nullstelle 21 = 2.4048.. .. der Besselfunktion 1. Art Jo(z), [20], [37]. In einer Umgebung von
x1 bendtigt man dazu Intervallfunktionen von Jo(z) und seiner ersten Ableitung J{(z) = -J1(z).
Da beide Funktionen als Intervallfunktionen nicht zur Verfiigung stehen, im Umgebungsintervall
a =[2,3] 5 21 jedoch monoton fallend bzw. wachsend sind, kann man Jo(x) und Jy(z) - Jq(z)
in MpfiClass f(const MpfiClass& x) bzw. in MpfiClass DERIV(const MpfiClass& x) sehr
einfach implementieren. Die Funktion bool criter(const MpfiClass& x) untersucht in x den
Vorzeichenwechsel und die Monotonie von Jo(z), wodurch die Eindeutigkeit der Nullstelle in x
verifiziert ist. Zusétzlich wird untersucht, ob das Startintervall x die Bedingung x € « erfiillt.

// MPFR-13.cpp

// Newton—Verfahren zur Einschliessung der 1. Nst. zl1 wvon JO(z);

/) J0(z) = ~JI(z); wl = 2.4048....;

// In [2,3] sind JO und -JI(z) monoton fallend bzw. monoton wachsend

// so dass deren Intervallfunktionen dort einfach zu implementieren sind.
// Als Start-Intervall sollte [2,3] gewaehlt werden.

7 #include ”"mpficlass.hpp”

8

9
10
11
12
13
14

using namespace MPFR;
using namespace MPFI;
using namespace cXSc;
using namespace std;

MpfiClass f(const MpfiClass& x) // JO(z)

15
{
16 MpfrClass left ( JO(Sup(x),RoundDown) );
17 MpfrClass right( JO(Inf(x),RoundUp) );
18 return MpfiClass(left , right);
19 }
20
21 MpfiClass DERIV(const MpfiClass& x) // -JI(z)
22
{
23 MpfrClass left ( J1(Sup(x),RoundDown) );
24  MpfrClass right ( J1(Inf(x),RoundUp) )4
25 return —MpfiClass(left , right);
2 }
27
28 MpfiClass Start_Interval(void)
20 {
30 MpfrClass a, b;
31 cout << endl << ”Left boundary point = 7?7 7; cin >> a;
32 cout << "Right boundary point = ? ”7; cin >> b; cout << endl;
33 return MpfiClass(a,b);
34
}

35
36
37
38

40
41

bool criter (const MpfiClass& x) // Computing: JO(Inf(z))*f(Sup(z)) < 0
// and not 0 in JO’([z]) and z <= [2,3]?
{

MpfrClass a(2), b(3); // Start—interval <= [2,3] must be verified!

return ( Sup( f(MpfiClass(Inf(x))) * f(MpfiClass(Sup(x))) ) < 0 )
&& !( 0 <= DERIV(x) ) && x <= MpfiClass(a,b);
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42 }
43

44 int main(void)

45

{

46 PrecisionType prec = 6000;

47 MpfrClass:: SetCurrPrecision (prec);

48 MpfiClass x, xOld, xMid, fxMid, fx, dfx;

49 x = Start_Interval ();

50 cout << ”Starting interval is: 7 << x << endl;

51

52 if (criter(x))

53 { // There is ezactly one zero of f in the interval z
54 do

55

56 x0Old = x;

57 cout << ”"Actual enclosure is 7 << x

58 << 7, Absolute diameter: 7 << diam(x) << endl;
59 xMid = MpfiClass(mid(x));

60 fxMid = f(xMid);

61 dfx = DERIV(x);

62 x = ( xMid - fxMid / dfx ) & x;

63 } while (x != xOId);

64 cout . precision (prec/3.321928095);

65 cout << ”"Final enclosure of the zero: 7 << x << endl
66 << 7 Absulute diameter = 7 << diam(x) << endl;
67 cout << 7 Correct decimal digits = 7 << common_decimals(x) << endl;
68 cout << ”Enclosure of J0(x): 7 << f(x) << endl;

69 cout << 7J0(Inf(x)) =7 << f(MpfiClass(Inf(x))) << endl;
0}

71 else

72 cout << ”Criterion not satisfied!” << endl;

73

74 return 0;

75}

Das Programm liefert nach Zeile 46 mit prec = 6000 Bits ~ 1806 Dezimalstellen die verkiirzte
Ausgabe

Left boundary point
Right boundary point

?7 2.3
?7 2.5

Starting interval is: [2.29999,2.50000]

Actual enclosure is [2.29999,2.50000], Absolute diameter: 2.00000e-1
Actual enclosure is [2.40464,2.40505], Absolute diameter: 3.99731e-4
Actual enclosure is [2.40482,2.40483], Absolute diameter: 3.20189e-9
Actual enclosure is [2.40482,2.40483], Absolute diameter: 1.03227e-19
Actual enclosure is [2.40482,2.40483], Absolute diameter: 5.36453e-41
Actual enclosure is [2.40482,2.40483], Absolute diameter: 7.24403e-84
Actual enclosure is [2.40482,2.40483], Absolute diameter: 6.60462e-170
Actual enclosure is [2.40482,2.40483], Absolute diameter: 2.74507e-342
Actual enclosure is [2.40482,2.40483], Absolute diameter: 2.37102e-687
Actual enclosure is [2.40482,2.40483], Absolute diameter: 8.84440e-1378
Actual enclosure is [2.40482,2.40483], Absolute diameter: 2.64293e-1806

Final enclosure of the zero:
[2.4048255576957727686216...1643831,2.4048255576957727686216...1643832]

Absulute diameter =

Correct decimal digits = 1805

Enclosure of JO(x):
[-8.081224285204...20008648601e-1807, 5.6394916205927...970488619e—-1807]

JO(Inf(
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x))

2.6429...4131431e-1806

[5.63949162059...488618e—-1807,5.63949162059...488619e—-1807]



Anmerkungen:

e Die Nullstelle x1 = 2.40482. .. wird mit 1805 korrekten Dezimalstellen eingeschlossen. An-
stelle von prec = 6000 Bits kann in Zeile 46 auch eine sehr viel groflere Préazision gewéhlt
werden.

e Prinzipiell konnen ganz analog auch die Nullstellen z3,xs5,x7,... eingeschlossen werden,
da Jo(x) und Jj(x) in deren Umgebung das gleiche Monotonieverhalten aufweisen.
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7.2. EinschlieBung reeller arithmetischer Ausdriicke

Das folgende Programm zeigt wesentliche Punkte, die zu beachten sind, wenn ein arithmetischer
Ausdruck an einer speziellen Stelle x einzuschliefen ist. Als Beispiel betrachten wir die Funktion

//
//
//
#in

f(z) = tan(z) - sin(z) = 2- tan(z) -sin?(z/2),  mit: g = 2716000,

MPFR-12. cpp

Inclusion of f(z) := tan(z) - sin(z); z = 2° (-16000);
f(z) = 2«+tan(z)xsqr( sin(z/2) );

clude ”"mpficlass.hpp”

using namespace MPFR;
using namespace MPFI;
using namespace cXsc;
using namespace std;

int

{

main(void)

PrecisionType prec = 600, prec-old = prec;

MpfrClass:: SetCurrPrecision (prec);

MpfiClass x(exp2(MpfiClass(-16000))), y; // z = 2°(-16000)
// Evaluating the difference ezpression

y = tan(x) - sin(x);

C
C

out . precision (prec/3.321928095);
out << 7f(x) included by ” << y << endl;

// Evaluation with fifty—fivefold Precision
MpfrClass:: SetCurrPrecision (55« prec);

y = tan(x) - sin(x);

y.RoundPrecision (prec_old );

(¢

out << "f(x) included by 7 << y << endl;

// Evaluating the simplified ezpression
MpfrClass:: SetCurrPrecision (prec_old );
y = 2«tan(x)*sqr( sin(x/2) ); // product exzpression

C

r

}

out << 7f(x) included by 7 << y << endl;

eturn O0;

Das Programm liefert die verkiirzte Ausgabe

f(x) included by [0,2.394380862273962683...288266110563e—-4997]
f(x) included by [1.81626048...4826128e-14450,1.81626048...4826129e-14450]
f(x) included by [1.81626048...4826128e-14450,1.81626048...4826129e-14450]

Anmerkungen:

e Die erste EinschlieSung ist wegen auftretender Ausléschung sehr grob, da die Differenz in
der Nahe ihrer Nullstelle 0 auszuwerten ist.

e Eine optimale EinschlieBung dieser Differenz erhélt man erst bei 55-facher Prézision.

e Die EinschlieBung des Produkts ist schon bei einfacher Prézision nahezu optimal.

Ist eine Summe oder Differenz in der Néhe einer Nullstelle auszuwerten, so muss zur
Kompensation moglicher Ausléschungen eine mehrfache Prézision gewéhlt werden.
Summen oder Differenzen sind daher moglichst in Produkte umzuformen!
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7.3. Automatische Differentiation

Die Grundlagen der Automatischen Differentiation werden beschrieben in [20], so dass hier nur
eine kurze Zusammenfassung angegeben wird.

Bei vielen wissenschaftlichen Anwendungen ist die Berechnung von Ableitungen komplizierter
Funktionsausdriicke ein zentrales Problem. Beispiele sind die EinschlieBung der Nullstellen oder
der relativen Extrema solcher Ausdriicke. Es gibt dabei drei verschieden Methoden, um diese
Ableitungen zu berechnen: Die numerische Differentiation, die symbolische Differentiation und
die automatische Differentiation.

Die numerische Differentiation benutzt Differenzapproximationen zur Berechnung der Ablei-
tungen, die symbolische Differentiation berechnet explizite Formeln fiir diese Ableitungen und
die automatische Differentiation benutzt ebenfalls diese Formeln, die jedoch automatisch inter-
vallméBig ausgewertet werden, so dass garantierte Einschliefungen dieser Ableitungen berechnet
werden. Der Vorteil der automatischen Differentiation besteht darin, dass nur der aktuelle Funk-
tionsausdruck selbst, nicht aber die Formeln fiir die oft sehr komplizierten Ableitungen dieser
Ausdriicke explizit angegeben werden miissen.

In der in mpficlass.cpp implementierten Klasse MPDeriveType sind alle notwendigen arith-
metischen Operatoren und Funktionen definiert, um fiir einen entsprechenden Funktionsaus-
druck den Funktionswert selbst und die beiden ersten Ableitungen berechnen zu konnen. Das
folgende Programm zeigt, wie man fiir f(z) := e°(®) . (1 +sin(z)) z.B. an der Stelle o = v/2
die EinschlieBungen des Funktionswertes f(xg) und der beiden Ableitungen f'(xq), f”(xo) mit
der Prézision prec = 7000, d.h. also mit nahezu 2107 korrekten Dezimalstellen, sehr einfach
berechnen kann.

// MPFR-1/.cpp

// f(z) = exp(cos(s))«(1+sin(v));

// Berechnung der Einschliessungen wvon

/) f(x0), f’(z0), f’7(z0) fuer z0 = sqrt(2)
// mit einer Praezisison wvon 7000 bits, d.h.
// mit nahezu 2107 Dezimalstellen

#include "mpficlass.hpp”

using namespace MPFR;
using namespace MPFI;
using namespace cXsc;
using namespace std;

MPDerivType f(const MPDerivIypek x) // f(z)
{

return exp(cos(x))*(1+sin(x));

}

int main(void)

{
PrecisionType prec = 7000;
MpfrClass:: SetCurrPrecision (prec);
MpfiClass x(2), fx, dfx, ddfx;
x = sqrt(x);
ddfEval(f, x, fx, dfx, ddfx);

cout . precision (x. GetPrecision ()/3.321928095); // output format
cout << "x0 in 7 << x << endl;

cout << 7fx in 7 << fx << endl;

cout << 7dfx in 7 << dfx << endl;

cout << "ddfx in 7 << ddfx << endl;

return 0;
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Das Programm liefert die hier auf nur wenige Dezimalstellen verkiirzte Ausgabe

xo € [1.414213562373095048801688724 . . . 88360, 1.414213562373095048801688724 . . . 88361 |
fx €[2.323222110037337194992998377 . .. 68783, 2.323222110037337194992998377 . .. 68785]
df z € [-2.11253887115066778267776671 . .. 41006, —2.1125388711506677826 7776671 ... 41003]
ddf x € [0.389909375302151731543830546 . . . 39325, 0.389909375302151731543830546 . .. 39359

Anmerkungen:

1. Beachten Sie, dass z¢ = v/2 nicht darstellbar ist und daher oben durch das echte Intervall
x =[1.4142...88360,1.4142...88361] eingeschlossen werden muss.

2. Aber auch bei Punktintervallen x werden die berechneten EinschlieBungen von fx = f(xg),
dfx = f'(zg), ddfx = f" (o) wegen der internen Intervallauswertungen grundsitzlich leicht
iiberschétzt sein. Wenn jedoch, wie z.B. im Fall x ~ 1.57, stirkere Ausloschungen auftre-
ten, so werden die berechneten Einschliefungen entsprechend grob ausfallen. Die damit
verbundene geringere Genauigkeit kann jedoch durch die Wahl einer hoheren Prézision
prec stets korrigiert werden. Mit dieser hoheren Prézision darf natiirlich der Werte des
Eingangsintervalls x ~ 1.57 nicht gedindert werden.

Mit den folgenden Funktionen kénnen zu einer vordefinierten Funktion f vom Typ MPDerivType
und zu einem gegebenen Eingangsintervall x vom Typ MpfiClass garantierte EinschlieBungen
von f(x), f'(x) oder f"”(x) berechnet werden:

void fEval ( MPddf FctPtr f, MpfiClass x, MpfiClass& fx);
void dfEval ( MPddf FctPtr f, MpfiClass x, MpfiClass& fx, MpfiClass& dfx);

void ddfEval( MPddf FctPtr f, MpfiClass x, MpfiClass& fx, MpfiClass& dfx,
MpfiClass& ddfx);

MPddf_FctPtr f ist dabei ein vordefinierter Zeiger auf eine Funktion £ vom Typ MPDerivType.

Hat man mit den Deklarationen

MPDerivType x, fx;
MpfiClass y, fy, dfy, ddfy;

und mit den Anweisungen y = 123.0; x = DerivVar(y); fx = f(x); eine Funktion
f vom Typ MPDerivType z.B. an der Stelle y = 123.0 ausgewertet, so kann man mit den Funk-
tionen

const MpfiClass fValue ( const MPDerivIlype& fx );
const MpfiClass dfValue ( const MPDerivIlype& fx );

const MpfiClass ddfValue( const MPDerivIlype& fx );
und den Anweisungen fy = fValue(fx); dfy = dfValue(fx); ddfy = ddfValue(fx);
EinschlieBungen von f(x), f’(x) und f”(x) berechnen.

Die nachfolgende Funktion liefert mit einem Objekt vom Typ MpfiClass eine Variable vom
Typ MPDerivType. Ein Objekt vom Typ MPDerivType ist ein Tripel von MpfiClass-Intervallen,
welche den Funktionswert und die beiden ersten Ableitungen einschlieflen. Bei einer Variablen
u vom Typ MPDerivType lautet daher das Tripel: u = (y, [1,1], [0,0]).

MPDerivType DerivVar( const MpfiClass& y);

Fiir y sind folgende Typen moglich: MpfiClass, MpfrClass, interval, real, double.
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Mit der folgenden Funktion wird aus einem Objekt vom Typ MpfiClass eine Konstante vom
Typ MPDerivType generiert. Bei einer Konstanten ¢ vom Typ MPDerivType lautet daher mit
der Anweisung ¢ = DerivConst(y) das Tripel: ¢ = (y, [0,0], [0,0]).

MPDerivIType DerivConst( const MpfiClass& y);

Fiir y sind folgende Typen moglich: MpfiClass, MpfrClass, interval, real, double.
Die beiden letzten Funktionen liefern MPDerivType-Objekte, d.h. die oben beschriebenen Tripel
von MpfiClass-Objekten, jeweils in der vordefinierten Current-Precision.

Wertzuweisungen an ein Objekt vom Typ MPDerivType erfolgen mit Hilfe der Operatoren
MPDerivType& operator = ( const MPDeri u);

MPDerivType& operator = ( const MpfiClass& u);
MPDerivType& operator = ( const MpfrClass& u);
MPDerivType& operator = ( const interval& u);
MPDerivType& operator = ( const double& u);
MPDerivType& operator = ( const real& u);

MPDerivType& operator = ( int u);

Der linke Operand vom Typ MPDerivType wird dabei stets in der Current-Precision generiert.
Beachten Sie, dass bis auf den 1. Operator stets Konstanten vom Typ MPDerivType erzeugt
werden, d.h. mit uw = 1.25; erhélt man das Tripel ( [1.25,1.25], [0,0], [0,0] ) von
MpfiClass-Intervallen in der voreingestellten Current-Precision.

Mit den Funktionen

static void SetCurrPrecision (PrecisionType prec);

static const PrecisionType GetCurrPrecision ();

kann die Current-Precision mit prec gesetzt oder abgerufen werden.

Die Memberfunktion

void SetPrecision (PrecisionType prec);

setzt die Prézision des aktuellen Objekts vom Typ MPDerivType auf prec und loscht dabei das
aktuelle Tripel der MpfiClass-Intervalle.

Die Memberfunktion

void RoundPrecision (PrecisionType prec);
setzt die Préizision des aktuellen Objekts vom Typ MPDerivType auf prec und rundet dabei das

aktuelle Tripel der MpfiClass-Intervalle in die neue Prézision.

Mit den beiden folgenden Funktionen wird die Basis nur fiir die Ein- und Ausgabe gesetzt oder
abgerufen.

static void MpfrClass::SetBase (int b);

static const int MpfrClass:: GetBase ();

Der voreingestellte Standardwert ist b = 10.
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In der nachfolgenden Tabelle sind alle Funktionen vom Typ MPDerivType aufgelistet, fiir die
EinschlieBungen ihres Funktionswertes und ihrer beiden ersten Ableitungen berechnet werden
kénnen. Wie im Programm MPFR-14.cpp kénnen diese Funktionen beliebig verschachtelt und
mit den vier Grundoperationen verkniipft werden. Damit kann man fast beliebig komplizierte
Funktionen generieren, um deren Funktionswerte und die beiden ersten Ableitungen in fast
beliebiger Genauigkeit einzuschlieflen.

Tabelle 7.1.: Funktionen vom Typ MPDerivType zur Automatischen Differentiation

Funktion Aufruf Funktion Aufruf
z? sqr (x) In(cos(z)) 1n _cos(x)
", nel power (x,n) sin(x) sin(x)
xY pow(x, y) cos(x) cos(x)
1/x reci(x) tan(z) tan(x)
Nz sqrt (x) cot(x) cot (x)
Y, zeR cbrt (x) arcsin(z) asin(x)
Y, n=2,3, sqrt (x,n) arccos(x) acos(x)
1/\/x sqrt_r(x) arctan(x) atan(x)
V1+ a2 sqrtipx2(x) arccot(x) acot (x)
V1-a22 sqrtimx2(x) sinh(z) sinh(x)
Va2 -1 sqrtx2mil (x) cosh(x) cosh(x)
x+1-1 sqrtpimil (x) tanh(x) tanh (x)
e’ exp (x) coth(x) coth(x)
e’ -1 expm1 (x) arsinh(x) asinh(x)
e expx2 (x) arcosh(x) acosh(x)
e’ — 1 expx2ml (x) arcosh(1 + z) acoshp1 (x)
e’ expmx2(x) artanh(z) atanh (x)
e -1 expmx2m1 (x) arcoth(x) acoth(x)
2" exp2(x) 1/sin(z) csc(x)
10* exp10(x) 1/ cos(x) sec(x)
Fortsetzung auf der néchsten Seite
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Fortsetzung der vorherigen Seite
Funktion Aufruf Funktion Aufruf
In(z) 1n(x) 1/sinh(x) csch(x)
In(1+z) 1np1(x) 1/ cosh(x) sech(x)
logs () log2(x) erf(z) = %Zeﬁdt erf (x)
logo(z) logl10(x) erfe(x) = %Ze_tzdt erfc(x)

In(sin(z)) 1n_sin(x)

Wenn man bei der praktischen Anwendung der Funktionen aus obiger Tabelle neue Ausdriicke
generiert, so sollte man unbedingt Teilausdriicke, die in obiger Tabelle bereits zu finden sind, auch
direkt benutzen, um starke Uberschitzungen bei den EinschlieBungen von Funktionswert und
den beiden ersten Ableitungen zu vermeiden. Als Beispiel betrachten wir analog zum Programm

MPFR-14.cpp auf Seite 125 den Ausdruck g

MPDerivType g(const MPDerivType& x) // g(x)
{
return sqrt(l-x*x);

}

der unbedingt zu ersetzen ist durch den dquivalenten Ausdruck f

MPDerivType f(const MPDerivType& x) // f(x)
{

return sqrtimx2(x);

}
Fiir g(x) erhélt man mit den Anweisungen

int main(void)

{
PrecisionType prec = 100;
MpfrClass: :SetCurrPrecision(prec);
MpfrClass r(1);
r = pred(r);
MpfiClass x(r), gx, dgx, ddgx;
ddfEval(g, x, gx, dgx, ddgx);

cout.precision(x.GetPrecision()/3.321928095) ;
cout << "xO in " << x << endl;

cout << "gx in " << gx << endl;

cout << "dgx in " << dgx << endl;

cout << "ddgx in " << ddgx << endl;

// output format

return O;

3

fiir das Argument x0 = pred(1) = 1-271% die folgenden sehr groben EinschlieBungen:
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x0 in
gx in
dgx in
ddgx in

[9.99999999999999999999999999999%e-1,1.00000000000000000000000000000]

[8.88178419700125232338905334472e-16,1.25607396694702004751470589758e-15]
[-1.12589990684262400000000000000e15,-7.96131459065721570577976794814e14]
[-1.42724769270595988105828596945e45,-5.04608260972618997395690666018e44]

Fiir den optimalen Ausdruck f (x) erhélt man mit den analogen Anweisungen

int main(void)

{

PrecisionType prec = 100;
MpfrClass: :SetCurrPrecision(prec);
MpfrClass r(1);
r = pred(r);
MpfiClass x(r), fx, dfx, ddfx;
ddfEval(f, x, fx, dfx, ddfx);

cout.precision(x.
cout << "xO0 in
cout << "fx in
cout << "dfx in
cout << "ddfx in
return O;

}

GetPrecision()/3.321928095); // output format
" << x << endl;

" << fx << endl;

" << dfx << endl;

" << ddfx << endl;

fiir das Argument x0 = pred(1) =1 -271% die folgenden nahezu optimalen EinschlieBungen:

x0 in
fx in
dfx in
ddfx in

[9.99999999999999999999999999999e-1,1.00000000000000000000000000000]

[1.25607396694702004751470589756e-15,1.25607396694702004751470589758e-15]
[-7.96131459065721570577976794816e14,-7.96131459065721570577976794813e14]
[-5.04608260972618997395690666022e44 ,-5.04608260972618997395690666018e44]

Ganz analog sollte man zur Vermeidung von Ausloschungen z.B. den Ausdruck g(z) = €2* —¢®
ersetzen durch f(x) = €”-(e” — 1), wobei €” — 1 mit der Funktion expm1(x) aus der Tabelle
von Seite 128 auszuwerten ist. Die Auswahl des geeigneten Ausdrucks ist daher fiir eine opti-

male Einschlieung des Funktionswertes und der beiden ersten Ableitungen von entscheidender

Bedeutung. In Ausnahmef#llen miissen die Algorithmen fiir den Funktionswert und die Ablei-

tungen neu erstellt werden. Wie dabei vorzugehen ist, kann man an einfachen Beispielen, wie

z.B. sin(z), cos(z), V1 -22, in der Datei mpficlass.cpp ablesen.
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7.4. Globale Optimierung

Bei der eindimensionalen globalen Optimierung werden fiir eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion f:R — R {iber einem Intervall [x] € IR alle Losungen x* berechnet von
(7.1) min f(z).
ze[z]
Dabei werden die Minimumstellen z* und der minimale Funktionswert f* := f(x*) garantiert

eingeschlossen. Der verwendete Algorithmus basiert auf Hansen, [27], [28], [29], Ratscheck, [31]
und Ratz, [59], weitere Einzelheiten findet man in [20]. Die Folgenden Abbildungen zeigen die

-10 -5 i 5 10

Abbildung 7.1.: f(z) := (z +sin(z)) - e, z ¢ [-10,10]

5
Abbildung 7.2.: g(z):=- Y k-sin((k+1)-z+k), x€[-10,10]
k=1
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Graphen der Funktionen
f@) = (z+sin(z)) - e,

5
g(x) :—];lk-sin((k+1)-x+k),

fiir die im Intervall [-10,10] jeweils der oder die minimalen Funktionswerte f* einzuschliefen
sind. Die EinschlieBung von f* und der lokalen Minimumstellen z* wird realisiert durch das
nachfolgende Programm MPR-16. cpp:

// Program MPFR-16.cpp: Global optimization (one—dimensional)
// This program uses module 'MPgopl’ to compute the global optimizers of the

// functions

//

/) f(z) = (v + sin(z)) * ewp(-sqr(z)).

//

// and

// 5

// g(z) = - sum ( k * sin((k+1)xz + k) )

// k=1

//

// A starting interval and a tolerance must be entered.
e

#include <iostream >
#include "mpficlass.hpp”

using namespace cXsc;
using namespace std;

using namespace MPFR;
using namespace MPFI;

MPDerivType f ( const MPDerivIype &x )
{ return (x + sin(x)) * exp(-sqr(x)); }

MPDerivType g ( const MPDerivIype &x )
{

MPDerivType s;

int k;

s = DerivConst (0.0);
for (k = 1; k <= 5; k++)

s =s + k x sin ( (k+1) * x + k );
return -s;

}
e

// Function for printing and reading information to call the function
// ’AUGOp1’. It must be called with the function parameter ’f’ and a
// string ’Name’ containing a textual description of that function .

void compute ( MPddf FctPtr f, char +Name )
{
MpfiClass SearchInterval, Minimum;
MpfrClass Tolerance;
MPivector Opti;
intvector Unique;
int NumberOfOptis, i, Error;
PrecisionType prec;

cout << ”"Computing all global minimizers of the function 7 << Name << endl;

cout << ”"Search interval : 7; cin >> SearchInterval;
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55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92

2

cout << ”Tolerance (relative) : ”7; cin >> Tolerance;

cout << endl;

if (Tolerance>le-8) Tolerance = le-8;

// With the entered ’Tolerance’
prec = —expo(Tolerance) + 1;
if (prec < 53) prec = 53;

cout . precision (prec/3.321928095); // output format;

the corresponding output format is calculated :

AllGOp1(f,SearchInterval , Tolerance, Opti, Unique, NumberOfOptis, Minimum, Error ) ;

for (i = 1; i <= NumberOfOptis; i++) {
cout << Opti[i] << endl;

if (Unique[i])

cout << "encloses a locally unique candidate for a global minimizer!”;

else

cout << ”"may contain a local or global minimizer!”;

cout << endl;

}

if (NumberOfOptis != 0)
cout << endl << Minimum << endl

<< 7encloses the global minimum value!” << endl;

cout << endl << NumberOfOptis << 7 interval enclosure(s)” << endl;

if (Error)

cout << endl << AllGOplErrMsg(Error) << endl;
else if ( (NumberOfOptis =—

cout << endl << "We have validated that there is ”
”a unique global optimizer!” << endl;

}

int main(void)

{

1) && Unique[l] )

compute(f,(charx)” (x + SIN(x))+*EXP(-x"2)7);
cout << endl << endl;
compute (g, (charx*)” -SUM(k*SIN ((k+1)*x+k) ,k,1,5)” );

return 0;

}

Mit dem Eingabeintervall [-10,10] und mit Tolerance (relative)

Programm fiir die Funktion f(z) die Ausgabe:

Search interval
Tolerance (relative)

[-10,10]
le-34

1e-34 liefert das obige

[-6.795786600198815397288381602301209e-1,-6.795786600198815397288381602301207e-1]
encloses a locally unique candidate for a global minimizer!

[-8.242393984760766542477600525163374e-1,-8.242393984760766542477600525163372e-1]
encloses the global minimum value!

1 interval enclosure(s)

We have validated that there is a unique global optimizer!

Mit dem Eingabeintervall [-10,10] und mit Tolerance (relative)

Programm fiir die Funktion g(z) die Ausgabe:

Search interval
Tolerance (relative)

[-10,10]
le-34

1e-34 liefert das obige
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[-6.774576143438901030986146658809774,-6.774576143438901030986146658809773]
encloses a locally unique candidate for a global minimizer!
[-4.913908362593145540608598922507676e-1,-4.913908362593145540608598922507675e-1]
encloses a locally unique candidate for a global minimizer!
[5.791794470920271922864426874308238,5.791794470920271922864426874308239]
encloses a locally unique candidate for a global minimizer!

[-1.203124944216713894806863173737987e1,-1.203124944216713894806863173737986e1]
encloses the global minimum value!

3 interval enclosure(s)

Anmerkungen:

1.

134

Die Funktionen f(x),g(z) werden am Anfang des Programms als Funktionen vom Typ
MPDerivType definiert, wobei alle Funktionen aus der Tabelle auf Seite 128 zur Verfiigung
stehen. Dabei sollte z.B. 1/\/z durch sqrt_r(x) und nicht mit dem Divisionsoperator ”/”
durch 1/sqrt(x) definiert werden.

. Durch Eingabe von Tolerance (relative) : 1le-34 wird die relative Genauigkeit der zu

berechnenden EinschlieBungen auf 10734 festgelegt. Damit wird die entsprechende Prizision
fiir die internen Berechnungen festgelegt und zusétzlich das Ausgabeformat, das etwa 34
Dezimalstellen zur Verfiigung stellt.

Die Funktion f(z) besitzt nur eine lokale Minimumstelle bei z* = —0.679578... mit dem
Minimum f* = -0.82423... , wobei durch das Programm nachgewiesen wird, dass in der
berechneten Einschliefung von z* auch keine weitere lokale Minimumstelle liegen kann.

Shubert’s Funktion g(x), [64], besitzt im Intervall [-10,+10] drei lokale Minimumstellen
x*, an denen das Minimum f* von g(z) iiber [-10,10] angenommen wird, vgl. die Abb.
7.2 auf Seite 131. Das Programm liefert Einschliefungen der drei z* und zeigt, dass jede
EinschlieBung nur eine lokale Minimumstelle enthélt. Mit [-1.203...987e1,-1.203...986¢1 |
wird das globale Minimum f* garantiert und nahezu optimal eingeschlossen.

. Die Funktion 7(z) := 22%—(3-e~@@9)*) /¢ nimmt fiir « = 1000000000, b = 0.0675 und ¢ =

100 bei z* = 0.067499.. .. ein sehr schmales Minimum an, das bei iiblichen Algorithmen ohne
Intervallarithmetik leicht {ibersehen wir. Zeigen Sie, dass unser Programm mit [0,10] und
Tolerance (relative) : 1e-40000 das Minimum f* = —2.08874999999999994 ... - 1072
problemlos und mit nahezu optimaler Genauigkeit einschlief3t.

Bei der Auswertung der zu untersuchenden Funktion f(z) mit der Differentiationsarith-
metik kann es zu Fehlermeldungen kommen, wenn ein Intervallargument nicht mehr im
Definitionsbereich einer verwendeten Elementarfunktion liegt oder wenn durch ein Inter-
vall, das die Null enthilt, zu dividieren ist. In diesen Féllen sollte man das Eingangsintervall
in mehrere geeignete Teilintervalle unterteilen, um diese Fehlermeldungen zu vermeiden.



7.4.1. Optimale EinschlieBung des Wertebereichs analytischer Funktionen

Um den Wertebereich einer analytischen Funktion f(z) = u(x,y) +i-v(z,y), z=x+i-y € C,
iiber einem Rechteck Z aus dem Definitionsbereich von f(z) optimal einzuschlieBen, geniigt
es, die Extrema der harmonischen Funktionen u(z,y), v(z,y) jeweils auf dem Rand von Z zu
bestimmen. Bei den vergleichsweise einfachen Funktionen f(z) = 1//z und f(z) = 1/(1 + 22)
haben wir gesehen, dass die Berechnung der gesuchten Extrema auf dem Rand von Z jeweils zu
aufwendigen Algorithmen fiihrt, die zwar auch bei grofien Prézisionen schnell ausfithrbar sind
aber bei komplizierteren Funktionen kaum noch realisierbar sind, vergleichen Sie dazu z.B. die
Abschnitte B.6, B.7.

Um eine optimale EinschlieBung z.B. fiir f(z) = e = u(z,y) +i-v(z,y) zu realisieren, kann
man die gesuchten Extrema von u(z,y) =cﬂg_y2-cos(2xy) und v(z,y) =cﬂg_y2-sh1(2xy) durch
globale Optimierung berechnen, indem man die jeweiligen Extrema auf den vier Rdndern von
Z fir u(z,y) und v(x,y) einzeln bestimmt. Der Vorteil dieses Verfahrens ist die vergleichsweise
einfache Realisierung des Algorithmus, der Nachteil ist aber die verhéltnisméfig grofle Laufzeit,
die z.B. bei einer Prézision von prec = 4000 schon in der Gréfenordnung mehrerer Sekunden
liegt. In der folgenden Klasse f_expx2 werden u.a. die Realteil- und die Imaginérteilfunktionen
u,v von f(z) = e’ definiert, und mit der Funktion MpfciClass expx2(const MpfciClass& z)
wird die optimale EinschlieBung des Wertebereichs von f(z) = ¢** fiir z € Z berechnet.

class f_expx2

{
typedef MPDerivType T; // T wird hier nur zur Abkuerzung eingefuehrt
enum minORmax {mini, maxi}; // im Namensraum dieser Klasse f_expx2

template <typename T1, typename T2>

static T u(const T1& x, const T2& y)

{ // Real part u(x,y) of f(Z)
T res = exp((x-y)*(x+y))*cos(2*xx*y) ;
if (mM==maxi) res= -res; // Es soll -Maximum berechnet werden
return res;

}

static T u_x(const T& x)

{ // Funktion in x bei festgehaltenem y
MpfrClass y(p);
return u(x,y);

}

static T u_y(const T& y)

{ // Funktion in y bei festgehaltenem x
MpfrClass x(p);
return u(x,y);

}

template <typename T1, typename T2>

static T v(const T1& x, const T2& y)

{ // Imaginary part v(x,y) of f(z)
T res = exp((x-y)*(x+y))*sin(2*x*y) ;
if (mM==maxi) res = -res; // Es soll -Maximum berechnet werden
return res;

}

static T v_x(const T& x)

{ // Funktion in x bei festgehaltenem y
MpfrClass y(p);
return v(x,y); }
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static T v_y(const T& y)

{

// Funktion in y bei festgehaltenem x
MpfrClass x(p);
return v(x,y);

static MpfiClass OPT(T (*f)(const T&), const MpfiClass& S,

{

MpfrClass fix, minORmax m)

PrecisionType prec;

MpfrClass Tolerance;

MpfiClass minimum;

MPivector Opti;

intvector Unique;

int Number0f0Optis, Error;
mM = m;

p = fix;

// Berechnung der ’Tolerance’ aus der CurrentPrecision:
prec = MPFI::MpfciClass: :GetCurrPrecision();

Tolerance 0.5;

Tolerance = comp(Tolerance, -prec+1);

A11GOp1(f, S, Tolerance, Opti, Unique, NumberOfOptis, minimum, Error);
if (Error)
{
cout << endl << Al1GOplErrMsg(Error) << endl;
exit(1);
}

return minimum; // von f bzw -f ueber Intervall S (= eine Rechteckseite)

public:
static MpfciClass EinschliessungUeberRechteck(MpfiClass X, MpfiClass Y)

{
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// Realteil u(x,y):

MpfiClass u = OPT(u_x, X, Inf(Y), mini); // Einschliessung Minimum
ul= -0PT(u_x, X, Inf(Y), maxi); // Einschliessung Maximum
ul= -0PT(u_x, X, Sup(Y), maxi);

ul= O0PT(u_x, X, Sup(Y), mini);

ul= O0PT(u_y, Inf(X), mini);

ul= -0PT(u_y, Y, Inf(X), maxi);

ul= -0PT(u_y, Y, Sup(X), maxi);

ul= O0OPT(u_y, Y, Sup(X), mini);

// Imaginaerteil v(x,y):

MpfiClass v= OPT(v_x, X, Inf(Y), mini);
v|= -0PT(v_x, X, Inf(Y), maxi);

v|= -0PT(v_x, X, Sup(Y), maxi);

vl= O0OPT(v_x, X, Sup(Y), mini);

vl= O0PT(v_y, Y, Inf(X), mini);

-

<<=



vl= -0PT(v_y, Y, Inf(X), maxi);
vl= -0PT(v_y, Y, Sup(X), maxi);
vl= O0OPT(v_y, Y, Sup(X), mini);
return MpfciClass(u,v);

MpfciClass operator() (const MpfciClass& Z)
{

return EinschliessungUeberRechteck(Re(Z), Im(Z));
}

private:
static MpfrClass p; // Wird mit festgehaltenem x- bzw. y-Wert belegt
static minORmax mM; // Al11GOpl soll Minimum bzw. -Maximum berechnen
// -Maximum ist gerade Minimum von -f
}; // class f_expx2

// Definition der static Variablen der Klasse f_expx2
MpfrClass f_expx2::p(real(12), RoundNearest, 53);
f_expx2::minORmax f_expx2::mM (f_expx2::mini);

MpfciClass expx2(const MpfciClass& z)
// Intervallhuelle von f(z) ueber komplexem Intervall z
{
int kx, ky, k;
f_expx2 f; // Funktionsobjekt f der Klasse f_expx2 erzeugen
PrecisionType prec = z.GetPrecision(),
prec_old = MPFR::MpfrClass: :GetCurrPrecision();
if (prec<prec_old) prec = prec_old;
MPFI::MpfiClass: :SetCurrPrecision(prec);

MpfciClass res;

MpfiClass x(Re(z)), y(Im(z)); // Realteil-/Imaginaerteilintervall
kx = expo(Inf(x));

k = expo(Sup(x));

if (k > kx) kx = k;

ky = expo(Inf(y));

k = expo(Sup(y));

if (k > ky) ky = k;

if (kx+ky > 10000)

{
std::cerr << "MpfciClass expx2(const MpfciClass& z);
Values of the interval bounds too great!"
<< std::endl;
exit(1);
b

res = f( MpfciClass(x,y) );
res.RoundPrecision(prec_old);
MPFI::MpfiClass: :SetCurrPrecision(prec_old);
return res;
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Um eine neue Funktion f(z) mit dem Namen abcd durch Globale Optimierung zu realisieren,
sind folgende Schritte durchzufiihren:

1. Kopieren des obigen kompletten Codes aus der Datei mpfciclass.cpp in ein neues
Arbeitsverzeichnis

2. Ersetzen aller Worte expx2 durch abcd

3. Definitionen von u(z,y) und v(z,y) in den beiden Zeilen der Klasse f_abcd realisieren,
dazu vorher eventuell die Mathematica-Funktion ComplexExpandl[. . .] benutzen.

4. In der Funktion MpfciClass abcd(const MpfciClass& z) die Zeilen kx=expo (Inf (x))
bis exit(1); } entfernen, die zur Vermeidung eines Uberlaufs bei der Funktion € not-
wendig waren, FERTIG!

Mit der obigen Funktion MpfciClass expx2(const MpfciClass& Z) wird fiir das komplexe
Intervall Z = [0.125,0.35] +¢ - [1,3.25] mit f(z) := €*, z € C, eine optimale und garantier-
te EinschlieBung des Wertebereichs Wy 7 = {f(2)|2z € Z} berechnet. Zum Vergleich wird bei
gleicher Prézision prec = 74 der gleiche Wertebereich Wy 7 durch die Intervallauswertung des
komplexwertigen Ausdrucks exp(sqr(Z)) eingeschlossen. Man erhilt die Ergebnisse:

Wy 7 € ([-1.4918459347e - 6, 3.6205612011e — 1], [1.9076213940e - 5,1.8774573850e — 1]),
Wy 7z  ([-2.1216070916e - 2,3.7943155613e — 1], [6.5006537073¢ - 6, 3.9160562669¢ — 1]).

Die Einschliefung von Wy 7 durch den Intervallausdruck exp(sqr(Z)) ist deutlich gréber als
die optimale EinschlieBung mit Hilfe der Globalen Optimierung.

Wir zeigen jetzt, dass bei viel schmaleren Intervallen, z.B. Z* = [0.125,0.126] +4-[1,1.01], die
EinschlieBung von Wy z+ durch die Intervallauswertung des Ausdrucks exp(sqr(zZ*)) i.a. sehr
viel besser gelingt, man erhélt die Ergebnisse

Wy, z+ € ([3.5452724316e - 1,3.6205612011e — 1], [9.1495293392¢ — 2,9.3195421280e - 2]),
Wy 7+ c ([3.5443826798¢ — 1,3.6214700764e — 1], [9.0608448859¢ — 2,9.4107266993¢ - 2]).

Bei hinreichend schmalen Intervallen Z* sollte man also insbesondere bei hohen Prizisionen die
Auswertung von exp(sqr(Z*)) aus Laufzeitgriinden dem Verfahren der Globalen Optimierung
vorziehen, da dann bei naiver Intervallauswertung die Intervalliiberschiatzungen praktisch keine
Rolle mehr spielen!
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7.5. Reelle, eindimensionale Taylor Arithmetik

Die eindimensionale Taylorarithmetik liefert EinschlieSungen aller Taylorkoeffizienten und Ab-
leitungen einer beliebig oft differenzierbaren Funktion f: Dy — R einer Variablen an der Stelle
xo € Dy € R. Dabei kann zg durch ein Intervall eingeschlossen werden, wenn zg im verwendeten
Zahlenraster nicht darstellbar ist. Die in C-XSC implementierte Taylorarithmetik kombiniert
die symbolische Differentiation mit der Intervallrechnung und liefert dadurch sehr effektiv auch
fiir Taylorkoeffizienten sehr hoher Ordnungen enge EinschlieBungen, wenn die interne Prézision
hinreichend grof§ gewéhlt wird. f(z) besitzt fiir den Entwicklungspunkt zy die Taylorreihe

= ¥ (x0) F®) (a0)
f(w):kZZE)TO'(w—xo)k, (e = TO,

wobei mit (f) der Taylorkoeffizient der Ordnung k bezeichnet wird. Die Taylorarithmetik wur-
de entwickelt in den 60ziger Jahren von Moore, [50], Rall, [57], Griewank, [25], Corliss, [19] und
vielen anderen. Fine Zusammenfassung der wichtigsten Rekursionsformeln zur Berechnung der
(f)x und weitere Anwendungen findet man in [11]. In diesem Abschnitt werden die theoreti-
schen Grundlagen nicht weiter behandelt. Beschrieben werden nur die zur Verfiigung stehenden
Werkzeuge, mit denen in der Programmierumgebung C-XSC die Taylorkoeffizienten und Ab-
leitungen in fast beliebiger Prézision berechnet werden kénnen.

Ein Objekt der Klasse MPitaylor besitzt einen Vektor tayl vom Typ MPivector mit den Indi-
ces von 0 bis p, wobei 0 < p < 500 die gewihlte Ordnung der zu berechnenden Taylorkoeffizienten
ist. Die Taylorkoeffizienten (f); werden dabei durch die Komponenten vom Typ MpfiClass
dieses Vektors eingeschlossen. Der maximale Wert p = 500 kann bei Bedarf auch grofler gewéhlt
werden. Mit p = 0 erhélt man lediglich eine EinschlieBung fiir f(z9) = (f)o. Die Prézision kann
fiir alle Intervall-Taylorkoeffizienten nach Bedarf einheitlich festgelegt werden. Der Vektor tayl
einer unabhéngigen Variablen x vom Typ MPitaylor hat die Form

say1 = (x, [1],[01,[0],[0], [0), [0]), hier mit p =6,
und der entsprechende Vektor einer Konstanten ¢ vom Typ MpfiClass ist gegeben durch
tayl = (c,[0], [0], [0],[0], [0]), hier mit p=5.

Werden die Vektoren fiir Summe, Differenz, Produkt und Quotient dieser Objekte berechnet, so
miissen die Ordnungen p aller dieser Objekte iibereinstimmen. Fiir alle Elementarfunktionen der
nachfolgenden Tabelle gibt es entsprechende Formeln, [11], mit denen alle Taylorkoeffizienten
(f)k, E=0,1,...,p, z.B fiir f(x) =sin(z), berechnet werden kénnen. Mithilfe dieser Funktionen
und den vier Grundoperationen lassen sich dann beliebige Ausdriicke T'(z) definieren, fiir die
an Entwicklungspunkten xzg alle Taylorkoeffizienten oder Ableitungen bis zur Ordnung p be-
rechnet werden konnen, falls 7'(x) an der Stelle xg mindestens p-mal differenzierbar ist. W&hlt
man fiir xy ein einschliefendes Intervall z > xg, z.B. weil zg im Zahlenraster nicht darstellbar
ist, so ist die berechnete EinschlieBung fiir (7"); auch die EinschlieSung aller Taylorkoeffizienten
der Ordnung k fiir jedes andere 2y € z, mit 7y # zo. Um moglichst gute EinschlieBungen der
Taylorkoeffizienten zu berechnen, sollte z daher moglichst eng gewéhlt werden. Bei hoher Ord-
nung p muss mit einer hinreichend grofien Prézision prec gerechnet werden, um die bekannten
Intervalliiberschéitzungen bei der internen Intervallauswertung klein zu halten.
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7.5.1. Elementatfunktionen

140

Tabelle 7.2.: Funktionen vom Typ MPitaylor zur Taylor-Arithmetik

Funktion Aufruf Funktion Aufruf
z? sqr (x) cos(z) cos(x)
NZ% sqrt (x) tan(z) tan(x)

Yx, n=2,3, sqrt(x,n) cot(z) cot (x)
V1+a? sqrtipx2(x) arcsin(x) asin(x)

1- 22 sqrtimx2(x) arccos(x) acos(x)

22 -1 sqrtx2mi (x) arctan(x) atan(x)
r+1-1 sqrtpimil (x) arccot(x) acot (x)

xY pow(x, y) sinh(x) sinh(x)

", ne’ power (x,n) cosh(x) cosh(x)
e’ exp(x) tanh(z) tanh (x)
2% exp2(x) coth(x) coth(x)
10* exp10(x) arsinh(z) asinh(x)

e’ -1 expml (x) arcosh(z) acosh(x)
e’ — 1 expx2m1 (x) artanh(x) atanh (x)
e —1 expmx2m1 (x) arcoth(z) acoth(x)

In(z) 1n(x) arcosh(1 + x) acoshp1(x)
log, () log2(x) 1/sin(z) csc(x)

logo(z) logl10(x) 1/ cos(x) sec(x)

In(1+2x) 1np1(x) 1/sinh(z) csch(x)

In(sin(z)) 1n_sin(x) 1/ cosh(z) sech(x)

In(cos(x)) 1n _cos(x) erf(x) = %Ofme dt erf (x)

sin(z) sin(x) erfe(z) = 2= 706 dt | erfc(x)




7.5.2. Konstruktoren / Destruktoren

7.5.2.1. Konstruktoren

MPitaylor ();
Der Default-Konstruktor legt ein neues MPitaylor-Objekt in der Current-Precision
an. Aufruf: MPitaylor f;
Es wird kein Vektor tayl und damit auch keine Ordnung p dieses Vektors initialisiert.

MPitaylor (const MPitaylor& g, PrecisionType prec);

Mit dem Aufruf: MPitaylor f(g, prec); legt der Copy-Konstruktor mithilfe
von g ein neues MPitaylor-Objekt £ an, wobei die Komponenten des Vektors von f
die Komponenten des Vektors von g in der neuen Prézision prec einschliefen. Wird
prec nicht gesetzt, so werden die Komponenten des Vektors von g in der voreinge-
stellten Current-Precision eingeschlossen.

Alle folgenden Konstruktoren erzeugen ein MPitaylor-Objekt f. Der Vektor tayl enthélt p +1
Komponenten vom Typ MpfiClass mit der Prézision prec.
Aufruf z.B.: MPitaylor f£(5, MpfiClass(1)/10, 400); dies erzeugt den
Vektor ([9.99999e-2,1.00001e-1],[1.00000,1.00000], [0,0], [0,0] [0,0],[0,0]), wobei
hier die Dezimalstellen aus Platzgriinden verkiirzt angegeben sind. Die 1. Komponente ist eine
Einschliefung des nicht-darstellbaren Entwicklungspunktes = 0.1 mit ca. 400/3.321928095 ~
120 Dezimalstellen.

Wird beim Konstruktoraufruf prec nicht angegeben, so erhalten alle Komponenten von tayl
die voreingestellte Current-Precision. Falls diese mit SetCurrPrecision nicht gesetzt wurde,
erhalten die Komponenten die Prézision prec = 53.

MPitaylor (int p, const MpfiClass& x, PrecisionType prec)
MPitaylor (int p, const interval& , PrecisionType prec)
MPitaylor (int p, const MpfrClass& x, PrecisionType prec);
MPitaylor (int p, const real& , PrecisionType prec)
MPitaylor (int p, const double& , PrecisionType prec)
MPitaylor (int p, int )

T B

, PrecisionType prec

7.5.2.2. Destruktor

"MPitaylor () {;};

Der Speicher fiir das Objekt wird freigegeben. Dieser Destruktor muss nicht explizit
aufgerufen werden!

7.5.3. Zuweisungs-Operatoren

Unabhéngig von der Prizision des rechten Operanden op erhalten bei allen folgenden Zuwei-
sungsoperatoren alle Vektorkomponenten des linken Operanden stets die Current-Precision und
schlieflen die op-Werte optimal ein.

MPitaylor operator = (const MPitaylor& op);
MPitaylor operator = (const MpfiClass& op);
MPitaylor operator = (const interval& op)
MPitaylor operator = (const MpfrClass& op);
MPitaylor operator = (const real& op);
MPitaylor operator = (const double& op)
MPitaylor operator = (int op);

)

b

Nur beim ersten Operator wird die Ordnung des linken Operanden gleich der Ordnung von op,
sonst bleibt die Ordnung des linken Operanden erhalten.
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7.5.4. Arithmetische Operatoren

Fiir alle arithmetischen Operationen mit Operanden vom Typ MPitaylor gilt:

Die exakten Ergebnisse fiir die Komponenten des Vektors tayl werden unabhéngig
von der Prézision der tayl-Komponenten der beiden rechten Operanden in der vor-
eingestellten Current-Prézision optimal eingeschlossen.
Sind die rechten Operanden beide vom Typ MPitaylor, so miissen deren Ordnungen
iibereinstimmen, und der Ergebnisvektor tayl iibernimmt diese Ordnung. Sind die
Ordnungen der beiden rechten Operanden verschieden, so erfolgt eine entsprechende
Fehlermeldung.
Ist einer der beiden rechten Operanden nicht vom Typ MPitaylor, so sind fiir diesen
Operanden nur die folgenden Typen zugelassen:

MpfiClass, interval, MpfrClass, real, double, int.
Alle Operanden dieser Typen werden dabei stets als Konstanten interpretiert!

Fiir die Addition existieren beispielsweise die Operatoren:

MPitaylor operator + (const MPitaylor& opl, const MPitaylor& op2);
MPitaylor operator + (const MPitaylor& opl, int op2);
MPitaylor operator + (double& opl, const MPitaylor& op2);

7.5.5. Unabhidngige Variablen und Konstanten

Zur Definition von unabhéngigen Variablen und Konstanten siehe Seite 139. Unabhéngige Va-
riablen werden generiert durch die Funktion

MPitaylor var_MPitaylor (int ord, const MpfiClass& x, PrecisionType prec);

Fiir den 2. Parameter stehen folgende Datentypen zur Verfiigung:
MpfiClass, MpfrClass, interval, real, double, int.

Konstanten werden generiert durch die Funktion
MPitaylor const_MPitaylor(int ord, const MpfiClass& x, PrecisionType prec);

Fiir den 2. Parameter stehen folgende Datentypen zur Verfiigung:
MpfiClass, MpfrClass, interval, real, double, int.

Fiir beide obigen Funktionen gilt:

Die Vektorkomponenten des Riickgabewertes erhalten die Prézision prec. Wird dieser 3. Para-
meter nicht gesetzt, so erhalten die Vektorkomponenten die Current-Prézision. Die Ordnung des
Riickgabevektors tayl wird durch den 1. Parameter ord festgelegt.

7.5.6. Precision Handling

static const PrecisionType GetCurrPrecision ();

Gibt die aktuelle Current-Precision in Bits zurtick.

static void SetCurrPrecision (PrecisionType prec);

Setzt die Current-Precision in MpfrClass auf prec. Diese Current-Precision wird
dann automatisch auch in class MPitaylor benutzt. Wird die Current-Precision
nicht gesetzt, so wird in beiden Klassen mit der Default-Precision von 53 Bits gerech-
net. Das Setzen der Current-Precision hat auf die Prézision der bis dahin benutzten
Objekte keinerlei Einfluss.
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PrecisionType GetPrecision () const;
Diese Memberfunktion gibt die Prézision des aktuellen Objekts in Bits zuriick. Als
Beispiel entsprechen dabei 302 Bits 302/1log,(10) ~ 91 Dezimalstellen.

void SetPrecision (PrecisionType prec);
Diese Memberfunktion setzt die Préizision der aktuellen Komponenten von tayl auf
prec. Die Komponentenwerte bleiben dabei nicht erhalten.

void RoundPrecision (PrecisionType prec);
Diese Memberfunktion schlieft die Komponenten des aktuellen Vektors tayl mit
der neuen Prézision prec ein. Sollte die Prézision der urspriinglichen Komponenten
grofler sein als prec, so erhilt man eine grobere Einschliefung. Ist die Prézision jedoch
kleiner als prec, so werden die restlichen binéren Stellen mit Nullen aufgefiillt, so dass
die urspriinglichen Werte der Taylor-Komponenten erhalten bleiben.

7.5.7. Zugriff auf die Vektorkomponenten

MPivector get_all_coef(const MPitaylor& x);

Zuriickgegeben wird ein Vektor vom Typ MPivector der Dimension p + 1, welcher
alle p + 1 Taylor-Koeffizienten des Objekts x enthélt.

MpfiClass get_j_coef(const MPitaylor& x, int j);
Zuriickgegeben wird ein Intervall vom Typ MpfiClass , welches den j-ten Taylor-
koeffizienten einschliefit. j < p muss erfiillt sein.

MPivector get_all_derivative (const MPitaylor& x);
Zuriickgegeben wird ein Vektor vom Typ MPivector der Dimension p + 1, welcher
alle p+1 Ableitungen beziiglich des Objekts x enthélt. Beachten Sie, dass x in seinem
Vektor tayl nur die Taylorkoeffizienten enthélt. Die Ableitungen miissen daher aus
diesen Taylor-Koeflizienten neu berechnet werden.

MpfiClass get_j_derivative (const MPitaylor& x, int j);
Zuriickgegeben wird ein Intervall vom Typ MpfiClass, welches die j-te Ableitung
einschliefit. j < p muss erfiillt sein.

int get_order (const MPitaylor& x);
Zuriickgegeben wird die maximale Ordnung p der zu berechnenden Taylorkoeffizien-
ten. Die Dimension des Vektors tayl ist damit p + 1.

7.5.8. Ausgabe

void print_MPitaylor(const MPitaylor& x);
Gibt alle p + 1 Taylorkoeffizienten des Objekts x auf dem Bildschirm aus.

void print_MPderivatives(const MPitaylor& x);
Gibt alle p + 1 Ableitungen des Objekts x auf dem Bildschirm aus.

static void MpfrClass::SetBase (int b);
Setzt die Basis 2 < b < 36 NUR fiir das Ausgabeformat. Gerechnet wird stets im
Binérformat!

static const int MpfrClass:: GetBase ();
Liefert die Basis 2 < b < 36 NUR fiir das Ausgabeformat. Gerechnet wird stets im
Binérformat!
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7.5.9. Programme

Die Anwendung der Taylorarithmetik zeigt das nachfolgende Programm MPFR-17.cpp, in dem
fiir ein Polynom 4. Grades alle Taylorkoeffizienten und Ableitungen an einer gewihlten Stelle
xo berechnet und auf dem Bildschirm ausgegeben werden.

1 /)

2 // MPFR-17.cpp; Ezample: Taylor Arithmetic;

3
4 // Inclusions of the Taylor coefficients and derivatives up to order p=5 for
5 // P(zx) = 2z°4 + "3 + 4x°2 - 8z + 2

6 // at points of expansion z0 included by the interval =z.

7 // A starting interval including the point of expansion z0 must be entered.
8 //
9

10 #include ”"mpficlass.hpp”

11 #include <iostream > // Input | output

12

13 using namespace cXsc;

14 using namespace MPFI;

15

16 int main()

17 {

18 PrecisionType prec=100;

19 MPitaylor:: SetCurrPrecision (prec);

20 int p = 5; // Order of expansion

21 MpfiClass z; // Interval to include the point of expansion
22 MPitaylor P; // Default constructor

23

24  while(1) {

25 cout << endl << ”Inclusion of point of expansion x0; [x0,x0] = ? 7;
26 cin >> z;

27 MPitaylor x(p,z); // Constructor

28 P= (((2.0xx + 1) // Polynomial of order 4.

29 *x + 4)

30 *x — 3.0)

31 *X + 2.0;

32 cout . precision (P. GetPrecision ()/3.321928095);

33 print_MPitaylor (P); // Output of Taylor coefficients.

34

35 MPivector derivative(0,p); // interval vector with

36 for (int i=0; i<=p; i++)

37 derivative[i] = get_j_derivative (P,i); // Derivatives

38 cout << ”"Inclusions of the derivatives up to order 5 7 << endl;
39 for (int i=0; i<=p; i++) // Output of the derivatives

40 cout << i<<”’th derivative: 7 << derivative[i] << endl;

a1 }

a2 } // main

Das Programm liefert die Ausgabe:

Inclusion of point of expansion x0; [x0,x0] = ? [2,2]
Output MPitaylor of order 5
i =0 component: [5.20000000000000000000000000000€1,5.20000000000000000000000000000el

]
i =1 component: [8.90000000000000000000000000000e1,8.90000000000000000000000000000e1 ]
i = 2 component: [5.80000000000000000000000000000e1,5.80000000000000000000000000000e1 ]
i = 3 component: [1.70000000000000000000000000000e1,1.70000000000000000000000000000e1 ]
i = 4 component: [2.00000000000000000000000000000,2.00000000000000000000000000000]
i =5 component: [0,-0]

Inclusions of the derivatives up to order 5

Oth derivative: [5.20000000000000000000000000000e1,5.20000000000000000000000000000e1 ]
1th derivative: [8.90000000000000000000000000000€1,8.90000000000000000000000000000e€1 ]
2th derivative: [1.16000000000000000000000000000e2,1.16000000000000000000000000000e2 ]
3th derivative: [1.02000000000000000000000000000€2,1.02000000000000000000000000000e2 ]
4th derivative: [4.80000000000000000000000000000e1,4.80000000000000000000000000000e1 ]
5th derivative: [0, -0]

144



SR W N =

7

29

Das nachfolgende Programm MPFR-18. cpp liefert Taylorkoeffizienten von Funktionen.

//
e
// MPFR-18.cpp; Ezample: Taylor Arithmetic;

e e
// Evaluation of the equivalent functions

// g(z) = In(1+e’z); h(z) =z + In(l+e’(-2));

// The selection of the appropriate expression is essential

// for getting tight enclosures of the Taylor coefficients.
N
//

#include ”mpficlass.hpp” // Header file of class itaylor
#include <iostream > // Input | output

using namespace cXSc;
using namespace std;
using namespace MPFI;

MPitaylor f1

{

(const MPitaylor& x)

MPitaylor w;

MpfiClass z( get_j_coef(x,0) );

if (Inf(z)>0) w = x + Inpl( exp(-x) );
else w = Inpl( exp(x) );

return w;

}

int main()

{

PrecisionType prec = 100;

MPitaylor:
int p = 4;
MPitaylor

: SetCurrPrecision (prec);
// Order of expansion
f,g,h; // Default constructor

MPitaylor x(p,interval(70000));

g = Inpl( exp(x) );
h = x + Inpl( exp(-x) );
£

= f1(x);

cout . precision (x. GetPrecision ()/3.321928095);
cout << ”Taylor coefficients of g(x) are included by:” << endl;
print_MPitaylor(g); // Output of Taylor coefficients.

cout << ”Taylor coefficients of h(x) are included by:” << endl;
print_MPitaylor (h);

cout << ”Taylor coefficients of fl(x) are included by:” << endl;
print_MPitaylor (f);

Y // main

Das Programm liefert die Ausgabe:

Taylor coefficients of g(x) are included by:
Output MPitaylor of order 4

i =0 Taylor
i =1 Taylor
i = 2 Taylor
i = 3 Taylor

i =4 Taylor

coefficient:
[6.99999999999999999999999999998e4,7.00000000000000000000000000002e4 ]
coefficient:
[9.99999999999999999999999999997e-1,1.00000000000000000000000000001]
coefficient:
[-1.50518740230346203068684003538e€-30,2.00691653640461604091578671384 e—-30]
coefficient:
[-2.25778110345519304603026005307e-30,2.00691653640461604091578671384 e—-30]
coefficient:
[-2.38321338698048154858749672268e-30,2.44592952874312579986611505749 e-30]
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Taylor coefficients of h(x) are included by:

Output
i=0

MPitaylor of order 4
Taylor coefficient:
[7.00000000000000000000000000000e4,7.00000000000000000000000000002e4 |

i = 1 Taylor coefficient:
[9.99999999999999999999999999999e-1,1.00000000000000000000000000000]

i = 2 Taylor coefficient:
[1.21684924423530238693536459752e-30401,1.21684924423530238693536459754e-30401]

i = 3 Taylor coefficient:
[-4.05616414745100795645121532512e-30402,-4.05616414745100795645121532510e-30402]

i = 4 Taylor coefficient:
[1.01404103686275198911280383127e-30402,1.01404103686275198911280383128e-30402]

Taylor coefficients of fl(x) are included by:

Output MPitaylor of order 4

i = 0 Taylor coefficient:
[7.00000000000000000000000000000e4,7.00000000000000000000000000002e4 ]

i =1 Taylor coefficient:
[9.99999999999999999999999999999e-1,1.00000000000000000000000000000]

i = 2 Taylor coefficient:
[1.21684924423530238693536459752e-30401,1.21684924423530238693536459754e-30401]

i = 3 Taylor coefficient:
[-4.05616414745100795645121532512e-30402,-4.05616414745100795645121532510e-30402]

i = 4 Taylor coefficient:
[1.01404103686275198911280383127e-30402,1.01404103686275198911280383128e-30402]

Anmerkungen:

1. Fiir die obigen Funktionen gilt fiir alle = € R: g(z) =h(z) = f1(x).

2. Mit den obigen Ergebnissen ist fiir eine nahezu optimale Berechnung der Taylorkoeffizien-
ten hoherer Ordnung (p > 2) an der Stelle zy = 70000 folgende Fallunterscheidung notig:

h(z) =z+In(1+e™), z>0,

i) = g(x) :=1In(1+e"), <0,

dabei sind In(1 + ™), In(1 + €) mithilfe der vordefinierten Funktionen 1np1 (exp(-x))
bzw. 1npl (exp(x)) auszuwerten.

3. Zeigen Sie, dass fiir g = —70000 die Fallunterscheidung sogar fiir p > 0 notwendig ist.
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Das Programm-Beispiel zeigt, dass zur optimalen Berechnung der Taylor-
koeffizienten einer vorgegebenen Funktion die Wahl eines geeigneten Funk-
tionsterms von entscheidender Bedeutung sein kann. Wenn im Funktions-
term Teilausdriicke auftauchen, die durch Funktionen aus der Tabelle von
Seite 140 ersetzt werden konnen, z.B. In(1 + ¢*) durch 1np1( exp(x) ), so
sollte dies auch unbedingt realisiert werden!

Wenn zu grobe EinschlieBungen berechnet werden, so ist dies oft ein deut-
licher Hinweis dafiir, dass der Funktionsterm noch nicht optimal gewé&hlt
wurde. Oft geniigt es aber auch, einfach die Prézision z.B. zu verdoppeln.




7.6. Komplexe, eindimensionale Taylor Arithmetik

Die komplexe, eindimensionale Taylorarithmetik liefert EinschlieBungen aller Taylorkoeffizienten
und Ableitungen einer analytischen Funktion f: Dy — C einer Variablen an der Stelle zg € Dy ¢
C. Dabei kann zy = xg +i-yo durch ein Intervall eingeschlossen werden, wenn zy im verwendeten
Zahlenraster nicht darstellbar ist. Die in C-XSC implementierte Taylorarithmetik kombiniert
die symbolische Differentiation mit der Intervallrechnung und liefert dadurch sehr effektiv auch
fiir Taylorkoeffizienten sehr hoher Ordnungen enge Einschlieungen, wenn die interne Prézision
hinreichend grof§ gewéhlt wird. f(z) besitzt fiir den Entwicklungspunkt zo die Taylorreihe

oo ¢(k) (4 ®) (5
1e)= 5 i et s I e

wobei mit (f)r der Taylorkoeffizient der Ordnung k& bezeichnet wird. Literaturhinweise findet
man im Abschnitt 7.5 auf Seite 139. Da die Rekursionsformeln zur Berechnung der (f)j fiir
beliebig oft differenzierbare reelle und fiir die entsprechenden analytischen Funktionen iden-
tisch sind, kénnen die entsprechenden reellen Algorithmen direkt fiir die komplexen Berechnun-
gen iibernommen werden. Man muss lediglich darauf achten, dass die den Entwicklungspunkt
2o einschlieBenden Intervalle im Definitionsbereich Dy liegen. In diesem Abschnitt werden die
theoretischen Grundlagen nicht weiter behandelt. Beschrieben werden nur die zur Verfiigung
stehenden Werkzeuge, mit denen in der Programmierumgebung C-XSC die Taylorkoeffizienten
und Ableitungen in fast beliebiger Prézision berechnet werden kénnen.

Ein Objekt der Klasse MPcitaylor besitzt einen Vektor tayl vom Typ MPcivector mit den
Indices von 0 bis p, wobei 0 < p < 500 die gewihlte Ordnung der zu berechnenden Taylor-
koeffizienten ist. Die Taylorkoeffizienten (f); werden dabei durch die Komponenten vom Typ
MpfciClass dieses Vektors eingeschlossen. Der maximale Wert p = 500 kann bei Bedarf auch
noch grofer gewihlt werden. Mit p = 0 erhélt man lediglich eine EinschlieBung fiir f(z9) = (f)o.
Die Prizision kann fiir alle Intervall-Taylorkoeffizienten nach Bedarf einheitlich festgelegt wer-
den. Der Vektor tayl einer unabhingigen Variablen! z vom Typ MPcitaylor hat die Form

say1 = (2, [1],[01,[0],[0], [0), [0]), hier mit p =6,
und der entsprechende Vektor einer Konstanten ¢ vom Typ MpfciClass ist gegeben durch
tayl = (c,[0], [0], [0],[0], [0]), ier mit p=5.

Werden die Vektoren fiir Summe, Differenz, Produkt und Quotient dieser Objekte berechnet, so
miissen die Ordnungen p aller dieser Objekte iibereinstimmen. Fiir alle Elementarfunktionen der
nachfolgenden Tabelle gibt es entsprechende Formeln, [11], mit denen alle Taylorkoeffizienten
(f)r, k=0,1,...,p, z.B fiir f(z) =sin(z), berechnet werden kénnen. Mithilfe dieser Funktionen
und den vier Grundoperationen lassen sich dann beliebige Ausdriicke T'(z) definieren, fiir die
an Entwicklungspunkten zy € C alle Taylorkoeffizienten oder Ableitungen bis zur Ordnung p
garantiert eingeschlossen werden konnen, falls 7'(z) an der Stelle zy analytisch ist. Wahlt man
fiir zp ein einschlieBendes Intervall [z] 3 zp, z.B. weil zy im Zahlenraster nicht darstellbar ist,
so ist die berechnete Einschliefung fiir (7"); auch die EinschlieBung aller Taylorkoeffizienten
der Ordnung k fiir jedes andere Zy € [z], mit 2y # zo. Um moglichst gute EinschlieBungen der
Taylorkoeffizienten zu berechnen, sollte [z] daher moglichst eng gewihlt werden. Bei hoherer
Ordnung p muss oft mit einer hinreichend groflen Prézision prec gerechnet werden, um die
bekannten Intervalliiberschidtzungen bei der internen Intervallauswertung klein zu halten.

!Beachten Sie, dass z hier vom Typ MPcitaylor ist, withrend z € C eine komplexe Variable bezeichnet.
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7.6.1. Elementarfunktionen

Tabelle 7.3.: Funktionen vom Typ MPcitaylor zur Taylor-Arithmetik, z vom Typ MPcitaylor,
w vom Typ MpfciClass;

Funktion Aufruf Funktion Aufruf
22 sqr(z) log;o(2) | logl0(z)
Vz sqrt (z) In(1+2) | 1lnpl(z)

Yz, n=2,3,... | sqrt(z,n) sin(z) sin(z)
V1+22 sqrtipx2(z) cos(z) cos(z)
V1-22 sqrtimx2(z) tan(z) tan(z)

22-1 sqrtx2mil (z) cot(z) cot(z)
z+1-1 sqrtpiml(z) || arcsin(z) | asin(z)
2% pow(z,w) arccos(z) | acos(z)

2" nel power(z,n) || arctan(z) | atan(z)
e” exp(z) arccot(z) | acot(z)
2% exp2(z) sinh(z) sinh(z)
107 exp10(z) cosh(z) cosh(z)

e’ -1 expml (z) tanh(z) | tanh(z)
e’ expx2(z) coth(z) coth(z)
e’ -1 expx2ml(z) || arsinh(z) | asinh(z)
e’ expmx2(z) arcosh(z) | acosh(z)
e -1 expmx2ml(z) || artanh(z) | atanh(z)
In(2) 1n(z) arcoth(z) | acoth(z)
logy (2) log2(2)
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7.6.2. Konstruktoren / Destruktoren

7.6.2.1. Konstruktoren

MPcitaylor ();

Der Default-Konstruktor legt ein neues MPcitaylor-Objekt in der Current-Precision
an. Aufruf: MPcitaylor f;
Es wird kein Vektor tayl und damit auch keine Ordnung p dieses Vektors initialisiert.

MPcitaylor (const MPcitaylor& g, PrecisionType prec);

Mit dem Aufruf: MPcitaylor f(g, prec); legt der Copy-Konstruktor mithilfe
von g ein neues MPcitaylor-Objekt £ an, wobei die Komponenten des Vektors von £
die Komponenten des Vektors von g in der neuen Prézision prec einschliefen. Wird
prec nicht gesetzt, so werden die Komponenten des Vektors von g in der voreinge-
stellten Current-Precision eingeschlossen.

Alle folgenden Konstruktoren erzeugen ein MPcitaylor-Objekt f. Der zugehorige Vektor tayl
enthélt p + 1 Komponenten vom Typ MpfciClass mit der Prézision prec.
Der Aufruf: MPcitaylor f(5, MpfciClass( MpfiClass(1)/10, MpfiClass(-1) ), 400);
erzeugt den Vektor
tayl = {([9.999e-2,1.001e-1],[-1,-1]),([1,1],[0,0]),(0,0),(0,0),(0,0),(0,0)},

mit 5+ 1 = 6 komplexen Komponenten vom Typ MpfciClass , wobei hier die Dezimalstel-
len aus Platzgriinden verkiirzt angegeben sind. Die 1. Komponente ist eine Einschliefung des
nicht-darstellbaren komplexen Entwicklungspunktes zg = 0.1 — ¢ mit ca. 400/3.321928095 ~ 120
Dezimalstellen.

Wird beim Konstruktoraufruf prec nicht angegeben, so erhalten alle Komponenten von tayl
die voreingestellte Current-Precision. Falls diese mit SetCurrPrecision nicht gesetzt wurde,
erhalten die Komponenten die Prézision prec = 53.

MPcitaylor (int p, const MpfciClass& x, PrecisionType prec

)
MPcitaylor (int p, const cinterval& x, PrecisionType prec);
MPcitaylor (int p, const MpfcClass& x, PrecisionType prec);
MPcitaylor (int p, const complex& x, PrecisionType prec);
MPcitaylor (int p, const MpfiClass& x, PrecisionType prec);
MPcitaylor (int p, const interval& x, PrecisionType prec);
MPcitaylor (int p, const MpfrClass& x, PrecisionType prec);
MPcitaylor (int p, const real& x, PrecisionType prec);
MPcitaylor (int p, const double& x, PrecisionType prec);
MPcitaylor (int p, int x, PrecisionType prec);

7.6.2.2. Destruktor

“"MPcitaylor (){;};

Der Speicher fiir das Objekt wird freigegeben. Dieser Destruktor muss nicht explizit
aufgerufen werden!
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7.6.3. Zuweisungs-Operatoren

Unabhéngig von der Prizision des rechten Operanden op erhalten bei allen folgenden Zuwei-
sungsoperatoren alle Vektorkomponenten des linken Operanden stets die Current-Precision und
schlieflen die op-Werte optimal ein.

)

MPcitaylor operator = (const MPcitaylor& op)
MPcitaylor operator = (const MpfciClass& op)
MPcitaylor operator = (const cinterval& op)
MPcitaylor operator = (const MpfcClass& op)
MPcitaylor operator = (const complex& op)
MPcitaylor operator = (const MpfiClass& op);
( )
( )
( )
( )
( )

)

MPcitaylor operator = (const interval& op
MPcitaylor operator = (const MpfrClass& op
MPcitaylor operator = (const real& op
MPcitaylor operator = (const double& op
MPcitaylor operator =

Nur beim ersten Operator wird die Ordnung des linken Operanden gleich der Ordnung von op,
sonst bleibt die Ordnung des linken Operanden erhalten.

7.6.4. Arithmetische Operatoren

Fiir alle arithmetischen Operationen mit Operanden vom Typ MPcitaylor gilt:

Die exakten Ergebnisse fiir die Komponenten des Vektors tayl werden unabhéingig
von der Prazision der tayl-Komponenten der beiden rechten Operanden in der vor-
eingestellten Current-Prézision optimal eingeschlossen.
Sind die rechten Operanden beide vom Typ MPcitaylor, so miissen deren Ordnungen
iibereinstimmen, und der Ergebnisvektor tayl iibernimmt diese Ordnung. Sind die
Ordnungen der beiden rechten Operanden verschieden, so erfolgt eine entsprechende
Fehlermeldung.
Ist einer der beiden rechten Operanden nicht vom Typ MPcitaylor, so sind fiir diesen
Operanden nur die folgenden Typen zugelassen:
MpfciClass, cinterval, MpfcClass, complex,

MpfiClass, interval, MpfrClass, real, double, int.

Alle Operanden dieser Typen werden dabei stets als Konstanten interpretiert!

Fiir die Addition existieren beispielsweise die Operatoren:

MPcitaylor operator + (const MPcitaylor& opl, const MPcitaylor& op2);
MPcitaylor operator + (const MPcitaylor& opl, int op2);
MPcitaylor operator + (complex& opl, const MPcitaylor& op2);

7.6.5. Unabhangige Variablen und Konstanten

Zur Definition von unabhéngigen Variablen und Konstanten siehe Seite 147. Unabhéngige Va-
riablen werden generiert durch die Funktion

MPcitaylor var_MPcitaylor(int ord,const MpfciClass& x, PrecisionType prec);

Fiir den 2. Parameter stehen folgende Datentypen zur Verfiigung:
MpfciClass, cinterval, MpfcClass, complex,
MpfiClass, interval, MpfrClass, real, double, int.
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Konstanten werden generiert durch die Funktion

MPcitaylor const_MPcitaylor (int ord,const MpfiClass& x,PrecisionType prec);

Fiir den 2. Parameter stehen folgende Datentypen zur Verfiigung:
MpfciClass, cinterval, MpfcClass, complex,
MpfiClass, interval, MpfrClass, real, double, int.

Fiir beide obigen Funktionen gilt:

Die Vektorkomponenten des Riickgabewertes erhalten die Préizision prec. Wird dieser 3. Para-
meter nicht gesetzt, so erhalten die Vektorkomponenten die Current-Prézision. Die Ordnung des
Riickgabevektors tayl wird durch den 1. Parameter ord festgelegt.

7.6.6. Precision Handling

static const PrecisionType GetCurrPrecision ();

Gibt die aktuelle Current-Precision in Bits zuriick.

static void SetCurrPrecision (PrecisionType prec);

Setzt die Current-Precision in MpfrClass auf prec. Diese Current-Precision wird
dann automatisch auch in class MPcitaylor benutzt. Wird die Current-Precision
nicht gesetzt, so wird in beiden Klassen mit der Default-Precision von 53 Bits gerech-
net. Das Setzen der Current-Precision hat auf die Prazision der bis dahin benutzten
Objekte keinerlei Einfluss.

PrecisionType GetPrecision () const;

Diese Memberfunktion gibt die Prézision des aktuellen Objekts in Bits zuriick. Als
Beispiel entsprechen dabei 302 Bits 302/log,(10) ~ 91 Dezimalstellen.

void SetPrecision (PrecisionType prec);

Diese Memberfunktion setzt die Préizision der aktuellen Komponenten von tayl auf
prec. Die Komponentenwerte bleiben dabei nicht erhalten.

void RoundPrecision (PrecisionType prec);

Diese Memberfunktion schlieft die Komponenten des aktuellen Vektors tayl mit
der neuen Prézision prec ein. Sollte die Prézision der urspriinglichen Komponenten
grofler sein als prec, so erhélt man eine grobere Einschlieung. Ist die Prézision jedoch
kleiner als prec, so werden die restlichen binéren Stellen mit Nullen aufgefiillt, so dass
die urspriinglichen Werte der Taylor-Komponenten erhalten bleiben.

7.6.7. Zugriff auf die Vektorkomponenten

MPcivector get_all_coef(const MPcitaylor& x);

Zuriickgegeben wird ein Vektor vom Typ MPcivector der Dimension p + 1, welcher
alle p + 1 Taylor-Koeffizienten des Objekts x enthiilt.

MpfciClass get_j_coef(const MPcitaylor& x, int j);

Zuriickgegeben wird ein komplexes Intervall vom Typ MpfciClass , welches den
j-ten Taylorkoeffizienten einschliefit. 7 < p muss erfiillt sein.
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MPcivector get_all_derivative(const MPcitaylor& x);

Zuriickgegeben wird ein Vektor vom Typ MPcivector der Dimension p + 1, welcher
alle p+1 Ableitungen beziiglich des Objekts x enthélt. Beachten Sie, dass x in seinem
Vektor tayl nur die Taylorkoeffizienten enthélt. Die Ableitungen miissen daher aus
diesen Taylor-Koeffizienten neu berechnet werden.

MpfciClass get_j_derivative (const MPcitaylor& x, int j);

Zuriickgegeben wird ein komplexes Intervall vom Typ MpfciClass, welches die j-te
Ableitung einschlieit. j < p muss erfiillt sein.

int get_order (const MPcitaylor& x);

Zuriickgegeben wird die maximale Ordnung p der zu berechnenden Taylorkoeffizien-
ten. Die Dimension des Vektors tayl ist damit p + 1.

7.6.8. Ausgabe

void print_MPcitaylor (const MPcitaylor& x);

Gibt die Einschliefungen aller p+ 1 komplexen Taylorkoeffizienten des Objekts x auf
dem Bildschirm aus.

void print_MPderivatives(const MPcitaylor& x);

Gibt die Einschlieungen aller p + 1 komplexen Ableitungen des Objekts x auf dem
Bildschirm aus.

static void MpfrClass:: SetBase (int b);

Setzt die Basis 2 < b < 36 NUR fiir das Ausgabeformat. Gerechnet wird stets im
Binérformat!

static const int MpfrClass:: GetBase ();

Liefert die Basis 2 < b < 36 NUR fiir das Ausgabeformat. Gerechnet wird stets im
Binérformat!

7.6.9. Programme

Die Anwendung der komplexen Taylorarithmetik zeigt das folgende Programm MPFR-19.cpp,
in dem fiir ein komplexes Polynom 4. Grades alle Taylorkoeffizienten und Ableitungen an einer
gewihlten Stelle zp eingeschlossen und auf dem Bildschirm ausgegeben werden.
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1

//

2 // MPFR-19.cpp; Ezample: Complex Taylor Arithmetic;
3 // Enclosures of the Taylor coefficients and derivatives up to order p=5 for

4
5

//
//

P(z) = 2%2°4 + 278 + (4+1i)*z2"2 — 3z + 2-1
at points of expansion z0=z+ixy included by an interval [z].

6 // A starting interval including the point of expansion z0 must be entered.

7

8

9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36

//

#include ”"mpfciclass . hpp”
#include <iostream > // Input | output

using namespace cXsc;
using namespace MPFI;

int

main () {

PrecisionType prec=70;

MPcitaylor : : SetCurrPrecision (prec);

int p = 5; // Order of expansion

MpfciClass z; // Interval to include the point of ezpansion
MPcitaylor P; // Default constructor

while (1) {

cout << endl << 7Inclusion of point of expansion x0; ([x,x],[y,y]) =7 7;
cin >> z;
MPcitaylor x(p,z); // Constructor

P= (((2.0xx + 1) // Polynomial of order 4.

*x + complex(4,1))

*x — 3.0)

*x + complex(2,-1);
cout . precision (P. GetPrecision ()/3.321928095);
print_MPcitaylor (P); // Output of Taylor coefficients.

MPcivector derivative(0,p); // interval vector with

// components from index 0 up to the order p.

for (int i=0; i<=p; i++)

37 derivative[i] = get_j_derivative(P,i); // Derivatives

38 cout << ”Enclosures of the derivatives up to order 5 7 << endl;
39 for (int i=0; i<=p; i++) // Output of the derivatives

40 cout << i<<”’th derivative: 7 << derivative[i] << endl; }

4 } // main

Das Programm liefert die Ausgabe:

Inclusion of point of expansion x0; ([x,x],[y,y]) =7 ([2,2],[-3,-3])
Output MPcitaylor of order 5

1=

i
i

0 Taylor coefficient: ([-2.96000000000000000000e2,-2.96000000000000000000e2],
1.86000000000000000000e2,1.86000000000000000000e2])

1 Taylor coefficient: ([-3.64000000000000000000e2,-3.64000000000000000000e2],
1.28000000000000000000e2,-1.28000000000000000000e2])
5.00000000000000000000e1,-5.00000000000000000000 el ],
1.52000000000000000000e2,-1.52000000000000000000e2])
T
2.
.0

3 Taylor coefficient: ( 0000000000000000000€e1,1.70000000000000000000el],
40000000000000000000e1 =2 4000000000000000000091])
0000000000000000000,2. 00000000000000000000] [0,-0])

7_0]7 [07_0])

4 Taylor coefficient:
5 Taylor coefficient:

= |

[
[
c
2 Taylor coefficient: ([-
[
[
[
[
[

(
(

Enclosures of the derivatives up to order 5

Oth

1th

2th

3th

4th
5th

derivative: ([-2.96000000000000000000e2,-2.96000000000000000000e2],
1.86000000000000000000€2,1.86000000000000000000e2])

[
derivative: ([-3. 6400000000000000000092 -3.64000000000000000000e2]
[-1. 2800000000000000000092,—1.2800000000000000000032])
derivative: ([-1.00000000000000000000e2,-1.00000000000000000000e2],
[-3.04000000000000000000€e2,-3.04000000000000000000e2])
derivative: ([1.02000000000000000000€2,1.02000000000000000000e2] ,
[-1.44000000000000000000 92 -1. 4400000000000000000092])
derivative: ([4.80000000000000000000 el 4 80000000000000000000el1], [0,-0])
derivative: ([0,-0], [0,-0])
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Mit Hilfe der Identitat

cottz —6cot?z+1

Ty (z) == cot(4z) = =:Ty(2)

4dcotd z —4cot 2

zeigt das folgende Programm MPFR-20, dass bei ungiinstiger Wahl des Funktionsterms T5(z)
und zu kleiner Priizision prec=200 z.B. die 5. Ableitung an der Stelle zy = 27200 4 . 27190 yie]
zu grob eingeschlossen wird, wihrend mit 77(z) die gleiche Ableitung bei gleicher Prézision fast
optimal eingeschlossen wird.

//
S —
// MPFR-20.cpp; Ezample: Complex Taylor Arithmetic;
e
// To get best enclosures of the derivatives (Taylor coefficients) the

// choice of the optimal function term is essential:

// cot(4z) = (cot "4(z) — 6xcot "2(z) + 1)/(4*cot " "8(z)-4xcot(z));

R
//

#include "mpfciclass . hpp”
#include <iostream > // Input | output

using namespace cXsc;
using namespace MPFI;

int main()

{

}

PrecisionType prec=200;

MPcitaylor : : SetCurrPrecision (prec);

int p = 5; // Order of expansion

MpfiClass re (exp2(-200)), im(exp2(-100));

MpfciClass z(re,im);

MPcitaylor y; // Default constructor
MPcitaylor x(p,z); // z: Variable of type MPcitaylor

y = cot(4xx);
cout . precision (y.GetPrecision ()/3.321928095);
cout << 75-th derivative: 7 << get_j_derivative(y,5) << endl;

y = (power (cot(x),4)-6xpower(cot(x),2)+1)/(4xpower(cot(x),3)-4xcot(x));
cout << 75-th derivative: 7 << get_j_derivative(y,5) << endl;
// main

Das Programm liefert die Ausgabe:

5-th derivative: ([1.24485467066429788755372235910734834530373386967273106999850e182,

1.24485467066429788755372235910734834530373386967273106999887e182] ,
[5.89210309421305536602374145428967847398995568287751662106821 €152,
5.89210309421305536602374145428967847398995568287751662107157e152])

5-th derivative: ([-1.14181716389186769287770038422182448327311962913481632129061e775,

1.09960973422552681253501467712448598966940730546911198376147e775] ,
[-1.14168379364897743492204414456301343922534958133554464565727e775,
1.14168379364897743492204414456157393246606487206729495198471e775])

Anmerkungen:

1. Erst mit prec = 400 erhélt man mit Hilfe von T5(z) eine Einschlieung der 5. Ableitung
mit hinreichend vielen {ibereinstimmenden Dezimalstellen.

2. Ein wesentlicher Vorteil einer Taylorarithmetik mit beliebiger Prézision besteht aber darin,
dass man bei ungeschickter Wahl des Funktionsterms immer noch brauchbare Einschlie-
Bungen erhélt, wenn die Prézision nur hinreichend grof§ gewéhlt wird.
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7.7. Nullstellen komplexer Ausdriicke

In der Dissertation von W. Krimer wird ein Algorithmus zur Einschliefung von Nullstellen
komplexwertiger Ausdriicke angegeben, [38],[13]. Bendotigt wird eine moglichst gute Nullstellen-
approximation, die mithilfe eines vereinfachten Newton-Verfahrens weiter verbessert wird, um
danach die eindeutig bestimmte Nullstelle garantiert einzuschlieBen. Findeutig bedeutet hier,
dass das einschlieende Intervall genau eine Nullstelle enthélt. Mit dem folgenden Programm
konnen mit geeigneten Ndherungen die drei einfachen Nullstellen z1 = 2 +4, 29 =3 -1, 23 = 4
der Funktion
f(2) =arctan((z—a)-ln(22—5-z+8+i))

garantiert eingeschlossen werden, wobei zur Realisierung von z3 = 4¢ der Parameter a = 4i zu
setzten ist. Im Programm muss die 1. Ableitung

(z-a)-(2-2-5)
22-5-2+8+1
1+(z-a)?-(In(z2-5-2+8+1))?

In(22-5-2+8+14) +

f'(z) =

fiir das Newton-Verfahren nicht explizit definiert werden, da f(z) und f’(z) mit Hilfe der durch
komplexe Taylor-Arithmetik definierten Funktion

MPcitaylor F(const MPcitaylor Z)

{
MpfcClass a(0,4);
return atan( (Z-a)*1ln(sqr(Z) - 5*%Z + MpfcClass(8,1)) );
}
direkt eingeschlossen werden kénnen.
//
e S N, hi'rh
// MPFR-11.cpp; Complex (interval) Newton method wusing complexr interval
// Automatic Taylor Arithmetic (ATA) to compute first derivatives
e
//
#include "mpfciclass . hpp”

using namespace MPFR;
using namespace MPFI;
using namespace cXsc;
using namespace std;

// The zeros of the function F() are to be enclosed. Zeros are:
// a (see parameter in function definition), 2+i, and 3-1i.

MPcitaylor F(const MPcitaylor& Z) // Definition of F(z) and F’(z) via ATA
{

MpfcClass a(0,4); // The parameter a is set to 0 + 41
return atan( (Z-a)xln(sqr(Z) - 5%Z + MpfcClass(8,1)) )

)

i

int main(void)
{
PrecisionType prec= 99; // number of bits to be used in arithmetic operations
MPcitaylor : : SetCurrPrecision (prec);
cout << ”Current-precision: about 7 << Round(prec/3.321928095)
<< 7 decimals” << endl;
prec= prec/3.321928095; // precision in decimal digits
cout . precision (prec); // perform output with prec decimal digits
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34 MpfciClass Y, Z0, Zb, Z, D, CH, Zi, C; // complex intervals

35 MpfcClass approx; // complex point

36 int k, kmax(9); // iteration counter, mazimum number of iteration steps
37 MpfrClass eps= MpfrClass(0.125); // used for epsilon inflation

39 while (true) {

92  }

cout << "The zeros of function F are: 4i, 24i, and 3-i” << endl;
cout << " Approximation of a complex zero

( try e.g. (0.1,4.3) or (-0.2,3.8) for the zero 4i )? 7;
cin >> approx;
Zi= MpfciClass (approx);
k= 0;

MPcitaylor FD; // function values and values of derivative wusing ATA
MpfciClass FZi; // function wvalues

MpfciClass DFZi; // wvalues of first derivative

do { // try to improve approzimation

k++;

cout << "k: 7 << k << endl;

Z0 = Zi;

FD = F( MPcitaylor (1, Zi) ); // compute function value

// and first derivative via ATA
FZi = get_j_derivative (FD,0); // take function wvalue
DFZi = get_j_derivative (FD,1); // take first derivative

Zi= MpfciClass( mid(Zi - FZi/DFZi) ); // perform Newton step
Z = MpfciClass( MpfiClass(Re(Sup(Z0)) ,Re(Sup(Zi))),
)

MpfiClass (Im(Sup(Z0)) ,Im(Sup(Zi))) );
} while (common_decimals(Re(Z))<prec/3 && common_decimals(Im(Z))<prec/3
&& k<kmax );
cout << 7Improved approximation of complex zero: 7 << endl << Sup(Zi) << endl;

C = MpfciClass(1/Sup(DFZi)); // C is a point interval

FD = F( MPcitaylor (1, Zi) ); // compute function wvalue and first derivative
FZi = get_j_derivative (FD,0); // take function wvalue

Y = -C+FZi;

Z=Y; // YC are the initial values of the interval iteration (verification)
k = 0;

do
{
k++;
cout << 7 k: 7 << k << endl;
Zb = Blow(Z, eps); // epsilon inflation of Z
CH = Zi | ZitZb; // convezr hull

FD = F( MPcitaylor (1, CH) ); // function value and 1. derivative via ATA

D=1 - Cxget_j_derivative (FD,1);
Z =Y + D«Zb;
} while ( (k<kmax) && !in(Z,Zb) );

if ( in(Z,Zb) )
{ // inclusion wverified
cout << ”Verification successful , inclusion of a simple zero:
<< endl << Zi + Z << endl;
}

else cout << ”Verification failed” << endl;

2

94 return 0;
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Das Programm liefert die Ausgabe:

Current-precision: about 30 decimals
The zeros of function F are: 4i, 2+i, and 3-i
Approximation of a complex zero

Tt W N~

k
k
k:
k:
k
k: 6
I

( try e.g. (0.1,4.3) or (-0.2,3.8) for the zero 4i )? (-0.2,3.8)

mproved approximation of complex zero:

(4.3951815917420156712814208664e—-35, 4.0000000000000000000000000000)

k:
k:

1
2

Verification successful, inclusion of a simple zero:
([-8.3560996162686228977764531973e—-64,8.3560996162686228977764531973e-64],
[3.9999999999999999999999999999,4.00000000000000000000000000011])

Anmerkungen:

e Mit den Néherungen (1 = 1.9+ 0.9¢, (5 = 2.9-0.94, {5 = 0.1 + 3.9¢ erhélt man z.B. mit
der Prézision prec = 3000 Bits ~ 3000/3.321928095 ~ 903 Dezimalstellen nahezu optimale
EinschlieBungen der drei Nullstellen z; =2 +14, 29 =3 -1, 23 =44, wobei der Realteil 0 von

z3 natiirlich nur vergleichsweise grob eingeschlossen werden kann.

e In Zeile 50 wird das vereinfachte Newton-Verfahren so lange angewandt, bis zwei aufein-
anderfolgende Nullstellen-Approximationen in mindestens einem Drittel ihrer dezimalen

Prézisionsstellen iibereinstimmen. Danach erfolgt ab Zeile 73 der EinschlieBungstest.

157



7.8. EinschlieBung aller Nullstellen nichtlinearer Funktionen

Die Nullstellenberechnung fiir differenzierbare, nichtlineare Funktionen ist seit Generationen in
der Numerik ein klassisches Arbeitsgebiet. In den meisten Féllen geht man aus von einer Null-
stellennéherung und versucht dann, diese Naherung mit iterativen Methoden (Newtonverfahren,
Halley’s Methode, Fixpunktiteration, Bisektion, ...) nach Moglichkeit weiter zu verbessern. Bis
in die 70er Jahre des 20. Jahrhunderts war man dabei der Auffassung, dass es keinen Algorith-
mus geben kann, mit dem alle Nullstellen einer nichtlineare Funktion {iber einem Intervall mit
garantierten Fehlerschranken berechnet werden kénnen, wobei zusétzlich auch noch die Existenz
und Eindeutigkeit dieser Nullstellen nachzuweisen ist.

Die Aufgabe besteht darin, zu einer gegebenen, stetig differenzierbaren Funktion f : R - R
und x € [x1,22] € R alle ihre Nullstellen moglichst eng einzuschlieen und die Existenz und
Eindeutigkeit dieser Nullstellen nachzuweisen. Den theoretischen Hintergrund findet man in
[20], [50], [5], [29]. In diesem Abschnitt werden nur die zur Verfiigung stehenden Hilfsmittel be-
schrieben, mit denen die Nullstellen mit praktisch beliebiger Genauigkeit eingeschlossen werden
kénnen. Das zentrale Werkzeug ist dabei die in mpficlass.cpp definierte Funktion

void AllZeros ( MPddf_FctPtr f,
MpfiClass SearchInterval,
MpfrClass Tolerance,
MPivector& Zero,
intvector& Unique,

int& NumberQfZeros,
int& Err,
int MaxNumber0fZeros )

Anmerkungen:

1. £ : Funktion vom Typ MPDerivType. Zur Definition siehe z.B. Seite 125 und die Tabelle
auf Seite 128.

2. SearchInterval : Das Intervall, in dem alle Nullstellen von £ zu berechnen sind.

3. Tolerance : Die relative Genauigkeit fiir die Einschliefung der Nullstellen. Mit Tolerance
wird die Prézision bestimmt, mit der intern gerechnet werden muss, um die vorgegebene
relative Genauigkeit zu erreichen.

4. Zero : Dieser Vektor liefert die Einschlieungen aller Nullstellenkandidaten.

5. Unique : Unique[i]==0 : Existenz und Eindeutigkeit sind nicht garantiert, d.h Zero[i]
kann entweder keine Nullstelle oder eine oder mehrere einfache
oder mehrfache Nullstellen enthalten.

Uniquel[i]l==1: In Zero[i] sind Existenz und Eindeutigkeit garantiert.

6. NumberOfZeros : Anzahl der gefundenen Nullstellenkandidaten, wobei aber die Eindeu-
tigkeit nicht bei allen EinschlieBungen garantiert sein muss. Bei symmetrischer Lage der
Nullstellen in SearchInterval kann die gleiche Nullstelle im Vektor Zero in verschie-
denen Komponenten mehrfach eingeschlossen und entsprechend gezéhlt werden. Um diese
Symmetrie zu vermeiden, kann bei einigen Programmversionen (Funktion compute(...))
das eingegebene Startintervall nach Bedarf nach rechts oder links zum SearchInterval
aufgebldht werden, so dass dann in nahezu allen Fillen die gleiche Nullstelle nur durch
eine einzige Vektorkomponente Zero[i] eingeschlossen wird. Durch diese moglichen Auf-
blahungen konnen Nullstellen auflerhalb von SearchInterval eingefangen werden, die
aber anschlieflend automatisch wieder aussortiert werden.
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7. Da ein Nullstellenkandidat Zero [k] mit Unique [k] = 0 keine Nullstelle einschlieflen muss,
wird bei einigen Programmversionen (Funktion compute(...)) durch einen nochmaligen
Aufruf von AllZeros(f,Zerol[k] ,Tolerance,ZeroV,UNIQUE,NOZ,Error) getestet,
ob NOZ = 0 erfiillt ist. In diesem Fall ist garantiert, dass Zero[k] keine Nullstelle enthilt.
In den Vektoren Zero und Unique werden dann die Komponenten Zero[k], Unique [k]
entsprechend aussortiert.

8. Um die Anzahl der Nullstellenkandidaten weiter zu minimieren, betrachten wir den Fall,
dass sich zwei aufeinanderfolgende Nullstellenkandidaten Zero[k] und Zero[k+1] iiber-
lappen. Unter der Bedingung (Unique [k]==Unique [k+1] && Unique[k]==0) kann deren
Vereinigung tmp = Zero [k] U Zero [k+1] keine oder mehrere einfache oder mehrfache Null-
stellen einschliefen. Nach dem folgenden Aufruf

Al1Zeros(f,tmp,Tolerance,ZeroV,UNIQUE,NOZ,Error)
wird dann die Bedingung (NOZ==1 && UNIQUE[1]==1) getestet. Ist diese erfiillt, so setzt
man Zero [k]=ZeroV[1] und Unique[k]=1, und in den Vektoren Zero und Unique wer-
den die Komponenten Zero[k+1] und Unique [k+1] geldscht. Ist obige Bedingung nicht
erfiillt, so setzt man Zero [k]=tmp und loscht in den Vektoren Zero und Unique ebenfalls
die Komponenten Zero[k+1] und Unique[k+1]. In jedem Fall reduziert sich damit die
Anzahl der Nullstellen-Kandidaten um eins.
Wenn bei den beiden sich iiberlappenden Nullstellenkandidaten Zero [k] und Zero [k+1]
die obige Bedingung (Unique[k]==Unique[k+1] && Unique[k]==0) nicht erfillt ist, so
wird nach dem Aufruf von AllZeros(f,tmp,Tolerance,ZeroV,UNIQUE,NOZ,Error) die
Bedingung (NOZ==1 && UNIQUE[1]==1) getestet. Und nur, wenn diese erfiillt ist, setzt
man Zero [k]=ZeroV[1] und Unique [k]=1, und zusétzlich werden in den Vektoren Zero
und Unique die Komponenten Zero[k+1] und Unique [k+1] gel6scht.
Durch diese Vorgehensweise wird bei einigen Programmversionen (Funktion compute())
die Anzahl der Nullstellenkandidaten minimiert. Den vollstdndigen Programmcode findet
man z.B. ab Seite ....

9. Err : Bestimmt die Ausgabe einer moglichen Fehlermeldung.

Der in Al1Zeros () realisierte Algorithmus ist sehr leistungsfihig, und ohne das Auftreten einer
Fehlermeldungen werden alle Nullstellen aus dem Startintervall erkannt. Mehrfache Nullstellen
werden zwar erkannt und eingeschlossen, die Eindeutigkeit der Nullstelle(n) kann in dieser Ein-
schliefung jedoch grundsétzlich nicht nachgewiesen werden. Fiir diese Einschliefungen erfolgt
die Meldung may contain a zero (not verified unique)! Die gleiche Meldung kann aber auch dann
erfolgen, wenn der Kandidat keine Nullstelle enthilt oder wenn er eine oder mehrere dicht zu-
sammenliegende einfache Nullstellen enthélt, deren Eindeutigkeit, z.B. wegen fast waagerechter
Tangente, nicht mehr nachgewiesen werden kann.

Wird bei einer einfachen Nullstelle die Eindeutigkeit nachgewiesen, so erfolgt fiir diese Null-
stelleneinschliefung die Meldung encloses a locally unique zero!, d.h. aufler dieser einfachen
Nullstelle gibt es in diese EinschlieBung keine weitere einfache oder mehrfache Nullstelle.

Die bisherigen Anmerkungen beziehen sich auf die Anwendung der Funktion A11Zeros(...)
bzw. auf eine moglichst optimale Ausgabe der Nullstelleneinschliefungen, d.h. auf eine moglichst
minimale aber vollstindige Anzahl der Nullstellenkandidaten. Die folgenden Anmerkungen be-
ziehen sich auf eine moglichst geschickte Darstellung der zu untersuchenden Funktion, deren
Nullstellen zu bestimmen sind. Dabei zeigt sich, dass bei komplizierten Funktionen deren opti-
male Darstellung oft ein eigensténdiges Problem ist.

Anmerkungen:

1. Wenn ein Funktionsterm beispielsweise den Ausdruck \/1 + [x] - [z] enthélt, so sollte dieser
durch /1 +sqr([z]) ersetzt werden, da sonst mit [z] = [-2,2] der Radikand 1+ [z]-[z] die
Null enthélt und die Quadratwurzel damit eine Fehlermeldung erzeugt. Um zusétzlich einen
vorzeitigen Uberlauf zu vermeiden, benutzt man am besten die Funktion sqrtipx2(z).
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2. Ein Funktionsterm sollte die unabhéngige Variable x nur in minimaler Anzahl enthalten.
Daher sollte z.B. (2% -1)/(z - 1) durch den #quivalenten Ausdruck z + 1 ersetzt werden.

3. Ein Polynom (1) Py(z)=ag+ay-x+az-22+...+ay-zV sollte nur nach dem

Horner-Schema
r = a[N]jxx + a[N-1];
for (int i=N-2; i>=0; i—-)
r = rxx + afi];

mit Py(x) = r ausgewertet werden, da das Horner-Schema weniger Rechenoperationen
benétigt und die Potenzen z° bei der Intervallauswertung zu grofie Uberschétzungen ver-
ursachen. Bei aufwendigen Polynomen kann die Darstellung (1) bei der Nullstellenberech-
nung mit AllZeros(...) zum Programmabbruch fithren. Dies zeigt, dass die geschickte
Darstellung der auszuwertenden Funktion fiir die erfolgreiche Nullstellenberechnung oft
entscheidend ist.

4. Bei komplizierten Nullstellenproblemen (z.B. fast waagerechte oder senkrechte Nullstellen-
Tangenten, oder sehr dicht benachbarte einfache Nullstellen) fiithrt oft auch eine geschickte
Wahl des Funktionsterms nicht zum Ziel. Der Grund ist dann oft, dass im Funktionsterm
die unabhéngige Variable x zu hdufig vorkommt und damit bei der Intervallauswertung zu
groBe Uberschitzungen verursacht, die auch mit noch so grofier Prizision nicht beseitigt
werden kann. Abhilfe schafft bei nicht zu breiten Intervallen [x] bei der Auswertung von
f[z] dann oft die Anwendung der zentralen Form (centered form), die fiir differenzierbare
Funktionen f gegeben ist durch [20],[6],[56],[30]

(7.2) f@)ef(e)+ f([z])-([z]-c), czela]

Wihlt man ¢ := mid([z], so spricht man von der Mittelwertform (mean-value form). Zu
beachten ist, dass die Giite der EinschlieBung von f(z), € [z], nur von f’([z]) abhingt,
so dass auch f'([z]) wieder mit Hilfe der Mittelwertform dargestellt werden sollte und
damit auch f”([z]) bendtigt wird. Die hoheren Ableitungen, etwa bis zur Ordnung k,
konnen dabei mit Hilfe der implementierten Taylorarithmetik bequem berechnet werden.

5. Bei einigen Problemstellungen, z.B. bei der Bestimmung aller relativen Extrema eine zwei-
mal differenzierbaren Funktion f(x), bendtigt man alle Nullstellen von f’(x). Mithilfe
der Taylorarithmetik ist es grundsétzlich kein Problem, zu einer n-mal differenzierbaren
Funktion f(z) die n-te Ableitung f((z) zu berechnen und dann mit Al1Zeros() alle
Nullstellen von f(™(z) fiir x € [2] zu bestimmen. Bei einigen Programmversionen (Funk-
tion compute()) kann dies durch die entsprechende interaktive Eingabe von n realisiert
werden.

Die folgenden vier Beispielprogramme zeigen die geschilderten, verschiedenen Anwendungsmaog-
lichkeiten zur Nullstellenbestimmung, dabei werden auch die Grenzbereiche angesprochen, in
denen die gesuchten Nullstellen nicht oder nicht mehr vollstindig angegeben werden koénnen.
Das erste Programm MPFR-15. cpp besitzt die einfachste Funktion void compute(...), in der
keine Mittelwertform, keine Intervall Aufblihung und keine optimierte Kandidatenausgabe zur
Anwendung kommt.

xT

Das folgende Programm MPFR-15.cpp berechnet fiir f(z) = e™3* — sin®(z) die Einschliefun-
gen aller auftretenden einfachen Nullstellen im vorgegebenen Startintervall [0,20]. Die relative
Genauigkeit fiir die einzuschlieBenden Nullstellen muss eingegeben werde. Mit z.B. Tolerance =
le—400 wird die interne Prézision auf prec = —1.5-expo(Tolerance) + 53 ~ 2045 festgesetzt, so
dass Einschliefungen mit etwa 2045/3.321928095 ~ 616 korrekten Dezimalstellen berechnet wer-
den. Falls prec kleiner ist als die CurrentPrecision, wird prec auf die CurrentPrecision gesetzt.
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1
2

// Programm MPFR-15.cpp zur Einschliessung aller Nullstellen
// einer Funktion f vom Typ MPDerivType

3 #include <iostream >
4 #include ”mpficlass.hpp”
5 #include <stacksz.hpp>

6

© w0

10
11
12

using namespace cXsc;
using namespace std;

using namespace MPFR;
using namespace MPFI;

MPDerivType f (const MPDerivIypek x)

13 {

14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61

// return exp(-80.0%sqr(x)) - power(sin(z), 3); // Tolerance = 1e-4000 works

return exp(-3.0xx) — power(sin(x), 3);

// Function for prompting and reading information to call the function
// "AllZeros()’. This function must be called with the function ’f’

// and a string ’'Name’ containing a textual description of that function.

void compute ( MPddf FctPtr f, const char xName )
{

MpfiClass SearchInterval ;

MpfrClass Tolerance;

MPivector Zero;

intvector Unique;

int NumberOfZeros, i, Error;

PrecisionType prec;

cout << ”"Computing all zeros of the function 7 << Name << endl;
cout << ”"Search interval g Pg

cin >> SearchlInterval;

cout << ”Tolerance (relative) : 7;
cin >> Tolerance;

cout << endl;

if (Tolerance>le-8) Tolerance = le-8;

// With the entered ’Tolerance’ the corresponding output format is calculated :

prec = —expo(Tolerance) + 1;
if (prec < 53) prec = 53;
cout . precision (prec/3.321928095); // Only for the output format;

AllZeros(f,SearchInterval , Tolerance ,Zero, Unique, NumberOfZeros, Error );

if (Error) cout << endl << AllZerosErrMsg(Error) << endl;
else
{
for ( i = 1; i <= NumberOfZeros; i++)
{
cout << Zero[i] << endl;
if (Unique[i])
cout << "encloses a locally unique zero!” << endl;
else
cout << ”"may contain a zero (not verified unique)!” << endl;

}

cout << 7 Calculated 7 << NumberOfZeros << 7 interval enclosure(s)”

}
} /) compute()

<< endl;
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62 int main(void)

63 {

64 int base;

65  MpfrClass:: SetBase (10);

66  base = MpfrClass:: GetBase();

67 cout << "Base = 7 << base << endl;

68

69 compute(f, "EXP(-3x) — POWER(SIN(x),3)”);
70

71 return 0;

72 }

Beim Programmstart erhélt man den folgenden Ausdruck:
Base = 10
Computing all zeros of the function EXP(-3x) - POWER(SIN(x),3)

Search interval : [0,20]
Tolerance (relative) : 1e-34

[5.885327439818610774324520457029036e-1,5.885327439818610774324520457029037e-1]
encloses a locally unique zero!
[3.096363932410646115625840849904024,3.096363932410646115625840849904025]
encloses a locally unique zero!
[6.285049273382586533848300969784156,6.285049273382586533848300969784157]
encloses a locally unique zero!
[9.424697254738521219115865183918111,9.4246972547385212191156865183918112]
encloses a locally unique zero!
[1.256637410168936767682201604251579e1,1.256637410168936767682201604251580e1]
encloses a locally unique zero!
[1.570796311724721594229036828468796e1,1.5707963117247215694229036828468797e1]
encloses a locally unique zero!
[1.884955592805117152444424965806380e1,1.884955692805117152444424965806381e1]
encloses a locally unique zero!

Calculated 7 interval enclosure(s)

Anmerkungen:

1. Wir erhalten also 7 eindeutig bestimmte Nullstellen, die mit einer Genauigkeit von etwa 221
Dezimalstellen eingeschlossen werden, und der verwendete Algorithmus garantiert wegen
der nachgewiesenen Eindeutigkeit, dass es im Innern von [0,20] keine weiteren Nullstellen
geben kann. Die obige Ausgabe ist auf 34 Dezimalstellen beschrankt.

2. Die Funktion g(z) = —sin®(z) besitzt bei 2 = k-7, k € Z, nur dreifache Nullstellen
mit waagerechter Tangente. Solche mehrfachen Nullstellen werden vom Algorithmus zwar
eingeschlossen, die Eindeutigkeit kann aber nicht nachgewiesen werden. Der Nachweis der
Eindeutigkeit gelingt nur bei einfachen Nullstellen!

3. Addiert man zu g(x) = —sin®(z) den kleinen positiven Funktionswert e 3%, so werden die
mehrfachen Nullstellen von g(z) zu einfachen Nullstellen von f(z) = 3% - sin®(2), die
mit obigem Programm erfolgreich eingeschlossen werden.

4. Wihlt man in f(z) = e73* —sin3(z) den fiir 2 > 0 noch viel kleineren Summanden e=307%

so besitzt h(x) := e=302" _ sin®(z) ebenfalls einfache Nullstellen, jetzt jedoch mit nahezu
waagerechten Tangenten, und der Nachweis der Eindeutigkeit dieser Nullstellen in ihren
EinschlieBungen gelingt in [0,+20] nur mit der viel kleineren Toleranz 1072%% wodurch
aber erhebliche Laufzeiten erforderlich werden.
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5. u(z) = sin?(x) — 2720909 hesitzt in [3,4] zwei sehr eng benachbarte, einfache Nullstel-
len. Der Algorithmus findet jedoch mit Tolerance = 1e-34 nur eine Einschliefung mit
der Meldung may contain a zero (not verified unique)! Mit dem sehr viel kleineren Wert
Tolerance = 1e-2000 wird eine Einschliefung wegen zu vieler interner rekursiver Funk-
tionsaufrufe jedoch nicht gefunden, (Speicherzugriffsfehler). Die gleiche Fehlermeldung
erhélt man aber auch mit der sehr viel kleineren Fehlerschranke Tolerance = 1e-40000,
vgl. dazu auch das nédchste Beispiel und Seite 170.

6. v(x) = cos(x)-cosh(x) + 1 besitzt in [1e9,1.00000001e9] drei einfache Nullstellen mit fast
senkrechten Tangenten. Mit Tolerance = 1le-34 erhéilt man das Ergebnis:

[1.000000000993400903293511449821674e9,1.000000000993400903293511449821675e9]
may contain a zero (not verified unique)!
[1.000000004134993556883304688284317e9,1.000000004134993556883304688284318e9]
may contain a zero (not verified unique)!
[1.000000007276586210473097926746961e9,1.000000007276586210473097926746962e9]
may contain a zero (not verified unique)!

Calculated 3 different interval enclosure(s)

Mit Tolerance = 1e-4000 erhélt man die Fehlermeldung: Speicherzugriffsfehler
und mit Tolerance = 1e-6600 erhilt man das Ergebnis:

[1.0000000009934. ..92174077065973028e9,1.0000000009934. . .92174077065973029¢e9]
encloses a locally unique zero!
[1.0000000041349. ..87813976055331239e9,1.0000000041349. ..87813976055331240e9]
encloses a locally unique zero!
[1.0000000072765. . .83453875044689451e9,1.0000000072765. . .83453875044689452e9]
encloses a locally unique zero!

Calculated 3 different interval enclosure(s)

Bei einfachen Nullstellen mit nahezu senkrechten Tangenten erhilt man also bei diesem
Beispiel den Beweis der Eindeutigkeit erst mit hinreichend kleinen relativen Fehlerschran-
ken. Es ist sogar moglich, mit Tolerance = 1e-2000000 die drei Nullstellen mit jeweils
etwa 3000000 korrekten Dezimalstellen einzuschlieSen. Mit wachsender Stellenzahl wéchst
die Laufzeit jedoch erheblich.

Die néchsten drei Beispielprogramme verlangen innerhalb der Funktion void compute(...) die
folgenden Eingaben:

1. n-th derivative of the function, n = ¢, d.h. die Ordnung n >=0 der Ableitung von f(z),
deren Nullstellen zu berechnen sind. Die Funktion f(x) selbst ist jeweils vor der Funktion
void compute(...) zu definieren.

2. Start intervall [r1,22] = 2, d.h. das Intervall in der Form [1.234e-500,1.23e-490], in
dem die Nullstellen einzuschlieffen sind.

3. The precision in bits of the start interval ?  Die Eingabe von 53 ist meist vollig ausrei-
chend. Wenn jedoch das Startintervall schon sehr schmal ist und noch weiter verbessert
werden soll, so muss seine Prézision in Bits eingegeben werden, d.h. besteht z.B. die Inter-
vallunterschranke aus 100 Dezimalstellen, so sollten wenigstens 100-3.321928095 ~ 332 Bits
eingegeben werden. Innerhalb der Funktion void AllZeros(....) wird dann mit einer
CurrentPrecision von wenigsten 332 Bits gerechnet.

4. Number k of derivatives for mean value forms (e.g. 1 <= k <= 10), k = ¢  Hier ist
die Anzahl k£ > 1 der Ableitungen anzugeben, die bei der benutzten Mittelwertform zur
Anwendung kommen sollen.
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5. No inflation: i=0, inflation to left: i=1, inflation to right: i=2; i = ¢ Bei symmetri-

scher Lage der Nullstellen im Startintervall kénnen einige Nullstellenkandidaten mehrfach
gezdhlt werden. Um dies zu vermeiden, kann das Startintervall wahlweise nach rechts oder
links minimal aufgebliht werden. Dadurch moglicherweise eingefangene Nullstellenkandi-
daten werden jedoch anschliefend wieder aussortiert.

. (Relative) Tolerance for the enclosures (e.g. 1e-20) = ?  Sollen die Nullstellen mit z.B.

20 korrekten Dezimalstellen eingeschlossen werden, so sollte man hier 1e-20 eingeben.
Innerhalb von void AllZeros(...) wird dann die CurrentPrecision auf mindestens —1.5-
expo(Tolerance) + 53 gesetzt. Sollte dieser Wert immer noch zu klein sein, so kann bei
der néichsten Eingabeaufforderung ein noch groflerer Wert in Bits eingegeben werden.

. How many decimals should have the output format = ¢ Hier kann die Anzahl der

Dezimalstellen im Ausgabeformat festgelegt werden.

Das folgende Programm MPFR-21 berechnet fiir ein gegebenes Startintervall [z] alle Nullstellen
der n-ten Ableitung f((z) der recht komplizierten Funktion

f(x) :=cosh(xz - 1) —erf((z +3)/(3 + cos(9zx)) + exp(-sqr(z)) -sin(5.5 -z - 2)), xz¢€[x].

Versuchen Sie (lieber nicht!) etwa f(*)(z) mit Papier und Bleistift zu berechnen! Lisst man diese
Aufgabe mit einem Algebrasystem, so wird man von seitenlangen Funktionstermen erschlagen,
und es ist vollig ausgeschlossen, fiir die Nullstellenbestimmung den optimalen Funktionsterm zu
bestimmen. Aber mit Al11Zeros(...) und mithilfe der Mittelwertform (mea-value form, k = 8)
lassen sich im Intervall [-14,14] alle 823 einfache Nullstellen erfolgreich einschliefien!

//
//
//
//

MPFR-21. cpp
Calculating enclosures of all zeros of the n—th derivative of the
basic expression

//

#include <iostream >
#include ”"mpficlass.hpp”

using namespace cXsc;
using namespace std;

using namespace MPFR;
using namespace MPFI;

namespace{ int n; } // n—th derivative of the basic ezpression

// is used in function definition of f

namespace{ int k; } // derivatives up to this order are used

// by the centered forms

class BasicExpression

{

public:
MPitaylor operator ()(const MPitaylor& x)

{ // Ewvaluation of expresssion:

MPitaylor r = cosh(x-1)-erf((x+3)/(3+cos(9%x)) + exp(-sqr(x))=*sin (5.5%xx-2));
// MPitaylor r = I1-cos ((2-0.992)+(x-0.993)); // Test for many candidates

// MpfrClass ¢(0.5);

// MPitaylor r = sqr(sin(z)) - comp(t,—19999);

return r;

} //operator

} basic_f; // class BasicEzpression

// with one global object basic_f (used in function f)

MPDerivType f (const MPDerivIypek xx)

MPitaylor x (::n+::k, fValue(xx)); // independent variable z
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MPitaylor
MPitaylor
MPitaylor

MPitaylor

MpfrClass:

MPitaylor

MpfrClass:

MpfiClass

MpfiClass

xmid (n+k, mid(fValue(xx))); // independent variable zmid
rinf;

rsup;
rx = basic_f(x); // function evaluated with interval argument
: SetCurrPrecision (MpfrClass:: GetCurrPrecision ()+10);

rmidx = basic_f(xmid); // function evaluated with

// point interval argument

: SetCurrPrecision (MpfrClass:: GetCurrPrecision () -10);
y = fValue(xx) - mid(fValue(xx)); // used in mean—value forms
glk+1]; // g[0]= f, g[1]= df, g[2]= ddf,

glk] = get_j_derivative (rx,ntk); // highest derivative

for(int i
gli] =

= k-1; i>=0; i—-)

get_j_derivative (rmidx,nt+i) + g[i+1]xy; // central form

MpfiClass dummy;
return MPDerivType(g[0], g[l], dummy);
Y // MPDerivType f

// Function for prompting and reading information to call the function
// ’AllZeros()’. This function must be called with the function ’f’
// and a string ’‘Name’ containing a teztual description of that function .

void compute ( MPddf FctPtr f, const char xName )

{

MpfiClass SearchInterval ;
MpfrClass Tolerance,

SupStart, InfStart , EpsBlow;
MPivector Zero, ZeroV;
intvector Unique, UNIQUE;
int NumberOfZeros, NOZ, i, Error;
long int K;

PrecisionType prec;
string str;

cout << endl << 7

cout << 7
cout << 7

cout << 7
cout << 7

cout <<
cout <<
cout <<

cout <<

xxx” << endl;
x+x+x Computing all zeros of the

”

sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk ok sk sk ok ok skok ok ok skok R skokok ok kokok ok kokokk kT << end]

”

<< ”"n-th derivative of the function 7 << Name << endl;
x%%x n = 7 7; cin >> n;
x%% The zeros of the ” << m << ”-th derivative of the function
<< endl;
xx% 7 << Name << 7 are to be calculated.” << endl;
%% Start intervall [x1,x2] =? 7; cin >> str;
x%%x The precision in bits of the start interval must be entered.”
<< endl;
%% (e.g. 10 decimals require a precision of 10%3.3219280 bits) 7 7;

cin >> prec;
if (prec<53) prec = 53;

MpfiClass Start(str,prec); // All zeros in Start are to be enclosured.
set_Mpfi(SearchInterval, Start, Start.GetPrecision ());

cout << 7 #%xx Number k of derivatives for mean-value forms (e.g. 1<=k<=10),

if (k<1) k=1;

cout << 7 **xx k for mean value forms: 7 << ::k << endl;

cout << 7 **xx To avoid a possible symmetric location of the zeros in 7 << endl;
cout << 7 **xx the start interval a small inflation can be realized. ” << endl;
do {
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100 cout << 7 *%xx No inflation: i=0, inflation to left: i=1,

101 inflation to right: i=2; i = 7?7 7; cin >> i;
02} while (i<0 || i>3);

103

104 if (i>0)

105

106 K = -0.86%SearchInterval. GetPrecision ();

107 EpsBlow = 1;

108 times2pown (EpsBlow , K);

109 MpfiClass :: SetCurrPrecision (SearchInterval. GetPrecision ());

110 if (i==1)

111 SearchInterval = Blow_L(SearchInterval , EpsBlow );

112 else // i=2

113 SearchInterval = Blow_R(SearchInterval , EpsBlow );

114}

115 if (i==0)

116 cout << 7 *%x SearchInterval = 7 << SearchlInterval << endl;

117 else cout << ” xx*x Blown up Searchlnterval = 7 << SearchlInterval << endl;
118 cout << 7 xxx (Relative) Tolerance for the enclosures (e.g. le-20) = 7 7;
119 cin >> str;

120 Tolerance = string2Mpfr (str);

121 cout << 7 *xx Tolerance = 7 << Tolerance << endl;

122 cout << 7 x*xx With Tolerance the CurrentPrecision is calculated in” << endl;
123 cout << 7 xxx AllZeros(...) by: -1.5xexpo(Tolerance)+53 =7

124 << —1.5%expo(Tolerance)+53 << endl;

125 cout << 7 xxx In some cases this value can be too small.

126 So a greater value in bits” << endl;
127 cout << 7 %% for the CurrentPrecision can be neccessary: (e.g. 300) = ? 7;
128 cin >> prec;

129 if (prec < 53) prec = 53;

130 MpfrClass :: SetCurrPrecision (prec);

131 cout << 7 *%x Minimum CurrentPrecision in bits: ”

132 << MpfrClass :: GetCurrPrecision () << endl;

133 prec = —expo(Tolerance)/3.321928095 + 1;

134 cout << 7 **xx With respect to Tolerance each of the zero enclosures ” << endl;
135 cout << 7 *xx should have 7 << prec << ” common decimals.” << endl;

136 cout << 7 **xx How many decimals should have the output format = ? 7;

137 cin >> prec;

138 if (prec < 10) prec = 10;

139 cout.precision (prec); // only for the output format

140 cout << endl << 7 xxx Computing all zeros of the ” << n

141 << 7-th derivative of 7 << endl;

142 cout << 7 7 << Name << endl;

143 cout << 7 **xx please wait some moments:” << endl;

144

145 AllZeros (f, SearchInterval, Tolerance, Zero, Unique, NumberOfZeros, Error);
146

147 cout << endl << 7 xxx All zero enclosures are calculated 7

148 << endl << endl;

149 if (Error)

150 cout << endl << AllZerosErrMsg(Error) << endl;

151 else

152 {

153 SupStart = Sup(Start); InfStart = Inf(Start);

154 if (i==2) // Inflation to right

155 // In Zero and Unique those zero enclosures are sorted out

156 // with Inf(Zero[k])>Sup(Start).

157 {1i=0;

158 for (int k=1; k<=NumberOfZeros; k+-+)

159 {

160 if (Inf(Zero[k-i])<=SupStart)

161

162 Zero [k-1] = Zero [k];

163 Unique [k—-i] = Unique [k];
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164 }

165 else i++;
166 }
167 }
168 else
169 {
170 if (i==1) // Inf(SearchInterval) < Inf(Start)
171 // In Zero and Unique those zero enclosures are sorted out
172 // with Sup(Zero[k])<Inf(Start).
173 {i=0;
174 for (int k=1; k<=NumberOfZeros; k+-+)
175 {
176 if (Sup(Zero[k-i])>=InfStart)
177 {
178 Zero [k—1] = Zero[k];
179 Unique [k—i] = Unique[k];
180
181 else i+4++;
182 }
183 }
184 }
185 NumberOfZeros = NumberOfZeros - i;
186 // Candidates Zero[k] with Unique[k] = 0 are sorted out if it is guaranted
187 // that no zero is enclosed. However, it is possible that the remaining
188 // candidates, with Unique[k] = 0, enclose NO zero!
189
190 i=0;
191 for (int k=1; k<=NumberOfZeros; k++)
192 {
193 if (Unique[k] = 0)
194
195 AllZeros (f, Zero[k], Tolerance, ZeroV, UNIQUE, NOZ, Error);
196 if (NOZ==0) // No zero found
197 i+ // Elimination of Zero[k] including no zero
198 else
199
200 Zero [k-1] = Zero [k];
201 Unique [k—-i] = Unique [k];
202 }
203 }
204 else
205 {
206 Zero [k—1] = Zero [k];
207 Unique [k-i] = Unique [k];
208 }
209 }
210 NumberOfZeros = NumberOfZeros — 1i;
211 // Now successive and overlapping enclosures are tested and
212 // under certain conditions one of these are sorted out:
213 i=0;
214 MpfiClass tmp;
215 for (int k=1; k<=NumberOfZeros -1; k++)
216 {
217 if (!Disjoint (Zero[k-1i], Zero[k—-i+1])) // intersection is not empty
218
219 tmp = Zero[k—i] | Zero[k-i+1];
220 if (Unique [k-i]==Unique [k+1-i] && Unique [k—-i]==0)
221
{
222 AllZeros (f, tmp, Tolerance, ZeroV, UNIQUE, NOZ, Error);
223 if (NOZ==1 && UNIQUE[1]==1)
224 {
225 Zero [k-1] = ZeroV[1]; Unique[k-i] = 1;
226 }
227 else
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228 Zero [k—i] = tmp;

229 MPivec_del (Zero, k-i+1);

230 intvec_del (Unique, k—i+1);

231 NumberOfZeros — —;

232 i++;

233 }

234 else

235 {

236 AllZeros (f, tmp, Tolerance, ZeroV, UNIQUE, NOZ, Error);
237 if (NOZ==1 && UNIQUE[1]==1)

238 {

239 Zero [k—1] = ZeroV [1];

240 Unique [k-i] = 1;

241 MPivec_del (Zero, k-i+1);

242 intvec_del (Unique, k—i+1); NumberOfZeros ——;

243 i++;

244 }

245 }

246 } // !Disjoint ( )

247 } /] for (...)

248 COUL T 77 skokoskoskoskok sk sk ok skoskok ok skoskof sk skoskok skosk skok skok ko skokokokskokokskokoskokskokkkkokok ok << end] << endl;
249 for (int i=1; i<=NumberOfZeros; i++)

250 {

251 cout << Zero[i] << endl;

252 if (Unique[i])

253 cout << "encloses a locally unique zero!” << endl;

254 else

255 cout << ”may contain a zero (not verified unique)!” << endl;
256 }

257 cout << endl << ”Calculated 7 << NumberOfZeros << ” interval enclosure(s)”
258 << endl;

259 bool empty(true);

260 for (int i=1; i<=NumberOfZeros; i++)

261 {

262 for (int j=i+41; j<=NumberOfZeros; j++) // pairwise empty intersections?
263 empty = empty && Disjoint (Zero[i], Zero[j]);

264 }

265 cout << boolalpha << ”Different enclosures do NOT overlap: ”
266 << empty << endl;

267 bool allUnique (true);

268 for (int i=1; i<=NumberOfZeros; i++)

269 allUnique = allUnique && Unique[i |;

270 cout << "Every enclosure contains a locally unique zero: ”
271 << allUnique << endl;

272 cout.precision (Start.GetPrecision()/3.321928095);

273 if (empty && allUnique)

274 {

275 cout << ”"There is/are exactly 7 << NumberOfZeros

276 << 7 zero(s) in the interval 7 << endl;

277 cout << 7 7 << Start << endl;

278 }

279 cout << "The zeros of the x**x 7 << n

280 << ”7-th derivative #**xx of the basic expression have been computed.”
281 << endl << endl;

282  }

283 return;

284 } // compute

285

286 int main(void) {

287 compute(f, ”"cosh(x-1)-erf((x+3)/(3+cos(9xx)) + exp(-sqr(x))=*sin (5.5%xx-2))” );
288 return 0;

289 }

168



Mit den folgenden Eingaben
(7.3) n =20, [-14,14], 53, k=8, i=0, le-20, 152, 20;

erhdlt man die Ausgabe, wobei hier aus Platzgriinden nur die letzte EinschlieSung angegeben
wird:
xx% Computing all zeros of the 20-th derivative of
cosh(x-1)-erf ((x+3)/(3+cos(9%x)) + exp(-sqr(x))*sin(5.5%x-2))
%% please wait some moments:

[1.39863986165066814584144317220e1,1.39863986165066814584144317221el]
encloses a locally unique zero!

Calculated 823 interval enclosure(s)

Different enclosures do NOT overlap: true

Every enclosure contains a locally unique zero: true

There is/are exactly 823 zero(s) in the interval
[-1.40000000000000e1,1.40000000000000e1 ]

The zeros of the xxx 20-th derivative #x*x

of the basic expression have been computed.

Die 823 Nullstelleneinschlieungen werden intern mit etwa 45 korrekten Dezimalstellen berech-
net und oben mit 30 Dezimalstellen ausgegeben. Will man die letzte Nullstelle mit z.B. 5000
Dezimalstellen berechnen, so benutzt man die obige EinschlieBung und startet das Programm
MPFR-21 mit den Eingaben

n =20, [1.39863986165066814584144317220¢1, 1.39863986165066814584144317221e1],
100, k=8, i =0, le — 5000, 24967, 5000;

und erhélt so die EinschlieBung der letzten Nullstelle mit 5000 korrekten Dezimalziffern:

[1.398639861650668...818636349627e1,1.398639861650668...818636349628e1
encloses a locally unique zero!

In einer for-Schleife kann man mit Hilfe des Vektors Zero, der die 823 EinschlieBungen mit 30
korrekten Dezimalstellen enthélt, die Funktion Al11Zeros(...) fiir jeden Kandidaten Zero [k]
mit den obigen Eingabedaten nochmals aufrufen und damit alle 823 EinschlieBungen mit 5000
korrekten Dezimalziffern berechnen. Ganz analog kénnen die 823 EinschlieBungen dann auch
mit einer Genauigkeit von z.B. 20000 Dezimalstellen eingeschlossen werden.

Es sei noch angemerkt, dass auch alle 1045 Nullstellen von f(?*) mit den Eingaben

n=25 [-14,14], 53, k=8, i =0, le-20, 152, 20;

erfolgreich eingeschlossen werden.
Fiir die Funktion f(z):=1-cos((x-0.992) - (x —0.993)) erhélt man mit den Eingabedaten

n=0, [0.75,1], 53, k=1, i =0, le—20, 152, 20;

die folgenden EinschlieSfungen der beiden doppelten Nullstellen:

[9.9199999999999999288e-1,9.9199999999999999291e-1]
may contain a zero (not verified unique)!
[9.9299999999999999377e-1,9.9299999999999999379e-1]
may contain a zero (not verified unique)!

Wahlt man statt 1e-20 den Tolerance-Wert 1e-100, so erhélt man optimal nur die zwei Null-
stellenkandidaten, wenn die obige Eingabe 152 durch 1000 ersetzt wird. Bei zu kleinen Werten
erhélt man zusétzliche Nullstellenkandidaten mit may contain a zero (not verified unique)!. Das
Beispiel zeigt, wie niitzlich es ist, dass man in Zeile 128, nach der Eingabe von Tolerance, den
Mindestwert der CurrentPrecision in AllZeros(...) weiter vergroflern kann.
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Die Funktion f(z) := sin?(z) — 2720000 vol. Seite 163, besitzt in [3.1,3.2] zwei einfache aber
sehr dicht benachbarte Nullstellen mit fast waagerechter Tangente, die auch jetzt z.B. mit den
Eingabedaten

n =0, [3.1415...3751,3.1415...3752], 180, k=1, i =0, le— 25000, 124650, 50;

wegen der Fehlermeldung Speicherzugriffsfehler nicht getrennt werden kénnen. Mit den Einga-
bedaten
n=0, [3.1,3.2], 53, k=1, i=0, le-30, 202, 30;

erhalt man lediglich die EinschlieBung

[3.14159265358979323846264338327,3.14159265358979323846264338329]
may contain a zero (not verified unique)!

Das prinzipiell einfache Beispiel zeigt, dass auch die Funktion Al1Zeros(...) nicht alle Null-
stellenprobleme 16sen kann, aber vorhandene Nullstellen werden grundsétzlich nicht iibersehen,
wenn das Programm ohne Fehlermeldung beendet wird. Das obige spezielle Problem ldsst sich
natiirlich sehr einfach losen, wenn f(z) als Produkt f(z) = (sin(z) +2719900) . (sin(z) — 2710000)
geschrieben wird und anschliefend die einfache Nullstelle jedes einzelnen Faktors separat be-
rechnet wird. Auch hier ist die Wahl des giinstigsten Funktionsterms wieder entscheidend.

Mit dem folgenden Programm MPFR-22.cpp werden die Nullstellen von wég) (z) berechnet fiir
0 < n <20, wobei das Wilkinson-Polynom wsg(x) definiert ist durch [66]

20 _
wao(z) = (x-1)-(x-2)-...-(x-20) = > a;-2", as =1, arg=-210, ...
1=0

Da die Funktionswerte woo(x) selbst und damit auch Lage der Nullstellen x; =i, i = 1,2,..., 20,
sehr empfindlich ist beziiglich nur kleiner Anderungen der ganzzahligen Koeffizienten a;, muss
zunéchst sichergestellt werden, dass die a; im Rechner exakt gespeichert werden. Dies wird im
folgenden Quellcode realisiert von Zeile 34 bis 65. Der Quellcode ab Zeile 80 stimmt mit dem
Quellcode von MPFR-21.cpp, dort ab Zeile 33, genau {iberein und wird hier aus Platzgriinden
weggelassen.

//

//  MPFR-22.cpp

// Calculating enclosures of all zeros of the n—th derivative of the
// basic ezpression

// Wilkinson polynomial of degree 20

//

#include <iostream >
#include "mpficlass.hpp”

using namespace cXSc;
using namespace std;

using namespace MPFR;
using namespace MPFI;

namespace{ int n; } // n—th derivative of the basic expression
// is used in function definition of f
namespace{ int k; } // derivatives up to this order are used

class BasicExpression {
#define MP MpfiClass

public:
static const int degree = 20;
MpfiClass a[degree+1]; // coeff.: af[degree] ... a[0]
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26 public:
27 BasicExpression () // constructor

28

{
29 PrecisionType oldPrec (MP:: GetCurrPrecision ());
30 MP: : SetCurrPrecision (57);
31 for (int i=degree; i>=0; i—--) a[i] = 0;
32
33 // Wilkinson polynomial of degree 20
34 // Initialization of the coefficients:
35 a[20]= MP( 1);
36 a[19]= MP(-210);
37 a[18]= MP( 20615);
38 a[17]= MP(-1256850.0);
39 a[l6]= MP( 53327946.0);
10 a[15]= MP(-1672280820.0);
i a[14]= MP( 40171771630.0);
12 a[13]= MP(” -756111184500.0” );
P a[12]= MP(” 11310276995381.07);
4 a[ll]= MP(” -135585182899530.0" ) ;
45 a[l0]= MP(” 1307535010540395.07);
46 a[9]= MP(” -10142299865511450.0” );
a7 a[8]= MP(” 63030812099294896.0”);
15 a[7]= MP(” -311333643161390640.0” );
49 al6]= MP(” 1206647803780373360.0” );
50 a[5]= MP(” -3599979517947607200.0" ) ,
51 al4]= MP(” 8037811822645051776.0” );
52 a[3]= MP(” -12870931245150988800.0” );
53 a[2]= MP(” 13803759753640704000.0”);
54 al[l]l= MP(” -8752948036761600000.0” );
55 a[0]= MP(” 2432902008176640000.0” );
56
57 for (int i=degree; i>=0; i—--) // check whether coeff are ezactly repr.
58

{

59 if (diam(a[i])!=0)
60
61 cout << 7 xxx coeff a[” << i << 7] not representable ,
62 increase the CurrenPrecision!” << endl;
63 exit (1);
64 }
65 }
66 MP: : SetCurrPrecision (oldPrec); // restore precision setting
67 return;
68 + // constructor

70 MPitaylor operator ()(const MPitaylor& x)

71

{
72 // Compute Taylor coefficients of basic expression r(z) via Horner’s scheme
73 MPitaylor r= a[degree|xx + a[degree-1]; //expanded form of polynomial is wused
74 for (int i=degree-2; i>=0; i--)
75 r = rxxtali];
76 return r;

77} // operator
78

79 } basic_f; // class with one global object basic_f (used in function f)

Mit den Eingabedaten
n=0, [1,20], 53, k=4, i=0, le—-30, 202, 30;

erhéilt man die Ausgabe der NullstelleneinschlieBungen mit 30 korrekten Dezimalstellen:
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%% Computing all zeros of the 0-th derivative of
Wilkinson polynomial of degree 20

x%% please wait some moments:

xx*% All zero enclosures are calculated

3k 3k 3k >k 3k 3k 3k >k >k 3k 3k 3k >k >k 3k 3k 3k 3k >k 3k 3k 3k >k >k 3k 3k 3k >k >k 3k 3k 5k >k >k 3k 3k >k >k >k 3k 3k >k >k >k 3k ok >k >k >k 3k ok 3k >k >k 3k 3k 3k >k >k 3k 3k 3k >k >k 3k 3k >k >k >k 3k 3k >k >k >k 3k 3k k X%

[9.99999999999999999999999999999e-1,1.00000000000000000000000000001]

encloses a locally unique zero!

[1.99999999999999999999999999999,2.00000000000000000000000000001]

encloses a locally unique zero!

[2.99999999999999999999999999999,3.00000000000000000000000000001]

encloses a locally unique zero!

[3.99999999999999999999999999999 ,4.00000000000000000000000000001]

encloses a locally unique zero!

[4.99999999999999999999999999999 ,5.00000000000000000000000000001]

encloses a locally unique zero!

[6.99999999999999999999999999999 ,6.00000000000000000000000000001]

encloses a locally unique zero!

[6.99999999999999999999999999999,7.00000000000000000000000000001]

encloses a locally unique zero!

[7.99999999999999999999999999999,8.00000000000000000000000000001]

encloses a locally unique zero!

[8.99999999999999999999999999999,9.00000000000000000000000000001]

encloses a locally unique zero!

[9.99999999999999999999999999999 ,1.00000000000000000000000000001 el ]

encloses a locally unique zero!

[1.09999999999999999999999999999 e1,1.

encloses a locally unique zero!

[1.19999999999999999999999999999e1,1.

encloses a locally unique zero!

[1.29999999999999999999999999999e1,1.

encloses a locally unique zero!

[1.39999999999999999999999999999e1,1.

encloses a locally unique zero!

[1.49999999999999999999999999999 e1,1.

encloses a locally unique zero!

[1.59999999999999999999999999999e1,1.

encloses a locally unique zero!

[1.69999999999999999999999999999 e1,1.

encloses a locally unique zero!

[1.79999999999999999999999999999e1,1.

encloses a locally unique zero!

[1.89999999999999999999999999999e1,1.

encloses a locally unique zero!

[1.99999999999999999999999999999 el ,2.

encloses a locally unique zero!

Calculated 20 interval enclosure(s)
Different enclosures do NOT overlap:

10000000000000000000000000001 el ]
20000000000000000000000000001 el |
30000000000000000000000000001 el |
40000000000000000000000000001 el |
50000000000000000000000000001 el |
60000000000000000000000000001 el |
70000000000000000000000000001 el |
80000000000000000000000000001 el ]
90000000000000000000000000001 el |

00000000000000000000000000001 el ]

true

Every enclosure contains a locally unique zero: true

There is/are exactly 20 zero(s) in the interval
[1.00000000000000,2.00000000000000e1 |

The zeros of the *xx 0-th derivative xxx of the basic expression

have been computed.
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Das Tschebyscheff-Polynom T (z) vom Grad N =40 ist definiert durch

20
Tao(z) = cos(40 - arccos(z)) = Y agy - 2, ag =1, ag =-800,..., a4 = 549755813888,
k=0

Mit folgendem Programm MPFR-23.cpp werden fiir die n-te Ableitung T4(6L )(w), mit 0 < n <40,
alle Nullstellen fiir = € [-1, 1] berechnet. Dazu muss im folgenden Quellcode zuniichst ab Zeile 31
bis 67 dafiir gesorgt werden, dass die ganzzahligen Koeffizienten aqi exakt gespeichert werden.
Die Abbildung 7.3 zeigt den zur y-Achse symmetrischen Graphen von Tyo(x) fiir z € [0,1]. Man
erkennt, dass sich die einfachen Nullstellen am Intervallrand zusammendrangen und die x-Achse
fast senkrecht schneiden. Das numerische Problem besteht also darin, auch noch diese Nullstellen
erfolgreich einzuschlieflen.

1.0

0.5

| | |
f 2 0. 0. 8 e
050
_1.0-

Abbildung 7.3.: Tschebyscheff-Polynom Tyo(z), = €[0,+1]

//
//  MPFR-23.cpp

// Calculating enclosures of all zeros of the n—-th derivative of the

//  basic ezxpression
// Tschebyscheff polynomial of degree 40
//

#include <iostream >
#include "mpficlass.hpp”

using namespace cXSc;
using namespace std;

using namespace MPFR;
using namespace MPFI;

namespace{ int n; } // n—th derivative of the basic ezpression
// is used in function definition of f

namespace{ int k; } // derivatives up to this order are used

class BasicExpression {
#define MP MpfiClass
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81

public:
static const int degree = 40;
MpfiClass a[degree+1]; // coeff. a[degree] ... a[0]

public:
BasicExpression () // constructor

{
PrecisionType oldPrec (MP:: GetCurrPrecision ());
MP: : SetCurrPrecision (53);
for (int i=degree; i>=0; i—-) a[i]= 0;

// Tschebyscheff polynomial of degree 40
// Initialization of the coefficients:

a[40]= MP(” 549755813888.0");
a[38]= MP(” -5497558138880.0" );
a[36]= MP(” 25426206392320.07);
a[34]= MP(” -72155450572800.0" );
a[32]= MP(” 140552804761600.07);
a[30]= MP(” ~199183403319296.0” );
a[28]= MP(” 212364657950720.0" );
a[26]= MP(” —173752901959680.0" );
a[24]= MP(” 110292369408000.07);
a[22]= MP(” -54553214976000.0" );
a[20]= MP(” 21002987765760.07 );
a[18]= MP(” —6254808268800.0" );
a[16]= MP(” 1424085811200.0");
a[l14]= MP(” -243433472000.0" );
a[12]= MP(” 30429184000.0");
a[10]= MP(” —-2677768192.0"),
a[8]= MP(” 156900480.07);
a[6]= MP(” -5617920.07);

a[4d]= MP(” 106400.07);

a[2]= MP(” -800.0” );

al0]= MP(” 1.07);

for (int i=degree; i>=0; i—--) // check whether coeff are ezactly repr.
if (diam(a[i])!=0)

cout << 7 xxx coeff a[” << i << 7] not representable ,
increase the CurrenPrecision!”
<< endl;
exit (1);
}
}

MP: : SetCurrPrecision (oldPrec); // restore precision setting
return;
Y //constructor

MPitaylor operator ()(const MPitaylor& x)
{ // Compute Taylor coefficients of basic expression r(z) via Horner’s scheme
MPitaylor r = a[degree|xx + a[degree-1]; // expanded form of polynomial
for (int i=degree-2; i>=0; i--)
r = rxxtali];
// MPitaylor r = cos(degreexacos(z)); // polynomial via cos and acos
return r;

} //operator

} basic_f; // class with one global object basic_f (used in function f)

Der Rest des Programmcodes stimmt iiberein mit dem Code des Programms MPFR-21.cpp

auf Seite 164 und wird hier aus Platzgriinden nicht angegeben.
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Mit den Eingabedaten
n=0, [-1,+1], 53, k=5, i =0, le—30, 202, 30;

erhéilt man die EinschlieBungen der folgenden 40 einfachen Nullstellen:

[-9.99229036240722934737126260342e—-1,-9.99229036240722934737126260341e-1]
encloses a locally unique zero!
[-9.93068456954926295637437247811e-1,-9.93068456954926295637437247810e—1]
encloses a locally unique zero!
[-9.80785280403230449126182236135e—-1,-9.80785280403230449126182236134e-1]
encloses a locally unique zero!
[-9.62455236453647287630266405186e—-1,-9.62455236453647287630266405185e—1]
encloses a locally unique zero!
[-9.38191335922484134452339726687e—-1,-9.38191335922484134452339726686e—1]
encloses a locally unique zero!
[-9.08143173825081299258085836572e—-1,-9.08143173825081299258085836571e—1]
encloses a locally unique zero!
[-8.72496007072797114525161099223e-1,-8.72496007072797114525161099222e—1]
encloses a locally unique zero!
[-8.31469612302545237078788377618e—-1,-8.31469612302545237078788377617e—1]
encloses a locally unique zero!
[-7.85316930880744927470340278948e—-1,-7.85316930880744927470340278947e-1]
encloses a locally unique zero!
[-7.34322509435685535636126222188e—-1,-7.34322509435685535636126222186e—1]
encloses a locally unique zero!
[-6.78800745532941741393855554242e—-1,-6.78800745532941741393855554241e-1]
encloses a locally unique zero!
[-6.19093949309833986941560856247e—-1,-6.19093949309833986941560856246e—1]
encloses a locally unique zero!
[-5.55570233019602224742830813949e-1,-5.55570233019602224742830813948e—1]
encloses a locally unique zero!
[-4.88621241496954947420190887839e—-1,-4.88621241496954947420190887838e—1]
encloses a locally unique zero!
[-4.18659737537428086675565205122e—-1,-4.18659737537428086675565205121e—1]
encloses a locally unique zero!
[-3.46117057077492976468214994929e-1,-3.46117057077492976468214994928e—1]
encloses a locally unique zero!
[-2.71440449865074253343787401296e—-1,-2.71440449865074253343787401295e-1]
encloses a locally unique zero!
[-1.95090322016128267848284868478e—-1,-1.95090322016128267848284868477e—1]
encloses a locally unique zero!
[-1.17537397457837644105568266841e—-1,-1.17537397457837644105568266840e—1]
encloses a locally unique zero!
[-3.92598157590686090208033637984e—-2,-3.92598157590686090208033637983e —2]
encloses a locally unique zero!
[3.92598157590686090208033637983e€-2,3.92598157590686090208033637984e —2]
encloses a locally unique zero!
[1.17537397457837644105568266840e—1,1.17537397457837644105568266841e—-1]
encloses a locally unique zero!
[1.95090322016128267848284868477e—-1,1.95090322016128267848284868478e—1]
encloses a locally unique zero!
[2.71440449865074253343787401295e—-1,2.71440449865074253343787401296e 1]
encloses a locally unique zero!
[3.46117057077492976468214994928e-1,3.46117057077492976468214994929e-1]
encloses a locally unique zero!
[4.18659737537428086675565205121e—-1,4.18659737537428086675565205122e 1]
encloses a locally unique zero!
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[4.88621241496954947420190887838e—1,4.88621241496954947420190887839e-1]
encloses a locally unique zero!
[6.55570233019602224742830813948e-1,5.55570233019602224742830813949e 1]
encloses a locally unique zero!
[6.19093949309833986941560856246e—1,6.19093949309833986941560856247e—1]
encloses a locally unique zero!
[6.78800745532941741393855554241e—-1,6.78800745532941741393855554242e-1]
encloses a locally unique zero!
[7.34322509435685535636126222186e—-1,7.34322509435685535636126222188e—1]
encloses a locally unique zero!
[7.85316930880744927470340278947e—-1,7.85316930880744927470340278948e-1]
encloses a locally unique zero!
[8.31469612302545237078788377617e—-1,8.31469612302545237078788377618e—1]
encloses a locally unique zero!
[8.72496007072797114525161099222e-1,8.72496007072797114525161099223e 1]
encloses a locally unique zero!
[9.08143173825081299258085836571e—-1,9.08143173825081299258085836572e—1]
encloses a locally unique zero!
[9.38191335922484134452339726686e—-1,9.38191335922484134452339726687e—1]
encloses a locally unique zero!
[9.62455236453647287630266405185e—-1,9.62455236453647287630266405186e—1]
encloses a locally unique zero!
[9.80785280403230449126182236134e—-1,9.80785280403230449126182236135e-1]
encloses a locally unique zero!
[9.93068456954926295637437247810e-1,9.93068456954926295637437247811e—1]
encloses a locally unique zero!
[9.99229036240722934737126260341e-1,9.99229036240722934737126260342e-1]
encloses a locally unique zero!

Calculated 40 interval enclosure(s)

Different enclosures do NOT overlap: true

Every enclosure contains a locally unique zero: true

There is/are exactly 40 zero(s) in the interval
[-1.00000000000000,1.00000000000000]

The zeros of the xxx 0-th derivative xxx of the basic expression

have been computed.

Mit den folgenden Eingabedaten
n=0, [-1,+1], 53, k=9, i =0, le—300, 1547, 30;

werden die 40 einfachen Nullstellen mit einer Genauigkeit von 300 Dezimalstellen eingeschlossen.
Mit noch hoherer relativer Genauigkeit, z.B. 1e-500, kénnen die EinschlieBungen jedoch nicht
mehr berechnet werden. Will man z.B. die letzte Nullstelle mit noch gréflerer Genauigkeit, z.B.
mit 10000 Dezimalstellen, einschlieflen, so berechnet man alle Einschliefung in [-1,1] zunéchst
mit 300 Dezimalstellen und wahlt dann die Eingabedaten fiir die letzte Nullstelle:

n =0, [9.99229036...2009244248¢ — 1,9.99229036...2009244248¢ — 1],
53, k=9, i=0, le - 10000, 50000, 30;

Nach dem neuen Programmstart erhilt man dann die gewiinschte hohe Genauigkeit. Dies ldsst
sich (in einer for-Schleife) mit jeder anderen Nullstelle analog durchfiihren. Natiirlich wird man
bei diesem Beispiel auch wieder an die Grenzen der Funktion Al1Zeros(...) stoflen, wenn nur
der Polynomgrad hinreichend erhoht wird. Es bleibt dem Anwender iiberlassen zu testen, bis
zu welcher Genauigkeit die Nullstellen eingeschlossen werden kénnen, wenn man an Stelle der
Polynomdarstellung die alternative Definition Ty (x) := cos(40 - arccos(x))) wihlt. Zum Testen
der Leistungsfihigkeit von A11Zeros () sollte natiirlich immer die Polynomdarstellung gew#hlt
werden.
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Abschlielend noch einige Empfehlungen zur Anwendung der Funktion Al1Zeros(...):

Bei einem einfachen Problem verwende man zunéchst das Programm MPFR-15. Wenn
dies scheitert, verwende man eines der Programme MPFR-21 oder MPFR-22, wobei
k > 1 schrittweise um eins zu vergroflern ist. Achten Sie darauf, nach Moglichkeit
den giinstigsten Funktionsterm zu wéhlen.

Scheitert auch dies, so ist das Startintervall so zu unterteilen, dass die Nullstel-
lensuche in jedem Teilintervall erfolgreich ist, dabei sollte die relative Genauigkeit
(Tolerance) mit etwa 1e-20 zunéchst nicht zu gro gewéhlt werden. Nullstellenein-
schliefungen mit: may contain a zero (not verified unique)! sollten in einem einzel-
nen Intervall zusammengefasst, und nach Seite 169 unten sollte der Mindestwert der
CurrenPrecision hinreichend vergréfiert werden.

Falls die geforderte Genauigkeit einer Einschliefung nach der ersten Anwendung von
Al1Zeros(..) noch nicht ausreicht, muss mit dieser EinschlieBung als neues Start-
intervall das entsprechende Programm mit der gewiinschten gréfleren Genauigkeit
nochmals gestartet werden, vgl. Seite 176.

Mit diesen Empfehlungen kénnen die géngigsten Nullstellenprobleme gelst werden.
Wenn ein Programm ohne Fehlermeldung beendet wird, so werden im Vektor Zero
garantiert alle existierenden Nullstellen aus dem Startintervall erfasst. Eine Ein-
schlieBung mit: may contain a zero (not verified unique)! kann entweder keine oder
eine oder auch mehrere einfache oder mehrfache Nullstellen enthalten.

Bei einer Einschliefung mit: encloses a locally unique zero! ist die Einschlie-
Bung selbst mathematisch garantiert und sichergestellt, dass die EinschlieBung nur
eine einzige Nullstelle enhélt!
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A. Neue Funktionen vom Typ MpfrClass

Mit Hilfe der bereits in den beiden MPFR- und MPFI-Bibliotheken implementierten Funktionen
aus den Tabellen auf Seite 37 und 44 sollen noch weitere (Hilfs-)Funktionen (insbesondere hilf-
reich im Zusammenhang mit der Realisierung weiterer komplexer Intervallfunktionen) fiir den
Datentyp MpfrClass realisiert werden, wobei darauf zu achten ist, dass mit einem zusétzlichen
Rundungsparameter rnd der Funktionswert, abweichend vom Current-Rundungsmodus, gerun-
det werden kann. Damit stellt sich die Aufgabe, einen gegebenen Funktionsterm so zu pro-
grammieren, dass dieser entweder zur nichsten Rasterzahl oder garantiert auf- bzw. abgerundet
werden kann. Ist eine solche Funktion dann z.B. in einem Maschinenintervall [a,b] monoton
wachsend, so ist eine EinschlieBung aller Funktionswerte f(x), = € [a,b] durch das Intervall
[fa(a), fu(b)] gegeben, wobei fg(a) und f,(b) die ab- bzw. aufgerundeten Funktionswerte be-
deuten.

A.1. Grundregeln fiir garantierte Rundungen

Soll ein neu implementierter Ausdruck A z.B. zur nichsten Rasterzahl gerundet werden, so ist
der Rundungsmodus rnd auf RoundNearest zu setzen und A ist auszuwerten. Ist dann A das
Ergebnis dieser Auswertung, so wird A i.a. nicht der Vorginger oder Nachfolger von A sein.
Entsprechende Aussagen gelten auch fiir die auf- oder abgerundeten Maschinenergebnisse. Wir
fassen zusammen:

Wird eine neu implementierte Funktion mit rnd = RoundNearest mit der
Maschinenzahl zg ausgewertet, so muss der Maschinenwert f(a:o) nicht die
zum exakten Funktionswert f(x) néchstgelegene Rasterzahl sein. Ist f,(z¢)
der mit rnd = RoundUp aufgerundete Funktionswert, so wird i.a. auch f,(z¢)
nicht der Nachfolger von f(z¢) sein; f(xo) < fu(zo) ist aber stets garantiert.
Fiir den abgerundeten Funktionswert fj(xg) gelten entsprechende Aussagen.

Bezeichnungen:

A, B sind exakte Ausdriicke, die im Zahlenformat nicht exakt darstellbar sein miissen.
o A, bezeichnet den abgerundeten Maschinenwert: Ay <A
e A, bezeichnet den aufgerundeten Maschinenwert: A, > A.
e @, bezeichnet die abrundende Maschinen-Addition.
e @, bezeichnet die aufrundende Maschinen-Addition.
e O, bezeichnet die abrundende Maschinen-Subtraktion.
e ©, bezeichnet die aufrundende Maschinen-Subtraktion.
e ©4 bezeichnet die abrundende Maschinen-Multiplikation.

e ©, bezeichnet die aufrundende Maschinen-Multiplikation.
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e @4 bezeichnet die abrundende Maschinen-Division.
e @, bezeichnet die aufrundende Maschinen-Division.
Auch jetzt wird nicht verlangt, dass Ay = pred(A) oder A, = succ(A) erfiillt sind, aber die
Bezichungen Ag < A bzw. A, > A werden stets garantiert.
A.1.1. Unitdre Operatoren
Unabhéngig davon, ob A positiv, negativ oder gleich Null ist, gilt

(A1) F(Ay) < A
(A.2) (Ay) > A;
(A.3) -(Aa) 2 -4
(A4) —-(Ay) < -4

A.1.2. Addition
Unabhéngig davon, ob A oder B positiv, negativ oder gleich Null ist, gilt

(A.5) Ay ®q By A+ B;
(A.6) Ay®u B, > A+B:

IN

A.1.3. Subtraktion
Unabhéngig davon, ob A oder B positiv, negativ oder gleich Null ist, gilt

(A.?) Ad ©4q Bu
(A8) Au ST Bd

IN

A-B;
A-B;

\2

Die Beweise fiir die obigen Sétze sind trivial und bleiben dem Leser iiberlassen.

A.1.4. Multiplikation

Um bei Multiplikation und Division die Bedingungen an beide Operanden fiir ein Auf- bzw.
Abrunden moglichst iibersichtlich formulieren zu kénnen, geben wir noch zwei einschrinkende
Eigenschaften! von A an, die aber nur in speziellen Fillen erfiillt sein miissen:

Fiir Ausdriicke A, die auf dem Rechner gezielt auf- bzw.
abzurunden sind, muss zusétzlich erfiillt sein:

(A.9) A, >0 = A, >A>0;
(AlO) Ag<0 = Ay3<A<LO;

Wir formulieren jetzt noch Bedingungen fiir einen arithmetischen Ausdruck A, mit denen die
Eigenschaften (A.9) bzw. (A.10) abgesichert werden:

Wird ein Ausdruck A nur durch eine einzige Rechenoperation erzeugt, so gilt
(A.9) bzw. (A.10). Diese Eigenschaften sind auch dann garantiert, wenn A nur
durch eine einzige Funktion aus den Tabellen auf Seite 37 und 44 realisiert wird.

'Genauer gesagt sind es die Eigenschaften des Algorithmus, mit dem der arithmetische Ausdruck A ausgewertet
wird.
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Das folgende Beispiel soll zeigen, dass z.B die Eigenschaft (A.9) nicht immer erfiillt sein muss.
Mit den Rasterzahlen a,b,c,d definieren wir dazu den exakten Ausdruck A durch:

A=a-b+c-d-c-d=a-b,

wobei —minfloat () < a-b= A <0 gelten soll. Die Rasterzahlen ¢, d > 0 seien so gew#hlt, dass ¢-d »
1 im vorliegenden Zahlenraster nicht exakt darstellbar ist, so dass bei der Produktberechnung
eine Rundung notwendig wird. Der aufzurundende Ausdruck A ist wie folgt auszuwerten:

Ay = (a0ub) @, (coOyud)oy (coyd)
= (coyd) e, (cosd)>0;

Zunichst gilt wegen der geforderten Aufrundung (a ®, b) = 0, und wegen der notwendigen
Rundung bei den Produktberechnungen gilt: 0 < (¢ ®, d) = (c©4d) < (c©y d) 6y (c©gd) = Ay,
so dass jetzt im Gegensatz zu (A.9) aus A, > 0 nicht A > 0 gefolgert werden kann.

Wir kommen jetzt zur Formulierung der Operandenbedingungen, mit denen bei der Multipli-
kation gezielt auf- bzw. abgerundet werden kann. Bei der gerundeten Multiplikation muss man
dabei unterscheiden, ob die Operanden positiv, negativ oder gleich Null sind. Wir betrachten
zunédchst das Abrunden, dabei bedeutet * , dass nur einer der beiden gerundeten Operanden
verschwinden darf:

(A.ll) A;>20; Bg>0 - A 04B4<A- B;
A.9)(A.10

(A.12) o A0, By<o PS4 0,Bi<A-B;
A.9)(A.10

(A.13) + Ag<0; By 20 ARSI Aj©qB, < A-B;

(A.14) Ay <0; By <0 = Ay, ©q¢B,<A-B;

Bei der Multiplikation betrachten wir jetzt das Aufrunden, und nachfolgend bedeutet * , dass
nur einer der beiden gerundeten Operanden verschwinden darf:

(A.15) © Ay>0; Bu20 22 A 0.BuzA-B;

(A.16) Ay>0;, B,<0 =— A,;06,B,>A-B;

(A.l?) A, <0, B;>20 — A,0,B;>A-B;

(A.18) o Ag<0: By<o Y 4 0,B,> A B:

A.1.5. Division

Wir betrachten zunéichst das Abrunden, wobei B # 0 vorausgesetzt wird:
A9

(A.19) Ag>0: Bys0 22 4 04B, < A/B:
A.10

(A.20) Ag<0: By>0 2 A 0,B,<A/B:
A.

(A.21) Ay20. By<0 22 A, 04B,<A/B;
A.10

(A.22) A,<0; By<0 2 4, 0,B.<A/B:

Bei der Division betrachten wir jetzt das Aufrunden, wobei wieder B # 0 vorausgesetzt wird:

A9

(A.23) Ay20. By>0 22 4,0, By A/B:
A9

(A.24) A,<0; By>0 22 A, 0, B> A/B:
A.10

(A.25) Ag20: By<0 229 4,0, By> A/B:
A.10

(A.26) Ag<0. Bu<0 2 4,0, B, > A/B:
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Anmerkungen:

1. Zum Versténdnis wird zunéichst (A.12) bewiesen. Dabei zeigt sich, dass beide Bedingungen
(A.9) und (A.10) von Seite 180 auch tatséchlich benotigt werden. Zu zeigen ist also:

(A.Q?) A, >0, B;j<0 — A,04B;<A-B;

Der Fall A, = By =0 ist auszuschlieflen, da sonst folgt: A <0 und B >0, d.h. A- B <0,
und dies ist wegen A, ©4 By =0 ein Widerspruch zur Behauptung.

Im Fall A, =0 und By < 0 folgt zunéchst A, ®4 B4 =0 und A <0. Um damit A-B >0 zu
garantieren, bendtigt man B <0, und dies folgt nur, wenn fiir die gerundete Grofle By die
Forderung (A.10) erfiillt ist.

Im Fall B =0 und A, > 0 folgt zunéichst A, ©3 B4 =0 und B > 0. Um damit A-B >0 zu
garantieren, benotigt man A > 0, und dies folgt nur, wenn fiir die gerundete Grofie A, die
Forderung (A.9) erfiillt ist.

Jetzt bleibt noch: A, > 0 und By < 0. Nach Definition von ®4 gilt ganz allgemein:
A, 04 By <Ay, - By, Weiter ergibt sich:

B4<0
Ay A 22 A, By<A-By, und By<B 22 By A<A-Ba

Zum Beweis bendtigen wir damit A > 0, und diese Bedingung wird nur erfiillt, wenn fiir
die gerundete Grofie A, > 0 die Forderung (A.9) auch tatséchlich erfiillt ist. Man kann
den Beweis auch etwas abéndern, muss dann aber auf (A.10) zuriickgreifen. Die restlichen
Beweise bez. der gerundeten Multiplikation kénnen ganz analog durchgefiihrt werden.

2. Als Beispiel fiir die Division wird jetzt noch (A.24) bewiesen. Dabei zeigt sich, dass eine
der beiden Bedingungen (A.9) und (A.10) von Seite 180 auch tatséchlich benotigt wird.
Zu zeigen ist:

(A.28) Ay<0; By>0 — A, o,B,>A/B;

Im Fall A, = 0 und B, > 0 folgt zunéchst A, @, By, = 0 und A < 0. Um A/B <0 zu
garantieren, bendtigt man B > 0, was wegen B,, > 0 mithilfe von (A.9) gesichert ist.

Wir betrachten jetzt den Fall A, <0, B, >0. Zunichst gilt: A, @, By > Ay/Buy;
Wegen B, >0 gilt nach (A.9): B,>B>0 =— 1/B,<1/B L9 Ay/By > Ay/B;

Es gilt nach Voraussetzung: 0> A4, > A 22 A,/B > A/Ba

Die restlichen Beweise bez. der gerundeten Division kénnen ganz analog durchgefiihrt
werden.

3. Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass im Gegensatz zur Multiplikation und Divi-
sion bei der gerichteten Addition und Subtraktion nicht untersucht werden muss, ob die
Operanden positiv, negativ oder gleich Null sind.

4. Fin erstes einfaches Anwendungsbeispiel fiir gerichtete Rundungen findet man fiir die neu
installierte Funktion f(z,y) = 2% - y? auf Seite 184.

Nachdem wir fiir die gerichteten Rundungen bei der Multiplikation und Division die entspre-
chenden Bedingungen in (A.11) bis (A.18) bzw. in (A.19) bis (A.26) beschrieben haben, stellt
sich jetzt noch die Frage, wie z.B. in (A.12) die Bedingungen A, > 0 und By < 0 garantiert
werden koénnen. Dazu formulieren wir zunéchst:
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Ist f(x) eine Funktion der MPFR-Bibliothek und bedeutet f,(x)
den von der Null weggerundeten Maschinenwert, so gilt:

(A.29) Ja(2) =0 — f(z) =0;
(A.30) fa(x)>0 = f(z)>0;
(A.31) fa(x) <0 = f(z)<0;

Mithilfe von f,(z) erhélt man daher gesicherte Aussagen iiber den exakten Funktionswert f(x),
und mit den folgenden Sédtzen erhilt man schliellich Aussagen bez. der auf- bzw. abgerundeten
Funktionswerte f,(z), fi(z)

Ist f(z) eine Funktion der MPFR-Bibliothek und bedeuten f,(z)
und fy(x) die auf- bzw. abgerundeten Funktionswerte, so gilt:

(A.32) f(@)20 = fu(z), fa(x) 2 0;
(A.33) f(@)<0 = fulz), fa(z) <0;

Wir fassen zusammen:

Ist f(z) eine Funktion der MPFR-Bibliothek und bedeuten f,(z)
und fy(x) die auf- bzw. abgerundeten Funktionswerte und ist f,(x)
der von der Null weggerundete Funktionswert, so gilt:

(A.34) fa(@) 20 = fu(z), fa(z) > 0;
(A.35) fa(x) <0 = fu(z), fa(z) <O0;

Damit erhalten wir mithilfe von f,(z) die gewiinschten Aussagen beziiglich der auf- bzw. abge-
rundeten Funktionswerte f,(x), fq(z). Wir formulieren noch zusétzlich:

Ist f(z) eine Funktion der MPFR-Bibliothek und bedeuten f,(z)
und fy(x) die auf- bzw. abgerundeten Funktionswerte, so gilt:
(A.36) fu(z)>0 <= f(x)>0, d.h.(A.9) ist erfiillt.

(A37) fu(z)=0 = f(x)<0,

(A38) fu(z)<0 = f(=x)<0,

(A39) fa(z)>0 = f(z)>0,

(A40) fa(x)=0 = f(x)=>0,

(A4l) fa(z)<0 <= f(z)<0, d.h.(A.10) ist erfiillt.
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A2, 22 —y? 22 +2

Um einen vorzeitigen Uberlauf zu vermeiden, benutzen wir 22 — y% = (|z| - |y|)(|z| + |y|). Bei
hinreichend grofien Werten von |z| und |y| kann im Fall |z| » |y| auch jetzt noch die Summe
(Jz| + |y|) einen vorzeitigen Uberlauf erzeugen, der jedoch mit der Skalierung |z|-272 + |y| - 272
vermieden werden kann.

Es soll jetzt f(x,y) = 2% — y? abgerundet werden, wobei die Differenz A := |z| - |y| < 0 als
negativ vorausgesetzt wird. Die Summe B := |z|-272 + |y| - 272 > 0 ist positiv und wegen der
Skalierung nur wenig kleiner als MaxFloat (). Nach (A.13) ist das Abrunden garantiert durch

A.9)(A.10
(A.42) o Ag<0; By>0 2G04 6.B, <A B

wobei * bedeutet, dass Ay = B, = 0 nicht eintreten darf. Um das Abrunden von f(x,y) zu
gewahrleisten, muss also Az <0 und B, > 0 nachgewiesen werden.

Gangz allgemein gilt A < A, und wegen der Voraussetzung A < 0 ist die Bedingung Az < 0
schon erfiillt, wobei A, selbst mithilfe der MPFR-Funktion mpfr_sub(..,..,..,RoundDown)
berechnet wird.

Da B > 0 aufzurunden ist, miissen nach (A.6) die beiden Summanden |z|-272 und |y|- 272
selbst aufgerundet werden durch:

times2pown(|z|,~2,RoundUp) —> |afy 2 |z]-272 >0

times2pown(|y|,—2,RoundUp) — |yfu > Jy|-27° > 0;

Da B > 0 ist, gilt: By := |z]y @y |yly > B >0, dh. B, >B >0, so dass damit auch die
zweite Bedingung B, > 0 erfiillt ist und auch Az = B, = 0 nicht eintreten kann. Zu beachten
ist auflerdem, dass bez. B, die Bedingung (A.9) und bez. A, die Bedingung (A.10) erfiillt ist,
womit die gerichtete Abrundung des Funktionswertes f(x,y) gesichert ist. Die Berechnung von
B, erfolgt wieder mithilfe der MPFR-Funktion mpfr_add(B,, |z|, |y, RoundUp);

Im Fall A := |z| - |y| > 0 kann der Nachweis fiir eine gesicherte Abrundung analog gefiihrt
werden, und auch fiir die gesicherte Aufrundung von f(x,y) erfolgt der Nachweis ganz analog.

Wir betrachten noch die implementierte Funktion g(z,y) = 22 + y2. Da eine Skalierung einen
Uberlauf jetzt nicht verhindern kann, wird die Summe der Quadrate direkt ausgewertet. Um z.B.
die Aufrundung von g(z,y) zu garantieren, muss nach (A.6) x ®, z &, y ®, y berechnet werden,
wobei also beide Operanden von @, durch nur eine Rechenoperation realisiert werden, was nach
den Bemerkungen von Seite 180 die garantierte Rundung beider Operanden gewihrleistet. Das
Aufrunden der Summe x ©, x ®, y ®, y wird wieder realisiert mithilfe der MPFR-Funktion
mpfr_add(..., ..., ..., RoundUp);
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A.3. z/(z?+y?)
Fir z,y e R\{0} sei f(x,y) definiert durch
(A.43) f(a,y) = Ly £#0Ay#0.

Fiir Prizisionen prec > 2 erfolgt die Auswertung von f(x,y) auf der Maschine durch

MpfrClass x_div_x2py2(const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);

wobei bez. des Rundungsmodus rnd € {RoundUp, RoundDown, RoundNearest} nahezu optimal
gerundet wird. Ohne den obigen Parameter rnd erfolgt die Rundung nach dem voreingestellten
Current-Rundungsmodus.

f(z,y) wird mit  # 0 Ay # 0 auf der Maschine berechnet durch:

0, =0
(A.44) Flr) =1, y=0
W, sonst.

Die Auswertung von 1/z erfolgt dabei mithilfe der Funktion
MpfrClass reci(const MpfrClass& x , RoundingMode rnd) ;

die in mpfrclass.cpp bereits definiert ist.

Um bei der Auswertung der Summe 2% +y? keinen vorzeitigen Uberlauf zu erzeugen, suchen wir
eine Konstante c, so dass fiir || < ¢ und |y| < ¢ auch im ungiinstigsten Fall 2%+y? auf der Maschine
ohne Uberlauf berechnet werden kann. Der ungiinstigste Fall ist dabei definiert durch prec = 2
und durch den eingestellten Rundungsmodus RoundUp. Man erhilt damit ¢ := 2+536870910 " yypq
um |z = m - 28%-% < 2+536870910 it 4y € [0.5, +1) garantieren zu konnen, verlangen wir daher mit
ex_x = expo (x) die Beziehung ex_x < +536870910. Ganz entsprechend verlangen wir ex_y < ¢g :=
+536870910. Nur im Fall ex_x > ¢; oder ex_y > ¢; kann also ein vorzeitiger Uberlauf eintreten.
Mit ex.m := Max(ex_x,ex_y) wird dieser Uberlauf verhindert, wenn im Nenner von z/(2? + y?)
die Betrige |z],|y| mit 2°*-° und der Zahler z mit 2%°*-S skaliert wird, wobei ex_s < 0 definiert
ist durch exm+ ex_s = ¢;.

Um bei der Auswertung von 22 + 42 keinen vorzeitigen Unterlauf zu erhalten?, suchen wir
z.B. fiir |z| eine moglichst kleine Oberschranke ¢, so dass im ungiinstigsten Fall fir |z| < ¢ die
Bedingung z? > m := minfloat () erfiillt ist. Der ungiinstigste Fall ist dabei definiert durch
prec = 2 und durch den voreingestellten Rundungsmodus RoundDown. Man erhélt damit ¢ :=
27536870912 "5 dass aus |z| > ¢V |y| > ¢ stets folgt 2 + y? > m, oder anders ausgedriickt:

Nur im Fall |z| < ¢ Aly| < ¢ kann bei der Auswertung von z2 + 42 ein Unterlauf eintreten.

Mit |z| = mg - 2%, |y| = my - 259, my,my € [0.5,1), exx = expo(x), ex_y = expo(y) und mit
co = —536870911 erhilt man die etwas grobere Formulierung:

Nur fiir ex_x < ¢3 A ex_y < ¢z kann bei der Auswertung von z2 + y? ein Unterlauf eintreten.

Mit ex_m := Min(ex_x,ex_y) wird dann ein solcher vorzeitiger Unterlauf vermieden, wenn man
den Zahler x mit 22°** und im Nenner z,y jeweils mit skaliert, wobei ex_s definiert ist
durch: exm+ex_s=cg+1, um |[z| >c und |y| > ¢ garantieren zu kénnen.

Als Beispiel wihlen wir z = y = m := minfloat(prec) = 27107371824 ynd erhalten fiir den
exakten Wert f(m,m) = 1/(2-m) = 2*1073741823 5 MaxFloat (prec). x_div_x2py2(..) liefert
fiir den aufgerundeten Funktionswert das korrekte Ergebnis +infinity, und fiir den optimal
abgerundeten Funktionswert erhiilt man: MaxFloat (prec) = 2.0985787164673. .. - 10+323228496

26X_S

2Ein vorzeitiger Unterlauf wiirde bei der Auswertung von /(z? + %) eine Division durch Null erzeugen.
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A4, (22 -y?)/(2? +y?)?
Fir z,y e R\{0} sei f(x,y) definiert durch

2,2
(A.45) f(z,y) ﬁ z

Fiir Prézisionen prec > 2 erfolgt die Auswertung von f(x,y) auf der Maschine durch

#0Ay#0.

MpfrClass Re_rz2(const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);

wobei bez. des Rundungsmodus rnd € {RoundUp, RoundDown, RoundNearest} nahezu optimal
gerundet wird. Ohne den obigen Parameter rnd erfolgt die Rundung nach dem voreingestellten
Current-Rundungsmodus. Die interne Auswertung von f(x,y) erfolgt beim Zihler und Nenner
mittels geeigneter Skalierungen ohne einen vorzeitigen Uber- oder Unterlauf. Im Fall z = 3 = 0
erfolgt eine entsprechende Fehlermeldung. f(z,y) kommt u.a. zur Anwendung als Realteil der
komplexen Funktion w(z) =1/2%, z=x+i-yeC.

Der Zihler Z(z,y) = 2% — y* wird realisiert mit Hilfe der internen Funktion

void Zae_x2my2(MpfrClass& d, long int& k, const MpfrClass& x,
const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);

dabei gilt exakt, d.h. ohne Rundung: 2¥ - d = 22 — y2, wobei intern bei der Berechnung von d
beziiglich rnd gerundet wird. Mit geeigneter Skalierung erreicht man, dass |d| nur wenig kleiner
als MaxFloat (prec) ausfillt.

Ganz entsprechend wird der Nenner N (z,y) = (22 +y?)? realisiert durch die interne Funktion

void Ne_x2py2p2(MpfrClass& r, long int& kn, const MpfrClass& x,
const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);

dabei gilt exakt, d.h. ohne Rundung: 2¥" -7 = (22 +y?)?, wobei intern bei der Berechnung von r
beziiglich rnd gerundet wird. Mit geeigneter Skalierung erreicht man, dass |r| nur wenig kleiner
als MaxFloat (prec) ausfillt. Anschlieflend kann die notwendige Division d/r ohne vorzeitigen
Uber- oder Unterlauf durchgefiihrt werden. Nur bei der letzten Multiplikation mit 2*7%" kann
dann ein nicht vermeidbarer Uber- oder Unterlauf eintreten.

A.4.1. Numerische Beispiele

Im 1. Beispiel wihle wir 2 = MaxFloat (), y = MaxFloat()/3, d.h. 0 < f(x,y) <minfloat() ist
sicher erfiillt. Mit dem Funktionsaufruf res = Re_rz2 (x, y, RoundDown); erhalten wir
daher res =0 und res = Re_rz2 (x, y, RoundUp); liefert res =minfloat().

Im 2. Beispiel wihle wir = minfloat(), y = 3*minfloat (), d.h. f(x,y) < -MaxFloat () ist
sicher erfiillt. Mit dem Funktionsaufruf res = Re_rz2 (x, y, RoundDown); erhalten wir
daher res = -@Inf@, und der Funktionsaufruf res = Re_rz2 (x, y, RoundUp); liefert
folglich: res = -MaxFloat () = —2.098. .. 1032322849

Im 3. Beispiel wihle wir x = 1/3, y = 2/3 und erhalten f(1/3,2/3) = -27/25 =-1.08000. ... Mit
dem Funktionsaufruf res = Re_rz2 (x, y, RoundDown); erhalten wir mit der Prézision
prec = 300 das nahezu optimal abgerundete Ergebnis

res = -1.08000000000000000. ..000000000000000388

wobei insgesamt 93 Dezimalstellen ausgegeben wurden. Beachten Sie, dass sowohl Zahler als
auch Nenner mit den Werten —1/3 bzw. 25/81 jeweils periodische Dezimalbriiche sind, die daher
bei der internen Berechnung entsprechend gerundet werden miissen.
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A.5. 2zy/(x? +y?)?
Fir z,y e R\{0} sei f(x,y) definiert durch

2zxy

(A.46) flz,y) = m, x#0Ay#0.

Fiir Prizisionen prec > 2 erfolgt die Auswertung von f(x,y) auf der Maschine durch

MpfrClass mIm_rz2(const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);

wobei bez. des Rundungsmodus rnd € {RoundUp, RoundDown, RoundNearest} nahezu optimal
gerundet wird. Ohne den obigen Parameter rnd erfolgt die Rundung nach dem voreingestellten
Current-Rundungsmodus. Die interne Auswertung von f(z,y) erfolgt beim Zihler und Nenner
mittels geeigneter Skalierungen ohne einen vorzeitigen Uber- oder Unterlauf. Im Fall 2 = 3 = 0
erfolgt eine entsprechende Fehlermeldung. — f(z,y) kommt zur Anwendung als Imaginérteil der
komplexen Funktion w(z) =1/2%, z=x+i-yeC.

Der Zghler Z(x,y) = 2zy wird realisiert mit Hilfe der internen Funktion

void Zae_2xy(MpfrClass& z, long int& k, const MpfrClass& x,
const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);

dabei gilt exakt, d.h. ohne Rundung: 2% - z = 2- (xy), wobei intern bei der Berechnung von z
beziiglich rnd gerundet wird. Mit geeigneter Skalierung erreicht man, dass |z| nur wenig kleiner
als MaxFloat (prec) ausfillt.

Ganz entsprechend wird der Nenner N(z,y) = (22 +y?)? realisiert durch die interne Funktion

void Ne_x2py2p2(MpfrClass& r, long int& kn, const MpfrClass& x,
const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);

dabei gilt exakt, d.h. ohne Rundung: 28" -7 = (22 + y?)2, wobei intern bei der Berechnung von 7
beziiglich rnd gerundet wird. Mit geeigneter Skalierung erreicht man, dass |r| nur wenig kleiner
als MaxFloat (prec) ausfillt. Anschlieflend kann die notwendige Division z/r ohne vorzeitigen
Uber- oder Unterlauf durchgefiihrt werden. Nur bei der letzten Multiplikation mit 257%" kann
dann ein nicht vermeidbarer Uber- oder Unterlauf eintreten.

Der Ausdruck —2zy/(z? + y?)? ist der Imaginiirteil von 1/2%, z = 2 +1i -y, und wird analog
realisiert durch die Funktion Im_rz2(x,y,rnd), die in mpfrclass.cpp definiert ist.

A.5.1. Numerische Beispiele

Im 1. Beispiel wihle wir x = MaxFloat (), y = MaxFloat()/3, d.h. 0 < f(z,y) < +minfloat ()
ist sicher erfiillt. Mit dem Funktionsaufruf res = mIm_rz2 (x, y, RoundUp); erhalten wir
daher res = +minfloat() und res = mIm_rz2(x,y,RounDown); liefert res=0.

Im 2. Beispiel wihle wir = —-minfloat (), y = 3*minfloat (), d.h. f(z,y) < -MaxFloat () ist
sicher erfiillt. Mit dem ersten Funktionsaufruf res = mIm_rz2 (x, y, RoundUp); erhalten
wir folgerichtig res = ~MaxFloat () = —2.098... - 10323228496 ynd der nichste Funktionsaufruf
res = mIm_rz2 (x, y, RoundDown); liefert wie erwartet: res=-QInfe@.

Im 3. Beispiel wihle wir 2 =2, 3 = 3 und erhalten f(2,3) = 12/169 = 7.10059116. .. - 1072, Mit
dem Funktionsaufruf res = mIm_rz2 (x, y, RoundDown); erhalten wir mit der Prézision
prec = 300 das nahezu optimal abgerundete Ergebnis

res = 7.100591715976331360946745562130 . . . 171597379 - 1072

wobei insgesamt 93 Dezimalstellen ausgegeben wurden.
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A.6. 2zy/(422y? + (1 + 22 - y?)?)
Fiir (z,y) e R?\{(0,+1)} sei f(z,y) definiert durch

2zxy

(A47) f(xay) = 4$2y2 N (1 ) _y2)27 (.%',y) ?é (Oail)'

Fiir Prizisionen prec > 2 erfolgt die Auswertung von f(x,y) auf der Maschine durch

MpfrClass Im_ripz2(const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);

wobei bez. des Rundungsmodus rnd € {RoundUp, RoundDown, RoundNearest} nahezu optimal
gerundet wird. Ohne den obigen Parameter rnd erfolgt die Rundung nach dem voreingestellten
Current-Rundungsmodus. Die interne Auswertung von f(z,y) erfolgt beim Zihler und Nenner
mittels geeigneter Skalierungen ohne einen vorzeitigen Uber- oder Unterlauf. (z,y) = (0,+1)
liefert eine entsprechende Fehlermeldung. - f(z,y) kommt zur Anwendung als Imaginérteil der
komplexen Funktion w(z) =1/(1+2%), z=2+i-yeC.

Der Zghler Z(x,y) = 2zy wird realisiert mit Hilfe der internen Funktion

void Zae_2xy(MpfrClass& z, long int& k, const MpfrClass& x,
const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);

dabei gilt exakt, d.h. ohne Rundung: 2% - z = 2- (zy), wobei intern bei der Berechnung von z
beziiglich rnd gerundet wird. Mit geeigneter Skalierung erreicht man, dass |z| nur wenig kleiner
als MaxFloat (prec) ausfillt.

Ganz entsprechend wird der Nenner N (z,y) = 422y?(1 + 2% - y?)? realisiert durch die interne
Funktion

void Ne_r1lpx2(MpfrClass& r, long int& kn, const MpfrClass& x,
const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);

dabei gilt exakt, d.h. ohne Rundung: 2F" .7 = 42%y%(1 + 22 - )2, wobei intern bei der Berech-
nung von r beziiglich rnd gerundet wird. Mit geeigneter Skalierung erreicht man, dass |r| nur
wenig kleiner als MaxFloat (prec) ausféllt. Anschlieffend kann die notwendige Division z/r ohne
vorzeitigen Uber- oder Unterlauf durchgefithrt werden. Erst bei der letzten Multiplikation mit
2k=Fn kann dann ein nicht vermeidbarer Uber- oder Unterlauf eintreten.

A.6.1. Numerische Beispiele

Im 1. Beispiel wihle wir x = MaxFloat (), y = MaxFloat(), d.h. 0 < f(z,y) < +minfloat () ist
sicher erfiillt. Mit dem Funktionsaufruf res = Im_rilpz2(x, y, RoundUp); erhalten wir
daher res = +minfloat() und res = Im_rlpz2(x,y,RounDown); liefert res=0.

Im 2. Beispiel wihle wir = —-minfloat (), y =minfloat (), d.h. -minfloat () < f(z,y) <0 ist
sicher erfiillt. Mit dem Funktionsaufruf res = Im_ripz2 (x, y, RoundDown) erhalten wir
folgerichtig res = —minfloat () = —2.382564...- 107323228497 " ynd der néchste Funktionsaufruf
res = Im_rlpz2(x,y,RoundUp) liefert wie erwartet: res=0.

Im 3. Beispiel wihle wir z = 2, y = =3 und erhalten f(2,-3) = -3/40 = —=7.5- 1072, Mit dem
Funktionsaufruf res = Im_ri1pz2(x,y,RoundUp); erhalten wir mit prec = 300 das nahezu
optimal aufgerundete Ergebnis

res = —7.4999999999999999999999999999999999 . . . 99999631 - 102

wobei insgesamt 93 Dezimalstellen ausgegeben wurden.
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A.7. (1 + 2 - y2)/(4x2y2 + (1 + 72— y2)2)

f:R?\{(0,£1)} - R sei definiert durch

1+22 —y2
x,y) =
f(@.y) 422y + (1 + 22 - y?)?

wobei man sich bei der Auswertung auf den 1. Quadranten beschrinken kann, d.h. wir betrachten
nur die Funktion

(A.48) Fz,y) L’ -y it 220,420 und (z,y)# (0,+1)
) T, y) = mit >0,y >0 und (=, ,+1),
Y 4x2y% + (1 + 22 - y?)? Y 4
und mit € > 0 gilt zusétzlich: lin% f(0,1+¢) = Foo, lin% fle,+1) =1/4.

E—> E—>

Fiir die Prézisionen prec > 2 erfolgt die Auswertung von f(z,y) auf der Maschine durch
MpfrClass Re_rl1pz2(const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);

wobei bez. des Rundungsmodus rnd € {RoundUp, RoundDown, RoundNearest} nahezu optimal
gerundet wird. Ohne den obigen Parameter rnd erfolgt die Rundung nach dem voreingestellten
Current-Rundungsmodus. Die interne Auswertung von f(z,y) erfolgt beim Zihler und Nenner
mittels geeigneter Skalierungen ohne einen vorzeitigen Uber- oder Unterlauf. Im Fall z = 0,y = +1
erfolgt eine entsprechende Fehlermeldung. f(z,y) kommt u.a. zur Anwendung als Realteil der
komplexen Funktion w(z) =1/(1+2%), z=2+i-yeC.

Der Zihler Z(z,y) = 1 + 22 — y? wird realisiert mit Hilfe der internen Funktion

void x2pimy2(MpfrClass& d, long int& k, const MpfrClass& x,
const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);

dabei gilt exakt, d.h. ohne Rundung: 2¥-d = 1 + 2% — 2, wobei intern bei der Berechnung von d
beziiglich rnd gerundet wird. Mit geeigneter Skalierung erreicht man, dass |d| nur wenig kleiner
als MaxFloat (prec) ausfillt. Die interne Berechnung von d erfolgt in zwei Schritten.

Im Fall 2 ~ y wird 22 - y? iiber sein Produkt (z —y) - (z + y) ausgewertet, da jetzt wegen
der exakten Maschinenwerte x,y ihre Differenz (z — y) ohne Ausloschung, d.h. bis auf den
normalen Rundungsfehler ohne Informationsverlust, berechnet wird. Anschlieend erfolgt die
Addition der Eins, wobei im Fall 22 — % ~ -1 bzw. y » V1 + 22 eine jetzt wirkliche Ausléschung
mit Informationsverlust durch die schrittweise Auswertung mit wachsender Prizision garantiert
vermieden wird. Beachten Sie, dass selbst bei einer auftretenden Ausléschung bez. der mit rnd
gewihlten Rundungen stets korrekt auf- bzw. abgerundet wird!

Falls sich x,y deutlicher unterscheiden, wird 1 — %2 iiber sein Produkt (1 -v)- (1 +y) aus-
gewertet und danach erfolgt die Addition von 22, wobei im Fall y » V1 + 22 eine Ausldschung
mit Informationsverlust durch die schrittweise Auswertung mit wachsender Prizision garantiert
vermieden wird.

Ganz analog wird der Nenner N (z,y) = 422y? + (1 + 22 —9?)? realisiert durch die interne
Funktion

void Ne_r1lpx2(MpfrClass& r, long int& kn, const MpfrClass& x,
const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);

dabei gilt exakt, d.h. ohne Rundung;: ok = 4229% + (1 + 22 - ¢y?)?,  wobei intern bei der
Berechnung von r beziiglich rnd gerundet wird. Mit geeigneter Skalierung erreicht man, dass |r|
nur wenig kleiner als MaxFloat (prec) ausfillt. Anschlieend kann die notwendige Division d/r
ohne vorzeitigen Uber- oder Unterlauf durchgefiihrt werden. Nur bei der letzten Multiplikation
mit 27" kann dann ein nicht vermeidbarer Uber- oder Unterlauf eintreten. Beachten Sie, dass
in N(z,y) beide Summanden nicht negativ sind, so dass eine Ausléschung nicht auftreten kann.
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A.7.1. Numerische Beispiele

Im 1. Beispiel wihle wir y = 0 und erhalten f(x,0) = 1/(1 +2?) > 0. Mit z = MaxFloat () und
prec = 300 erhalten wir fiir den abgerundeten und aufgerundeten Funktionswert

f(MaxFloat (),0) =0
f(MaxFloat (),0) = 2.38256490488795107321616978173267452041 . .. 513701 - 10323228497

wobei 300 - log,((2) » 90 Dezimalstellen ausgegeben wurden.

Im 2. Beispiel wihle wir y = 0 und erhalten f(x,0) = 1/(1+2?%) > 0. Mit 2 = minfloat () und
prec = 300 erhalten wir fiir den abgerundeten und aufgerundeten Funktionswert

f(minfloat (),0) = 9.99999999999999999999999999999999999999 . .. 99999999999999998 - 10~*
f(minfloat (),0) = 1.00000000000000000000000000000000000000 . .. 00000000000000001,

wobei 300 - log;((2) » 90 Dezimalstellen ausgegeben wurden.

Im 3. Beispiel wihle wir y = 1 und erhalten f(z,+1) = 1/(4+2%) >0, 2 >0. Mit z = minfloat()
und prec = 300 erhalten wir fiir den abgerundeten und aufgerundeten Funktionswert

f(minfloat(),0) = 2.49999999999999999999999999999999999999 . . . 9999999999999 - 10!
f(minfloat (),0) = 2.50000000000000000000000000000000000000 . . . 0000000000000 - 107,

wobei 300 - log;((2) + 1 » 91 Dezimalstellen ausgegeben wurden.

Im 4. Beispiel wihle wir y = 1 und erhalten f(z,+1) = 1/(4+22) >0, > 0. Mit 2 = MaxFloat ()
und prec = 300 erhalten wir fiir den abgerundeten und aufgerundeten Funktionswert

f(MaxFloat (),0) =0
f(MaxFloat (),0) = 2.38256490488795107321616978173267452041 . .. 513701 - 10323228497

wobei 300 - log,((2) » 90 Dezimalstellen ausgegeben wurden.

Im 5. Beispiel wihle wir 2 = 0 und erhalten f(0,y) = 1/(1 -4?), y# 1. Mit y = minfloat ()
und prec = 300 erhalten wir fiir den abgerundeten und aufgerundeten Funktionswert

f(minfloat (),0) = 9.99999999999999999999999999999999999999 . .. 99999999999999998 - 10~*
f(minfloat (),0) = 1.00000000000000000000000000000000000000 . .. 00000000000000001,

wobei 300 - log;((2) » 90 Dezimalstellen ausgegeben wurden.

Im 6. Beispiel wihle wir 2 = 0 und erhalten f(0,y) = 1/(1 -%?), y #1. Mit y = MaxFloat ()
und prec = 300 erhalten wir fiir den abgerundeten und aufgerundeten Funktionswert

f(MaxFloat(),0) = —2.38256490488795107321616978173267452041 . .. 513701 - 10323228497
f(MaxFloat (),0) =0,

wobei 300 - log;((2) » 90 Dezimalstellen ausgegeben wurden.

Im 7. Beispiel wihle wir 2 = 0 und erhalten f(0,y) = 1/(1-4?), y # 1. Mit prec = 300 und
y = pred(1) = 1 -273% erhalten wir fiir den abgerundeten und aufgerundeten Funktionswert

f(MaxFloat(),0) = 1.01851798816724304313422284420468908052573419 . . . 1698688 - 10%°,
f(MaxFloat (),0) = 1.01851798816724304313422284420468908052573419 . .. 1698690 - 10%,

wobei 300 - log;((2) + 1 » 91 Dezimalstellen ausgegeben wurden.
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A8. 2’2+a-z+0b
f R - R sei definiert durch
f(z,a,b) =2’ +a-z+b; xa,beR.

Fiir die Prézisionen prec > 2 erfolgt die Auswertung von f(z,a,b) auf der Maschine zunéchst
durch die Funktion

void poly2(const MpfrClass& r, lomg int& k, const MpfrClass& x,
const MpfrClass& a, const MpfrClass& b, RoundingMode rnd);

Dabei gilt ohne Beriicksichtigung einer Rundung 2¥ - r = 22 + a- x + b, wobei aber r bei der inter-

nen Berechnung bez. des Parameters rnd € {RoundUp, RoundDown, RoundNearest} optimal
gerundet wird. Ohne den obigen Parameter rnd erfolgt die Rundung nach dem voreingestellten
Current-Rundungsmodus. Durch geeignete Skalierungen wird r # 0 so berechnet, dass |r| nur
etwas kleiner als MaxFloat () ausfillt, wobei ein vorzeitiger Uberlauf oder Unterlauf vermieden
wird. Im Fall r = 0 gilt k£ = 0. Die optimale Rundung wird durch eine schrittweise Vergroflerung
der internen Prézision erreicht. Im letzten Schritt wird dann in der Funktion

MpfrClass poly2(const MpfrClass& x, const MpfrClass& a,
const MpfrClass& b, RoundingMode rnd);

das bez. rnd gerundete Produkt 2¥ - r ausgewertet, wobei erst dabei ein dann unvermeidbarer
Uberlauf oder Unterlauf eintreten kann.

A.8.1. Numerische Beispiele

Zunichst ein allgemeiner Hinweis: Bei der Funktion f(z,a,b), wie auch bei allen Funktionen
aus Tabelle 3.11.3, wird vorausgesetzt, dass x,a,b exakte Maschinenzahlen sind, die also nicht
schon durch vorhergehende Rechnungen gerundet worden sind. Beispielsweise kann daher eine
Maschinenzahl a nicht den Wert v/3 annehmen, wohl aber eine geeignete Maschinenniiherung,
die dann aber als exakt anzusehen ist.

Im 1. Beispiel wihlen wir x = 10, a = 3, b = -3 und erhalten mit z.B. prec = 300 fiir das auf-
und abgerundete Ergebnis jeweils den gleichen, exakten Wert f(z,a,b) = 127.

Im 2. Beispiel wihlen wir a =0, b = -1 und werten mit der Prézision prec = 300 den Ausdruck
f(x,a,b) = 22 -1 in der unmittelbaren Nihe seiner Nullstelle ¢ = +1 fiir z = pred(1) = 1 - 2730
aus, so dass bei der internen Auswertung von

f(pred(1),0,-1) = 2739 (=2 + 273%) = _9.818186930595453106 . .. 2019576566474 . .. - 10!

maximale Ausloschung auftreten muss. Mit der Funktion poly2(x,a,b,rnd) erhélt man fiir den
abgerundeten und aufgerundeten Maschinenwert das Ergebnis

poly2(x,a,b,rnd) = —9.818186930595453106 . .. 2019576520566474 . .. - 1071,

wobei die gerundeten Werte den exakten Wert einschlieBen und in den ersten 90 Dezimalzif-
fern iibereinstimmen. Wegen 300 - log;((2) = 90.308998... erhalten wir daher trotz maximaler
Ausléschung mit 90 die Maximalzahl iibereinstimmender Dezimalziffern.
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A.9. 2sin(x) cosh(y)/(cosh(2y) — cos(2z))

Die reelle Funktion f:R? - R, mit

_ 2sin(w)-cosh(y)  sin(x)-cosh(y)
(A.49) f(z,y) = owh(2y) —cos(22) " s (a) - sinb? (0]

ist der Realteil der komplexen Funktion 1/sin(z), z =z +i-y € C. Die Funktionswerte f(z,y)
werden in nahezu allen Fallen optimal approximiert durch

MpfrClass Re_csc(const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, const RoundingMode rnd),
wobei fiir den Rundungsparameter rnd die folgenden Rundungsmodi zur Verfiigung stehen:
rnd € {RoundUp, RoundDown, RoundNearest}.

f(z,y) besitzt Singularititen an den Stellen Sy = (zy,0) := (kw,0), k € Z. Parallel zur y-Achse
im Abstand zj verschwinden fiir y # 0 alle Funktionswerte f(zy,y) = 0, wobei die Funktion an
den Stellen Sy = (g, 0) nicht definiert ist. Auf der z-Achse selbst besitzt f(2,0) an den Stellen
xi Polstellen mit Vorzeichenwechsel, d.h. fiir x — 0 gilt beispielsweise

lim f(z,0) = lim —00 +00.
—0-

= 1 = 1
1‘—>0— sin(;ﬂ) b xirél+ f(x7 0) m

2=0+ sin(z)
Beziiglich der Variablen z ist f(x,y) 2m-periodisch, d.h. f(z +k-2m,y) = f(x,y), k € Z. Wegen
f(z,y) = f(x,|y|) kann man sich auf die obere Halbebene, d.h. y > 0, beschrinken.

Die interne Auswertung erfolgt intervallméfBig mithilfe von Punktintervallen x € [z],y € [y] in
hinreichend hoher Prézision. Ist beispielsweise Fxy eine optimale EinschlieBung fiir f(z,y), so
ist z.B. der aufgerundete Funktionswert gegeben durch Sup(Fxy) > f(x,y), wobei z,y jetzt als
Maschinenzahlen zu verstehen sind.

A.9.1. Optimale EinschlieBung

Fiir eine optimale EinschlieBung von f(x,y) muss verhindert werden, dass bei intervallméBiger
Auswertung von (A.49) im Zihler und Nenner ein vorzeitiger Unter- oder Uberlauf entsteht.
Um bei cosh(2y) oder sinh?(y) einen Uberlauf zu vermeiden, betrachten wir zunschst den
Fall 1. 0 <y < yo = 372130555, wodurch ein solcher Uberlauf verhindert wird. Ausgewertet
wird der zweite Ausdruck in (A.49), weil sein Nenner ohne Ausléschung berechnet werden kann.
Bei der intervallméBigen Auswertung von sin([z]), [z] = [minfloat()], entsteht ein vorzeitiger
Unterlauf, der vermieden wird, wenn zunéchst mit 2 erweitert wird:

2-sin(z) - cosh(y)
2 (sin?(z) +sinh?(y))

(A.50) f(z,y) =

und im Zahler im Fall |z| < 2- minfloat() der Term 2-sin(z) ersetzt wird durch

sin(2x)

cos(z)’

2-sin(z) =

wobei sin(2x) jetzt auch fiir [z] = [minfloat()] ohne Unterlauf berechnet werden kann. 1/ cos(z)
lésst sich mithilfe der geometrischen Reihe abschétzen durch
r? 5zt 1

1
1< =1+ —+—...<
cos(z) 2 24 1- 22

<1+22% |z| <2-minfloat(),

und wir verlangen zusitzlich: 1+ 2z% <succ(1) =1+21"PT€C  — g2 <27PTec
Mit minfloat() = 271073741824 ynd 22 <4.minfloat()? lautet die letzte Bedingung:
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972147483646 < 9-PTEC by prec < +2147483646, und diese Bedingung wird in der Praxis schon
aus Laufzeitgriinden stets erfiillt sein! 1/cos(x) kann damit sehr einfach eingeschlossen werden
durch:

(A.51) 1< cos(2)

<suce(l), falls |z| <2-minfloat().

Der Zihler in (A.50) kann daher effektiv ohne Uber- und Unterlauf eingeschlossen werden durch
2-sin(x) - cosh(y) € sin(2 ® [z]) © [1,succ(1) ] ® cosh([y]).

Um in (A.50) den Nenner 2- (sin(z) +sinh?(y)) > 2-sinh?(y) > 2y% ohne vorzeitigen Unterlauf
berechnen zu kénnen, verlangen wir zunéichst 2y? > 32 -minfloat () = 2719737819 ynd diese
Bedingung? ist fiir y > 2773870910 orfijllt. Nur im Fall i < 27536870910 byw  expo(y) < 536870909
kann daher bei intervallmaBiger Auswertung die Einschliefung des Nenners die Null enthalten,
wodurch bei der nachfolgenden Intervalldivision starke Uberschitzungen auftreten®. Um dies zu
vermeiden, werden Zihler und Nenner im Fall expo(y) < —536870909 skaliert, d.h. Zahler und
Nenner erhalten die Form m o - 2"“’27 wobei die schmalen Intervalle m; 2 in der Ndhe von +1
liegen und die Division dieser Intervalle ohne Unter- oder Uberlauf maglich ist. Erst bei der
Multiplikation mit der Zweierpotenz 21 %2 kann dann ein unvermeidbarer Unter- oder Uberlauf
auftreten.

Beachten Sie, dass wegen der Taylorreihe sinh(y) =y +43/3!+ /5! + ... ein Unterlauf bei der
Berechnung von sinh([minfloat()]) nicht auftreten kann, aber 2-sin(x) durch

sin?(2z) 1 (sim(2az))2

sin?(z) = ———2 = =
2 (@) 2-cos?(x) 2 \ cos(w)

zu ersetzen ist, um sin(2[minfloat()]) intervallméBig ohne Unterlauf berechnen zu kénnen. Das
Quadrieren erfolgt mit skalierten Intervallen fiir sin(2[x]) und sec([z]) = 1/ cos([z]), um einen
moglichen Unterlauf zu vermeiden. Im Fall 27336870910 < o, < 379130555 kann der rechte Term in
(A.49) direkt ohne Unter- oder Uberlauf intervallmiBig ausgewertet werden. Weitere Einzelhei-
ten findet man im Quellcode der Funktion Re_csc(x,y,rnd) in mpfrclass.cpp. Es bleibt jetzt
noch der

Fall 2. y > yo = 372130555, in dem ein Uberlauf bei der Auswertung von cosh(2y) in (A.49)
zu vermeiden ist. Wir schreiben (A.49) zunéchst in der Form

h i h 1+e 2
(A52)  flay)=2- 00w sin@@) o cosh(y) g 1re g
cosh(2y) 1 cos(2x) cosh(2y) 1+e v
cosh(2y)
1+e sh
(A.53) 1< e qn SR e,
1+e %y cosh(2y)
Mit 1/ cosh(2y) = 2/(e?¥ + e=2¥) folgt weiter
5(2 -1,+1 -2,+2 2 2
(A.54) 1_M61_g:1_gz[1_ 1+ ]
cosh(2y) cosh(2y) eV + =2y eV + =2y ey + e~y
(A.55) c[1-2e%,1+2e%].
Mit diesen Abschétzungen erhélt man schliefilich nach einfachen Rechnungen:
cosh(y) e [1,1+e72Y] o [ 1 l+e ]
2 1-2e29,1+2e % 1+2e 2’ 1 -2
cosh(2y) - (1 - cos(2z) [1-2e e 2] e e
cosh(2y)

ceV - [1-2e%,1+4e%].

3Der Faktor 32 beriicksichtigt mégliche Uberschéitzungen bei der intervallméfigen Auswertung des Nenners.
“Im Fall z = y = 0 ist die Division durch Null natiirlich unvermeidbar, aber Re_csc(0,0,rnd) erzeugt an dieser
Singularitét eine entsprechende Fehlermeldung.
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Zur Vereinfachung verlangen wir noch zusétzlich

[1-2e72Y,1+4e %] c [pred(1),succ(1)] =[1-27P7°¢,1+27P*¢] d.h. wegen y > 1o
(A.56) 1-27PTC c1-2.¢72% yund 1+4-e72% <14 217Prec,

Die erste Ungleichung in (A.56) ist erfiillt fiir prec < 2yp/In(2) — 1 = 1073741811,523. .., und
diese Bedingung wird in der Praxis schon aus Laufzeitgriinden immer erfiillt sein. Es bleibt dem
Leser iiberlassen, dass auch die zweite Ungleichung in (A.56) mit der gleichen Bedingung erfiillt
wird. f(x,y) kann damit durch folgenden Intervallausdruck eingeschlossen werden:

fz,y) € ([pred(1), suce(1)] & e*[y]“n@)) ®sin([z]), y > yo = 372130555,

Beachten Sie dabei, dass jetzt mit x = minfloat() der Unterlauf bei sin(x) € [0, minfloat()] kein
Ungliick ist, da das Infimum des obigen Intervallausdrucks () sicher kleiner 1 ist, so dass
das Infimum des ganzen Intervallausdrucks 0 sein muss. Ganz Entsprechendes gilt auch im Fall
x = —minfloat().

A.9.2. Numerische Beispiele

Im 1. Beispiel wihlen wir mit z; = minfloat () = 271073741824 yynq 4, = 0 einen Punkt ganz

in der Néhe der Singularitdt Sy = (0,0) und erhalten mit prec = 200 fiir den optimal ab- und
aufgerundeten Funktionswert

2.09857871646738769240435811688. . .335262778664e323228496
@Infe@

f (x1,y1,RoundDown)
f(x1,y1,RoundUp)

Im 2. Beispiel wihlen wir 25 = 3-minfloat() = 3- 271073741824 y1nq 4y = 0 und erhalten mit
prec = 200 fiir den optimal ab- und aufgerundeten Funktionswert

1.399052477644925128269572077922. ..890175185776e323228496
1.399052477644925128269572077922. ..890175185777e323228496

f (x2,y2,RoundDown)
f (x2,y2,RoundUp)

Im 3. Beispiel withlen wir 23 = minfloat () = 271073741824 ynd 43 = Maxfloat () und erhalten
mit prec = 200 fiir den optimal ab- und aufgerundeten Funktionswert

f (x3,y3,RoundDown) = 0
f (X3,y3,RoundUp) 2.382564904887951073216169781732...23978795503e-323228497

Im 4. Beispiel wihlen wir x4 = 2 und y4 = 0.25 und erhalten mit prec = 200 fiir den optimal
ab- und aufgerundeten Funktionswert

1.0530256453589318310512458485994 . . .69109247482859536177
1.0530256453589318310512458485994 . . .69109247482859536178

f (x4,y4,RoundDown)
f (x4,y4,RoundUp)

Im 5. Beispiel wéihlen wir x5 = -2 und ys = 372130600 und erhalten mit prec = 200 fiir den
optimal ab- und aufgerundeten Funktionswert

f (x5,y5,RoundDown) = -1.356406034350108628717756434978...813293104e-161614266
f (x5,y5,RoundUp) -1.356406034350108628717756434978...813293103e-161614266
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A.10. 2cos(x)sinh(y)/(cos(2x) — cosh(2y))

Die reelle Funktion f:R? - R, mit

2cos(x) - sinh(y) _ —cos(x) - sinh(y)
cos(2x) - cosh(2y)  sin?(x) + sinh?(y)

(A.57) fx,y) =

ist der Imaginérteil der komplexen Funktion 1/sin(z), z =x +i-y € C. f(x,y) wird in nahezu
allen Fallen optimal approximiert durch

MpfrClass Im_csc(const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, const RoundingMode rnd),
wobei fiir den Rundungsparameter rnd die folgenden Rundungsmodi zur Verfiigung stehen:
rnd € {RoundUp, RoundDown, RoundNearest}.

f(x,y) besitzt Singularitéten an den Stellen Sy = (x,0) := (km,0), k € Z. Parallel zur y-Achse
im Abstand zj, gilt f(xg,y) = (-1)**!/sinh(y), d.h. es liegen Polstellen mit Vorzeichenwechsel
vor. Wegen f(z,0) = 0/sin?(z) verschwinden die Funktionswerte auf der z-Achse fiir = # zy.
Beziiglich der Variablen z ist f(z,y) 2m-periodisch, d.h. f(x + k-2m,y) = f(z,y), k € Z. Au-
Berdem gilt f(x,-y) = —f(z,y). Die interne Auswertung erfolgt intervallméfig mithilfe von
Punktintervallen z € [x],y € [y] in hinreichend hoher Prézision. Ist beispielsweise Fxy eine
optimale EinschlieBung fiir f(z,y), so ist z.B. der aufgerundete Funktionswert gegeben durch
Sup (Fxy) > f(z,y), wobei x,y jetzt als Maschinenzahlen zu verstehen sind.

A.10.1. Optimale EinschlieBung

Fiir eine optimale EinschlieBung von f(x,y) muss verhindert werden, dass bei intervallméfiger
Auswertung von (A.57) im Zihler und Nenner ein vorzeitiger Unter- oder Uberlauf entsteht.
Um bei sinh?(y) einen Uberlauf zu vermeiden, betrachten wir zuniichst den
Fall 1. 0 <|y| < yo = 372130555, wodurch ein solcher Uberlauf verhindert wird. Ausgewertet
wird der zweite Ausdruck in (A.57), weil sein Nenner ohne Ausléschung berechnet werden kann.
Um bei der Auswertung von (A.57) einen vorzeitigen Uber- oder Unterlauf zu vermeiden,
werden Zéhler und Nenner skaliert, d.h. Zahler und Nenner erhalten die Form mq o- 2’“’2, wobei
die schmalen Intervalle m 2 in der Néhe von +1 liegen und die Division dieser Intervalle ohne
Unter- oder Uberlauf maglich ist. Erst bei der Multiplikation mit der Zweierpotenz 2%17%2 kann
dann ein unvermeidbarer Unter- oder Uberlauf auftreten.
Beachten Sie, dass wegen der Taylorreihe sinh(y) =y +43/3!+4°/5! + ... ein Unterlauf bei der
Berechnung von sinh([minfloat()]) nicht auftreten kann, aber sin®(z) durch

. 2
it -3 (22)

zu ersetzen ist, um fiir = minfloat () den rechten Term sin(2[minfloat()]) intervallméBig ohne
Unterlauf berechnen zu kénnen. Das Quadrieren erfolgt mit skalierten Intervallen fiir sin(2[z])
und cos([x]), um einen moglichen Unterlauf zu vermeiden. Weitere Einzelheiten findet man im
Quellcode der Funktion Im_csc(x,y,rnd) in mpfrclass.cpp. Es bleibt jetzt noch der

Fall 2. |y| > yo = 372130555, in dem ein Uberlauf bei der Auswertung von sinh(2y) in (A.57)
zu vermeiden ist. Wir schreiben mit sinh(y) = sign(y) - sinh(|y|) (A.57) zunéchst in der Form

(A.58) UG _COS(?mQ(x) = —cos(@)- inli(i? ' siiQ(:c)
sinh(y) - (1 + m) b sinh?(y)

und werden versuchen, die beiden letzten Briiche rechts weiter zu vereinfachen. Es gilt zunéchst
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2 1 1
(A.59) =2l ————, mit: 1+ el = 1y 2@‘2‘?",
elyl — eyl 1 — e~2lyl 1 — 2yl

und daraus ergibt sich fiir f(x,y) die Einschlieung

[1+e2¥ 1 +2e721)
1+[0,1]/sinh?(y)

(A.60) f(z,y) € -2 -sign(y) - cos([x]) - e M.

Fiir 1/sinh(y) und |y| > 372130555 beweist man elementar die folgenden Ungleichungen

1 4 4
Sinh(y) e —2+ e 20 ~ 22
1 4 4
Snh(y) W —2+ e 2B~ o2l + -2

<5-e W

>3-¢ M und erhilt mit (A.60)

[1+e72W 1+ 2¢72)

fz,y) e—2-sign(y) - cos([z]) eyl

[1,1+5-e 2]
1+e 2l
- _ 9.4 . COS el 212 —2ly|
2-sign(y) - cos([z]) - e TEr=TE 1+2e
(A.61) c —2-sign(y) - cos([z]) - e W [1 - 4672 1 + 2¢72W1].
Zur weiteren Vereinfachung verlangen wir: [1-4e 291+ 2¢729] ¢ [pred(1), succ(1)], d.h.
(A.62) 1—4e 20 > 1 - Prec 1+2e20 <14+ 2"PT€C q h. wir verlangen
2Y0 2Y0
(A.63) prec < -2=1073741810,523...; prec< =1073741812,523...,
In(2) In(2)

und beide Ungleichungen in (A.63) sind schon aus Laufzeitgriinden sicher erfiillt. d.h es gilt
(A.64) f(z,y) € —sign(y) - cos([z]) - e ¥*2(2) . [pred(1), succ(1)].

Damit kann f(x,y) fiir |y| > 372130555 ohne vorzeitigen Unter- oder Uberlauf nahezu optimal
und sehr effektiv eingeschlossen werden.
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Al1l. Vz2-1

Da f(x) = Va2 -1 fiir |z| > 1 einen vorzeitigen Uberlauf erzeugt, benutzen wir in diesem Fall
fiir das gerichtete Auf- und Abrunden die Abschitzungen:

(A.65) D(x) = || - MO% V2 1< |- % S UG), o] > 1
]

Fiir |z| > 1 sind alle drei Terme in (A.65) positiv, so dass die Beweise der zwei Ungleichungen

nach dem Quadrieren mit einfachen Umformungen leicht durchgefiihrt werden kénnen.

Wenn also ein aufgerundeter Funktionswert f,(z) > f(x) zu berechnen ist, so muss U(z)
aufgerundet werden. Nach (A.8) muss dazu 0.5/|z| abgerundet werden, was mithilfe der MPFR-
Funktion mpfr_div (..., ..., ..., RoundDown) direkt realisiert werden kann, und die auf-
zurundende Differenz selbst wird berechnet mit mpfr_sub (..., ..., ..., RoundUp).

Wenn jedoch ein abgerundeter Funktionswert f;(x) < f(x) zu berechnen ist, so muss D(x)
abgerundet und damit der Doppelbruch aufgerundet werden. Dazu muss N := |z| - 1/|z| ab-
gerundet werden, wobei 1/|z| mithilfe von mpfr_div (..., ..., ..., RoundUp) aufzurunden
ist. Die aufzurundende Division 0.5 @,, Ny kann dann nach (A.23) problemlos durchgefiihrt wer-
den, da der Zghler 0.5 rundungsfehlerfrei vorliegt und daher die geforderte Eigenschaft (A.9)
automatisch erfiillt ist.

Man kann jetzt noch die Frage stellen, ob die Abschétzungen in (A.65) nicht zu grob sind, so
dass bei grofien Prizisionen die Fehler U(z) - Va2 =1 bzw. V2?2 -1 - D(z) zu grof§ ausfallen.
Da beide Fehler von der GroBenordnung O(1/z)? sind und weil (A.65) erst zur Anwendung
kommt, wenn expo(x) > 1073741813 erfiillt ist, was etwa 323228493 Dezimalstellen entspricht,
so wird sich der Fehler erst nach insgesamt 323228493+3-323228493 = 1292913973 Dezimalstellen
bemerkbar machen, was in der numerischen Praxis absolut keine Rolle spielt.

Wenn ein vorzeitiger Uberlauf nicht eintreten kann, wird 2 — 1 nach Bedarf auf- bzw. abge-
rundet, und weil die Wurzelfunktion eine monoton steigende Funktion ist, konnen f,(z) oder
fa(x) problemlos berechnet werden.
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A.12. z/\/1+2?

Da die monoton wachsende Funktion f(x) := z/V1+ 22 punktsymmetrisch ist, kann man sich
bei der Auswertung auf = > 0 beschrinken. In diesem Bereich gelten mit m := minfloat () die
Abschétzungen

1

(l=m)<z-(1-2z2 r - x
w{lmm) <z /2)<\/1+x2 \/1+(1/x)2<

Die erste Abschiitzung x-(1-m) < z-(1-22/2) gilt fiir 0 < z < v/2m und wird beim Abrunden im
Fall x < 4m benutzt. Falls der aufgerundete Funktionswert fiir x <« 1 grofler ist als z, wird x selbst
als Oberschranke gewéhlt. Die Auswertung von f(x) erfolgt mit Hilfe von f(z) =1/y/1+ (1/2)2,
da die Wurzel jetzt fiir © - MaxFloat () keinen vorzeitigen Uberlauf verursacht.

Die nahezu optimale Auswertung von f(x) erfolgt auf der Maschine mit Hilfe der Funktion

MpfrClass xdsqrtlpx2 (const MpfrClass& x, RoundingMode rnd)

wobei die Rundung mittels rnd € {RoundUp, RoundDown, RoundNearest} gesteuert wird. Falls
rnd nicht gesetzt wird, erfolgt die Rundung nach dem Current-Rundungsmodus.

A.13. z/\/1-2?

Da die monoton wachsende Funktion f(x) := z/V1 - 22 punktsymmetrisch ist, kann man sich
bei der Auswertung auf 0 < z < +1 beschrinken. Die nahezu optimale Auswertung von f(z)
erfolgt auf der Maschine mit Hilfe der Funktion

MpfrClass xdsqrtimx2 (const MpfrClass& x, RoundingMode rnd)

wobei die Rundung mittels rnd € {RoundUp, RoundDown, RoundNearest} gesteuert wird. Falls
rnd nicht gesetzt wird, erfolgt die Rundung nach dem Current-Rundungsmodus. Weitere Ein-
zelheiten findet man in der Datei mpfrclass.cpp.

A.14. z/\/2? -1

Da die monoton fallende Funktion f(x) := z/V22 - 1 punktsymmetrisch ist, kann man sich bei
der Auswertung auf x > +1 beschrinken. Die nahezu optimale Auswertung von f(x) erfolgt auf
der Maschine mit Hilfe der Funktion

MpfrClass xdsqrtx2ml (const MpfrClass& x, RoundingMode rnd)

wobei die Rundung mittels rnd € {RoundUp, RoundDown, RoundNearest} gesteuert wird. Falls
rnd nicht gesetzt wird, erfolgt die Rundung nach dem Current-Rundungsmodus. Weitere Ein-
zelheiten findet man in der Datei mpfrclass.cpp.
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A.15. In(sin(z))

Da f(x) :=In(sin(z)) fiir € R nur fiir sin(x) > 0 definiert ist, muss sin(x) < 0 bei der Auswertung
von f(x) ausgeschlossen werden. Dies erreicht man durch

mpfr_sin(res.mpfr_rep, x.mpfr_rep, RoundFromZero);
// res: sin(x), gerundet weg von der Null;
if (res <= 0)
// ==> sin(x) <= 0:
{
set_nan(res);
return res;

}

// Fuer den exakten Funktionswert gilt jetzt: sin(x) > O:

Da sin(z) fiir = 7/2 eine waagerechte Tangente besitzt, kann fiir ¢ ~ 7/2 der exakte Wert
f(xo) mithilfe des Funktionsterms In(sin(x)) nur grob approximiert werden. So erhilt man z.B.
fn(xo) =0, obwohl f(zg) # 0 ist®. Benutzt man daher fiir sin(z) > 0.5 den Funktionsterm

(A.66) f(x)=0.5-In(1 -cos?(z)), sin(z) > 0.5,

so wird man nach Abb. A.1 eine sehr viel bessere Auswertung erwarten kénnen, wenn man mit
dem Argument —cos? () die rechte Seite von (A.66) mithilfe der Funktion 1np1(. ..) auswertet.

1.0

0.5r

0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

-1.0r

Abbildung A.1.: y =sin(z), cos(x)

Fiir 29 ~ 7/2 kann jetzt das Argument —cos?(zg) # 0, im Gegensatz zu sin(x), sehr viel effektiver
ausgewertet werden, da die Tangente der cos-Funktion bei z = 7/2 die Steigung —1 besitzt.

Jetzt wird gezeigt, wie man mit (A.66) einen garantiert abgerundeten Wert fy(z) berechnet.
Wegen der monoton wachsenden Funktion In(1 + z) muss das Argument —cos?(z) abgerundet,
d.h. cos?(x) muss aufgerundet werden. Fiir die folgende Fallunterscheidung muss cos(z) < 0 und
cos(x) > 0 unterschieden werden, und dies gelingt, wenn man vorher wie oben

mpfr_cos(res.mpfr_rep, x.mpfr_rep, RoundFromZero);

aufruft und dann bez. des von Null weggerundeten Funktionswertes (res < 0) bzw. (res > 0)
abfragt. Aus (res < 0) folgt dann fiir den exakten Funktionswert die Aussage cos(x) < 0 und
aus (res > 0) folgt entsprechend cos(z) > 0°.

5 frn(x0) bedeutet den zur nichsten Rasterzahl gerundeten Funktionswert.

Diese Aussagen gelten auch dann, wenn die betrachtete Funktion, hier cos(x), mit RoundFromZero viel grober
von der Null weggerundet wird. Wenn der exakte Funktionswert jedoch verschwindet, so muss dies auch fiir
den auf- oder abgerundeten Funktionswert zutreffen, was bei allen implementierten Funktionen realisiert ist!
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Sei also:  cos(z) < 0.
Dann gilt fiir den abgerundeten Funktionswert cosg(z)

(A.67) cosgq(x) < cos(x) <0,
und mit (A.18) folgt dann
(A.68) cosq(x) ®y cosq(x) > cos? (),

wobei wegen (A.67) die Bedingung (A.18) automatisch erfiillt ist und auch cosgy(x) nicht ver-
schwinden kann.

Sei jetzt:  cos(z) > 0.
Dann gilt fiir den aufgerundeten Funktionswert cos,, ()

(A.69) cosy(x) > cos(z) > 0,
und mit (A.15) folgt dann
(A.70) 08y () Oy cosy () > cos?(x),

wobel wegen (A.69) die Bedingung (A.9) automatisch erfiillt ist und auch cos,(z) nicht ver-
schwinden kann.

Jetzt wird gezeigt, wie man mit (A.66) einen garantiert aufgerundeten Wert f, (x) berechnet,
dabei werden die Bedingungen cos(z) > 0 bzw. cos(z) < 0 ganz analog zur Berechnung von fy(x)
abgefragt. Der Ausdruck cos?(z) muss jetzt abgerundet werden.

Sei also:  cos(z) < 0.
Dann gilt fiir den aufgerundeten Funktionswert cos,, ()

cos(z) < cosy(z) <0,
und mit (A.14) folgt dann die gewiinschte garantierte Abrundung:
cosy () Og cos, () < cos®(z).

Sei jetzt:  cos(z) > 0.
Dann gilt fiir den abgerundeten Funktionswert cosg(z)

0 < cosg(z) < cos(z),
und mit (A.11) folgt dann wieder die gewiinschte garantierte Abrundung:
cosq(z) ®g cosg(z) < cos®(z).

Im unkritischen Bereich 0 <sin(z) <0.5 wird f(z) :=In(sin(z)) direkt ausgewertet,
wobei wegen der Monotonie der In-Funktion zur Berechnung von f,(x) bzw. fy(x) auch sin(z)
entsprechend auf- bzw. abzurunden ist. Dabei ist jedoch der Bereich 0 < z < 5 * minfloat ()
gesondert zu behandeln, um beim Abrunden zu groBe Uberschitzungen zu vermeiden. So erhilt
man beispielsweise fiir = minfloat() den abgerundeten Funktionswert f;(z) = -@Inf@, der
jedoch eine viel zu ’kleine’ Unterschranke darstellt. Um eine groflere und optimale Unterschranke
zu berechnen, betrachten wir die Reihe:

(sin(@) =Inx) - 5 - LS 2y
In(sin(z)) =In(z) - —-—-... == > ————|By|z™, O<z<m,
6 180 &g (2h)]
a? 2, .4, .6 a? 1
>ln(x)—E(1+x +x+x +...):ln(x)—€-m, O<z<1,
1
>1In(z) - % T2 In(z) - % >1In(z) —minfloat (), falls z <5 -minfloat ().
-z

Fiir z < 5-minfloat () erhalten wir damit die Unterschranke: In(z)-minfloat() < In(sin(x)).
Die Funktion f(x) = In(cos(z)) ist in mpfrclass.cpp ganz analog implementiert und muss
deshalb hier nicht weiter diskutiert werden.
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A.16. In(\/22%+y?)

Wir betrachten

(A.71) f(x):=In(/22+y?), mit: |z|[>|y| und |z|,|y| > 0.

Um im Fall || > 1 einen vorzeitigen Uberlauf zu vermeiden, wird folgende Darstellung benutzt:

(A.72) f(z) =1In(|z|) + %ln (1 + (|y|/|:c|)2) >0, |y|/|x| >0, |z| > 1.

Zur Berechnung von f,, () bzw. fg(z) muss In(|z|) auf- bzw. abgerundet werden, was mithilfe der
MPFR-Funktion mpfr_log(...) direkt realisiert werden kann. Da auch der zweite Summand
in (A.72) auf- bzw. abzurunden ist und die 1np1-Funktion monoton wichst, muss das Quadrat
(lyl/|z])? ebenfalls auf- bzw. abgerundet werden und damit auch der Quotient A := |y|/|z|. Da
die Operanden von A rundungsfehlerfreie Rasterzahlen sind, kénnen A, und A, direkt mithilfe
der MPFR-Funktion mpfr_div(...) berechnet werden. Es gilt dann:

(A.73) Ay > A>0
(A.74) 0 < Ag<A

A IV

Es soll jetzt (|y|/|z|)? aufgerundet werden. Mit (A.15) folgt dann
Ay Oy Ay 2 (|y|/|x|)2,

wobei (A.9) wegen (A.73) automatisch erfiillt ist und A, > 0 garantiert ist.
Es soll jetzt (|y|/|z|)? abgerundet werden. Mit (A.11) folgt dann

Adoa Aa < (lyl/ll)?,
wobei Ag > 0 durch (A.74) garantiert wird.

Wenn f,(z) und fy(x) nach (A.71) zu berechnen sind, so ist dies kein Problem, da /22 + y?
mithilfe der Funktion sqrtx2y2(..., rnd) direkt auf- oder abgerundet werden kann und weil
die In-Funktion monoton wachsend ist.

A17. In(y/(1+2)2+9?)

Da u(z,y) =In(y/(1+2)%+y?) auch als Realteil der komplexen Funktion In(1+ z), mit z € C,
benotigt wird, findet man eine ausfiihrliche Beschreibung des Algorithmus ab Seite 267.
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A.18. arcosh(1+x)

Wir betrachten fiir z >0

(A.75) arcosh(l+z) = In(l+zx++z-(2+x)), x>0,
(A.76) = In(z)+In(l+1/z+\/1+2/z), x>1;

In (A.76) ist die Rundung auch des zweiten Summanden unproblematisch, da bei den zwei auf-
tretenden Divisionen beide Operanden jeweils rundungsfehlerfreie Rasterzahlen sind und neben
der In-Funktion auch die Quadratwurzel eine monoton wachsende Funktion ist.

In (A.75) muss bei der Berechnung von f,(z) und fy(z) das Produkt P:=z-(2+z)=A-B
auf- bzw. abgerundet werden, wobei B := 2+ z > 2 ebenfalls auf- bzw. abzurunden ist. Es gilt:

(A.77) < A=A, =4,
(A.78) < By<B,
(A.79) 2 < B<By

Nach (A.15) gilt: P, := A, ®, By, > - (2 + ), wobei die Bedingung (A.9) wegen (A.77)
automatisch erfiillt ist und auch A, = A und B,, > 2 nicht beide verschwinden konnen.

Nach (A.11) gilt wegen (A.77) und (A.78) unmittelbar: Py:= Aj ©q Bg < x-(2+ z), womit
fiir P; und P, die entsprechenden Rundungen garantiert sind. Den vollstdndigen Algorithmus
findet man in mpfrclass. cpp.
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A.19. T'(z)

I'"(z) wird mithilfe der Digamma-Funktion ¢ (z) = I''(z)/T'(x) iiber das folgende Produkt be-
rechnet:

(A.80) I(z)=¢(x) -T(x), x+40,-1,-2,...

Die Funktionen ¢ (x) und I'(z) stehen dabei als digamma (x) bzw. gamma (x) zur Verfiigung. Um
das Produkt ¥(x) -T'(z) gesichert auf- bzw. abzurunden, werden ¢ (z) und I'(x) jeweils durch
die Intervalle u und v eingeschlossen. Mit dem Intervallprodukt u = u® v ist dann das auf- bzw.
abgerundete Produkt ¢ (z) -T'(z) gegeben durch Sup(u) bzw. Inf (u), und der néchstgelegene
Wert ist gegeben durch mid(u). Der Vorteil dieser Methode ist einmal die kurze Laufzeit, da
zur Berechnung von v nur ein Funktionsaufruf Inf(v) = gamma(x,RoundDown) notwendig ist,
wobei dann Sup(v) einfach durch den Nachfolger succ(Inf(v)) = Sup(x) zu berechnen ist.
Die geschilderte Intervallmethode hat zusétzlich den Vorteil, dass die sonst notwendigen Fall-
unterscheidungen jetzt entfallen, wodurch ein tibersichtlicher Programmecode gewihrleistet wird.
Aber jedes Verfahren besitzt auch einen Nachteil, denn wenn in seltenen Ausnahmefillen fiir
Inf(v) := gamma(x,RoundDown) gilt: Inf(v) = I'(x), so wird mit Sup(x) = succ(Inf(v))
das Intervall v leicht nach oben iiberschétzt, da bei diesem Beispiel das ideale Intervall v ein
Punktintervall ist. Den vollstdndigen Algorithmus findet man in mpfrclass.cpp.

A.20. 1/T'(x)

f(z) = 1/T'(x) ist in der ganzen komplexen Ebene analytisch und besitzt an den Polstellen
xr = 0,-1,-2,... der I'-Funktion die Funktionswerte Null. Fiir alle anderen reellen z-Werte
wird f(x) approximiert durch den Quotienten 1/T'(x) der auf der Maschine mittels gamma (x)
ausgewertet wird.

Um f,(z) zu berechnen, ist nach (A.23) und (A.25) I'(xz) unabhéngig von seinem Wert stets
abzurunden und die Division muss aufgerundet werden.

Um f4(x) zu berechnen, ist nach (A.19) und (A.21) I'(z) unabhéngig von seinem Wert stets
aufzurunden und die Division muss abgerundet werden.
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A21. (1/T(2))’
Fiir die iiberall differenzierbare Funktion f(z):= (1/T'(z))" gilt:

1'(z)  I'(z)
! 2(x T
(A.81) f(x)::(_;L_) _ |iﬁf ) I(z)

/T(x), x+40,-1,-2,...

r=0,-2,-4,...
—|x|!, xr=-1,-3,-5,...

INCY)

|z|! wird mithilfe der faktorial(. ..)-Funktion berechnet und die erste Zeile in (A.81) mit dem
Quotienten —digamma (x)/gamma(x), wobei zur Vermeidung von Fallunterscheidungen Zihler
und Nenner und auch die Division selbst intervallméfliig ausgewertet werden. In der Umgebung
von Null, d.h. fiir |z| < 2-succ(0) und = # 0, entsteht jedoch das Problem, dass digamma (x) und
gamma (x) beide einen Uberlauf erzeugen, obwohl ihr Quotient von der GréBenordnung 1 ist. Um
diesen Uberlauf zu vermeiden, wird ausgenutzt, dass f’(z) fiir z € [-1,0.3] positiv ist, so dass
f(z) in obiger Umgebung von Null monoton wichst. Fiir z = succ(0) und x = 2 succ(0) ist
damit wegen f(0) =1 eine Einschliefung von f(z) gegeben durch:

t=3-succ(0), wu=digamma(t, RoundDown), v =gamma(t, RoundDown),
U=—UQU;
f(x)e[l, Sup(u)], x=succ(0) oder z =2-succ(0)

wobei wegen t = 3 - succ(0) die Punktintervalle v und v jetzt keinen Uberlauf mehr erzeugen.
Natiirlich ist das EinschlieBungsintervall [1,Sup(u)] eine gewisse Uberschitzung von f(z), aber
dies wird in der numerischen Praxis kaum eine Rolle spielen.

Fiir die negativen Argumente x = pred(0) und z = 2-pred(0) gelten ganz entsprechende
Aussagen. Den ausfiihrlichen Algorithmus findet man in mpfrclass.cpp.
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B. Neue Funktionen vom Typ MpfiClass

B.1. In(\/(1+x)2+y?)

Fiir die vorgegebenen reellen Maschinenintervalle X 5> z und Y 3 y liefert die Intervallfunktion
MpfiClass 1ln_sqrtxpl_2y2(const MpfiClass& X, const MpfiClass& Y)

eine fast optimale Einschlieung aller Funktionswerte

1
w(z,y) =In(/(1+ )2 +y?) = 3 In((1+2)*+9%), mit: zeX, yeV.

Eine ausfiihrliche Beschreibung von u(z,y) findet man ab Seite 267. u(z,y) ist als Realteilfunk-
tion der holomorphen Funktion log(1+2), z € C, eine harmonische Funktion, wenn der singulére
Punkt P(-1,0) nicht ein Element des zweidimensionalen reellen Intervalls Z ist.

(B.1) Z:={(z,y)|zexnyeY}, (-1,0)¢Z

u(z,y) nimmt dann fiir alle (x,y) € Z als harmonische Funktion ihre relativen Extrema auf dem
Rand von Z an, vgl. dazu auch Seite 244. Die Berechnung dieser Extremstellen, m(x,y) fiir das
relative Minimum und M (z,y) fiir das relative Maximum, kann wesentlich vereinfacht werden,
wenn man u(x,y) = u(z,|y|) beachtet und daher das Eingangsintervall Y durch das Intervall
Y = abs(Y) = {|y| ‘ y € Y} seiner Absolutbetriige ersetzt. Die zu betrachtenden Intervalle Z aus
(B.1) liegen damit alle in der oberen Halbebene, und fiir die interne Berechnung gilt mit X = X:

(B.2) 7 = {(m,y)|a: eX =[z1,22] AyeY = [yl,yg]}, (-1,0) ¢ Z, y1 > 0.

Um die Koordinaten der Extremalpunkte m, M bestimmen zu kénnen, berechnen wir zunéchst
die partiellen Ableitungen von u(z,y) beziiglich x,y:

8u(x,y) — 1+z =0, d.h. x=-1,
Oz (1+z)%+y?
ou(z,y) Y
— = 0’ dh = 0
8y (1+-75)2+y2 Yy

Auf einer Parallelen zur z-Achse wichst bzw. fillt u(x,y) monoton fiir x > —1 bzw. fiir z < -1,
und auf einer Parallelen zur y-Achse ist u(z,y) (in der oberen Halbebene) monoton wachsend.
Die Extremalkurven sind wegen x = —1 einmal die Parallele zur y-Achse durch x = -1 und zum
anderen wegen y = 0 die z-Achse, wobei letztere keine Rolle spielt, da wir nur Intervalle Z in der
oberen Halbebene betrachten. Schneidet die Extremalkurve x = —1 das Rechteck Z, so besitzt
m die Koordinaten m(-1,y;). In Abb. B.1 geben die Pfeile auf dem Rand von Z die Richtung
wachsender u(x,y)-Werte an, so dass die Extremalpunkte m und M die folgenden Koordinaten
besitzen: m(z1,y1), M(x2,y2). Die breiten Pfeile links und rechts neben der Extremalkurve
x = =1 geben das Monotonieverhalten der Funktion u(z,y) an. Das zweidimensionale,
Intervall ist nicht erlaubt, da es den singuldren Punkt P(-1,0) enthélt. Die Koordinaten der
Extremalpunkte m, M der erlaubten gelben, zweidimensionalen Intervalle Z sind stets Maschi-
nenzahlen, so dass die Berechnung der Funktionswerte u(z,y) an diesen Stellen einfach realisiert
werden kann.
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Abbildung B.1.: Zweidimensionale Intervalle Z mit Extremalpunkten m, M

Bei einem Intervall Z, das die Extremalkurve z = -1 schneidet, muss noch entschieden werden,
welcher der beiden moglichen Punkte M? das Maximum von u(z,y) wirklich liefert. Nach der
obigen Abbildung ergibt sich

L+zi[>2|l+xs] <= -l-z229-(-1) <= x1+2<-19,

so dass nach obiger Abbildung fiir den Maximumpunkt gilt: M (x1,y2). Die letzte Ungleichung
muss auf der Maschine ausgewertet werden. Dazu berechnet man zunichst das reelle Intervall
2z =121 42 = [2,2], das wegen z; < -1 keinen Uberlauf erzeugt. Dabei ist z entweder ein
Punktintervall oder in seinem Innern befindet sich keine Maschinenzahl, d.h. es gilt 29 = 2
oder zy = succ(z1). Aus der Doppelungleichung x1 + 2 < 29 < —x9, d.h. aus z3 < —z5 folgt dann
x1+2 < —x9 und damit M (x1,y2). Ganz entsprechend folgt aus z; > —x9 fiir den Maximumpunkt
M(IE2, Y2 ) .

Nach diesen Uberlegungen sind die beiden Abfragen zo < —x5 und z; > —xo notig, um die
richtige xz-Koordinate von M zu bestimmen. Wir zeigen jetzt, dass dazu nur eine Abfrage, z.B.
29 < —x9, notwendig ist und dabei nur der rechte Randpunkt 29 > 21 + 2 bekannt sein muss. In
der folgenden Abbildung findet man auf der oberen z-Achse die Situation, wenn zo < —z9 und
29 = succ(zy) erfiillt sind. Im griinen Bereich liegen dort alle moglichen —zo-Werte, so dass die

T + 2
M(xl,yz)

. S m
21 22 x

T+ 2

M(l’zayz)

[ ] R -
21 22 x

Abbildung B.2.: z-Koordinate von M(7,y2) im Fall: -1 € [z1,x2]
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Bedingung x1 + 2 < —x9 stets erfiillt ist und damit M gegeben ist durch M (x1,y2). Wenn jedoch
z9 < —x9 nicht erfiillt ist, so gilt zo > —xo und da zwischen z; und zo keine Maschinenzahl liegt,
konnen die moglichen —zo-Werte jetzt nur in dem griinen Bereich auf der unteren x-Achse liegen,
d.h. es gilt stets x1 + 2 > —x9, so dass jetzt M gegeben ist durch M (z2,12).

Zusammenfassung;:
e r12-1 = m=m(z1,y1), M =M(z2,92);
e 12<-1 = m=m(z2,y1), M=M(z1,y2);

o —le[xy,22], 22:=1180,2 —
1. m= m(_layl);
2. 29<—19g —> M = M(z1,y2); Nur diese Abfrage muss realisiert werden!

3. 29> -—T9g — M = M(z2,y2);
Beachten Sie, dass die Maschinenzahl z3 := 21 @, 2 die optimal aufgerundete Summe (z; +2) ist.

Numerische Ergebnisse:

Bezeichnungen: t=In(y/(1+2)2+9y?), zeX =[x1,22], yeY =[y1,92];

Vergleichen Sie fiir Punktargumente auch die auf- und abgerundeten Ergebnisse von Seite 269.

1. Mit X =Y = [MaxFloat (prec),MaxFloat(prec)] und prec = 3000 erhélt man fiir ¢ die
nahezu optimale Einschliefung mit 902 gemeinsamen Dezimalstellen:

t €[7.4426111760831942759393...664834€8, 7.4426111760831942759393...664836¢8].

2. Mit X =Y = [minfloat(prec),minfloat (prec)] und prec = 3000000 erhilt man fiir ¢
die notwendigerweise grobe EinschlieBung:

t €[0,2.3825649048879510732161697817326745...34539016124e — 323228497].

3. Mit X =Y =[2 -minfloat(prec),2 -minfloat (prec)] und prec = 30000 erhilt man fiir
t die nahezu optimale EinschlieBung mit 9030 gemeinsamen Dezimalstellen:

t € [4.765129809775...95148232¢ — 323228497,4.765129809775...95148233¢ — 323228497].

4. Mit X = [-2,-2], Y = [2710000 9100007 yind prec = 30000 erhilt man fiir ¢ die nahezu
optimale EinschlieBung mit 9030 gemeinsamen Dezimalstellen:

t € [1.2561940288493722925...505035¢ — 6021, 1.2561940288493722925...505036e — 6021].

Die gleiche EinschlieBung erhilt man natiirlich auch mit X = [0,0], Y = [2710000 2-100007,

5. Mit X = [succ(-1),succ(~1)], succ(-1) = —1 + 27Prec Yy = [2730000 9=300007 ypq der
Préazision prec = 30000 erhélt man fiir ¢ die nahezu optimale EinschlieBung mit 9030
gemeinsamen Dezimalstellen:

t € [-2.079406884320807930...15528832738e4, —2.079406884320807930...15528832737¢e4].

Beachten Sie, dass eine Prézision von 300000 Bits einer Prézision von 300000/log,(10) =
30000/3.32192809... ~ 9031 Dezimalstellen entspricht. Beziiglich succ(-1) = -1 + 27P7¢€¢
vergleiche Seite 17.
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B.2. x/(2?+y?)

Fiir die vorgegebenen reellen Maschinenintervalle X >  und Y 3 y liefert die Intervallfunktion
MpfiClass x_div_x2py2(const MpfiClass& X, const MpfiClass& Y)

eine fast optimale Einschliefung aller Funktionswerte

f(:c,y):% mit: xe€X, yeY und x#0Ay#0.
2 +y

Die Berechnung von f(z,y) wird ausfiihrlich beschrieben auf Seite 185. f(x,y) ist als Real-
teilfunktion der holomorphen Funktion 1/z, z € C\{0}, eine harmonische Funktion, wenn der
singuldre Punkt P(0,0) nicht ein Element des zweidimensionalen reellen Intervalls Z ist.

(B.3) Z:={(z,y)|zeXnyeY}, O0¢XA0¢Y.

f(z,y) nimmt daher fiir alle Punkte (x,y) € Z als harmonische Funktion ihre Extrema auf dem
Rand von Z an, vgl. dazu auch die Seite 244. Die Berechnung dieser Extremstellen, m(x,y) fiir
das Minimum und M (z,y) fiir das Maximum, kann wesentlich vereinfacht werden, wenn man
f(z,y) = f(x,|y|]) beachtet und daher das Eingangsintervall Y durch das Intervall Y = abs(Y) =
{|y|‘y € Y} seiner Absolutbetriige ersetzt. Die zu betrachtenden Intervalle Z aus (B.3) liegen
damit alle in der oberen Halbebene, und fiir die interne Berechnung gilt mit X =X:

(B.4) Z:={(z,y)|ze X =[a1,22] AyeY =[y1,52]}, (0,0)¢Z, y1>0.

Wegen f(-z,y) = -f(z,y) kann die Berechnung der Extrema m, M noch weiter auf den ersten
Quadranten reduziert werden, wobei das Minimum m und das Maximum M berechnet werden
mithilfe der Funktionen:

MpfrClass x_div_m(const MpfiClass& x, const MpfiClass& y); Inf (x)>=0, Inf(y)>=0,
MpfrClass x_div_M(const MpfiClass& x, const MpfiClass& y);  Inf(x)>=0, Inf(y)>=0.

Um die Extrema m, M mit den obigen Funktionen richtig berechnen zu kénnen, sind drei Félle
zu unterscheiden:

1. 2120Ay120: m = x_div_m(X,Y); M = x_div_M(X,Y);

2. 19<0Ay;20: res = -x; m = x_div_m(res,Y); M = x_div_M(res,Y);
swap(m,M); m = -m; M= -M;

3. 11 <0Az2>0Ay; 20: res=[0,-x1]; m = -x_div_M(res,Y);
res=[0,22]; M = x_div_M(res,Y);

Um jetzt im 1. Quadranten die beiden Funktionen x_div_m(...), x_div_M(...) realisieren zu
koénnen, bendtigen wir zunéchst fiir 2,y > 0 die beiden partiellen Ableitungen von f(z,y):

Of(xy) y*-a’

(B:5) or (22 +y2)?’
of (x, -2z
(B.6) E?y v (x2+yy2)2 <

Oberhalb bzw. unterhalb der ersten Winkelhalbierenden gilt damit: df/0x >0 bzw. 9f/dx <0,
und auf einer Parallelen zur y-Achse nehmen die Funktionswerte von f(z,y) mit wachsenden
y-Werten monoton ab, und wegen

T xI9 1

B.7 T1,T1) = 2 21~ 22y
(B.7) f(z1,21) 2242?22+ a2 2x1 219

<~ 0<z1<29

nehmen die Funktionswerte von f(x,y) monoton zu, wenn man sich im 1. Quadranten auf der
1. Winkelhalbierenden dem Ursprung ndhert. Mit diesen Ergebnissen erhélt man in folgender
Abbildung die Lage der Extremstellen m, M zu gegebenen zweidimensionalen Intervallen Z;,
wobei fiinf grundsitzliche Lagen dieser Z; zu unterscheiden sind.

208



Ay K
Zl // m
m M| -
~ s
7 M
m? L. m?
Zl /M
// Z
M o 2
Z3 M,’/ M
m? ,’/ m?
M
27 Z3 A

m ///MZ3
M m
Zy 27
//M Z5
m 7/
A M
M

S

Abbildung B.3.: Zweidimensionale Intervalle Z; mit Extremalpunkten m, M

Die fiinf grundsétzlichen Lagen der Z; sind definiert durch:

1. z2 <y, Z1;

2. y1 <z <Y, Z;

3. w1 Sy1<TaATI <Y< T2, 3;

4. Y1 <x2 < Yo, Zy;

5. Y2 LT, Zs;
Die Punkte M auf der 1. Winkelhalbierenden sind Punkte mit relativen Maxima, wobei jedoch
gilt M > M. Bei den Punktepaaren m?, m? ist jeweils der Punkt mit dem kleinsten Funktionswert

auszuwihlen. Die beiden Pfeile oberhalb und unterhalb der ersten Winkelhalbierenden geben die
Richtung wachsender Funktionswerte von f(x,y) an.
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B.3. (x2-9?)/(2?+y?)?

Fiir die vorgegebenen reellen Maschinenintervalle X > z und Y 3 y liefert die Intervallfunktion
MpfiClass Re_rz2(const MpfiClass& X, const MpfiClass& Y)
eine fast optimale Einschliefung aller Funktionswerte
22—y
(22 +12)2
Die Berechnung von f(z,y) wird ausfiihrlich beschrieben auf Seite 186. f(x,y) ist als Real-

teilfunktion der holomorphen Funktion 1/22, z € C\{0}, eine harmonische Funktion, wenn der
singuldre Punkt P(0,0) nicht ein Element des zweidimensionalen reellen Intervalls Z ist.

(B.8) Z:={(z,y)|zeXnyeY}, O0¢XA0¢Y.

flx,y) = mit: x€X, yeY und x#0Ay#0.

f(z,y) nimmt daher fiir alle Punkte (x,y) € Z als harmonische Funktion ihre Extrema auf dem
Rand von Z an, vgl. dazu auch die Seite 244. Die Berechnung dieser Extremstellen, m(x,y) fiir
das Minimum und M (z,y) fiir das Maximum, kann wesentlich vereinfacht werden, wenn man
f(x,y) = f(|z|,Jy|) beachtet und die Eingangsintervalle X,Y durch die jeweiligen Intervalle, z.B.
X =abs(X) = {|z| | x € X}, seiner Absolutbetriige ersetzt. Damit reduziert sich die Berechnung
der Extremstellen m(x,y), M (x,y) auf ein Intervall Z := {(:U,y)‘x eX Ayce Y}, x>0,y >0,
das nur im 1. Quadranten liegt und den Ursprung nicht enthalten darf. X = [x1,22], Y = [y1,92].
Zur Berechnung der Extremstellen m, M benétigt man zunéchst die partiellen Ableitungen:

of(x,y) _ 22 - (—z* + 2222 + 3y*) _ 2z - (4y4 - (2% - 92)2)

(B.9)

ox (22 +y2)4 2+ g2 ,
(B.10) Of (a,y) _ -2y~ (-y* +20%2 +32%) —2y- (42" - (2% - y*)*)
. oy B (22 +12)4 = 22+ 7)1

Die Extremalkurven fiir 0f/0x ergeben sich aus der Forderung 0f/dx = 0, siehe Seite 247. Die
erste Extremalkurve ist wegen x = 0 die positive y-Achse, und die zweite ergibt sich aus der
Forderung 4y* = (22 - y?)? < 2y®=[2%2-9?|, ausder y=2x/V3 folgt.

Die beiden Extremalkurven fiir f/0y ergeben sich analog aus der Forderung 0f/dy = 0. Die
erste Extremalkurve ist dann wegen y = 0 die positive x-Achse und die zweite Extremalkurve ist
gegeben durch y=+v3-z.

Anmerkungen:

1. Da beide partiellen Ableitungen auf ihren Extremalkurven das Vorzeichen wechseln, wenn
man parallel zu den beiden Koordinatenachsen diese Extremalkurven schneidet, besitzt
f(z,y) an den Schnittpunkten der Intervallrinder von Z mit den Extremalkurven ldngs
dieser Intervallréinder tatsdchlich relative Extrema, d.h. in diese Féllen miissen die Extre-
malpunkte m oder M nicht auf den Eckpunkten von Z liegen.

2. Es gilt folgendes: x>y — f(z,y)>0 und z<y =— f(z,y)<0, d.h. wird Z
von der 1. Winkelhalbierenden geschnitten, so kann das Minimum nur auf dem Rand des
oberen und das Maximum nur auf dem Rand des unteren Z-Abschnitts liegen.

3. In den folgenden Abbildungen sind alle typischen Lagen der Intervalle Z mit den entspre-
chenden Lagen der Extremstellen m(x,y), M (x,y) angegeben. Dabei bedeutet das Symbol
(M), dass hier zwar ein relatives Maximum vorliegt, dass aber das wirkliche Maximum an
der anderen Stelle M angenommen wird. Die zwei Symbole m? bedeuten, dass das wirk-
liche Minimum nur an einer dieser beiden Stellen angenommen werden kann, so dass zwei
Berechnungen und ein Vergleich erforderlich sind. Die 1. Winkelhalbierende und die bei-
den Extremalkurven y = v/3-2 und y = 2/v/3 sind leicht verdreht dargestellt. Die farbigen
Pfeile geben die Richtung wachsender Funktionswerte von f(z,y) an.
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Abbildung B.4.: Typische Lagen der Intervalle Z, mit den Extremstellen m, M
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Abbildung B.5.: Typische Lagen der Intervalle Z, mit den Extremstellen m, M
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Abbildung B.6.: Typische Lagen der Intervalle Z,, mit den Extremstellen m, M
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Abbildung B.7.: Typische Lagen der Intervalle Z, mit den Extremstellen m, M
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Anmerkungen:

1.

Beziiglich des zweidimensionalen Intervalls Zo muss noch gekldrt werden, dass das Mini-
mum nicht bei (m), sondern bei m angenommen wird. Unter der Voraussetzung zo > x1

muss daher gezeigt werden:  f(z1,71) = (22 - y2)/(2? + ¥?)? < f(20,V/3 - 22) = —1/(823).

2 .2 2 2
. . 1~ Y T1 — 3 1 -1 -1
Wegen V3 11 <y <V3-x ilt zunéachst 1 < = < —
; RSNV R R R R LR R T

. Beziiglich der zweidimensionalen Intervalle Z4, Z19 muss noch gekléirt werden, dass das

Maximum nicht bei (M), sondern bei M angenommen wird. Der Bewies ist einfach, denn
lauft man von (M) senkrecht nach unten und dann parallel zu z-Achse nach links bis M,
so wachsen die Funktionswerte jeweils monoton.

Beziiglich des zweidimensionalen Intervalls Z713 muss noch geklirt werden, dass das Mi-
nimum nicht bei (m), sondern bei m angenommen wird. Dies ist jedoch trivial, da die
Funktionswerte von f(z,y) bei m negativ und bei (m) positiv sind.

Beziiglich der zweidimensionalen Intervalle Zi1, Z15 muss noch geklirt werden, dass das
Minimum nicht bei (m), sondern bei m angenommen wird. Im Fall x5 > z; muss daher
gezeigt werden:  f(x1,V3x1) < f(29,7/312).

2 2 2 2
x7 —3x x5 —3x -1 -1
21,V321) < f(29,V313) <= L L2 "2 o < = gz
f 1) < f(w 2) (22 +323)? (23 +323)2 2 2l 2o

B.3.1. Maximumbestimmung

Zur Bestimmung der Lage von M sind nacheinander folgende Félle zu unterscheiden:

1.

Wenn die untere Parallele zu 2-Achse unterhalb der Extremalkurve y = z/v/3 liegt, so ist
die Maximumstelle M die linke untere Ecke, vgl. Z4, Z7, Z19, Z13, Z15.
Sei Ux1 die optimale EinschlieBung von z1/v/3, dann gilt: Die untere Parallele zu z-Achse
liegt unterhalb der Extremalkurve y = 2/v/3 <= 11 < Inf (Ux1).

. Wenn die untere Parallele zu z-Achse die Extremalkurve y = x/ V3 schneidet, so ist dieser

Schnittpunkt gleich M, Vgl. Z6, Zg, Zl(), ZH, Zl4.

Sei Ux1 die optimale EinschlieBung von z1/v/3 und Ux2 die optimale EinschlieBung von
r3/\/3, dann gilt: Die untere Parallele zu z-Achse schneidet die Extremalkurve y = 2/v/3
<= Sup(Ux1l) <y; < Inf(Ux2).

Es gilt M(zs,ys) = M(~/3-y1,y1), und fiir den maximalen Funktionswert erhéilt man:
flas,ys) = Byt —uD)/(Byi +7)* = 1/(8y7) = (1/(VB-11))*.

Wenn die rechte Parallele zu y-Achse die Extremalkurve y = V3-x schneidet, so ist M der
rechte untere oder obere Eckpunkt, vgl. Z,.

Sei Uy1 die optimale EinschlieBung von y;/v/3 und Uy2 die optimale EinschlieBung von
y2/v/3, dann gilt:  Die rechte Parallele zu y-Achse schneidet die Extremalkurve y = v/3x
<= Sup(Uyl) <z < Inf (Uy2).

Wenn der untere rechte Eckpunkt unterhalb der Extremalkurve y = /3 -z liegt, so ist
dieser untere rechte Eckpunkt gleich M, vgl. Z3, Z5, Zs.

Sei Uy1 die optimale EinschlieBung von y;/v/3, dann gilt: Der untere rechte Eckpunkt
liegt unterhalb der Extremalkurve y =v/3-2 <=  Sup(Uy1l) < z».

. Wenn der untere rechte Eckpunkt oberhalb der Extremalkurve y = /3 -z liegt, so ist M

der obere rechte Eckpunkt, vgl. Z;.
Sei Uy1 die optimale EinschlieBung von y;/v/3, dann gilt: Der untere rechte Eckpunkt
liegt oberhalb der Extremalkurve y = /3-2 <=  Inf(Uyl) > xs.
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Anmerkungen:

1.

2.

nacheinander bedeutet, dass z.B. die 3. Abfrage nur dann erfolgen darf, wenn vorher die
1. und 2. Abfrage jeweils negativ ausgefallen sind.

Die Schnittpunkte der zweidimensionalen Maschinenintervalle Z, mit den Extremalkurven
y=V3-z, y= x/ V/3 koénnen wegen der irrationalen Zahl v/3 keine Maschinenzahlen sein.

B.3.2. Minimumbestimmung

Zur Bestimmung der Lage von m sind nacheinander folgende Fille zu unterscheiden:

1.

Wenn die linke Parallele zu y-Achse links der Extremalkurve y = v/3z liegt, so ist die
Minimumstelle m die linke untere Ecke, vgl. Z1, Zs, Zg, Zy.

Sei Uy1 die optimale EinschlieBung von y;/v/3, dann gilt: Die linke Parallele zu y-Achse
liegt links der Extremalkurve y = /32 <= 1 < Inf (Uyl).

. Wenn die linke Parallele zu y-Achse die Extremalkurve y = V3z schneidet, so ist dieser

Schnittpunkt gleich m, Vgl. Z3, Zlo, ZH, Z12, Z14, Zl5.

Sei Uy1 die optimale EinschlieBung von y;/v/3 und Uy2 die optimale EinschlieBung von
ya/ V/3, dann gilt: Die linke Parallele zu y-Achse schneidet die Extremalkurve y = /3z
<= Sup(Uyl) <z < Inf (Uy2).

Es gilt m(zs,ys) = m(x1,v/3-x1), und fiir den minimalen Funktionswert erhélt man:
F(@s,us) = (22 = 323) /(a2 + 323)% = ~1/(8a3) = ~(1/(\/8 1))

Wenn die obere Parallele zu z-Achse die Extremalkurve y = 2/v/3 schneidet, so ist m der
obere rechte oder linke Eckpunkt, vgl. Z,.

Sei Ux1 die optimale EinschlieBung von z1/v/3 und Ux2 die optimale Einschlieung von
T2/ \/g, dann gilt: Die obere Parallele zu z-Achse schneidet die Extremalkurve y = x/ V3
<= Sup(Uxl) <y, < Inf (Ux2).

Wenn der obere linke Eckpunkt oberhalb der Extremalkurve y = x/\/3 liegt, so ist dieser
obere linke Eckpunkt gleich m, vgl. Z5, Zg, Z13.

Sei Ux1 die optimale EinschlieBung von x;/v/3, dann gilt: Der obere linke Eckpunkt liegt
oberhalb der Extremalkurve y = 2/v/3 <=  Sup(Ux1) < yps.

. Wenn der obere linke Eckpunkt unterhalb der Extremalkurve y = x/ V/3 liegt, so ist m der

obere rechte Eckpunkt, vgl. Z7.
Sei Ux1 die optimale EinschlieBung von x;/v/3, dann gilt: Der obere linke Eckpunkt liegt
unterhalb der Extremalkurve y = z//3 <= 9 < Inf (Ux1).

Weitere Einzelheiten zum Algorithmus findet man in der Funktion Re_rz2(X,Y), die in der
Datei mpficlass.cpp definiert ist.

B.3.3. Numerische Beispiele

Im 1. Beispiel wéhlen wir X =[1,4], Y =[1.5,2], womit die typische Lage des zweidimensio-
nalen Intervalls Z1g realisiert wird. Mit dem Funktionsaufruf T = Re_rz2(X,Y); erhalten wir
mit prec = 300 fiir den Wertebereich Wy := {f(z,y) |z € X, y e Y} = [-1/8,+1/18] die nahezu
optimale EinschlieBung Wy c T.

T = [-0.12500000. .. 00001, +5.55555 . .. 55556 - 10_2] > Wy

mit 90 ausgegeben Dezimalstellen. Rechnet man z.B. mit prec = 3000000, so erhélt man das
analoge Ergebnis mit 3000000 - log;(2) » 903090 Dezimalstellen.
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Im 2. Beispiel wihlen wir X =[0,1], Y =[2,3], womit die typische Lage des zweidimensionalen
Intervalls Z; realisiert wird. Mit dem Funktionsaufruf T = Re_rz2(X,Y); erhalten wir mit
prec = 300 fiir den Wertebereich Wy := {f(z,y)|z € X, y € Y} = [-1/4,-2/25] die nahezu
optimale Einschlieung Wy c T.

T = [-2.500000. .. 000001 - 1071, -7.999999.. .. 999999 - 10’2] > Wy

mit 90 ausgegeben Dezimalstellen.

In der folgenden Tabelle sind fiir alle typischen, zweidimensionalen Intervalle Z,, ihre moglichen
reellen Intervalle X,,,Y, zusammen mit den jeweiligen exakten Funktionswerten f,,, fas an den
Minimum- bzw. Maximumstellen m, M zusammengestellt:

v X, Y, fm fm v Xy Y, fm fum

1| [0,1] | [23] 14 | =225 || 2| [12] | [3.4] | -2/25 | -5/169
3 (2] | [152] | -1/8 | 28/625 || 4 | [2.3] |[1,15]| 28/625 | 3/25

51 [4,5] | [45] | -9/1681 | +9/1681 || 6 | [4,5] |[2.6,3]| 7/625 |25/1352
7| [1,2] |[0.25,0.5] | 60/289 | 240/289 || 8 | [3,4] |[6,6.5] | -27/2025 | —5/676
9 |[1,35]| [225] | -3/25 | 1/32 |[10| [1.4] [[15,2]] -1/8 1/18
1| [12] | [14] “1/8 | o+18 |12 (23] | [1L4] | -1/32 | 3/25
13] [4,5] | [2.3] | 7/625 | 3/100 ||14|[1,1.75]| [1.2] | -1/8 +1/8
15| [2,3] | [L6] | -1/32 | 3/25

Der Algorithmus zur Berechnung der gesuchten Extrema f,,, far wurde u.a. mit allen obigen
7, = {(x,y) ‘ reX, NyE€ YV} getestet.
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B.4. 2xy/(2? + y?)?
Fiir die vorgegebenen reellen Maschinenintervalle X > z und Y 3 y liefert die Intervallfunktion
MpfiClass mIm_rz2(const MpfiClass& X, const MpfiClass& Y)

eine fast optimale Einschlieung aller Funktionswerte

2
@)= s it weX=[enza] yeY=[yive] wnd w£0ny#0.
Die Berechnung von f(x,y) wird ausfiihrlich beschrieben auf Seite 187. f(x,y) ist als negative
Imaginirteilfunktion der holomorphen Funktion 1/22, z € C\{0}, eine harmonische Funktion,
wenn der singuliéire Punkt P(0,0) nicht ein Element des zweidimensionalen reellen Intervalls Z
ist.

(B.11) Z:={(z,y)|zeXnyeY}, O0¢XA0¢Y.

f(z,y) nimmt daher fiir alle Punkte (x,y) € Z als harmonische Funktion ihre Extrema auf dem
Rand von Z an, vgl. dazu die Seite 244. Um die zugehotrigen Extremstellen, m fiir das Minimum
und M fiir das Maximum, moglichst einfach bestimmen zu kénnen, betrachten wir zunéchst die
folgenden Symmetrieeigenschaften:

(B.12) f(z,y) = f(y,x), Spiegelung an der 1. Winkelhalbierenden,
(B.13) f(=z,-y) = f(y,z), Spiegelung am Ursprung,
(B.14) f(-z,y) =-f(z,y), Spiegelung an der y-Achse.

Fiir Rechteckintervalle Z ergeben sich aus (B.12) und (B.13) die folgenden Eigenschaften:

1. Ist Zy := {(w,y) ‘ reYAye X} das an der 1. Winkelhalbierenden gespiegelte Rechteck, so
nimmt f(z,y) iiber den Rechteckintervallen Zy und Z genau die gleichen Funktionswerte
an, d.h. die Wertebereiche iiber Zy, und Z sind identisch.

2. Bedeutet Zy := {(m,y) | re-XAYE —Y} das am Ursprung gespiegelte Rechteck, so nimmt
f(z,y) iiber den Rechteckintervallen Z;; und Z genau die gleichen Funktionswerte an.

Mit Hilfe dieser beiden Spiegelungen kann jetzt ein Rechteckintervall Z = {(:U, Y) ‘ reXAYE Y},
das teilweise oder ganz in der unteren Halbebene liegt, ganz in die obere Halbebene so trans-
formiert werden, dass die Wertebereiche von f(z,y) iiber Z und dem transformierten Rechteck
Z7 wieder identisch sind. Zr ergibt sich aus

if (y2<=0) { X=-X; Y=-Y; }
else
if (y1<0)
swap(X,Y);
if (y1<0) {X=-X; Y=-Y; }

Anmerkungen:

1. Nach dieser Transformation liegt Zp = {(:U, Y) ‘ reXAyYE Y} ganz in der oberen Halbebene,
und im Fall 1 >= 0 liegt Zp sogar ganz im ersten Quadranten, so dass dann die Bestim-
mung von m, M auf den 1. Quadranten beschrinkt werden kann. Im Fall yo > zo werden
X und Y nochmals vertauscht, so dass dann im ersten Quadranten nur noch Rechtecke
zu betrachten sind, deren obere rechte Eckpunkte stets unterhalb der 1. Winkelhalbieren-
den liegen. Hierdurch wird die Anzahl der notwendigen Fallunterscheidungen nochmals
deutlich reduziert.
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2. Im Fall z9 <=0 liegt Z7 ganz im 2. Quadranten, und mit der zusétzlichen Transformation
X = —-X liegt dann das neue Zp; ganz im 1. Quadranten, nach (B.14) jedoch mit den
Funktionswerten —f(x,y). Ist dann [f,, far] der berechnete Wertebereich von f(z,y)
iiber Zr1, so ist [ fm, far] = [=far, —fm] der gesuchte Wertebereich von f(x,y) iiber Zrp.

3. Im Fall 21 <0 Azg >0 wird mit X5 := [21,0] und X7 := [0,22] das Rechteck Zp aufgeteilt
in Zgpg = {(m,y) |:U eXo Ayce Y} und Zpy = {(:c,y)‘x eXi Ayce Y}, so dass in Z7o wegen
f(z,y) < 0nur der Minimumpunkt m und in Z7 wegen f(x,y) > 0 nur der Maximumpunkt
M liegen kann. Daher wird Zp; wie unter Punkt 1. und Zp9 wie unter Punkt 2. behandelt.

Zusammenfassung:

Um zu einem gegebenen Rechteckintervall Z # (0,0) den Wertebereich [ f,,, fas] von
f(z,y) zu bestimmen, wird Z zunéchst nach Seite 216 als Z7 in die obere Halbebene
transformiert. Nach den Punkten 1,2,3 von Seite 216 miissen dann die Extremwerte
fm und fa; nur noch fiir solche Rechteckintervalle aus dem 1. Quadranten bestimmt
werden, deren obere rechte Ecken unterhalb der 1. Winkelhalbierenden liegen.

Die Berechnung der gerundeten Extrema f,, bzw. fjs fiir ein Rechteckintervall Z, nur aus dem 1.
Quadranten mit seinem oberen rechten Eckpunkt unterhalb der 1. Winkelhalbierenden, erfolgt
mit den beiden Funktionen

MpfrClass mIm_rz2_m (const MpfiClass& X, const MpfiClass& Y);
MpfrClass mIm_rz2_ M (const MpfiClass& X, const MpfiClass& Y);

die in der Datei mpficlass.cpp definiert sind. Zur Berechnung der beiden Extremstellen m, M
benoétigen wir zunéchst die partiellen Ableitungen:

of (z,y) 2y- (=322 +y?)

(B.15) TR P
of (x, 2z - (2 - 3y?
(B.16) fgy y) (x(2 . yQ)z ).

Die Extremalkurven fiir 0f/0x ergeben sich aus der Forderung 0f/dx = 0, siehe Seite 247. Die
erste Extremalkurve ist wegen y = 0 die positive z-Achse, und die zweite ergibt sich aus der
Forderung g2 = 322 aus der fiir den 1. Quadranten y=+/3-z folgt.

Die beiden Extremalkurven fiir 9f/0y ergeben sich analog aus der Forderung 0f/dy = 0. Die
erste Extremalkurve ist dann wegen x = 0 die positive y-Achse und die zweite Extremalkurve ist
gegeben durch y =z/V/3.

Da beide partiellen Ableitungen auf den Extremalkurven y = /3 -z und y = 2/v/3 das Vor-
zeichen wechseln, wenn man parallel zu den beiden Koordinatenachsen diese Extremalkurven
schneidet, besitzt f(z,y) an den Schnittpunkten der Intervallrinder von Z mit den Extremal-
kurven ldngs dieser Intervallréinder tatséchlich relative Extrema, d.h. in diese Féllen miissen die
Extremalpunkte m oder M nicht auf den Eckpunkten von Z liegen.

In den folgenden Abbildungen sind alle typischen Lagen der Intervalle Z, aus dem 1. Qua-
dranten mit den entsprechenden Lagen der Extremstellen m(z,y), M (z,y) angegeben. Dabei
bedeutet das Symbol (M), dass hier zwar ein relatives Maximum vorliegt, dass aber das wirk-
liche Maximum an der anderen Stelle M angenommen wird. Die zwei Symbole m? bedeuten,
dass das wirkliche Minimum nur an einer dieser beiden Stellen angenommen werden kann, so
dass zwei Berechnungen und ein Vergleich erforderlich sind. Die 1. Winkelhalbierende und die
beiden Extremalkurven y = /3 -2 und y = x/\/3 sind leicht gedreht dargestellt. Die farbigen
Pfeile geben die Richtung wachsender Funktionswerte von f(z,y) = +2zy/(z? + y?)? an.
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Abbildung B.8.: Typische Lagen der Intervalle Z, mit den Extremstellen m, M

Anmerkungen:

1.

218

Die 1. Winkelhalbierende und die Extremalkurven gy = V3 -z bzw. y=x/ V3 sind etwas
gedreht dargestellt, so dass z.B. der an der 1. Winkelhalbierenden gespiegelte untere rechte
Eckpunkt m? durch m? nicht ganz mafstabsgetreu dargestellt wird.

. Bei den Rechtecken 71, Zs, Z4 liegen die Extremalpunkte m, M auf den Eckpunkten dieser

Rechtecke, wobei bez. Zs der Minimumpunkt m einer der beiden oberen Eckpunkte ist.

Wir zeigen zuerst, dass am oberen linken Eckpunkt (m) von Z3 die Funktion f(z,y) nicht
ihr Minimum annehmen kann. Dazu spiegeln wir den unteren rechten Eckpunkt m? an
der 1. Winkelhalbierenden und erhalten den Spiegelpunkt m?. Mit m?(xz2,y1) gilt deshalb
m?(y1,2z2), und nach (B.12) gilt f.2 == f(z2,y1) = fim2 = f(y1,22). Im niichsten Schritt
zeigen wir, dass der Spiegelpunkt m? links oberhalb von (m)(x1,y2) liegt, d.h. zu zeigen
ist 1 < z1 und Yo < x9. Dazu benutzen wir die fiir die Lage von Z3 giiltigen Bedingungen:

y1<x1/\/§<w1 und Yo < Tg,

aus denen die Behauptung unmittelbar folgt. In Abb. (B.8) wird mit den Pfeilen ---->
gezeigt, wie man von m? nach (m) kommt, und weil ---> die Richtung wachsender Funk-
tionswerte angibt, gilt f,2 = fm? < f(m), so dass (m) nicht der gesuchte Minimumpunkt
m sein kann g

Wir zeigen jetzt, dass der rechte Schnittpunkt (M) mit der Extremalkurve y = /v/3 nicht
der gesuchte Maximumpunkt M sein kann. Dazu bewegen wir uns zunéichst von (M) aus
in Richtung des Pfeils <--- bis zum Schnittpunkt mit der linken Parallelen zur y-Achse
von Z3 und von dort aus weiter in Richtung wachsender Funktionswerte nach unten bis
M, so dass (M) nicht der Maximumpunkt sein kann ¢ Ganz analog zeigt man, dass auch
der obere Schnittpunkt (M) mit der Extremalkurve y = v/3 - 2 kein Maximumpunkt sein
kann.



Ay 1/:\/§~;,z,' l/:/;l
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Abbildung B.9.: Typische Lagen der Intervalle Z, mit den Extremstellen m, M

Da in Zg wegen y; > x1, im Gegensatz zu Z3 aus Abb. B.8, der Spiegelpunkt m?(y,z2) rechts
von m?(x1,y2) liegt, kann m?(x1,y2) in Zg nicht als Minimumpunkt ausgeschlossen werden.

Ay y=V3-1 y=x &11/:1-/\/5
— /) - p
(m —- m?
on T
e )
‘ 7
l 0 Zg
\//
1
/MV m?
// x

Abbildung B.10.: Typische Lagen der Intervalle Z,, mit den Extremstellen m, M

In Zg liegen jetzt bez. des Minimumpunktes m die gleichen Verhéltnisse vor wie in Z3 aus Abb.
(B.8), da wegen y; < z1 und yy < xo der Spiegelpunkt m?(y;,x2) wieder links oberhalb von
(m)(x1,y2) liegt, so dass (m) auch jetzt kein Minimumpunkt sein kann. Ganz analog zeigt man
auch jetzt mit Hilfe der Pfeile <----, welche die Richtung wachsender Funktionswerte angeben,
dass die beiden Punkte (M) keine Maximumpunkte sein kénnen.
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x ¢ y=2//3
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Abbildung B.11.: Typische Lagen der Intervalle Z, mit den Extremstellen m, M

Da in Zg wegen y; > x1, im Gegensatz zu Z3 aus Abb. B.8, der Spiegelpunkt m?(y1,z2) rechts
von m?(x1,y2) liegt, kann m?(x1,y2) in Zg nicht als Minimumpunkt m ausgeschlossen werden.
Damit sind fiir m drei Berechnungen und zwei Vergleiche notwendig. Ganz analog zeigt man
auch jetzt mit Hilfe der Pfeile <----, welche die Richtung wachsender Funktionswerte angeben,

dass die beiden Punkte (M) keine Maximumpunkte sein kénnen.

by y=y3-1 Yz w:,/l;/ﬁ
— - 7
m? -
)
,’/ ZlO
N a m?

Vs

Abbildung B.12.: Typische Lagen der Intervalle Z, mit den Extremstellen m, M

Da in Zjp wegen y; > x1, im Gegensatz zu Z3 aus Abb. B.8, der Spiegelpunkt m?(y1,x2)
von m?(xg,y1) rechts von m?(xq,y2) liegt, kann m?(x1,y2) in Z1p nicht als Minimumpunkt
m ausgeschlossen werden. Damit sind fiir m zwei Berechnungen und ein Vergleiche notwendig.
Ganz analog zeigt man auch jetzt mit Hilfe des Pfeils <----, welcher die Richtung wachsender
Funktionswerte angibt, dass der Punkte (M) mit seinem relativen Maximum nicht der Punkt

M mit dem gesuchten absoluten Maximum auf dem Rand von Zyj sein kann.
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Abbildung B.13.: Typische Lagen der Intervalle Z,, mit den Extremstellen m, M

Da in Zj; wegen y; > x1, im Gegensatz zu Z3 aus Abb. B.8, der Spiegelpunkt m?(yi,x2)
von m?(xa,y1) rechts von m?(xq,y2) liegt, kann m?(xq,y2) in Z1; nicht als Minimumpunkt
m ausgeschlossen werden. Damit sind fiir m zwei Berechnungen und ein Vergleiche notwendig.
Ganz analog zeigt man auch jetzt mit Hilfe des Pfeils <----, welcher die Richtung wachsender
Funktionswerte angibt, dass der Punkte (M) mit seinem relativen Maximum nicht der Punkt
M mit dem gesuchten absoluten Maximum auf dem Rand von Z7; sein kann.

Ay y=3-x y=1x &yzm/\/g
— - //
m
( (M) ///
| ,’
i
/
/// :
Jypaa m
- T x

Abbildung B.14.: Typische Lagen der Intervalle Z,, mit den Extremstellen m, M

In Zi5 liegen jetzt bez. des Minimumpunktes m die gleichen Verhiltnisse vor wie in Z3 aus
Abb. (B.8), da wegen y; < 1 und yo < xe der Spiegelpunkt m(yi,z2) von m(xa,y1) wieder
links oberhalb von (m)(xz1,y2) liegt, so dass (m) auch jetzt kein Minimumpunkt sein kann.
Ganz analog zeigt man auch jetzt mit Hilfe des Pfeils <----, welcher die Richtung wachsender
Funktionswerte angibt, dass der Punkte (M) mit seinem relativen Maximum nicht der Punkt
M mit dem gesuchten absoluten Maximum auf dem Rand von Z75 sein kann.
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Abbildung B.15.: Typische Lagen der Intervalle Z,, mit den Extremstellen m, M

In Z;3 liegen jetzt bez. des Minimumpunktes m die gleichen Verhiltnisse vor wie in Z3 aus
Abb. (B.8), da wegen y; < 1 und yo < xe der Spiegelpunkt m(yi,z2) von m(xa,y1) wieder
links oberhalb von (m)(xz1,y2) liegt, so dass (m) auch jetzt kein Minimumpunkt sein kann.
Ganz analog zeigt man auch jetzt mit Hilfe der Pfeile <----, welche die Richtung wachsender
Funktionswerte angeben, dass der Punkte (M) mit seinem relativen Maximum nicht der Punkt
M mit dem gesuchten absoluten Maximum auf dem Rand von Z;3 sein kann.

Vs

Abbildung B.16.: Typische Lagen der Intervalle Z,, mit den Extremstellen m, M

In Z14 ist der Minimumpunkt der echte obere oder untere Eckpunkt, so dass zwei Berechnungen
und ein Vergleich erforderlich sind. (M) kann nicht der Maximumpunkt sein, denn lduft man
von (M) aus in Richtung des Pfeils <----, der die Richtung wachsender Funktionswerte angibt,
so kommt man nur auf Wegen mit wachsenden Funktionswerten zum Punkt M.

In den Abbildungen B.8 bis B.16 sind alle typischen Lagen der Rechteckintervalle Z,,, mit
v=1,2,...,14, und yo < xo zusammengestellt, wobei der rechte obere Eckpunkt eines Z, nicht
oberhalb der 1. Winkelhalbierenden liegt.
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B.4.1. Maximumbestimmung

Es gelten die folgenden &quivalenten Aussagen:

1. Der untere linke Eckpunkt C(z1,7;) liegt zwischen den Extremalkurven y = /3 -z und
y=z/\V/3 <= z/V3<yi<x-V3 <= M =C(x1,y1), vgl. die Rechtecke
ZI,ZQaZGaZ8aZII,Z12-

2. S ist Schnittpunkt der linken Rechteck-Parallelen zur y-Achse mit der Extremalkurve
y=a/V3 <= wyi<ai/\B<y <= M =5(w,21/V3), vgl. Zs, Z7, Zr3, Zra

1\2 8§
far o= f(xr,21/V/3) = (ﬂf_i) 2/\/?27’ ry>1
(2_5131) /\/_2—7’ r1 <1

3. Die untere Parallele zur z-Achse schneidet die Gerade y =3 2 <= ;< yl/\/§ < x9
— M =S(y1/V3,y1), vel. die Rechtecke Zs, Zgy, Z1.
Anmerkung: Die Schnittpunktbedingung z; < y1/v/3 < #3 kann reduziert werden auf
r1 < y1/V/3, da nach Voraussetzung gilt:  31/V/3 < y1 < y2 < 2o.
far = f(y1/7/3,y1) kann nach (B.12) wie unter Punkt 2. berechnet werden, wenn man z;
durch y; ersetzt.

4. Der obere linke Eckpunkt C(z1,%2) liegt unterhalb der Extremalkurve y = 2/v/3 <=
Yo <x1 /3 = M=C(x1,12), vel. Z4.

Daraus ergibt sich der folgende Algorithmus zur Bestimmung des Maximumpunktes M :

if (y2 < x1/sqrt(3))
M =C; // nach 4.
else // x1/sqrt(3) < y2
{
if (y1 < x1/sqrt(3))
M =1S; // nach 2.
else // y1 > x1/sqrt(3), =x1/sqrt(3) < y2;
{
if (y1/sqrt(3) < x1)
M =2C; // nach 1.
else // sqrt(3)*x1 < y1, vyl > x1/sqrt(3), =x1/sqrt(3) < y2;
M =38; // nach 3.
}
}

Mit dem obigen recht einfachen Algorithmus, der alle typischen Lagen der vierzehn Rechtecke
Z,, zusammenfasst, wird der maximale Funktionswert tiber dem Punkt M berechnet mit Hilfe
der Funktion

MpfrClass mIm_rz2 M (const MpfiClass& x, const MpfiClass& y),

die in mpficlass.cpp definiert ist. Der Riickgabewert ist der nahezu optimal aufgerundete,
maximale Funktionswert von f(xz,y) iiber dem Rechteck Z,, dessen oberer rechter Eckpunkt
unterhalb der 1. Winkelhalbierenden liegen muss. Diese letzte Bedingung wird innerhalb der
Funktion mIm_rz2_M(...) jedoch nicht iiberpriift und muss damit vorher abgesichert werden.
Beachten Sie, dass bei der internen Auswertung von f(z,y) ein vorzeitiger Uberlauf durch
geeignete Skalierungen verhindert wird.
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B.4.2. Minimumbestimmung

Aus den Abbildungen B.8 bis B.16 ergibt sich, dass die Minimumpunkte m nur auf den Eck-
punkten der Z, liegen, da die Funktionswerte f(x,y) nur anwachsen, wenn man sich parallel zu
den Koordinatenachsen auf die Extremalkurven y = /3-x oder y = 2/\/3 zubewegt. Um die Lage
der Minimumpunkte m moglichst einfach, d.h. mit einem Minimum an Abfragen, bestimmen zu
konnen, betrachten wir nacheinander die folgenden drei Félle:

1. Der untere rechte Eckpunkt C'(x2,y;) liegt oberhalb y = 2/v/3, d.h.  22/v/3 < 1.
2. Der obere rechte Eckpunkt C'(z3,%2) liegt unterhalb y = z/v/3, d.h. 32 < 22/V/3.

3. Die rechte Parallele zur y-Achse schneidet die Extremalkurve y = x/y/3. Dieser Fall tritt
ein, wenn die Bedingungen aus 1. und 2. nicht erfiillt sind.

Die oberen drei Fille werden jetzt genauer betrachtet:

1. Zu diesem Fall gehoren die Rechtecke 71, Zs, Z5.
Wenn zusétzlich der obere linke Eckpunkt C'(x1,y2) oberhalb von y = V3 -z liegt, d.h.
wenn gilt yo/v/3 > x1, dann kénnen C(x2,72) oder auch C(zy1,y2) die Minimumpunkte
sein, vgl. Zy, Zs5, sonst ist nur C(x2,y2) der Minimumpunkt, vgl Z;.

2. Zu diesem Fall gehoren die Rechtecke Zy4, Z7, Z1¢, Z11, Z12, Z13.

Fiir die Rechtecke Z4, Z7, Z19,Z13 gilt: ~ m = C(x2,y1). Wenn jedoch der Spiegelpunkt
C(y1,22) von C(z2,y1) rechts oberhalb von C(x1,ys liegt, d.h. wenn gilt y; > x1 Az > Yo,
so kann auch der obere linke Eckpunkt C'(z1,y2) ein Minimum sein, vgl. Z;¢, Z11. Beachten
Sie, dass die zweite Bedingung ys < xo automatisch erfiillt ist, da vorausgesetzt wird, dass
der obere rechte Eckpunkt C(x2,y2) unterhalb der 1. Winkelhalbierenden liegt. Auerdem
ist zu beachten, dass die erste Bedingung y; > x1 fiir die Rechtecke Z4, Z7, Z12, Z13 nicht
erfiillt ist und damit nur fiir Z9, Z11 zutrifft.

3. Zu diesem letzten Fall gehoren die Rechtecke Zs, Zg, Zs, Zg, Z14.

Wenn also die rechte Parallele zur y-Achse die Extremalkurve y = 2/v/3 schneidet, dann
ist einer der beiden Eckpunkte C'(x3,y1) oder C(x2,y2) gleich m. Wenn dann zusitzlich
der Spiegelpunkt C(y;,x2) von C(x2,y1) rechts oberhalb von C(z1,ys2) liegt, d.h. wenn
gilt y1 > 1 A yo < o, so kann auch C(x1,y2) der Minimumpunkt m sein. Beachten Sie
bitte, dass die letzte Bedingung yo < z2 entfallen kann, da sie nach Voraussetzung erfiillt
ist, denn der rechte obere Eckpunkt C(x2,y2) soll unterhalb der 1. Winkelhalbierenden
liegen! Vergleichen Sie dazu die Rechtecke Z3, Zg, Z14 bzw. Zg, Zg. Beachten Sie auflerdem,
dass bei Z14 die Bedingung y; > z1 nicht erfiillt sein kann, denn der linke untere Eckpunkt
C(x1,y1) soll nach Voraussetzung unterhalb von y = z/v/3 liegen, d.h. es muss gelten
Y1 < :Cl/\/g <.

Mit Hilfe der obigen drei Hauptfille werden alle typischen Lagen der vierzehn Rechtecke Z,
beschrieben, und der minimale Funktionswert tiber dem Punkt m ldsst sich berechnet mit der
Funktion

MpfrClass mIm_rz2_m (const MpfiClass& x, const MpfiClass& y),

die in mpficlass.cpp definiert ist. Der Riickgabewert ist der nahezu optimal abgerundete,
minimale Funktionswert von f(z,y) tiber dem Rechteck Z,, dessen oberer rechter Eckpunkt
unterhalb der 1. Winkelhalbierenden liegen muss. Diese letzte Bedingung wird innerhalb der
Funktion mIm_rz2_m(...) jedoch nicht iiberpriift und muss damit vorher abgesichert werden.
Beachten Sie, dass bei der internen Auswertung von f(z,y) ein vorzeitiger Uberlauf durch
geeignete Skalierungen verhindert wird.
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B.4.3. Numerische Beispiele

Im 1.

Beispiel wéhlen wir X; = [5,8] und Y = [5,6], womit die typische Lage des zweidimen-

sionalen Intervalls Z; realisiert wird. Mit dem Funktionsaufruf T = mIm_rz2_m(X,Y); erhalten
wir mit prec = 300 fiir den Wertebereich Wy = {f(x,y) |z € X, y € Y} = [+6/625,+1/50] die
nahezu optimale Einschliefung W c T.

T =19.59999999. .. 99999 - 1072,2.00000. .. 00001 - 10’2] > Wy

mit 90 ausgegeben Dezimalstellen. Rechnet man z.B. mit prec = 3000000, so erhélt man das
analoge Ergebnis mit 3000000 - log;((2) ~ 903090 Dezimalstellen.

In der folgenden Tabelle sind fiir alle typischen, zweidimensionalen Intervalle Z,, ihre méglichen
reellen Intervalle X,,,Y, zusammen mit den jeweiligen exakten Funktionswerten f,,, fas an den
Minimum- bzw. Maximumstellen m, M zusammengestellt:

v| X, Y, fm fm v Xy Y, fm fm

1] [58] | [5,6] | 6/625 1/50 2 | [4,6] |[3.5,4.5]| 32/1875 | 448/12769

3| [2,5] [1,4] 5/338 9/(32/3) || 4 [6,9] [1,2] 9/3362 3/200

5| [2,6] | [4,5] | 60/3721 | 9/(128v3) || 6 | [2,6] [3,5] | 60/3721 | 12/169

7 | [4,5] |[2,25]| 20/841 |9/(128v3) || 8 | [2.4] [1.5,3] | 192/5329 | 96/625

9 |[05,2] | [1,2] | 32/289 | 9v3/24 |[10| [0,4] [1,2] 0 9v/3/24

11| [1,6] |[1.5,3]| 32/2601 | 48/169 || 12| [2,7] [1.5,4] | 336/42025 | 96/625

13| [2,7] | [1,4] | 14/2500 | 9v/3/96 | 14| [2,5] [1,3] 5/338 9v/3/96

15| [1,4] | [2,7] | 14/2500 | 9/3/96 || 16 | [-7,-2] | [1,4]] | -9v3/96 | —14/2500

17| [-4,4] | [1,2] | -9v3/96 | +9v/3/96 || 18 | [-2,-0.5] | [-2,-1] | 32/289 9v/3/24
Anmerkungen:

1. Die Rechtecke Z,, v = 1,2,...,14, liegen alle mit dem oberen rechten Eckpunkt nicht

oberhalb der 1. Winkelhalbierenden, d.h. es gilt =y < o.

. Z15 entsteht aus Z13 durch Spiegelung an der 1. Winkelhalbierenden, so dass f(x,y) iiber

Z15 und Z13 den gleichen Wertebereich besitzt.

Z16 entsteht aus Zj3 durch Multiplikation von X3 mit —1. Nach (B.14) ist dann der
Wertebereich von f(z,y) iiber Z15 der negative Wertebereich von f(x,y) iiber Zy3.

Z17 entsteht aus Zjp durch Vereinigung von X9 mit —Xjg, so dass das Minimum von
f(z,y) iber Z17 das negative Maximum von Xj( sein muss.

. Z1g entsteht aus Zg durch Multiplikation von Xg und Yy durch -1, so dass nach (B.13)

f(z,y) iiber Zg und Z15 den gleichen Wertebereich besitzt.

Der Algorithmus zur Berechnung der gesuchten Extrema f,,, fay wurde u.a. mit allen obigen

7, =

{(x,y)‘xeXV A erV}, v=1,2,...,18, getestet.
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Bb. 22+a-x+b

Fiir die gegebenen reellen Maschinenintervalle X = [x1,22] 3 2, A =[a1,a2] 3 a und B = [by,b2] 35 b
liefert die Funktion

MpfiClass poly2(const MpfiClass& X, const MpfiClass& A, const MpfiClass& B)

fiir
f(z,a,b) =2’ +a-z+b; za,beR

eine optimale MaschineneinschlieBung f(X, A, B) der Wertemenge
Wi xap:={f(z,a,b)|xeX, ach, beB}c f(X,A,B),

wobei die optimale EinschlieBung nur garantiert ist, wenn A = [a1,az] ein Punktintervall® ist.
Die optimale Einschliefung ist gewéhrleistet, wenn f(x,a,b) mit folgendem Ausdruck

(B.17) f(z,a,b) = (z+a/2)? - (a)2)* +b

intervallméfig ausgewertet wird, denn jetzt kommen beide Variablen x, b explizit nur einmal vor
und weil a zweimal auftritt, muss A = [a1,a2] ein Punktintervall sein. Um bei der Auswertung
von B.17 einen vorzeitigen Uber- oder Unterlauf zu vermeiden, wird in der Funktion

void poly2(MpfiClass& R, long int& k, const MpfiClass& X,
const MpfiClass& A, const MpfiClass& B);

durch geeignete Skalierungen erreicht, dass das Intervall 2* - R die gewiinschte optimale Ein-
schliefung f(X, A, B) liefert, wobei Sup(|R|) nur wenig kleiner als MaxFloat () ausféllt. Bei
der Berechnung von R werden mdogliche Ausloschungen durch schrittweise Vergrofierungen der
Prézision prec vermieden. Dabei wird prec so lange erhoht, bis sich die jeweiligen R-Werte nicht
mehr dndern. Beim Vergleich dieser R-Werte miissen diese natiirlich jeweils vorher nach auflen
in die Ausgangsprézision gerundet werden. Beachten Sie, dass die berechneten EinschlieBungen
natiirlich nicht optimal sein kénnen, wenn mogliche Ausléschungen nicht vermieden werden.

B.5.1. Numerische Beispiele

Im 1. Beispiel wihlen wir die Intervalle X =[-3,2], A =[-6,-6], B =[-1,2] und erhalten mit
den Zwischenergebnissen

X +A/2=[-6,-1], (X +A/2)*=[1,36], (X +A/2)*-(A4/2)* = [-8,27]

das exakte Ergebnis f(X,A,B) = W x a.p =[-9,29], und genau diese optimale EinschlieBung
liefert fiir prec > 5 der Funktionsaufruf F = poly2(X,A,B); mit F,X,A,B vom Typ MpfiClass.
Fiir prec = 4 erhilt man die grobere EinschlieBung F = [-9,30], da bei dieser Prizision das
exakte Intervall [-9,29] nicht mehr darstellbar ist.

Im 2. Beispiel wihlen wir mit der Prézision prec = 300 die nachfolgenden Maschinenintervalle
X = [pred(1),pred(1)] = [1 =273 1-2739]" 4 =[0,0], B =[-1,-1] und werten damit die
Funktion f(z,0,-1) = 2 — 1 in der unmittelbaren Umgebung ihrer Nullstelle zg = +1 aus, so
dass erhebliche Ausléschungen durch eine hinreichend grofle interne Prézision zu vermeiden ist.
Der Funktionsaufruf F = poly2(X,A,B); liefert die optimale Einschliefflung

T = [-9.81818693059545310 . .. 19576808 - 1079, -9.81818693059545310 . . . 19576325 - 10_91]

mit 93 ausgegebenen Dezimalziffern, vergleichen Sie dazu das entsprechende Ergebnis auf Seite
191, das mit einem ganz anderen Algorithmus ebenfalls optimal berechnet wurde.

LGilt as = succ(a1), so ist die EinschlieBung nahezu optimal.
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B.6. (1+22-y?)/(422y?+ (1 +22-9y?)?)

Fiir die vorgegebenen reellen Maschinenintervalle X > z und Y 3 y liefert die Intervallfunktion
MpfiClass Re_ri1pz2(const MpfiClass& X, const MpfiClass& Y)

eine fast optimale Einschlieung aller Funktionswerte

1+a2 -2
(4o2y? + (1 + 22 - y?)?)

flz,y) = mit: z€X, yeY und (z,y) # (0,£1).

Die Berechnung von f(x,y) wird ausfiihrlich beschrieben auf Seite 189. f(x,y) ist als Realteil-
funktion der holomorphen Funktion 1/(1+ 22), z € C\{0 14}, eine harmonische Funktion, wenn
die singulidren Punkte P(0,+1) nicht Element des zweidimensionalen reellen Intervalls Z sind.

(B.18) Z = {(:U,y)‘x eXAy EY}, (z,y) #(0,+1).

f(z,y) nimmt daher fiir alle Punkte (x,y) € Z als harmonische Funktion ihre Extrema auf dem
Rand von Z an, vgl. dazu auch die Seite 244. Die Berechnung dieser Extremstellen, m(x,y) fiir
das Minimum und M (z,y) fiir das Maximum, kann wesentlich vereinfacht werden, wenn man
f(x,y) = f(|z|,Jy|) beachtet und die Eingangsintervalle X,Y durch die jeweiligen Intervalle, z.B.
X =abs(X) = {|z| | x € X}, seiner Absolutbetrige ersetzt. Damit reduziert sich die Berechnung der
Extremstellen m(z,y), M (x,y) auf ein Intervall Z := {(m,y)|x eX Aye Y}, x>0,y >0, das
nur im 1. Quadranten liegt und den Punkt (0,1) nicht enthalten darf. X = [z1,22], Y = [y1,92].
Zur Berechnung der Extremstellen m, M benétigt man zunichst die partiellen Ableitungen:

Of(x,y) 2z (1+22% +a* +2y% - 22792 - 3y*)

B.19 __ ,

( ) ox (1+22 -2y +y2)2- (1 + 22+ 2y +1y?)2

(B.20) of(xz,y)  2y-(=1+ 222 + 3% + 292 + 2229 — ¢t)
) dy (1+22-2y+y2)2- (1 +22+2y+y2)2’

Die Extremalkurven fiir 0f/0x ergeben sich aus der Forderung 0f/dx = 0, siehe Seite 247. Die
erste ist wegen des Faktors x = 0 die positive y-Achse, und die zweite Extremalkurve ergibt sich
aus der Forderung 1+ 222 + 2% + 2y% - 22%9y% - 3y* =0, aus der fiir den 1. Quadranten folgt?

yzhl(:v):\/(1—x2+2-\/1+x2+x4)/3, 0<x <16,
hl(x):x-\/(u—1+2-\/1+u+u2)/3, u:=(1/z)?, > 16.

Die Extremalkurven fiir 0f/0y ergeben sich analog aus der Forderung 0f/dy = 0. Die erste ist
wegen des Faktors y = 0 die positive z-Achse und die zweite und dritte Extremalkurve ergibt
sich aus —1+ 222 + 32% + 2y% + 222y? —y* = 0, und fiir den 1. Quadranten folgt wie oben

(B.21) y=ho(z)=V1+a2+2c-VIt22, 0<z<16,
(B.22) = V1vu+r2 Vitu, w=(1/z)% x> 16.
(B.23) y =hs(zx) = \/1+:c2—23:-\/1+x2, 0<z<1/V3.

Fiir die Bestimmung der Extremalpunkte m, M ist es noch wichtig zu wissen, in welchen Berei-
chen des 1. Quadranten f(x,y) positiv oder negativ ist. Fiir y > hy(z) = V1 + 22 gilt f(z,y) <0
und fir y < hy(x) gilt f(z,y) > 0.

Die Funktionen h;(z),i = 1,2,3,4 besitzen den gemeinsamen Punkt P(0,1) und erfiillen die
Ungleichungen

(B.24) h3(z) < hi(z), falls 0 <z <1/3/3;  hy(x) < hy(x) < ho(z), falls z > 0.

Der Beweis der Ungleichungen ist trivial und bleibt dem Leser iiberlassen.

2h1(z) wurde berechnet mit Mathematica und der Solvel. ..]-Funktion.
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In der folgenden Abbildung sind die Funktionen h;(x),ho(x),hs(z),hs(xz) im 1. Quadranten
entsprechend farbig und leicht verzerrt dargestellt.

X

T

Abbildung B.17.: Extremalkurven und Richtungspfeile fiir wachsende f(z,y)-Werte

Die roten Pfeile geben parallel zur y-Achse und die griinen Pfeile parallel zur z-Achse die Rich-
tung wachsender f(z,y)-Werte an.

B.6.1. Maximumbestimmung

Vergleicht man die Extremalkurven der obigen Abbildung z.B. mit denen aus Abbildung B.4, so
erkennt man, dass sich die Extremalkurven von ¥ = ho(z) und y = /32 bzw. von y = hy () und
y = £/+/3 genau entsprechen, da sie jeweils im gemeinsamen Punkt (0,0) bzw. (0,+1) starten,
monoton sind und die gleiche gegenseitige Lage zueinander besitzen. Auflerdem stimmen auch
die jeweiligen Pfeile, welche die Richtungen wachsender Funktionswerte von f(z,y) angeben,
genau iberein. Zusétzlich liegen auch die monoton verlaufenden Nulllinien, d.h. die Graphen
der Funktionen y = x bzw. y = hy(z) = V1 + 22 stets zwischen diesen Extremalkurven.

Prinzipiell neu ist in Abbildung B.17 jedoch die zusitzliche Extremalkurve y = h3(x), die im
Definitionsbereich 0 < x < 1/v/3 streng monoton fillt. Wenn wir daher zur Bestimmung von M
den Algorithmus von Seite 213 sinngeméf iibernehmen wollen, so muss in einem vorgeschalteten
Punkt 0. untersucht werden, wie der Extremalpunkt M zu bestimmen ist, wenn der untere linke
Eckpunkt des Rechtecks Z unterhalb von hg(z) liegt. In der folgenden Abbildung wird dieser
Fall daher genauer untersucht.

Wir miissen noch zeigen, dass die Nachweise bei den Anmerkungen auf Seite 213 auch mit
unserer Funktion f(z,y) und den entsprechenden Extremalkurven gefithrt werden kénnen. Nach
Punkt 1. ist unter den Voraussetzungen xs > x1, y1 > /1 + x% zu zeigen:

-1
f(x1,y1) < f(x2, ha(22)) = PP \/@).
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Wegen 1 < ha(x1) <y1 < ho(x2) gilt die Doppelungleichung

1+x%+2x1-\/1+x%£y%£1+x%+2x2-\/1+x%,

und damit erhélt man nach einfachen Umrechnungen die Abschéitzung
1+a22 —yi < -1
a3y? + (L+af - y7)? ~ day(ay +/1+22)
Wegen xo >z folgt daraus unmittelbar die Behauptung g Die Punkte 2. und 3. auf Seite 213
sind auch hier trivial und der Nachweis unter Punkt 4. bleibt dem Leser iiberlassen.
In der folgenden Abbildungen zeigen wir unter der Voraussetzung Der linke untere Eckpunkt

von Z liegt unterhalb oder auf dem Graphen von hs(x) drei typische Lagen eines Rechteckinter-
valls Z.

f(z1,y1) = 1

Ay hQ //h4 hl
/
<0, f>0
Z2 e ‘
m
) Zs3
M
Z T K
i {
13 T
Abbildung B.18.: Linke untere Ecke von Z unterhalb von hs(z)
Anmerkungen:

1. In Z5 kann der Eckpunkt (M) oben rechts kein Maximumpunkt sein, da er im Bereich
f(z,y) <0 liegt. Der Schnittpunkt (M) mit hg(z) kann ebenfalls kein Maximumpunkt
sein, da man lings des punktierten Pfeils in Richtung wachsender Funktionswerte nach M
kommt, und ganz entsprechend kann (m) kein Minimumpunkt sein.

2. Bewegt man bei Z5 und Z3 die obere Parallele zu x-Achse so, dass der obere rechte Eck-
punkt immer oberhalb oder auf dem Graphen von hj liegt, so befindet sich M stets auf
der linken Parallelen zur y-Achse. Schneidet diese Parallele den Graphen von hs(x), so
ist M dieser Schnittpunkt, sonst ist M die linke obere Ecke von Z. Der Leser moge dies
anhand aller moglichen, prinzipiellen Lagen von Z iiberpriifen!

3. Wenn also der untere linke Eckpunkt von Z unterhalb oder auf dem Graphen von hs(x)
liegt, so liegt M stets auf der linken Parallelen zur y-Achse. Schneidet diese Parallele den
Graphen von hz(x), so ist M dieser Schnittpunkt, sonst ist M der obere linke Eckpunkt
von Z.
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Wir formulieren jetzt noch die Bedingungen aus dem letzten Punkt 3. in der Sprache der Inter-
vallarithmetik. Dazu benutzen wir die nur fiir interne Anwendungen definierte Funktion

MpfiClass Re_r1pz2_H3(const MpfrClass& x)

welche fiir eine Maschinenzahl 0 < x < 1/+/3 den Funktionswert hs(z) optimal einschlieft. Eine
ebenfalls optimale Einschlieung von 1/ V3 liefert mit z = 1 und n = 3 die Funktion

MpfiClass xdivsqrtn (const MPFR::MpfrClass& x, unsigned long int n)

welche in mpficlass.cpp definiert ist.
Die Bedingung Die linke untere Ecke von Z liegt unterhalb oder auf dem Graphen von hs(x)
ist definiert durch:
1. x1< 1/\/§ und wird realisiert durch: 7 < Inf(xdivsqrtn(1,3)),
2. y1 <hg(z1) und wird realisiert durch: y; < Inf(Re_ripz2 H3(z1)).
Wenn oben y; = Inf (Re_ripz2 H3(x1)) erfiillt ist, so kann gelten y; = h3(x;1), aber auch dann
ist M der Schnittpunkt der linken Parallelen von Z mit dem Graphen von hs(z).
Die Bedingung Die linke Parallele von Z schneidet den Graphen von hs(x) ist definiert durch:

y1 < hg(z) <y2 und wird realisiert durch: hs([z1]) < [y1, 2],

wobei hs([z1]) die mit MpfiClass Re_ripz2_H3(const MpfrClass& x) berechnete optimale
EinschlieSung von hs(z1) bedeutet.
Zur Bestimmung von M bendtigen wir zusétzlich die internen Funktionen

MpfiClass Re_r1pz2_H1(const MpfrClass& x)
MpfiClass Re_r1pz2_H2(const MpfrClass& x)
MpfiClass Re_r1pz2_H4(const MpfrClass& x)

die fiir eine Maschinenzahl x optimale EinschlieBungen der Funktionswerte hy(x), hao(z), ha(x)
liefern.

Anmerkung:

Um sicherzugehen, dass z.B. fiir Maschinenzahlen x1,y; die Ungleichung y; < hs(x1) erfiillt ist,
wenn y; < Inf(Rerilpz2 H3(x1)) gilt, muss vorausgesetzt werden, dass mit Re_ripz2 H3(x1)
eine optimale EinschlieBung von hg(xz1) berechnet wird. Der Leser moge mit einem einfachen
Beispiel zeigen, dass die optimale EinschlieSung wirklich vorausgesetzt werden muss. Die obigen
fiinf Funktionen liefern stets die notwendigen optimalen EinschlieBungen, wenn fiir Maschinen-
zahlen x gilt:

x>0; hi(x) ist keine Maschinenzahl; Eine Fehlermeldung tritt nicht auf.

Falls jedoch die Funktionswerte h;(x),7 = 1,2,3 fiir Maschinenzahlen = selbst wieder Maschi-
nenzahlen sind, so kann der Fall eintreten, dass h;(x) nicht durch ein Punktintervall sondern
durch ein echtes Intervall eingeschlossen wird, das jedoch in seinem Innern keine Maschinenzahl
enthélt. In diesem Fall kann z.B. die Ungleichung y; < h3(x1) durch die Maschinenabfrage

y1 < Inf (Re_ripz2 H3(x1))

nicht mehr garantiert werden. Mir ist jedoch kein Fall bekannt, in dem h;(z),7 = 1,2,3 fiir
x > 0 wirklich eine Maschinenzahl ist. Fiir hy(z) = V1 + 22 gibt es natiirlich Beispiele, bei de-
nen fiir Maschinenzahlen x > 0 die Funktionswerte h4(z) selbst wieder Maschinenzahlen sind,
z.B. gilt \/1+ (3/4)? = 5/4. Die Funktion Re_r1pz2_H4(x) liefert jedoch fiir diese ersten Spe-
zialfille einschlieBende Punktintervalle. Diese Spezialfille berechnen sich aus der speziellen
Pythagoréischen Gleichung

(2712 4 (22(np) _92)2 = (22(nP) L 92)2  peN, peNy, p=0,1,...,n/2+1,

wobei x gegeben ist durch: — z = (22("7P) —22P)/97+1 it z.B. 2 =3/4 fir n=1und p=0.
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Um die maximalen oder minimalen Funktionswerte f(x,y) an den Schnittpunkten der Recht-
eckseiten von Z mit den Extremalkurven hq(x),ha(x),hs(x) einschliefen zu konnen, benotigen
wir noch die folgenden Funktionen

3
4-2+22+V1+a2+2%)
3

u- :
4-(1+2u+V1+u+u?)

0<x <8,

fra(x) = [z, b (2)) =

u=(1/x), = >8.

-1
, 0<x<8,

fra(w) = f(a,ha(a)) =4 7 V)
YLV

Vi+a2+o
fia() = £ ha()) = L 0 < <1V

u=(1/x)% =>8.

deren Funktionswerte mithilfe der internen Funktionen

MpfiClass Re_rlpz2_fH1(const MpfrClass& x)
MpfiClass Re_rlpz2_fH2(const MpfrClass& x)
MpfiClass Re_r1pz2_fH3(const MpfrClass& x)

eingeschlossen werden. Beachten Sie dabei, dass diese EinschlieBungen nicht unbedingt optimal
sondern nur nahezu optimal sein miissen. Die obigen Funktionsterme fj;(z) wurden mit dem
Algebrasystem Mathematica und FullSimplify[...] so berechnet, dass bei der Auswertung
im 1. Quadranten wegen x > 0 keine Ausloschungen auftreten kénnen.

Um analog zu Punkt 2. auf Seite 213 den Funktionswert {iber dem Schnittpunkt der unteren
Parallelen von Z mit dem Graphen der Extremalkurve hi(z) zu berechnen, gilt zunéchst fiir
den Schnittpunkt M (zg,ys) = M(zs,y1), wobei y; und xg gegeben sind durch?

ylzhl(:vs)z\/(1—x%+2-\/1+x§+x§)/3 ~ a:g:\/y%—1+2y1-\/y%—1.

Der Funktionswert iiber M (xg,y1) ergibt sich daraus mit y = y; zu

1 1
dy-(y+vy*-1) _u'4'(1+\/1—U)’

wobei y? > 1 automatisch erfiillt ist. Die Funktionswerte von hs(z) werden fiir Maschinenzahlen
x > 1 nahezu optimal eingeschlossen mit Hilfe der internen Funktion

f(xs,y1) = hs(y) = ui=(1/y)* <1,

MpfiClass Re_r1pz2_H5(const MpfrClass& x);

B.6.2. Minimumbestimmung

Analog zur Maximumbestimmung kénnen wir auch jetzt die Lage der Minimumpunkte m analog
zum Fall 1/2% bestimmen, wenn alle Rechtecke Z stets oberhalb des Graphen der Extremalkurve
y = hs(x) liegen, und dies gilt auch dann noch, wenn die untere Parallele von Z den Graphen
der Extremalkurve y = hg(z) schneidet. In der folgenden Abbildung wird dies am Beispiel Z
verdeutlicht, das dem Rechteck Z13 in Abbildung B.6 entspricht, wobei der Minimumpunkt m
der linke obere Eckpunkt des jeweiligen Rechtecks ist. Der Leser moge diesen Sachverhalt fiir
alle restlichen typischen Lagen von Z bestétigen, wenn die untere Parallele von Z den Graphen
der Extremalkurve y = hz(z) schneidet.

Zur Bestimmung der Lage von m muss daher nur noch der Fall gesondert behandelt werden,
dass der rechte untere Eckpunkt von Z unterhalb des Graphen von y = h3(x) liegt. In diesem

3Die folgenden Umformungen wurden mit Mathematica und der Funktion Solvel[...] durchgefiihrt.
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Fall geniigt es, den Minimumpunkt m auch wieder analog zum Fall 1/2? zu bestimmen und
den Funktionswert f(x,y) iiber diesem Punk mit dem Funktionswert iiber dem rechten unteren
Eckpunkt von Z zu vergleichen. In der nachfolgenden Abbildung wird dies mit dem Beispiel Z;
gezeigt. Der Leser moge anhand weiterer typischer Beispiele fiir die Lage von Z zeigen, dass so
der minimale Funktionswert f(z,y) iiber Z stets korrekt berechnet wird.

A Y }LQ /h4 h1

f<0,f>0

I Z()
M Z \T M
m?!
m \hd X

Abbildung B.19.: Zur Lage der Minimumpunkte m

B.6.3. Numerische Beispiele

Im 1. Beispiel wéhlen wir Z; aus Abb. B.19 mit X =[1/4,1/2], Y =[1/4,5/4]. Mit einfachen
Rechnungen erhilt man f,, = f(1/4,5/4) = -32/41 = -0.78048... und fyr = f(1/4,h3(1/4)) =
(1 ++/17)/4 = 1.2807764.... Mit dem Funktionsaufruf T = Re_r1pz2(X,Y); erhalten wir mit
prec = 300 fiir den Wertebereich Wy := {f(z,y) |z € X, y € Y} = [fmn, fu] die nahezu optimale
EinschlieBung Wy c T.

T = [-7.80487804878048...78049 - 1074, +1.2807764064044...96592] > W,

mit 90 ausgegeben Dezimalstellen.

Im 2. Beispiel wihlen wir X = [2,2], Y = [3,3] und erhalten mit T = Re_r1pz2(X,Y) fiir
den Wertebereich Wy = {f(z,y)|z € X, y € Y} = [ fm, ] die nahezu optimale EinschlieBung
Wf CcT.

T = [-2.5000000000000...00001 - 1072, -2.4999999999999...99999 - 1072] >W;

mit 90 ausgegeben Dezimalstellen.
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B.7. 2xy/(4x%y% + (1 + 22 — y?)?)

Fiir die vorgegebenen reellen Maschinenintervalle X > z und Y 3 y liefert die Intervallfunktion
MpfiClass Im_ripz2(const MpfiClass& X, const MpfiClass& Y)

eine fast optimale Einschliefung aller Funktionswerte
2zy
f@y) = Ax2y? + (1 + 22 — y?)?
Die Berechnung von f(z,y) wird ausfiihrlich beschrieben auf Seite 188. —f(xz,y) ist als Ima-
giniirteil der holomorphen Funktion 1/(1 + 22), mit z € C\{0 + i}, eine harmonische Funktion,
wenn die singuldren Punkte P(0,+1) nicht Element des zweidimensionalen reellen Intervalls Z
sind.

(B.25) Z:={(z,y)|zeXxnyeY}, (z,y)#(0,x1).

f(z,y) nimmt daher fiir alle Punkte (x,y) € Z als harmonische Funktion ihre Extrema auf dem
Rand von Z an, vgl. dazu auch die Seite 244. Um die zugehorigen Extremstellen, m fiir das
Minimum und M fiir das Maximum, moglichst einfach bestimmen zu kénnen, betrachten wir
zunichst die folgenden Symmetrieeigenschaften:

mit: ze€X, yeY und (z,y) # (0,£1).

(B.26) f(=z,-y) = f(y,z), Spiegelung am Ursprung,
(B.27) f(=z,y)=-f(z,y), Spiegelung an der y-Achse,
(B.28) f(z,—y) =-f(z,y), Spiegelung an der x-Achse.

Mit den obigen drei Transformationen kann die Bestimmung der Extremalpunkte m, M auf den
1. Quadranten reduziert werden. Wir betrachten dazu ein typisches Beispiel, wobei das gegebene
Rechteck Z = {(x,y) | rxeX=[-1,3] A yeY=[0.321, 1.10]} = Z1UZ2 in der oberen Halbebene
liegt.

Z2 Z1

Vs

Abbildung B.20.: Transformation in den 1. Quadranten

Z = Z1U Z2 wird zuerst in die beiden Intervalle Z1, 22 aus dem 1. und 2. Quadranten zerlegt.
Da f(x,y) in Z2 nur negative Funktionswerte besitzt, kann f(z,y) iiber ganz Z sein Minimum
nur iiber Z2 annehmen. Ist dann Z2 das an der y-Achse gespiegelte Rechteck Z2 und ist fjs
das Maximum iiber diesem Rechteck, so ist f,, := —fy; das Minimum iiber ganz Z. Da f(x,y)
in Z1 nur positive Funktionswerte besitzt, ist das Maximum f; tiber Z1 auch das Maximum
iiber dem ganzen Rechteck Z. Zur Berechnung von f,,, fas wurden damit Maximum- und Mini-
mumberechnungen nur iiber Rechtecken im 1. Quadranten vorgenommen. Ganz analog kénnen
auch fiir alle anderen Lagen von Z die Berechnungen stets nur im 1. Quadranten durchgefiihrt
werden. Weitere Einzelheiten findet man in der Funktion

MpfiClass Im_rlpz2(const MpfiClass& X, const MpfiClass& Y)

die in mpficlass.cpp definiert ist.
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Zur Berechnung der Extremstellen m, M von Rechtecken Z im 1. Quadranten bendétigt man
zunichst die partiellen Ableitungen:

of(z,y) 2y-(1- 222 + y* — 2y — 22292 — 32%)
Oz (1+22-2y+y2)2- (1 +22+2y +y2)?’
Of (x,y) 2w+ (1+22% +a* +2y% - 222y - 3y?)
oy (1+22-2y+y2)2- (1 +22+2y+y2)2
Die Extremalkurven fiir 0f/0x ergeben sich aus der Forderung 0f/dx = 0, siehe Seite 247. Die

erste ist wegen des Faktors y = 0 die positive z-Achse, und die zweite und dritte Extremalkurve
ergibt sich aus 1-2z2 +y* - 2y% - 22%y% - 32* = 0. Fiir den 1. Quadranten folgt daraus*

(B.29)

(B.30)

(B.31) y = ha(x) ::\/1+x2+2x-\/1+x2, 0<x <16,
(B.32) = V1ru+r2-VItu, wi=(1/z)?, 2> 16.
(B.33) y=hy(z)=V1+a2- 20 V1122, 0<z<1/V3.

Die Extremalkurven fiir 0f/0y ergeben sich analog aus der Forderung 0f/dy = 0. Die erste
ist wegen des Faktors x = 0 die positive y-Achse und die zweite ergibt sich aus der Forderung
1+22% + 2t +2y% — 22%y% - 3y* = 0, aus der fiir den 1. Quadranten wie oben folgt

(B.34) y=hi(x) ::\/(1—9162+2-\/1+9162+gzc4)/37 0<xz<16,

(B.35) ::x-\/(u—1+2-\/1+u+u2)/3, w:=(1/z)%, x> 16.

Ay ha hi
m m
% ?
Zl m! m! Z4
. ¢
m Z3 M
Zs M T
M
Z7
1
M m
M M
Z Zs Z
5 - 8
m m
mn h 3 X

Abbildung B.21.: Rechtecke Z; und Extremalkurven hy(x), ho(z),hs(z) im 1. Quadranten

In den folgenden Abbildungen sind weitere typische Lagen der Rechtecke Z angegeben. Dabei
bedeuten z.B. zwei oder auch mehrere Symbole m?, dass jeweils hier ein Minimum vorliegen
kann, weshalb entsprechend mehrere Rechnungen und Vergleiche notwendig werden.

“h1(z) wurde berechnet mit Mathematica und der Solvel. . .]-Funktion.
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Abbildung B.22.: Rechtecke Z; und Extremalkurven hi(x),he(x),hg(z) im 1. Quadranten

by I N
m?
Zi3
m?
1 T M
M VA
Z14 \ 15
m
m! m!
I N
Zi6 M\
m?

m?

Abbildung B.23.: Rechtecke Z; und Extremalkurven hy(x), ho(z),hs(z) im 1. Quadranten
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Abbildung B.24.: Rechtecke Z; und Extremalkurven hi(x),he(x),hs(z) im 1. Quadranten

B.7.1. Maximumbestimmung

Die Berechnung des Maximums von f(z,y) iiber einem beliebig vorgegebenen Rechteck kann re-
duziert werden auf die Berechnung des Maximums iiber einem Rechteck Z, welches nur im ersten
Quadranten liegt. Auf Seite 233 haben wir gezeigt, wie vorzugehen ist, wenn das urspriingliche
Rechteck z.B. nur in der oberen Halbebene liegt. Wir betrachten jetzt also nur Rechtecke Z,
die im 1. Quadranten liegen und den Punkt (0,+1) nicht enthalten. Bevor jedoch der maximale
Funktionswert von f(x,y) auf dem Rand von Z berechnet werden kann, muss der Punkt M auf
dem Rand von Z bestimmt werden, auf dem der maximale Funktionswert angenommen wird,
und genau dies ist das eigentliche Problem, das fiir jede neue Funktion f(z,y) immer wieder
neu gelost werden muss. In unserem Fall benutzen wir den folgenden

Satz B.1 (Die linke Parallele von Z schneidet hq(z)).
Schneidet die linke Parallele von Z den Graphen von hq (), so ist dieser Schnittpunkt gleich M.

In den obigen Abbildungen wird dies bestétigt durch die Rechtecke Z7, Zg, Z11, Z12. Der Algo-
rithmus zur Bestimmung von M kann daher konstruiert werden durch die folgenden drei Fille,
die sich selbst gegenseitig ausschlieflen:

1. Die linke obere Ecke von Z liegt unterhalb von hq(z), vgl. Zs, Zs, Zg, Z14, Z15, Z16-
2. Die linke untere Ecke von Z liegt oberhalb von hy(x), vgl. Z1, Zo, Z3, Z4, Z10, Z13, Z17, Z18-

3. Die linke Parallele von Z schneidet den Graphen von hy(x), vgl. Z7, Zg, Z11, Z12.

Auf der folgenden Seite findet man nach diesen Voriiberlegungen einen Grobalgorithmus zur
Bestimmung des Maximumpunktes M.
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if (y2 <= h1(x1)) // Linke obere Ecke von Z liegt unterhalb von hi(x):
{
if (y2 <= h3(x2))
M(x2,y2);
else
{
if (y2 <= h3(x1)) // M: Schnittpunkt der oberen Parallelen mit h3(x)
M(xS,y2) mit y2 = h3(xS); vgl. Z14
else M(x1,y2);
}
}
else
{
if (y1 > h1(x1)) // Linke untere Ecke von Z liegt oberhalb von hl(x)
{
if (y1 > h2(x2)) M(x2,y1);
else
{
if (y1 > h2(x1)) // M ist S.P. der unteren Parallelen mit h2(x)
M(xS,y1) mit y1 = h2(xS);
else M(x1,yl1);
}
}
else // Die linke Parallele von Z schneidet hil(x)
M ist dieser Schnittpunkt mit hi(x);
}

Den Algorithmus zur Bestimmung des maximalen Funktionswertes findet man in der Funktion
MPFR: :MpfrClass fM_Im_ripz2(const MpfiClass& X, const MpfiClass& Y)

die in mpficlass.cpp definiert ist. Wir betrachten jetzt noch die Félle, in denen M der Schnitt-
punkt vom Rand von Z mit einer der Extremalkurven hy(x), ha(x), hg(z) ist.

Zy4 : Die obere Parallele von Z14 schneidet den Graphen von hs(z) im Punkt M (zg,y2), mit
Y2 = hs(xg) = \/1 + CE% - 2xg-+\/1+ x% Um f(zg,y2) berechnen zu kénnen, muss zunéchst

xs = x5(y2) als Funktion von ys < 1 berechnet werden: zg = \/(—1 —y2+2¢/1 -y +y5)/3.
Fiir f(zg,y2) erhilt man schliefflich, wenn ys durch y ersetzt wird:

0.75-y-\/-3-3y2 +6-\/1— % + 4
Loyt /T2 +yt+ 2 (—4+/1- 2 +yb)

Man erkennt, dass der obige Term fiir y — 1 die Form 0/0 besitzt und deshalb umgeformt
werden muss:

Fosu)on) = ha(y) = IV Ly
rs\Y),Y) =na\y) =
4y%1—y%-vq+y2+2-v1—y2+y4

Die Auswertung von hy(x) erfolgt auf der Maschine mit Hilfe der Funktion

f(xS(y)ay) = h4(y) =

0<y<1/2.

, 1/2<y<1.

MpfiClass Im_rilpz2_fh4(const MPFR::MpfrClass& x)

die in mpficlass.cpp definiert ist. Beachten Sie bitte, dass bei der Auswertung von h4(y)
in den beiden Teilbereichen 0 <y <1/2 und 1/2 < y < 1 keine Ausléschung auftreten kann.
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Z17 .

Z12 .

Die untere Parallele von Z17 schneidet den Graphen von hs(x) im Punkt M (xg,y1), mit

y1 = hao(xg) = \/1 +a2% +2xg-\/1+x%. Um f(xs,y1) berechnen zu kénnen, muss zunéchst

xs = x5(y1) als Funktion von y; > 1 berechnet werden: zg = \/(—1 —y2+2/1-y?+y1)/3.
Fiir f(zg,y1) erhidlt man, wenn y; durch y ersetzt wird:

QL+ VI-y2+yt -1+ 497 -y
dy- (2 -1) 1492 +2/T- g2 + 4"
Fiir y — oo liefert der obige Zéhler starke Ausléschung, so dass weiter umgeformt wird:
9-y-(y*-1)

4-\/1+y2+2-\/1—y2+y4-(1—4y2+y4+(1+y2)-\/1—y2+y4)

Fiir y — oo gilt hg(y) ~ (9/(8v/3))/y?, so dass ein vorzeitiger Uberlauf zu vermeiden ist.
Mit u := (1/y)? erhilt man fiir y > 8 die Darstellung

9-(1-u)
4-\/1+u+2-\/1—u+u2-(1—4u+u2+(1+u)-\/1—u+u2).

Die Auswertung von hg(x) erfolgt auf der Maschine mit Hilfe der Funktion

f(zs(y),y) = he(y) = . l<y<s.

hﬁ(y) = y Y>> 8.

he(y) = g(u) :=u-

MpfiClass Im_rilpz2_fh6(const MPFR::MpfrClass& x)

die in mpficlass.cpp definiert ist. Beachten Sie bitte, dass bei der Auswertung von hg(y)
in den beiden Teilbereichen 1 <y < 8 und 8 < y < co keine Ausléschung auftreten kann.

Die linke Parallele von Zj5 schneidet den Graphen von hj(x) im Punkt M (z1,hi(x1)),
mit hy(zy) = \/(1 —22+2-\/1+2% +27)/3. Fiir f(z,hi(x)) erhélt man den Ausdruck

. — 372 V1 2 4
(@) = ha() = — V3-322+6-V1+a2+a > <peon
4

'(1+4£C2+£C4+(562—1)'\/1+562+£C4)’

Die Einschrinkung 2 < x < oo ist notwendig, da der Nenner fiir x — 0 starke Ausloschung
verursacht. Fiir  — oo gilt hs(z) ~ 3v/3/(822), so dass ein vorzeitiger Uberlauf vermieden
werden muss. Mit u:= (1/2)? erhilt man nach einfachen Umformungen

0.75-V3u—-3+6-vV1+u+u2
l+du+u?+ (1-u) VItu+u?

Im Fall x — 0 muss der obige Ausdruck fiir f(z,hi(z)) weiter umgeformt werden zu:

3-(L+at+VI+a2+29) V3-322+6-V1+a2+ 2
4 - (4+2x2+5x4+ﬂ:6+(5+x4)-\/1+x2+x4) ’
Beim Auswerten der Funktionen hs(z) und g(u) tritt jetzt in beiden Teilbereichen keinerlei

Ausléschung auf. Die nahezu optimale EinschlieBung der Funktionswerte von hs(z) und
g(u) erfolgt auf der Maschine mit Hilfe der Funktion

hs(z) = g(u) :=u- u=(1/z)? 2<x < oo.

O0<x<2.

hs(x) :=

MpfiClass Im_ripz2_fH1(const MPFR::MpfrClass& x)

die in mpficlass.cpp definiert ist.

Damit haben wir alle Fille behandelt, in denen der Maximumpunkt M ein Schnittpunkt des
Randes von Z mit einer der Extremalkurven hy(x), ha(x), hg(z) ist.
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B.7.2. Minimumbestimmung

In Abbildung B.24 geben die Pfeile die Richtung wachsender Funktionswerte von f(x,y) an, so
dass ein Minimumpunkt m nicht auf einer der Extremalkurven hq(x),ho(z),hs(z) liegen kann.
Daher kann m nur einer der vier Eckpunkte eines gegebenen Rechtecks Z im 1. Quadranten
sein, so dass bei einem echten Rechteck vier Funktionswertberechnungen und drei Vergleiche
notwendig sind. Bei einem entarteten Rechteck oder bei einem zweidimensionalen Punktintervall
sind entsprechend nur zwei bzw. ein Funktionswert zu berechnen. Die Bestimmung des minimalen
Funktionswertes von f(z,y) iiber einem der Eckpunkte von Z erfolgt mit Hilfe der Funktion

MpfrClass fm_Im_rilpz2(const MpfiClass& X, const MpfiClass& Y),

die in mpficlass.cpp definiert ist.

In nachfolgender Tabelle sind alle notwendigen numerischen Funktionen zusammengestellt,
um den maximalen oder minimalen Funktionswert f(x,y) iiber dem Rand eines vorgegebenen
Rechtecks Z aus dem 1. Quadranten berechnen zu konnen.

Nr. Funktionsterm, wu:= (1/z)? Funktionsaufruf
1 flz,y) 22y it Skali Im_ripz2( )
. x,y) = ,  mit Skalierun m-ripz2(x,y,rn
Y 4%y + (1 + 22 — y?)? 5 P y

2. hi(z) =\/(1-22 +2V/T+22 +2%)[3, 0<z < 16 Re_r1pz2 H1(x)

3, hi(z) =2\ (u-1+2V/T+u+u?)[3, z>16 Re_r1pz2 H1 (x)

4. ho(x) = \/1+x2+2x-\/1+x2, 0<x<16 Re_r1pz2 H2(x)
5. ho(z)=x-V1+u+2vV1+u, x>16 Re_r1pz2 H2(x)
6. ha(z) =V1+22 -2z -V1+a2, 0<z<1/\/3 Re_r1pz2 H3(x)

0.75-2-V-3-322+6-v1- 22 + 27
1+at +V1-a2+ 2t +22(V1-22 + 21 - 4)
8. hy(z) = (1+x2)-\/1—x2+x4—1+4x2—:ﬂ4 , 1/2<x <1 Im ripz2 fH4(x)
4m-(1—x2)-\/1+x2+2-m
0.75-V3u—-3+6-vV1+u+u2
1+4u+uQ+(1—u)-\/m7gc>2
B1rat ViraTril) V332 + 6vis P s al

7. | ha(z) = , 0<2<1/2 | Imripz2 fH4(x)

9. hs(x) =u- Im ripz2 fH1(x)

10. | hs(x) = , <2 | Imrlpz2 fH1(x)
456-(4+2562+5£C4+566+(5+£C4)'\/1+562+£C4)
L+2%) V1-22+ 2% -1+42% - 2*
11. he(z) = (+a?) Vi-2?+u oY , 1<z <8 Im ripz2 fH6(x)
4m-(w2—1)-\/1+m2+2-\/1—m2+x4
(1-u)/(1-4u+u®+ (1 V11— 2
12. hg(x):u-g =)/ utwrs(ltu) Vi-utu ), x>8 Im ripz2 fH6(x)

4V1+u+2 V1wt

Obige Tabelle zeigt die groie Vielfalt der notwendigen numerischen Funktionen, um den mini-
malen und maximalen Funktionswert f(x,y) iiber dem Rand eines beliebigen Rechtecks Z aus
dem 1. Quadranten berechnen zu kénnen. Realisiert werden muss zusétzlich ein Algorithmus, um
diese Berechnungen fiir ein beliebig vorgegebenes Rechteck Z, z.B. aus der oberen Halbebene,
nur fiir ein entsprechendes Rechteck aus dem 1. Quadranten durchfiihren zu kénnen. Auflerdem
benétigt man einen Algorithmus, der fiir ein beliebiges solches Rechteck aus dem 1. Quadran-
ten die Punkte m, M ermittelt, iiber denen der minimale bzw. maximale Funktionswert f(z,v)
angenommen wird.
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B.7.3. Numerische Beispiele

Im 1. Beispiel wihlen wir die Punktintervalle X = [2,2] und Y = [3,3]. Mit dem Funktions-
aufruf T = Im_ri1pz2(X,Y) erhalten wir mit der Prézision prec = 300 fiir den Wertebereich
We={f(z,y)|xeX, yeY}=[fm, fu] die nahezu optimale EinschlieBung W, c T.

T =[7.49999999999999...9999 - 1072,7.50000000000000...00001 - 10_2] > Wy

mit 90 ausgegeben Dezimalstellen.

Im 2. Beispiel wéhlen wir X = [-2,-2], Y =[-3,-3]. Mit T = Im_r1pz2(X,Y) erhalten wir
mit der Prézision prec =300 fiir den Wertebereich Wy = {f(z,y) |z € X, ye Y} = [fm, far] die
nahezu optimale Einschliefung W, c T.

T =[7.49999999999999...9999 - 1072,7.50000000000000...00001 - 10_2] > Wy

mit 90 ausgegeben Dezimalstellen.

Im 3. Beispiel wihlen wir X = [+2,+2], Y = [-3,-3]. Mit T = Im_ripz2(X,Y) erhalten wir
mit der Prézision prec = 300 fiir den Wertebereich Wy = {f(z,y)|x € X, y €Y} = [fm, fu] die
nahezu optimale Einschliefung W c T.

T = [-7.50000000000000...00001 - 1072, -7.49999999999999...9999 - 1072] > Wy

mit 90 ausgegeben Dezimalstellen.

Im 4. Beispiel wihlen wir X = [-2,-2], Y = [+3,+3]. Mit T = Im_r1pz2(X,Y) erhalten wir
mit der Prézision prec = 300 fiir den Wertebereich Wy = {f(x,y)|x € X, y €Y} = [fm, fu] die
nahezu optimale Einschliefung W c T.

T = [-7.50000000000000...00001 - 1072, -7.49999999999999...9999 - 1072] > Wy

mit 90 ausgegeben Dezimalstellen.

Im 5. Beispiel wihlen wir die extremen Punktintervalle: X = [271073741824 o-10737418247 "y _

[1-273001-27300] = [pred(1),pred(1)]. Mit dem Aufruf T = Im_r1pz2(X,Y) erhalten wir mit
der Prézision prec = 300 fiir den Wertebereich Wy := {f(z,y)|z € X, y € Y} = [fm, fu] die
nahezu optimale Einschliefung W c T.

T = [4.9432450833...6885 - 107323228317 4 9432450833...6887 - 107323228317 5 17,

mit 90 ausgegeben Dezimalstellen.

Im 6. Beispiel wihlen wir die extremen Punktintervalle: X = [271073741824 9-10737418247 "y~ _

[1,1]. Mit dem Aufruf T = Im_r1pz2(X,Y) erhalten wir mit der Prézision prec = 300 fiir den
Wertebereich Wy = {f(z,y) |z € X, y € Y} = [ fi, far] die notwendigerweise grobe Einschliefung
Wf cT.

T = [2.09857871646738769240435811688383907063809...55303 - 10*3232234% @Infe] > W,

mit 90 ausgegeben Dezimalstellen. Beachten Sie dabei im Vergleich zum 5. Beispiel die grofien
Unterschiede bei den Funktionswerten in der Nihe der Singularitéit (0,1).

Im 7. Beispiel wihlen wir X =[0,0],Y # 1 und erhalten mit dem Aufruf T = Im_ripz2(X,Y)
fiir den Wertebereich Wy = {f(z,y)|z € X, y €Y} = [fm, fur] die exakte EinschlieBung [0,0].
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B.8. z/V1+2a?)

Fiir das vorgegebene reelle Maschinenintervall X > z liefert die Intervallfunktion
MpfiClass xdsqrtlpx2 (MpfiClass& X)

eine fast optimale Einschlieung aller Funktionswerte

flx) = —2 _ mit: zeX

V1+a2

Da f(x) im ganzen Definitionsbereich D¢ = R monoton wichst, ist die Implementierung recht
einfach, da f(«) nur auf den Intervallrindern Inf (X) und Sup(X) mit entsprechender Rundung
auszuwerten ist.

B.9. z/V1-2?)

Fiir das vorgegebene reelle Maschinenintervall X 3 x liefert die Intervallfunktion
MpfiClass xdsqrtimx2 (MpfiClass& X)

eine fast optimale Einschlieung aller Funktionswerte

fz) = — 2 mit: zeX

V1-22

Da f(x) im ganzen Definitionsbereich Dy = (-1, +1) monoton wichst, ist die Implementierung
recht einfach, da f(x) nur auf den beiden Intervallrindern Inf (X) und Sup(X) mit entsprechen-
der Rundung auszuwerten ist.

B.10. z/vVx%-1)

Fiir das vorgegebene reelle Maschinenintervall X 5 z liefert die Intervallfunktion
MpfiClass xdsqrtx2ml (MpfiClass& X)

eine fast optimale Einschliefung aller Funktionswerte

fx) =

x
———, mit: xeXcDs:={xeR|z<-1lorx>+1}.

Vo1 s |

Da f(x) im ganzen Definitionsbereich D; monoton fillt, ist die Implementierung recht einfach,

da f(x) nur auf den beiden Intervallrindern Inf (X) und Sup(X) mit entsprechender Rundung
auszuwerten ist.
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C. Elementarfunktionen fiir komplexe Punkt-
und Intervallargumente

Die Aufgabenstellung wird wie folgt beschrieben:

Zu einem vorgegebenen Intervallargument
(C.1) Z=X+1i1Y; X=[r,z2], Y =[y1,92];

mit reellen Intervallen X,Y ist zu einer gegebenen komplexwertigen Funktion w = f(z), mit
z,w € C, eine moglichst optimale Einschlieung aller Funktionswerte w gesucht, wenn z € Z, d.h.
einzuschlieflen ist

(C.2) Wezi={wlw=f(z)rzeZ}, z=x+i-y.

Zu beachten ist, dass das Bild W = f(Z) des Argumentintervalls Z i.a. kein achsenparalleles
Rechteck ist, so dass die EinschlieBung von W durch ein Intervall 7(7) = U(Z) +1i-V(Z)
auch dann i.a. erhebliche Uberschétzungen liefert, wenn das Rechteck /' die Menge W optimal
einschlieft. Fiir 7 = [-1,3] + - [0.2,1] werden dies Uberschitzungen in Abb. C.1 am Beispiel
der komplexen sin-Funktion, d.h. fiir f(z) = sin(z), z € Z, iiberzeugend dargestellt. So gehort
z.B. der ganze von /() eingeschlossene Teil des 3. Quadranten nicht zur Wertemenge Wy 7,
(38, S.16].

z F(Z)

1.0+

0.8f \/ 0.5
0.6 w \ R

I
-1.0 -0.5 0.5 .0 1.5

04l -05}F

-1.0+

Abbildung C.1.: Intervall-Funktion

Jetzt muss noch geklirt werden, wie die reellen Intervalle U(Z) und V(Z) zu berechnen sind.
Dazu betrachten wir zunéchst den einfachsten Fall, dass mit f(z) = u +i-v die Funktionen
u(z,y) und v(z,y) separabel sind, d.h. fiir z.B. u soll im Falle einer Multiplikation gelten:

U(I',y)ZU1(.%')'UQ(y), .%'EX, yEY

Eine optimale EinschlieBung von u(x,y) erhélt man aber nur dann, wenn in den auszuwertenden
Ausdriicken u; und wuy die Variablen x bzw. y jeweils nur einmal vorkommen und wenn das
Produkt u;(z) - ua(y) intervallméBig ausgewertet wird, [5]. Es gilt dann auch fir v(z,y)

u1(z) - up(y) € ur(X) Sup(Y) = U(Z),
vi(x) - v2(y) e v1(X) Qv (Y) =V (2).

u(x,y)
v(z,y)
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Ein Beispiel fiir eine separable Funktion ist die komplexe Exponentialfunktion, bei ihr gilt:
(C.3) u(z,y) =e* - cos(y), v(x,y) =€ -sin(y), xeX, yeV.

Weitere Beispiele fiir separable Funktionen sind: sin(z), cos(z), sinh(z) und cosh(z), wobei de-
ren Implementierung besonders einfach ist, da die dabei benttigten reellen Intervall-Funktionen
sin(X), cos(X), cosh(Y) und sinh(Y") bereits in mpficlass.cpp definiert sind, vgl. auch die
Tabelle auf Seite 68.

Wir kommen jetzt zu den nicht-separablen Funktionen f(z) = u(x,y)+i-v(x,y), bei denen
die Berechnung von U(Z) > u(z,y) und V(Z) > v(x,y) ausnahmslos sehr viel schwieriger ist.
Eine Basis zur Berechnung der reellen Intervalle U,V liefert jetzt der folgende Satz, [7].

Schreibt man mit z =z +i-y € C die Funktion w = f(2) in der Form

w=f(z2)=u(x,y)+i-v(z,y), z=x+i-yeZcC, so gilt:

Ist f=u+i-v:Z cG —> C holomorph im Gebiet G, so nehmen sowohl u(x,y) als auch
v(z,y) als harmonische Funktionen ihr Maximum und Minimum auf dem Rand von Z an.

Die Extrema von u(z,y) und v(x,y) miissen also nur auf dem Rand von Z gesucht werden.

Wir betrachten auch jetzt wieder den einfachsten Fall, wenn die Koordinaten der Randpunkte
m und M, in denen das Minimum bzw. Maximum angenommen wird, Maschinenzahlen des
durch prec bestimmten Zahlenformats sind. In der folgenden Abb. A.2 sind fiir verschiedene
Argumentintervalle Z die Punkte m und M angegeben, in denen fiir die Realteilfunktion u(z,y)
der arcsin(z)-Funktion das Minimum bzw. Maximum angenommen wird.

Ay
M m
m M
“ A7 m?
m M

-1im M .
m Ml 1 x
m 2 Zs M

M? m?

M m M m

Abbildung C.2.: Die Lage der Punkte m, M auf Z beim Realteil von arcsin(z).

Bei den mit ’?’ gekennzeichneten Punkten ist deren y-Koordinate als Maximum von —y; und
definiert, mit Y := [y, y2]. Fiir die durch -1 bzw. +1 laufenden Argumentintervalle Z;, Z5 gilt:

m = (1,max(-y1,¥2)); M = (-1,max(-y1,¥2));
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Aus Abb. C.2 erkennt man, dass die Koordinaten von m und M alles Maschinenzahlen sind.
Bedeutet u(z,y) die Realteilfunktion der arcsin(z)-Funktion und ist ug(m) der abgerundete und
uy (M) der aufgerundete Funktionswert, jeweils an den Punkten m und M, so ist U(Z) gegeben
durch

U(Z):=[ug(m),u,(M)] 3 u(z,y), z=xz+i-yeZ.

Es stellt sich jetzt noch die Frage, wie die Werte ug(m) und u, (M) zu berechnen sind. Dazu
gibt es im Wesentlichen drei Moglichkeiten:

Methode 1. Nach [17],[18],[38],[39] wird eine garantierte Fehlerschranke fir u(x,y) berechnet,
mit der dann die Werte u4(m) und w, (M) bestimmt werden kénnen. Dies ist jedoch pro-
grammiertechnisch sehr aufwendig, so dass meist das folgende Verfahren zur Anwendung
kommt.

Methode 2. Wenn zur intervallméfigen Auswertung von u(z,y) die entsprechenden Intervall-
funktionen bereits implementiert sind, so kann u(xz,y) an den Stellen m und M durch die
Intervalle u(m) und u(M) eingeschlossen werden, und U(Z) ist gegeben durch, [54],[55]

U(Z) = [Inf (u(m)), Sup(u(M))].

Dieses Verfahren kann programmiertechnisch vergleichsweise einfach realisiert werden, es
erzeugt aber wegen der notwendigen Intervall-Auswertungen deutlich groflere Laufzeiten.

Methode 3. Wenn u(x,y) fiir punktférmige Maschinenzahlen x,y so implementiert ist, dass
man mit u(x, y, RoundDown) bzw. u(x, y, RoundUp) garantiert ab- bzw. aufgerundete Funk-
tionswerte im Punkt P(xz,y) erhilt, so kann U(Z) realisiert werden durch

U(Z) = [u(m,RoundDown),u(M,RoundUp)|.

Der Nachteil ist jetzt, dass u(x, y, rnd) mit den Rundungsparametern rnd = RoundDown
und rnd = RoundUp mit Hilfe der MPFR- und MPFI-Bibliotheken sehr sorgfiltig zu im-
plementieren ist, [23],[24],[52],[60]. Der Vorteil ist aber die nahezu optimale Laufzeit, da
Intervallauswertungen jetzt nicht zur Anwendung kommen.

Bei der Realisierung von U(Z) und V(Z) sollte daher nur die Methode 3. zur Anwendung
kommen. Nur in wirklich komplizierten Fillen wird man daher auf die Methode 2. zuriickgreifen.

Abschlielend noch einige Bemerkungen zur Lage der achsenparallelen Argumentintervalle Z
in der komplexen Ebene.

e Ist f(z) holomorph in der ganzen komplexen Ebene, so kann Z = X +i-Y beliebig gewéhlt
werden, wobei aber die Randpunkte der reellen Intervalle X und Y Maschinenzahlen sind,
so dass damit das komplexe Intervall Z stets endlich sein wird.

e Der Hauptwert der komplexen Funktion f(z) = arcsin(z) besitzt nach Abb. C.2 zwei
Verzweigungsschnitte auf der reellen Achse von 1 bis +00 und von —oo bis —1. In diesem
Fall darf ein Verzweigungsschnitt das Intervall Z nicht im Innern durchlaufen, vielmehr darf
Z einen Verzweigungsschnitt hochstens von oben oder von unten beriihren. In der CoStLy-
Bibliothek von M. Neher, [54],[55], darf Z keinen Punkt der beiden Verzweigungsschnitte
enthalten; lediglich Argumentintervalle Z der Breite Null durch die Verzweigungspunkte
P1(-1,0) und P5(+1,0) sind zugelassen.

e Bei mehrdeutigen Funktionen werden stets EinschlieBungen des jeweiligen Hauptwertes
berechnet, wobei die erlaubten bzw. verbotenen Lagen der Argumentintervalle Z stets
anzugeben sind.
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Wir kommen jetzt zum kompliziertesten Fall, wenn die Extremalpunkte m, M nicht mehr Eck-
punke oder Schnittpunkte von Z mit den Achsen sind. In diesem Fall ist dann i.a. nur noch
eine Koordinate von m oder M eine Maschinenzahl, so dass die Auswertung der Real- bzw.
Imaginérteilfunktion u(z,y) bzw. v(z,y) auf der Maschine nicht mehr so ohne Weiteres moglich
ist. Als Beispiel betrachten wir in Abb. C.3 fiir den Hauptwert der arctan(z)-Funktion in der
oberen Halbebene einige Intervalle Z, bei denen nur die y-Koordinate des jeweiligen Punktes m
eine Maschinenzahl ist, [38].

Yy
M
M
y=V1+ax?
A
m
M? M?m
Yo |-
Z
230 A ; g
: M? M7
: : M
m M
' m
T
0 I +1 Zo ) B}

Abbildung C.3.: Die Lage der Punkte m, M auf Z beim Realteil von arctan(z).

Wir betrachten das Argumentintervall Z; im 1. Quadranten auflerhalb des Einheitskreises um
0. Fiir die Realteilfunktion u(x,y) von arctan(z) gilt in diesem Bereich

1 2x s
C4 u(x,y) = = arctan ————— + —,
(C.4) (2.9) = garetan T+ 3
und wenn fiir die z-Koordinate xg von m gelten soll xy < zg < x2, so muss fiir ein lokales
Minimum in m die notwendige Bedingung

%zO = y=+V1+a2
z

erfiillt sein, d.h. es muss gelten y; = +1/1 + x%, wobei xg = \/y% —1 i.a. keine Maschinenzahl ist.
Gliicklicherweise wird aber xg nicht explizit benétigt, da zur EinschlieBung von u(x,y) in Z ein

abgerundeter Wert von u(xg,y1) bendtigt wird. Dazu setzt man in (C.4) x=\/yf -1 und y =y
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und erhalt

1

(C.5) u(xo,y1) = 5 arctan + I u(yr),

yi-1 2

wobei jetzt u(y;) mit der Maschinenzahl y; problemlos ausgewertet werden kann. Ein abgerun-
deter Wert von u(y;) kann jetzt wieder analog zu Seite 245 mit drei verschiedenen Methoden
berechnet werden.

Methode 1. Nach [17],[18],[38],[39] wird eine garantierte Fehlerschranke fiir u(y) berechnet,
mit der dann der abgerundeter Wert von u(y1) bestimmt werden kann. Dies ist jedoch
programmiertechnisch wieder sehr aufwendig, so dass meist das folgende Verfahren zur
Anwendung kommt.

Methode 2. Da zur intervallméfiigen Auswertung von u(y) die entsprechenden Intervallfunk-
tionen bereits implementiert sind, kann wu(y;) durch das Intervall u(y;) eingeschlossen
werden, und der gesuchte abgerundete Wert ist gegeben durch, [54],[55]

Inf(u(y1)) <u(yr) <u(z,y), z=z+i-yeZ.

Dieses Verfahren kann programmiertechnisch vergleichsweise einfach realisiert werden, es
erzeugt aber wegen der notwendigen Intervall-Auswertungen deutlich groflere Laufzeiten.

Methode 3. Wenn u(y) fiir die punktformigen Maschinenzahlen y so implementiert ist, dass
man mit u(y, RoundDown) einen garantiert abgerundeten Funktionswert erhélt, so ist dieser
die gesuchte Unterschranke

u(y1,RoundDown) < u(yy) < u(x,y), z=xz+i-yeZ.

Der Nachteil ist jetzt, dass u(y, RoundDown) mit Hilfe der MPFR- und MPFI-Bibliotheken
sehr sorgfiltig zu implementieren ist, [23],[24],[52],[60]. Der Vorteil ist aber die nahezu
optimale Laufzeit, da Intervallauswertungen jetzt nicht zur Anwendung kommen.

Anmerkungen:

1. Da die Bedingung du(zg,y1)/0x = 0 im Punkt m fiir ein lokales Minimum nur notwendig
ist, muss die Existenz des lokales Minimums zusétzlich abgesichert werden. In [38, Seite
145] erfolgt dies durch eine allgemeine Monotoniebetrachtung der Funktion u(x,y).

2. Nach Abb. C.3 schneidet die Hyperbel y = +V/1 + 22 auch die obere Parallele von Z7, so
dass auch dort ein lokales Minimum auftrete konnte. Wegen 0 < y; < yo gilt jedoch nach
(C.5) u(y1) < u(y2), so dass das lokale Minimum der Realteilfunktion u(z,y) wirklich in
m angenommen wird.

3. Fiir die Realteilfunktion u(x,y) liefert du(x,y)/0xr = 0 den geometrischen Ort aller der-
jenigen Punkte P(x,y), in denen auf einer Parallelen zur z-Achse, z.B. durch y = 31, ein
lokaler Extremwert auftreten kann. Dieser geometrische Ort wird auch als Extremalkurve
bezeichnet und ist bei der arctan(z)-Funktion fiir den Realteil die Hyperbel y? — 2% = 1.
Schneidet also einer der beiden Hyperbeléiste y = +v/1 + 22 einen zur reellen Achse paralle-
len Rand von Z, so kénnen relative Extrema auf diesen Rédndern nur in diesen Schnittpunk-
ten angenommen werden. Ganz entsprechend liefert ein Schnittpunkt der Extremalkurve
Ou(x,y)/0y = 0 mit einer Randparallelen von Z zur imaginéren Achse einen Punkt, in dem
ein lokales Extremum auf dieser Parallelen zur y-Achse auftreten kann.

4. Fiir die Imaginérteilfunktion v(z,y) sind die beiden Extremalkurven dv(z,y)/0x = 0 und
ov(x,y)/0y = 0 und ihre Schnittpunkte mit dem Rand von Z ganz entsprechend zu be-
trachten.

247



© W N O Uk W N

-
[=}

C.1. Elementarfunktionen fiir komplexe Punktargumente

Alle nachfolgenden Funktionen mit Punktargumenten z vom Typ MpfcClass kdnnen mit einem
zusitzlichen Rundungsparameter rnd aufgerufen werden, wobei nur die Rundungen

rnd = RoundNearest, rnd = RoundDown, rnd = RoundUp

zur Verfiigung stehen. Die obigen Rundungen werden aber nicht immer optimal ausgefiihrt, d.h.
mit z.B. rnd = RoundUp wird nicht die néchst-groflere Rasterzahl berechnet, sondern nur eine
der benachbarten Rasterzahlen, die garantiert rechts vom exakten Funktionswert liegt. Wird
rnd nicht gesetzt, so wird ebenfalls nur in die unmittelbare Néhe des exakten Funktionswertes
gerundet. Die fiir die Implementierung der neuen Funktionen benétigten Bedingungen fiir das
korrekte Runden bei den vier Grundoperationen werden ausfiihrlich beschrieben im Abschnitt
A.1 ab Seite 179. Die Elementarfunktionen fiir komplexe Punktargumente sind in der Tabelle
auf Seite 92 zusammengestellt. Im ersten sehr einfachen Beispiel betrachten wir nur den Realteil
der komplexen Exponentialfunktion, wobei nur die korrekte Rundung bei den Operanden und
bei der Multiplikation zu beachten ist.

C.1.1. Exponentialfunktion, Realteil
Nach (C.3) von Seite 244 gilt mit z = z+i-y € C fiir den Realteil u(x,y) der Exponentialfunktion

(C.6) R(e®) = u(z,y) =€” - cos(y).

Zunéchst sollen nur aufgerundete Funktionswerte von u(x,y) berechnet werden. Nach (A.15)
und (A.16) von Seite 181 muss dazu der Funktionswert cos(y) stets aufgerundet werden. Der
nachfolgende Code zeigt die entsprechenden Anweisungen.

MpfrClass re(0), tmp(0);

// Calculating the real part:

if (rnd=MPFRRNDU)

{

mpfr_cos (tmp.GetValue(), z.mpfrim, rnd); // tmp = cos( Im(z) )
if (tmp < 0)

mpfr_exp (re.GetValue(), z.mpfr_-re, MPFRRNDD);
else mpfr_exp (re.GetValue(), z.mpfr_re, rnd);

%

mpfr_mul (re.GetValue(), re.GetValue(), tmp.GetValue(), rnd);
In Zeile 5 wird der aufgerundete Funktionswert cos(y) berechnet und in tmp gespeichert. Nach
(A.15) und (A.16) muss e¢” im Fall tmp < 0 abgerundet und andernfalls aufgerundet werden, was
in den Zeilen 7 und 8 realisiert wird. Nach (A.15) wird noch verlangt

tmp>0 == cos(y)>0 und re>0 = ¢€*>0.

Die beiden Bedingungen sind wegen der optimalen Rundung der Funktionen aus der MPFR-
Bibliothek sicher erfiillt. Mit (A.15) wird zusétzlich noch verlangt, dass nur einer der beiden
aufgerundeten Funktionswerte verschwindet. Wegen der positiven Exponentialfunktion ist auch
diese Forderung sicher erfiillt. Nach (A.15) und (A.16) ist bei der Multiplikation der gerundeten
Werte tmp und re jeweils aufzurunden, was in Zeile 10 realisiert wird, wobei der aufgerundete
Realteil von e® in re gespeichert wird. Die Berechnung eines abgerundeten Realteils erfolgt
nach (A.11) und (A.12) ganz analog. Der entsprechende Quelltext, auch fiir die Berechnung des
Imaginérteils, befindet sich in der Datei mpfcclass. cpp.
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C.1.2. sin(z)

Fiir z=x +1¢-y € C ist der komplexe Sinus definiert durch
sin(z) = sin(x) - cosh(y) + i - cos(x) - sinh(y).

Die Berechnung der gerundeten Realteilwerte erfolgt ganz analog zum Realteil der Exponen-
tialfunktion, da einer der Faktoren stets positiv ist. Im Vergleich dazu ist die Auswertung des
Imaginérteils etwas komplizierter, da neben cos(z) auch der zweite Faktor sinh(y) sowohl positiv
als auch negativ werden kann. Beachten Sie, dass die vier obigen Funktionen aus der MPFR-
Bibliothek direkt zur Verfiigung stehen und auf der Maschine optimal gerundet werden. Daher
gelten fiir diese Funktionen die Aussagen (A.36) bis (A.41) auf Seite 183. Weitere Einzelheiten
findet man in der Funktion MpfcClass sin(const MpfcClass& z, RoundingMode rnd); die
in der Datei mpfcclass.cpp definiert ist.

C.1.3. cos(z)

Fiir z=a +1¢-y € C ist der komplexe Cosinus definiert durch
cos(z) = cos(x) - cosh(y) — i - sin(x) - sinh(y).

Die Berechnung der gerundeten Real- und Imaginérteilwerte erfolgt analog zur sin(z)-Funktion,

wobei zusétzlich das Minus-Zeichen beim Imaginérteil zu beachten ist. Weitere Einzelheiten
findet man in der Funktion MpfcClass cos(const MpfcClass& z, RoundingMode rnd); die
in der Datei mpfcclass.cpp definiert ist.

C.1.4. tan(z)

Fiir z =x +1i-y € C ist der komplexe Tangens definiert durch

sin(2z) i sinh(2y) ‘
2 {cos?(x) +sinh?(y)} 2 {cos?(x) +sinh?(y)}

tan(z) =

Die Argumente 2z und 2y werden rundungsfehlerfrei berechnet, falls kein Uberlauf eintritt. Der
Nenner 2 - {cos?(z) + sinh?(y)} wird wegen der Quadrate ohne Ausléschung berechnet, wobei
jedoch durch sinhQ(y) ein Uberlauf erzeugt werden kann. Dadurch treten bei den gerunde-
ten Real- und Imaginirteilwerten starke Uberschitzungen ein. Weitere Einzelheiten findet man
in der Funktion MpfcClass tan(const MpfcClass& z, RoundingMode rnd) ; die in der Datei
mpfcclass.cpp definiert ist.

C.1.5. cot(z)

Fiir z =x +1-y € C ist der komplexe Cotangens definiert durch

sin(2z) vy sinh(-2y) .
2 - {sin®(z) + sinh?(y)} 2 {sin(z) +sinh?(y)}

cot(z) =
Es gelten die gleichen Uberlegungen wie bei der tan(z)-Funktion. Real- und Imaginirteil sind
implementiert in den Funktionen

MpfrClass Re_cot(const MpfcClass& z, RoundingMode rnd);
MpfrClass Im_cot(const MpfcClass& z, RoundingMode rnd);

die in der Datei mpfcclass.cpp definiert sind.
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C.1.6. arg(z)

Fir z=x+i-y € C wird das Argument von z, d.h. arg(z), definiert durch das Bogenmaf§ des
Winkels, den der Fahrstrahl vom Ursprung nach z mit der positiven reellen Achse einschlief3t.
Die komplexe Ebene ist dabei léngs der negativen reellen Achse von 0 bis —co aufgeschnitten.

Komplexe z-Ebene Ay

/ arg(z) >0

g8y

\ arg(z) <0

Abbildung C.4.: Verzweigungsschnitt von arg(z), z € C.

Der Pfeil zeigt die Richtung an, aus der arg(z) auf den Verzweigungsschnitt stetig ergénzt wird,
d.h. es gilt z.B. arg(-1+0-4) = +7. arg(z) wird intern mithilfe der Funktion mpfr_atan2(...)
aus der MPFR-Bibliothek direkt ausgewertet, so dass die gewiinschten Rundungen sogar op-
timal berechnet werden kénnen. Der gerundete Funktionswert arg(z) wird bestimmt mit dem
Funktionsaufruf

MpfrClass arg(const MpfcClass& z, RoundingMode rnd, PrecisionType prec);

Wird prec gesetzt, so wird arg(z) mittels rnd in die gewéhlte Prézision gerundet und dann
zuriickgegeben. Ohne prec wird mittels rnd in die Current-Préizision gerundet. Ohne prec und
ohne rnd wird arg(z) mit dem Current-Rundungsmodus in die Current-Prézision gerundet.

In der folgenden Tabelle sind fiir einige spezielle z = x + i - y-Werte die Funktionswerte arg(z)
zusammengestellt. Dabei bedeuten die angegebenen Werte wie 7/2 oder —37/4 die beziiglich des
voreingestellten Current-Rundungsmodus entsprechend gerundeten Werte.

x y | arg(z) x y | arg(z) x Y arg(z)
0 0 0 0 | +o0 | m/2 -0 +1 T
+1 | 0 0 0 | -1 | -7m/2 || +o0 +00 +m/4
+oo | 0 0 0 | —o0 | —m/2 || +00 —00 -/4
+oo | +1 0 -1 0 m —00 +00 +3m/4
+oo | -1 0 —oc0 | 0 v —o00 —o0 -3m/4
0 | +1| =/2 —oo | -1 - x oder y = NaN | NaN

Abbildung C.5.: Wertetabelle fiir arg(z), z € C.
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C.1.7. argpl(z)

Fir z=z+1i-y € C ist das Argument von 1+ z, d.h. argp1(z), definiert durch das Bogenmaf} des
Winkels, den der Fahrstrahl vom Ursprung nach 1+ 2z mit der positiven reellen Achse einschlief3t.
Die komplexe Ebene ist dabei lings der negativen reellen Achse von —1 bis —oco aufgeschnitten.

Komplexe z-Ebene ry

arg(l + z) = argpl(z) >0

8Y

argpl(z) <0

Abbildung C.6.: Verzweigungsschnitt von argpl(z), z € C.

Der Pfeil zeigt die Richtung an, aus der argpl(z) auf den Verzweigungsschnitt stetig ergénzt
wird, d.h. es gilt z.B. argpl(-2+ 0-4) = +7. Der zu rundende exakte Funktionswert arg(1 + z)
wird bestimmt mit der Funktion

MpfrClass argpl(const MpfcClass& z, RoundingMode rnd, PrecisionType prec);

Wird prec gesetzt, so wird arg(1l + z) mittels rnd in die gewihlte Prizision gerundet und dann
zuriickgegeben. Ohne prec wird mittels rnd in die Current-Préizision gerundet. Ohne prec und
ohne rnd wird arg(1 + z) mit dem Current-Rundungsmodus in die Current-Prizision gerundet.
In der folgenden Tabelle sind fiir einige spezielle z = x+i-y-Werte die Funktionswerte arg(1+2)
zusammengestellt. Dabei bedeuten die angegebenen Werte wie 7/2 oder —37/4 die beziiglich des
voreingestellten Current-Rundungsmodus (RoundNearest) entsprechend gerundeten Werte.

x |y |arg(l+2) || = y |arg(l+z) || = y arg(l+ z2)
-1 | -1 0 -1 | 400 /2 —o0 +1 T

+1 |0 0 -1 | -1 -7/2 +00 +00 +7/4
+oo | 0 0 -1 | -0 -7/2 +00 —00 -7/4
+oo | +1 0 -2 0 ™ —00 +00 +3m/4
+oo | -1 0 —o0 | 0 T —o0 —o00 -3 /4
-1 | +1 /2 —o0 | -1 -7 x oder y = NaN NaN

Abbildung C.7.: Wertetabelle fiir arg(1 + z), z € C.
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C.1.8. |

Fir z =x +1-y € C ist der Betrag definiert durch

|z] = /22 + y2.

Die obige Quadratwurzel wird mit der Funktion mpfr_hypot(...) aus der MPFR-Bibliothek
direkt ausgewertet, so dass die gewiinschten Rundungen sogar optimal berechnet werden kénnen.
Der Betrag von z wird bestimmt mit dem Funktionsaufruf

MpfrClass abs(const MpfcClass& z, RoundingMode rnd, PrecisionType prec);

Wird prec gesetzt, so wird |z| mittels rnd in die gewéhlte Prézision gerundet und dann zuriick-
gegeben. Ohne prec wird mittels rnd in die Current-Prézision gerundet. Ohne prec und ohne
rnd wird |z| mit dem Current-Rundungsmodus in die Current-Prézision gerundet.

C.1.9. log(z)
Fir z=xz+1i-yeC ist log(z) definiert durch

log(z) :=log (\/3:2 + yz) +i-arg(z),

wobei der Realteil log (\/acQ + y2) mit der vordefinierten Funktion
MpfrClass 1ln_sqrtx2y2(const MpfrClass&x, const MpfrClass&y, RoundingMode rnd);

aus mpfrclass.cpp direkt ausgewertet werden kann.

Komplexe z-Ebene Ay

8Y

Abbildung C.8.: Verzweigungsschnitt von log(z), z € C.

Der Pfeil gibt die Richtung an, aus der log(z) auf den Verzweigungsschnitt analytisch fortgesetzt
wird. Die Auswertung von log(z) erfolgt mit

MpfcClass 1ln(const MpfcClass& z, RoundingMode rnd);

aus mpfcclass.cpp. In C-XSC wird die Logarithmusfunktion zur Basis e traditionsgem&fl mit
In(...) bezeichnet.
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C.1.10. 1/=

Fir z=xz+i-yeCist 1/z definiert durch

1 ) T . -y
(C.7) f(z)::;:u(x,y)ﬂ-v(x,y):x2+y2+z-m2+y

5 T#0Ay#0.

Die Funktionswerte f(z) werden nahezu optimal berechnet mit
MpfcClass reci(const MpfcClass& z, RoundingMode rnd);

Fiir rnd sind die folgenden Rundungsmodi zugelassen: RoundUp, RoundDown, RoundNearest.
Wird rnd nicht gesetzt, so wird mit dem Current-Rundungsmodus gerundet.

C.1.10.1. Realteil
Fiir die Realteilfunktion u(z,y) gilt mit  #0 Ay # 0:

0, z=0
(C.8) u(z,y) = 1/% y=0
x2—+y2’ sonst.

Die Auswertung von u(z,y) erfolgt mit Hilfe der Funktion
MpfrClass x_div_x2py2(const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);

die in mpfrclass.cpp definiert ist. Eine ausfiihrliche Beschreibung der Funktion x_div_x2py2
findet man auf Seite 185.

C.1.10.2. Imaginarteil
Fiir die Imaginérteilfunktion v(x,y) gilt mit x # 0 Ay # 0:

0, y=0

(C.9) v(z,y) = {1y r=0
———, sonst.
22+ y2’

Die Auswertung von v(x,y) erfolgt mit Hilfe der gleichen Funktion x_div_x2py2(...) durch
den Aufruf

x_div_x2py2(-Im(z), Re(z), rnd);

Dabei ist zu beachten, dass der obige Aufruf nicht durch -x_div_x2py2(Im(z), Re(z),rnd)
ersetzt werden darf, da das Vorzeichen - erst zum Schluss zur Anwendung kommt und daher
die Rundungen bez. rnd vorher falsch berechnet wird.

Numerisches Beispiel:
Mit z = 2 und y = -3, d.h. mit z = 2 -3 -4, und prec = 400 liefern reci(z, RoundUp) und
reci(z, RoundDown) den nahezu optimal auf- bzw. abgerundeten Wert von 1/z:

(0.153846153846153846153846153846153846153846153846153846153846 . . . 153846}]?3,
0.230769230769230769230769230769230769230769230769230769230769 . . . 230769%%

mit gemeinsamen 120 Dezimalstellen bei Real- und Imaginérteil.
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C.1.11. 1/22
Fiir z =2 +i-y e C ist 1/2? definiert durch

ﬂ:Q—yZ oy —2xy
(22 +y?)? (@ +y?)

(C.10) f(2) ::é:u(x,y)Jri-v(x,y): x+0Ay#0.

Die Funktionswerte f(z) werden nahezu optimal berechnet mit
MpfcClass reci_z2(const MpfcClass& z, RoundingMode rnd);
Fiir rnd sind die folgenden Rundungsmodi zugelassen: RoundUp, RoundDown, RoundNearest.
Wird rnd nicht gesetzt, so wird mit dem Current-Rundungsmodus gerundet.
C.1.11.1. Realteil
Fiir die Realteilfunktion u(z,y) gilt mit x # 0Ay # 0:

2_ .2

(C.11) u(x,y) = ﬁ
Die Auswertung von u(z,y) erfolgt mit Hilfe der Funktion

MpfrClass Re_rz2(const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);
die in mpfrclass.cpp definiert ist. Eine ausfiihrliche Beschreibung der Funktion Re_rz2(...)
findet man auf Seite 186.
C.1.11.2. Imaginarteil
Fiir die Imaginérteilfunktion v(x,y) gilt mit x # 0 Ay # 0:

—2xy
C.12 v(Z,Y) = 55—
(C.12) (2:9) = oy oy
Die Auswertung von v(x,y) erfolgt mit Hilfe der Funktion

MpfrClass Im_rz2(const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);

die in mpfrclass. cpp definiert ist. Eine ausfiihrliche Beschreibung der Funktion mIm_rz2(...)
findet man auf Seite 187, wobei zu beachten ist, dass mIm_rz2(...) den Term +2zy/(z? + y?)?
auswertet.

C.1.11.3. Numerische Ergebnisse

Im 1. Beispiel wihlen wir z = 1+2-i und erhalten fiir das exakte Ergebnis 1/2? = -0.12-0.16-4
mit rnd = RoundDown und der Prézision prec = 300 den nahezu optimal abgerundeten Wert mit
93 ausgegebenen Dezimalstellen

(-1.200000000000 . . . 00000000002 - 107, =1.600000000000 . .. 00000000044 - 10_1).

Im 2. Beispiel wihlen wir z = 1+2-i und erhalten fiir das exakte Ergebnis 1/2%2 = -0.12-0.16 -4
mit rnd = RoundUp und der Prézision prec = 300 den nahezu optimal aufgerundeten Wert mit
93 ausgegebenen Dezimalstellen

(-1.19999999999999 . . . 99999999941 - 107, —1.59999999999999 . . . 99999999921 - 10_1).
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C.1.12. 1/(1+2?%)
Fiir z =2z +i-yeCist 1/(1 + 22) definiert durch

1 ) 1+ a2 -2 . —2xy
g S UtU=55 22y (U2 2 _,2)2°
1+2 422y? + (1 + 22 - y?) 422y + (1 + 22 — y?)

(C.13) f(z):= x#0Ay # 1.

Die Funktionswerte f(z) werden nahezu optimal berechnet mit
MpfcClass reci_1pz2(const MpfcClass& z, RoundingMode rnd);

Fiir rnd sind die folgenden Rundungsmodi zugelassen: RoundUp, RoundDown, RoundNearest.
Wird rnd nicht gesetzt, so wird mit dem Current-Rundungsmodus gerundet.

C.1.12.1. Realteil
Fiir die Realteilfunktion u(z,y) gilt mit x #0 Ay # +1:

1+a? -2
4a2y? + (1 + 22 —y2)2’

(C.14) u(z,y) =

Die Auswertung von u(z,y) erfolgt mit Hilfe der Funktion
MpfrClass Re_rl1pz2(const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);
die in mpfrclass. cpp definiert ist. Eine ausfiihrliche Beschreibung der Funktion Re_ripz2(. . .)
findet man auf Seite 1809.
C.1.12.2. Imaginarteil
Fiir die Imaginérteilfunktion v(z,y) gilt mit x # 0 Ay # £1:

—2xy
4x2y? + (1 + 22 — y?)?

(C.15) v(z,y) =

Die Auswertung von v(z,y) erfolgt mit Hilfe der Funktion

MpfrClass mIm_rlpz2(const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);
die in mpfrclass.cpp definiert ist. Eine ausfiihrliche Beschreibung der Funktion

MpfrClass Im_ripz2(const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);

welche —v(x,y) auswertet, findet man auf Seite 188.

C.1.12.3. Numerische Ergebnisse

Im 1. Beispiel wihlen wir z = 2+ 3 -4, und fiir den exakten Funktionswert 1/(1 + 22) = ~1/40 -
3/40 - i erhalten wir mit rnd = RoundDown und der Prézision prec = 300 den nahezu optimal
abgerundeten Wert mit 93 ausgegebenen Dezimalstellen

(-2.500000000000. . . 000000000030 - 1072, =7.500000000000 . . . 000000000245 - 10_2).

Im 2. Beispiel wihlen wir z = 2+ 3 -4, und fiir das exakte Ergebnis 1/(1 + 2%) = =1/40 — 3/40 -4
erhalten wir mit rnd = RoundUp und prec = 300 den nahezu optimal aufgerundeten Wert mit 93
ausgegebenen Dezimalstellen

(—2.499999999999 . . . 99999999877 - 1072, =7.499999999999 . . . 999999999631 - 1072).
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C.1.13. 22

Fiir z=xz +1i-y e C ist 22 definiert durch

22 ::mQ—y2+2i-x-y.

Der Realteil 22 — 4% wird direkt mit der vordefinierten Funktion
MpfrClass x2my2 (const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);

aus mpfrclass.cpp ausgewertet. Um beim Imaginérteil einen vorzeitigen Unterlauf bei der
Auswertung von x - y zu vermeiden, wird zunéchst das betragsméflige Minimum von z,y mit 2
multipliziert, und erst dann erfolgt die Multiplikation mit dem betragsméfig grofleren zweiten
Faktor. Um dies zu testen, wéhle man z.B. x = minfloat() und y = 0.75 und berechne damit
den abgerundeten Wert 22 mit der Funktion

MpfcClass sqr (const MpfcClass& z, RoundingMode rnd);

die in mpfcclass.cpp definiert ist. Man erhélt fiir den Imaginirteil von 2% den positiven Wert
3.573...-1073%228897 wwihrend schon das Produkt 2 -y in 2i - (z-%) einen Unterlauf verursacht.

c.1.14. /2

Mit z=x + -y € C ist der Hauptwert der komplexen Quadratwurzel definiert durch
VI +1i-0, falls y=0Ax22>0
0+i-+/|z|, falls y=0A2<0

C. Zi=
(C.16) vz 2-(+a) .y falls y £ 0.

2 BNCEEED)

Komplexe z-Ebene Ay

8Y

Abbildung C.9.: Verzweigungsschnitt von /z, z € C.

Der Pfeil gibt die Richtung an, aus der /2 auf den Verzweigungsschnitt analytisch fortgesetzt

wird, d.h. z.B. /-1+0-¢ = +i.
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Nach (C.16) kénnen im Fall y # 0 und = < 0 bei der Auswertung der gerundeten Wurzelausdriicke
V2 (J2| + ) wegen drohender Ausloschung starke Uberschiitzungen entstehen. Um diese Uber-
schitzungen zu vermeiden, schreibt man im Fall negativer z-Werte = = —|z|, und das Erweitern
mit (|z] + |x]) liefert

V2 (2] +x)
(C.17) R(V/7) o
2- (2] + )

y

(C.18) 3(VZ) V2 '((|§| +2)
%.,/g.(|z|+|x|), falls y#0Az<O0.

Die reellen Wurzeln in (C.17) und (C.18) konnen jetzt ohne Ausléschung mit Hilfe der Funktion

, falls y#0A22>0

, falls y#0Ax<0.

falls y#0Az2>0

MpfrClass Sqrt_zpx(const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, const RoundingMode rnd);

aus der Datei mpfcclass.cpp ausgewertet werden, wobei mit dem Parameter x > 0 jetzt keine
negativen Werte iibergeben werden. Es besteht aber noch ein weiteres Problem, denn mit der
Abkiirzung M := MaxFloat () gilt fiir die reelle Wurzel die Abschétzung

A=+2-(|z|+ = s\/2-(\/2M2+M):\/2(\/§+1)-M<3-\/M<M,

so dass A im Zahlenformat stets darstellbar ist, wihrend 2 - (|z| + ) durchaus einen vorzeitigen
Uberlauf verursachen kann. Um diesen Uberlauf zu vermeiden, wird bei zu grofiem |z| oder |y|
skaliert, d.h. = und y werden bei korrekter Rundung durch 2* dividiert, und die ausgewertete
Wurzel wird dann am Ende zum Ausgleich wieder mit 22 = 4 rundungsfehlerfrei multipliziert,
da wegen der obigen Abschitzung kein Uberlauf eintreten kann.

Die Auswertung der gerundeten Werte von +/z erfolgt mit Hilfe der Funktion

MpfcClass sqrt(const MpfcClass& z, RoundingMode rnd);

die in mpfcclass.cpp definiert ist.

C.1.15. 22+a-2+b

Mit den Maschinenzahlen z,a,b € C berechnet die Funktion

MpfcClass poly2(const MpfcClass& z, const MpfcClass& a,
const MpfcClass& b, RoundingMode rnd);

nahezu optimal gerundete Funktionswerte des Polynoms 22 +a-z+b, wobei fiir den Rundungspa-

rameter rnd nur die Rundungsmodi RoundDown, RoundUp, RoundNearest erlaubt sind. Ohne
rnd wird nach dem Current-Rundungsmodus gerundet; ist dieser jedoch nicht gesetzt, so wird
mit RoundNearest gerundet. Die Implementierung erfolgt in mpfcclass. cpp mit Hilfe der gleich-
namigen Intervallfunktion, wobei die komplexen Zahlen z,a,b als Punktintervalle iibernommen
werden. Weitere Einzelheiten und numerische Ergebnisse findet man auf Seite 291.
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C.1.16. 1/\/z
Mit z =z +1i-y € C\{0} ist der Hauptwert der Funktion f(z) =1/\/z definiert durch

— +1-0, falls y=0Ax >0

(C.19) 1/\/z = O_M’ falls y=0A2<0
V2- ([ +2)

. Y
- ,
2-|z] l2|-\/2- (2] + 2)

falls y #0.

Komplexe z-Ebene vy

g8y

Abbildung C.10.: Verzweigungsschnitt von 1/\/z, z € C\{0}.

Der obige Pfeil gibt die Richtung an, aus der 1/\/z auf den Verzweigungsschnitt analytisch
fortgesetzt wird, d.h. z.B. 1/v/-1+0-i = —i.

Nach (C.19) koénnen im Fall y # 0 und = < 0 bei der Auswertung der gerundeten Wurzel-
ausdriicke \/2- (2] + ) wegen drohender Ausléschung starke Uberschitzungen entstehen. Um
diese Uberschiitzungen zu vermeiden, schreibt man im Fall negativer z-Werte x = —|z|, und das
Erweitern mit (|z] +|z|) liefert

V2 (|z] + x)

PR
(20 A P

2+ (| + )
oyl

v 2- (2l + @)
_Sienv) | AT RD, falls 40 Az <0.

2|4

falls y#0A2z>0

, falls y#0Az<0.

falls y#0Az2>0

(C.21) e

Die reellen Wurzeln in (C.20) und (C.21) koénnen jetzt ohne Ausloschung und ohne vorzeitigen
Uber- oder Unterlauf mit Hilfe der Funktion

MpfrClass Sqrt_zpx(const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, const RoundingMode rnd);
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aus der Datei mpfcclass.cpp ausgewertet werden, wobei mit dem Parameter x > 0 jetzt keine
negativen Werte iibergeben werden. Es besteht aber noch ein weiteres Problem, denn mit der
Abkiirzung M := MaxFloat () gilt fiir die reelle Wurzel die Abschétzung

A:=+2-(|z|+ = s\/2-(\/2M2+M):\/2(\/§+1)-M<3-\/M<M,

so dass A im Zahlenformat stets darstellbar ist, wihrend 2 - (|z| + ) durchaus einen vorzeitigen
Uberlauf verursachen kann. Um diesen Uberlauf zu vermeiden, wird bei zu grofem |z| oder |y|
skaliert, d.h. = und y werden bei korrekter Rundung durch 2* dividiert, und die ausgewertete
Waurzel wird dann am Ende zum Ausgleich wieder mit 22 = 4 rundungsfehlerfrei multipliziert, da
wegen der obigen Abschitzung kein Uberlauf eintreten kann. Ein weiterer moglicher Uberlauf
bei der Auswertung von C.20 bzw. C.21 wird vermieden, wenn man ||, |y| < 21973741821 yerlangt,
und dies ist wegen expo(MaxFloat()) = 1073741823 keine wirkliche Einschrinkung.

Die Auswertung der dann nahezu optimal gerundeten Werte von 1/y/z erfolgt mit Hilfe der
Funktion

MpfcClass sqrt_r(const MpfcClass& z, RoundingMode rnd);

die in mpfcclass. cpp implementiert ist.
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C.1.17. sinh(z)

Mit z =x +1-y € C kann der hyperbolische Sinus wie folgt definiert werden
sinh(z) :=J(sin(y +i-xz)) +i-R(sin(y +1i-x)).

Mit der bereits definierten sin(z)-Funktion wird daher sinh(z) wie folgt implementiert:

MpfcClass sinh (const MpfcClass& z, RoundingMode rnd)
/) z =z + ixy;

MpfcClass z_(Im(z), Re(z), rnd, z.GetPrecision()); // 2. =y + i*z; FEzakt!
z_ = sin(z_, rnd);
return MpfcClass( Im(z-), Re(z-) );

}

Zunichst wird in Zeile 4 das transformierte Argument z_ = y + 4 -  mit der gleichen Prazision
von z bestimmt. Mit diesem Argument wird in Zeile 5 zuerst der mittels rnd gerundete Wert
sin(z_) berechnet und in die Current-Prizision gerundet. Anschlieend erfolgt die Wertiibergabe
an z_ in der gleichen Current-Prézision. In Zeile 6 wird der gerundete Funktionswert sinh(z)
zuriickgegeben.

C.1.18. cosh(z)
Mit z =x + -y € C kann der hyperbolische Cosinus wie folgt definiert werden

cosh(z) :=cos(i-z) =cos(-y +i-x).

Die Auswertung der gerundeten Werte von cosh(z) erfolgt mit Hilfe der Funktion
MpfcClass cosh (const MpfcClass& z, RoundingMode rnd) ;

die in mpfcclass. cpp definiert ist.
C.1.19. tanh(z)
Mit z =x + -y € C kann der hyperbolische Tangens wie folgt definiert werden

tanh(z) := J(tan(y +i-x)) +i-R(tan(y +i-x)).

Die Auswertung der gerundeten Werte von tanh(z) erfolgt mit Hilfe der Funktion
MpfcClass tanh (const MpfcClass& z, RoundingMode rnd) ;

die in mpfcclass. cpp definiert ist.
C.1.20. coth(z)
Mit z =x +1-y € C kann der hyperbolische Cotangens wie folgt definiert werden

coth(z) :==J(cot(y +i-x)) +i-R(cot(y+i-x)).

Die Auswertung der gerundeten Werte von coth(z) erfolgt mit Hilfe der Funktion
MpfcClass coth (const MpfcClass& z, RoundingMode rnd) ;

die in mpfcclass.cpp definiert ist.
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C.1.21. arcsin(z)

Die mehrdeutige arcsin-Funktion besitzt auf der reellen Achse die beiden Verzweigungspunkte
(-1,0) und (+1,0). Fiir den Hauptzweig gehen die Verzweigungsschnitte von —oo bis —1 und
von +1 bis +oo.

Komplexe z-Ebene

N
sy

Abbildung C.11.: Verzweigungsschnitte von arcsin(z), z € C.

Die Pfeile geben die jeweilige Richtung an, aus denen die Funktionswerte von arcsin(z) auf den
jeweiligen Verzweigungsschnitt analytisch fortgesetzt werden.

C.1.21.1. Realteil

Mit z=xz+i-yeC, arcsin(z) = u(z,y) +i-v(x,y) und

1
(C22) T(x.y) =5 (Ve D2+ 2+ /- 1)2 +4?)
gilt z.B. nach [38] fiir die Realteilfunktion
(C.23) R(arcsin(z)) = u(x,y) = arcsin %

Da die reelle arcsin-Funktion rechts in (C.23) streng monoton wéchst, miissen fiir auf- bzw. ab-
gerundete Funktionswerte u(z,y) die Argumente x/T(x,y) selbst auf- bzw. abgerundet werden.
Um dies moglichst einfach realisieren zu konnen, wird T'(z,%) zunéchst mithilfe der Funktion®

MpfrClass asin_T(const MpfcClass& z, bool& scal, RoundingMode rnd);

so mit einem Rundungsparameter rnd implementiert, dass mit ihm auf- bzw. abgerundete Funk-
tionswerte von 7T'(z,y) berechnet werden kénnen. Wegen

(C.24) T(ay) = T lyl) = 5 (VT + D2+ P + /el = D2+ o) 2 T (1], 0),
1 Lo =l falls [z > 1,
(C.25) T(lal,0) = 5 {(lal + 1) +|la] - 1]} = {1, ol o] € 1

'Den Quellcode von asin_T findet man in mpfcclass. cpp.
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folgt direkt T'(z,y) > 1, und wegen T'(z,y) = T'(|z|,|y|) kann T'(z,y) mithilfe der Wurzelsumme
in (C.24) ausgewertet werden. Die Voraussetzungen x > 0 und y > 0 stellen dabei fiir die korrekte
Rundung von T'(x,y) eine groBe Hilfe dar. Um einen vorzeitigen Uberlauf bei der Berechnung
der Wurzelsumme in (C.24) zu vermeiden, betrachten wir zunéchst mit M := max(|z|,|y|) die
folgenden Abschéitzungen:

V(] + D2 + [y + /(2] = D)2 + |y <20/ (el + 1)2 + [y < 2/ (M +1)2 + M2 < 2V2(M +1).

Ein Uberlauf wird also verhindert durch 2¢/2(M + 1) < MaxFloat () bzw. durch die Forderung

MaxFloat ()

2V/2

Der obige minimale Wert p = 1073741821 wurde mit der kleinst-moglichen Current-Precision
prec = 2 berechnet. Schon mit prec > 4 erhélt man p, = 1073741822. Unm fiir alle Prézisionen

expo(M) < expo( - 1) = 1073741821 =: p.

einen Uberlauf zu vermeiden, wird daher im Fall expo(M) > p geeignet skaliert, d.h. die Werte
lyl, (|| + 1), (Jx| = 1) werden durch 8 dividiert, wobei 1/8 selbst bei prec = 2 exakt gespeichert
wird. Im Fall scal == true muss daher der Riickgabewert von asin_T(...) noch mit 8 multi-
pliziert werden, um den korrekten Wert von T'(x,y) nach (C.24) zu erhalten. In (C.24) erfolgt
die Auswertung der beiden Wurzeln mit den quadratischen Argumenten mithilfe der bereits
implementierten Funktion sqrtx2y2(...).

Die Auswertung der Realteilfunktion u(x,y) erfolgt mithilfe von asin_T(...) in der Funktion

MpfrClass Re_asin (const MpfcClass& z, RoundingMode rnd);

die in mpfcclass. cpp definiert ist. Im Fall y = 0 erhdlt man mit (C.23) und (C.25)

arcsin(x), lz| <1,
u(x,0) = {arcsin(+1) = +7/2, z>+1,
arcsin(-1) = -7/2, x<-1.

Im Fall y =0 kann u(x,0) damit direkt, d.h. ohne die Funktion T'(x,y), ausgewertet werden. Im
Fall y#0 wird in (C.23) zunéchst der Quotient x/T'(x,y) berechnet, wobei auf die korrekten
Rundungen zu achten ist. Wenn bei der Auswertung von T'(z,y) skaliert worden ist, so wird T’
jetzt nicht mit 8 multipliziert, weil dies zum Uberlauf fiihren wiirde, sondern der Zéhler z ist
dafiir durch 8 zu dividieren.

Mit (C.24) und (C.25) folgt fiir den Quotienten |z|/T(z,y) die Abschitzung

|| || 1, falls|z| > 1, ||
S = —N <1,
T(x,y)  T(x,0) ||z|, fallsjz|<1, T(x,y)

die natiirlich erfiillt sein muss, wenn die reelle arcsin-Funktion in (C.23) mit diesem Quotienten
ohne Fehlermeldung ausgewertet werden soll. Die gewiinschten Rundungen bei der Auswertung
des Quotienten kénnen aber auf der Maschine |z|/T > 1 zur Folge haben. Um die damit verbun-
denen Fehlermeldungen zu vermeiden, miissen daher vor Auswertung der reellen arcsin-Funktion
die folgenden Abfragen erfolgen. Zur Abkiirzung wird dabei der auf der Maschine berechnete
und gerundete Quotient jetzt mit x bezeichnet.

if (x>1)
x = 1;
if (x<-1)
x = -1;

Alle weiteren Einzelheiten findet man im Quellcode der Funktion Re_asin(...) in der Datei
mpfcclass.cpp.
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C.1.21.2. Imaginarteil
Mit der in (C.22) bereits definierten Funktion T'(x,y) gilt nach [38] fiir die Imaginérteilfunktion

+log(T +VT2 1), falls y>0
+log(T+V/T2-1), falls y=0 und z<-1
(C.26) v(z,y)=1 0 , falls y=0 und |z|<+1
~log(T +VT?-1), falls y=0 und z>+1
—log(T +VT?-1), falls y<O.

Wegen T'(z,y) > 1 gilt zusétzlich
(C.27) arcosh(T') =log(T + VT?-1),

so dass in (C.26) die Logarithmus-Funktionen mit dem komplizierten Argument 7'+ /7?2 — 1 im
Bedarfsfall durch arcosh(T") ersetzt werden kénnen. Bei der Auswertung von arcosh(7T") treten
jedoch zwei grundsétzliche Probleme auf:

1. Bei der Auswertung von T'(z,y) mithilfe der Funktion asin_T(...) wird bei zu groflem
|z| oder |y| geeignet skaliert, so dass der Riickgabewert 7" noch mit 8 zu multiplizieren ist.
In diesem Fall wire arcosh(8-7") auszuwerten, wodurch ebenfalls ein Uberlauf entstehen
wiirde. In diesem Fall muss man auf die rechte Seite von (C.27) zuriickgreifen und den
komplizierteren Ausdruck log(8 -7 + V64 -T2 —1) weiter umformen, um den z.B. durch
8- T drohenden Uberlauf zu vermeiden.

2. Im Fall T(z,y) - +1 werden beide Funktionen in (C.27) in der Néhe ihrer gemeinsamen
Nullstellen Ty(x,y) = 1 ausgewertet, wobei wegen starker Ausléschung bei den Rundungen
zu grofe Uberschitzungen entstehen. Diese Uberschitzungen werden vermieden, wenn man
in arcosh(7") das Argument 7" = 1+7 in zwei Summanden zerlegt und r := T'-1 so umformt,
dass bei seiner Auswertung nur minimale Uberschitzungen entstehen kénnen. Damit folgt

arcosh(T") = arcosh(1 + r) = acoshp1(r),

wobei die letzte Funktion acoshp1(r) bereits implementiert ist, vgl. die Tabelle auf Seite

37.

Wir behandeln zunéchst das Problem 1.
Im Skalierungsfall gilt mit 7= 8.7

log(8-7 +V64-T2-1)

log(8- T +/64- (12 -1/64)
log(8-7 +8-\/(1T2 -1/64)
log(8) +log(T ++/(T2 - 1/64))

3-10g(2) +log(T +/T - 1/8 -\/T +1/8).

Jetzt kann die ganze letzte rechte Seite ohne Uberlauf ausgewertet werden, wobei log(2) als
Konstante zur Verfiigung steht. 7" ist der mit Skalierung berechnete Riickgabewert der Funktion
asin.T(...), und 1/8 kann auch noch bei der minimalen Current-Prézision prec = 2 exakt
gespeichert werden. Die Auswertung des letzten Ausdrucks oben rechts erfolgt mit der Funktion

MpfrClass acosh_T(const MpfcClass& z, RoundingMode rnd);

die in der Datei mpfcclass. cpp definiert ist.
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Wir betrachten jetzt das Problem 2.

Der geometrische Ort aller Punkte mit Ty(z,y) =1 ist auf der z-Achse das Intervall [-1,+1]. In
seiner Umgebung
U :={(z,y) € R*||z| < 1.125 A |y| < 0.125}

wird T zerlegt in T' = 1 + r, womit die Beziehung arcosh(T") = arcosh(1 + r) = acoshp1(r) zur
Anwendung kommt. Die Schranken 1.125 und 0.125 wurden so gewihlt, dass mit prec = 53 beim
Uberschreiten der Umgebungsgrenze die Genauigkeit hochstens um eine Dezimalstelle abnimmt.
Die nachfolgenden Rechnungen zeigen, dass die Auswertung innerhalb der Umgebung U deutlich
aufwendiger sind als auflerhalb. Die gewéhlten Schranken sollten daher moglichst klein sein, so
dass die Wahl der obigen Werte einen guten Kompromiss darstellt. Bei grofleren Prézisionen
prec > 53 wird beim Uberschreiten der Umgebungsgrenze die Genauigkeit ebenfalls hichstens
nur um eine Dezimalstelle kleiner.
Mit T=1+7r, r>0 gilt

2r = 2T(xz,y) -2
= \/(|$|+1)2+y2+\/(|$|—1)2+y2—

- <|x|+1>\} |+1 V0= D7+

: <x+1>{ (lxlyﬂ) 11} 2 R
{ 1+(

= (|2 +1) )? - 1}+(\x\—1) (| = 1)% + 32
= (|96|+1)-g(( yl g(t) =VI+t-
= A+ B.

Der Ausdruck A wird mithilfe der Funktion asin_rA(...) ausgewertet, wobei die Funktion
g(t) mithilfe der bereits implementierten, monoton wachsenden Funktion sqrtpimi(. ..) direkt
ausgewertet werden kann, vgl. die Tabelle auf Seite 37. Das Argument (|y|/(|z|+1))? kann jetzt
mit nur ganz minimalen Uberschéitzungen auf- bzw. abgerundet werden. Der Ausdruck B wird
am Anfang der Funktion acoshpl_r(...) wie folgt ausgewertet:

lyl, falls |z|=1

gzl =) +/(z[-1)2+y%  falls |z[>1
2

(1—Iw|){ 1+ (45) —1}, falls |z] <1,

wobei auch jetzt der Ausdruck {...} mithilfe der Funktion sqrtpimi(...) berechnet wird. Es
ist zu beachte, dass in den Féllen |z| > 1 und |z| < 1 die entsprechenden Terme ohne Ausléschung
berechnet werden. Lediglich im letzten Fall |z| < 1 kénnte man annehmen, dass fiir [x| - +1 das
Argument (|Jy|/(1-|z]))? einen vorzeitigen Uberlauf erzeugt. Erfreulicherweise ist diese Gefahr
jedoch rein theoretisch, da sie nur eintritt, wenn die Current-Prézision in die Gréflenordnung
von ca. pred = 500000000 Bits kommt, was schon aus Laufzeitgriinden voéllig unrealistisch ist!

264



C.1.22. arccos(z)

Die mehrdeutige arccos-Funktion besitzt auf der reellen Achse die beiden Verzweigungspunkte
(-1,0) und (+1,0). Fiir den Hauptzweig gehen die Verzweigungsschnitte wie bei der arcsin-
Funktion von —oco bis —1 und von +1 bis +o0, vgl. Abb. C.11 auf Seite 261. Fiir den Hauptwert
gelten mit T'(x,y) von Seite 261 die Beziehungen

(C.28) R(arccos(z)) = arccos(x/T),
(C.29) J(arccos(z)) = -J(arcsin(z)).

Der Realteil von arccos(z) wird im Vergleich zu (C.23) ganz analog zum Realteil von arcsin(z)
berechnet. Im Gegensatz zur reellen arcsin-Funktion ist die reelle arccos-Funktion jedoch mo-
noton fallend, so dass fiir die korrekten Rundungen das Argument x/T jetzt im Vergleich zur
arcsin-Funktion genau entgegengesetzt zu runden ist. Weitere Einzelheiten findet man in der
Funktion Re_acos(...), die in der Datei mpfcclass.cpp definiert ist.

Nach (C.29) unterscheidet sich der Imaginérteil von arccos(z) vom Imaginérteil der arcsin-
Funktion nur durch das Vorzeichen, so dass fiir die korrekten Rundungen nach (A.3) und (A.4)
von Seite 180 die Rundungsparameter bei den entsprechenden Funktionsaufrufen Im_asin(...)
nur zu vertauschen sind. Weitere Einzelheiten findet man in der Funktion Im_acos(...), die in
der Datei mpfcclass.cpp definiert ist. Die Funktionswerte f(z) = arccos(z) werden berechnet
mit Hilfe der Funktion

MpfcClass acos (const MpfcClass& z, RoundingMode rnd) ;

die in mpfcclass.cpp definiert ist. Die Funktionswerte f(z), mit z € C\{£1}, werden mit Hilfe
des Parameters rnd € {RoundDown, RoundUp, RoundNearest} entsprechend nahezu optimal
gerundet. Wird rnd nicht gesetzt, so erfolgt die Rundung nach dem Current-Rundungsmodus.

C.1.23. 1/(1-22)

Setzt man 2 :=1- 2, so gilt f(z):=1/(1-2%) =1/(1 +2?), d.h. f(2) kann mit Hilfe der bereits
definierten Funktion reci_ri1pz2(Z%) ausgewertet werden. Dies wird realisiert in der Funktion

MpfcClass reci_1mz2 (const MpfcClass& z, RoundingMode rnd);

die in mpfcclass. cpp definiert ist. Die Funktionswerte f(z), mit z € C\{£1}, werden mit Hilfe
des Parameters rnd € {RoundDown, RoundUp, RoundNearest} entsprechend nahezu optimal
gerundet. Wird rnd nicht gesetzt, so erfolgt die Rundung nach dem Current-Rundungsmodus.
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C.1.24. log(1+ 2)
Fiir z=x +1i-y e C ist log(1 + z) definiert durch

log(1 + 2) :=log (\/(1 +x)?+ y2) +i-arg(l+2),

wobei der Realteil log (\/(1 +x)?+ y2) mit der vordefinierten Funktion

MpfrClass 1ln_sqrtxpl_2y2(const MpfrClass& x, const MpfrClass& vy,
RoundingMode rnd) ;

aus mpfrclass.cpp direkt ausgewertet werden kann.

Komplexe z-Ebene Ay

g8y

Abbildung C.12.: Verzweigungsschnitt von log(1 + z), z € C.

Der Pfeil gibt die Richtung an, aus der log(1 + z) auf den Verzweigungsschnitt analytisch fort-
gesetzt wird. Die Auswertung von log(1 + z) erfolgt mit der Funktion

MpfcClass lnpl(const MpfcClass& z, RoundingMode rnd);

aus mpfcclass.cpp. In C-XSC wird die Logarithmusfunktion zur Basis e traditionsgem&fl mit
1n(...) bezeichnet.

Mithilfe des Rundungsmodus rnd kann im Vergleich zum exakten Funktionswert auf- oder
abgerundet bzw. in Richtung des exakten Funktionswertes gerundet werden. Diese Rundungen
werden jedoch nicht immer optimal ausgefiithrt, d.h. der z.B. aufgerundete Wert ist nicht im-
mer die erste Maschinenzahl rechts vom exakten Funktionswert?. Es wird jedoch garantiert,
dass der zuriickgegebene Wert rechts vom exakten Funktionswert liegt. Ganz analog wird mit
rnd = RoundNearest nur garantiert, dass der Riickgabewert in der unmittelbaren Néhe des ex-
akten Funktionswertes liegt. Beachten Sie, dass bei einer optimalen Rundung mit z.B. rnd =
RoundNearest der Riickgabewert die zum exakten Funktionswert néchstgelegene Maschinenzahl
ist. Beachten Sie auflerdem, dass bei den beiden oberen Funktionen der Rundungsmodus rnd
nicht gesetzt werden muss. In diesem Fall wird bez. des voreingestellten Current-Rundungsmodus
gerundet.

2Bei diesem Beispiel wird angenommen, dass der exakte Funktionswert keine Maschinenzahl ist.
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C.1.24.1. Realteil

Die auszuwertende Realteilfunktion lautet
1
(C.30) u(z,y) = §-ln((1+x)2+y2):ln(\/m);

Zur Vermeidung eines vorzeitigen Uberlaufs bei der Auswertung von 3 := (1+2)2 + 42 berechnen
wir die folgende Oberschranke

(L+a)+y” < (Lo fa])? + |y < (L +|e)® + (1 +|y)*.

Mit M := MaxFloat (prec) wird ein vorzeitiger Uberlauf vermieden, wenn die beiden folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

(I+|z)?<M/2 A (L+y)2<M2 —
ol < VM/2=1 A Jyl < /M2~ 1.
Wegen
(C.31) 25! < pred(y/M/2) <\/M/2-1, k1 =536870909
wird damit ein vorzeitiger Uberlauf vermieden, wenn gilt
(C.32) expo(z) <kl A expo(y) <kl, k1 =>536870909.

Zu beachten ist, dass in (C.31) M eine von prec abhiingige Gréfle ist und dass 2¥ eine Unter-
schranke fiir alle prec > 2 ist. Nach (C.32) kann fiir alle prec > 2 ein Uberlauf nur auftreten,
wenn gilt:

(C.33) expo(z) >kl oder expo(y)>k1, ki1 =>536870909.

Wir betrachten jetzt den Fall, dass mit (C.33) ein Uberlauf bei der Auswertung von (1+2)2 + 3>
eintreten kann. Zur Vermeidung eines solchen Uberlaufs betrachten wir die Umformung

In[(1+x)*+y*] = 1n[22k-272k((1+x)2+y2)], keN
2k-In(2) +In[(2F +2-277)2 + (27F . y)?].

Fiir das Argument der letzten In-Funktion gilt die Abschétzung
a= (2 +2- 272+ (277 )2 < (L +]a]-27%)2 + (L +y|-277)2

Wiéhlt man jetzt nach Seite 17 fiir z,y die fiir alle prec > 2 giiltige Oberschranke der gréfiten
positiven Zahl MaxFloat (prec) < 21073741824 "6 folgt

Ein vorzeitiger Uberlauf wird also vermieden, wenn man wieder nach Seite 17 verlangt

1+ 21073741824—k < 2536870911

(C.34) 9. (1 +210T3TI82-k)2 _ l0T3TAIS28

)

21073741824k  9l0T3T41825-k iot die letzte Ungleichung in (C.34) erfiillt, wenn gilt

und wegen 1+
91073741825~k _ 9536870911 L\ 536870914,

Zusammenfassung;:
Im Fall (C.33) wird ein Uberlauf bei der Auswertung von § vermieden, wenn u(z,y) mithilfe
der Konstanten Ln2(rnd) wie folgt berechnet wird, vgl. Seite 36:

(C.35) u(z,y) = k-In(2) + % n[(2F+27F . 2)? + (277 y)?], Kk =536870915.
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Wir betrachten jetzt den Fall, dass bei der Berechnung des In-Arguments £ := (1 + 2)? + 3>
kein Uberlauf eintreten kann. Bei der Auswertung von In(B) sind dann aber in Verbindung
mit Abb. C.13 noch folgende Punkte zu beachten:

Komplexe z-Ebene 1.125

Abbildung C.13.: Verschiedene Bereiche zur Auswertung von u(z,y).

1. Im griinen Quadrat mit dem Mittelpunkt M = (-1,0) und der Kantenlinge 2-0.125 = 0.25
gilt In((1 + )% +y?)/2 = In(|1 + z|) + In(1 + (y/(1 + x))?)/2, wobei in -1.25 < x < -0.75
die Summe (1 @ z) fiir alle prec > 2 exakt berechnet wird. Mit dem exakten Argument
|1 ® 2| < 1 kann daher die Logarithmusfunktion in der Nihe ihrer Singularitéit 0 optimal
ausgewertet werden. Wiirde man das Argument (1+z)2+y? direkt auswerten, so miisste die
Logarithmusfunktion in der N#he ihrer Singularitidt 0 mit einem fehlerbehafteten Argument
berechnet werden, was starke Uberschiitzungen zur Folge hiitte. Die obige Summe der
Logarithmusfunktionen fithrt nicht zu Ausloschungseffekten, da das griine Quadrat vom
gelben Kreisring weit genug entfernt ist.

2. Die in der Nahe der Nullstelle 5 = 1 auftretende Ausloschung ldsst sich vermeidet, wenn
man In(B) wie folgt umformt In(B8) = In(1+ {x(2+z) +¥*}) =In(1 +6) und In(1 +6)
mit Hilfe der bereits implementierten Funktion 1np1(d) auswertet. Die Umgebung von
B(x,y) =1 ist in Abb. C.13 der durch die beiden roten Rechtecke teilweise iiberdeckte
gelbe Kreisring, der durch das schraffierte Quadrat @ mit dem Mittelpunkt M = (-1,0)
und der Kantenlidnge 2.25 eingeschlossen wird. Die Punktmenge S(x,y) = 1 ist der Kreis
um M mit dem Radius 1 und beriihrt die y-Achse im Ursprung.

3. Der Fall =0, d.h. 6 = y?, wird gesondert behandelt.

4. Im Fall |z| < 1 A|y] < 1 wird § intervallméBig berechnet durch: d=xz-(2+z+ (y/z)-vy),
um optimal gerundete §-Werte berechnen zu kénnen.

5. In der Teilmenge -2 <z <0A |yl <1.125 von @ besteht wegen = - (2 + x) < 0 bei der
Auswertung von § = z- (2 +2) + y? die Gefahr starker Auslschung, die durch schrittweise
Verdoppelung der Current-Prézision bis zur exakten Berechnung von § vermieden wird.

6. In den beiden roten Teilmengen 0 <z < 0.125A(y| < 1.125 bzw. -2.125 <z < -2A|y| < 1.125
von @ kann bei der Auswertung von § = = - (2 + ) + y? keine Ausléschung auftreten, so
dass 1np1(d) direkt ausgewertet werden kann. In beiden Teilmengen gilt:  z-(2+x) > 0.
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7. AuBerhalb des Quadrates @ und auBerhalb des Uberlaufbereiches wird In{(1 + z)? + %}
direkt ausgewertet. Weitere Einzelheiten findet man in der Datei mpfrclass. cpp.

Numerische Ergebnisse:

Bezeichnungen: ¢ =In(y/(1+2)2+9y?), t = ln_sqrtxpl_2y2(x,y,rnd);

1. Mit prec = 30000, rnd = RoundUp und z = succ(-2) = -2 +27299% 4 —minfloat (prec)
erhilt man fiir ¢ die nahezu optimale Oberschranke mit 9030 Dezimalstellen:

t <t =-2.5186050871681829145830615704304081184503391605...47876326915¢ — 9031;

2. Mit prec = 30000, rnd = RoundDown, x = succ(-2)=-2+2"2999 ¢ —minfloat (prec)
erhélt man fiir ¢ die nahezu optimale Unterschranke mit 9030 Dezimalstellen:

t >t =-2.5186050871681829145830615704304081184503391605...47876326925¢ — 9031;

3. Mit prec = 30000, rnd = RoundUp und x = pred(-2) = -2 - 27298y - minfloat (prec)
erhilt man fiir ¢ die nahezu optimale Oberschranke mit 9030 Dezimalstellen:

t <t =15.03721017433636582916612314086081623690067832100...95752653837¢ — 9031;

4. Mit prec = 30000, rnd = RoundDown, z =pred(-2)=-2-2"299% 4 - minfloat (prec)
erhélt man fiir ¢ die nahezu optimale Unterschranke mit 9030 Dezimalstellen:

t >t =5.03721017433636582916612314086081623690067832100...95752653824¢ — 9031;

5. Mit prec = 300000, rnd = RoundUp und = = -1, y =minfloat (prec) erhilt man fiir ¢ die
nahezu optimale Oberschranke mit 90308 Dezimalstellen:

t<t=-7.4426111795489301787390319512589204791944768398...268012457556477¢S8;

6. Mit prec = 300000, rnd = RoundDown und x = —1, y =minfloat (prec) erhilt man fiir ¢
die nahezu optimale Unterschranke mit 90308 Dezimalstellen:

t>t=-7.4426111795489301787390319512589204791944768398...268012457556488e8;

7. Mit prec = 300000, rnd = RoundUp und z = —27300001 4, — 9=150000 o151t man fiir ¢ die
nahezu optimale Oberschranke mit 90308 Dezimalstellen:

t <t =1.257510512341738730449956098921283616894008510311...06698175¢ — 180619;

8. Mit prec = 300000, rnd = RoundDown und z = —27390001 4 = 9=150000 o]t man fiir ¢
die nahezu optimale Unterschranke mit 90308 Dezimalstellen:

t >t =1.257510512341738730449956098921283616894008510311...06698174e — 180619;

Beachten Sie, dass bei den beiden letzten Beispielen wegen y? ~ —2x starke Ausloschung bei
der Auswertung von z - (2 + x) + ¢? auftritt, die Ober- und Unterschranken jedoch fast optimal
berechnet werden. Bei zu kleinen absoluten Werten von z.B. 2 = 273900001 yypd 4 = 271500000
ist die optimale EinschlieSung bei zu kleiner Prézision jedoch nicht mehr moglich, da dann bei
der Abrundung von 2 + z der zu kleine Wert 2 und damit die Unterschranke von ¢ als 0 viel zu
grob berechnet wird. Abhilfe schafft in diesem Fall nur eine ausreichend vergroéflerte Prézision,
mit der ¢ dann wieder fast optimal eingeschlossen werden kann, vgl. Seite 298

In Ausnahmeféllen kann also die optimale EinschlieBung eines Funktions-
wertes erst durch eine hinreichend grofie Prizision realisiert werden.
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C.1.24.2. Imaginarteil

Die Imaginérteilfunktion v(z,y) := arg(1 + z) wird ausfiihrlich beschrieben ab Seite 251.

C.1.24.3. Numerische Ergebnisse

Bezeichnungen: t¢=In(1+2z2), z=x+i-ye€C, t = lnpi(z,rnd);

1.

Mit prec = 30000, rnd = RoundDown und x = -2, y = minfloat() erhélt man fiir ¢ die
komplexe Unterschranke? t:

t = (-0, 3.14159265358979323846264338327950288419716...536534940603402166544 ).

. Mit prec = 30000, rnd = RoundUp und x = -2, y = minfloat() erhélt man fiir ¢ die

komplexe Oberschranke t:
t = (2.3825649048879...475741163¢ — 323228497, 3.14159265358979323...3402166545).

Die groben Unter- und Oberschranken des Realteils von ¢ ergeben sich aus dem sehr kleinen
Realteil:  93(t) = In(1 + y?)/2 < minfloat (). Mit z = 0 erhélt man fiir fiir die Ober- und
Unterschranken von R(¢) die gleichen Ergebnisse.

Mit prec = 30000, rnd = RoundDown und z = succ(-1) = -1+ 27P*° y = succ(+1) =
1+ 27Prec*l erhilt man fiir ¢ die fast optimale komplexe Unterschranke

t = (2.5186050871681...74787632691e — 9031, 1.5707963267948966...4703017010832719).

. Mit prec = 30000, rnd = RoundUp und z = succ(-1) = -1+ 27P*°°_ y = succ(+1) =

1+ 27Prec+l orhilt man fiir ¢ die fast optimale komplexe Oberschranke

t = (2.5186050871681...74787632692¢ — 9031, 1.5707963267948966...4703017010832721).

. Mit prec = 30000, rnd = RoundDown und x = -1, y = —minfloat() = —2 1073741824 orpyst

man fiir ¢ die fast optimale komplexe Unterschranke

t = (-7.4426111795489301787...8304256133647¢8, —1.5707963267948966...7010832724).

Mit prec = 30000, rnd = RoundUp und z = -1, y = —minfloat() = -2 107371824 orhilt
man fiir ¢ die fast optimale komplexe Oberschranke

t = (-7.4426111795489301787...8304256133634¢€8, —1.5707963267948966...7010832721).

Mit prec = 30000, rnd = RoundDown und z =% = 2-minfloat () = 271073741823 orhilt man
fiir t die fast optimale komplexe Unterschranke

t = (4.765129809775902...32546e — 323228497, 4.765129809775902...32486¢e — 323228497).

Mit prec = 30000, rnd = RoundUp und z = y = 2 -minfloat () = 271973741823 erhslt man
fiir ¢ die fast optimale komplexe Oberschranke

t = (4.765129809775902...32726e — 323228497, 4.765129809775902...32606e — 323228497).

3Die komplexe Unterschranke bedeutet die jeweilige Unterschranke fiir den Real- bzw. Imaginérteil.
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C.1.25. e* -1

Wir betrachten die Aufgabe, den Funktionsterm f(z) =e* -1, z € C, fiir |z| = 0 so auszuwerten,
dass sich die auf- und abgerundeten Funktionswerte bei einer vorgegebenen Prézision prec nur
wenig unterscheiden. Wegen der Taylorentwicklung — e* —1=z+22/2!+...  gilt f(2) ~ 2 fiir
z = 0, so dass mit e ~ 1 bei naiver Auswertung von f(z) beim Realteil starke Ausloschung zu
erwarten ist, die beim verlangten Auf- und Abrunden zu stark unterschiedlichen Funktionswerten
fithren wird. Mit z = x + 4 - y betrachten wir dazu das Beispiel x =y =270 =3.8725....10712!,
wobei die verlangten Rundungen durch die naive Intervallauswertung von f(z) mit prec = 53
realisiert werden. Man erhélt fiir den Realteil die erwartet grobe EinschlieBung:

f(z) e ([-1.11...16e - 16,2.22...32¢ — 16],[3.87259191484931e — 121, 3.87259191484932¢ — 121]).

Um fiir den Realteil eine Einschliefung mit einer Genauigkeit von 53 Bits berechnen zu kénnen,
muss e° mit einer Prézision von mindestens prec =400 + 53 = 453 Bits ausgewertet werden, um
nach der Subtraktion von 1 fiir die Differenz e* — 1 noch 53 korrekte Bits zu erhalten. Bei einer
Ausgabe von 16 Dezimalstellen erhilt man jetzt fiir den Realteil die viel bessere Einschlieung:

F(2) € ([3.87259...931¢ — 121,3.87259...932¢ — 121],[3.87259...931¢ — 121, 3.87259...932¢ — 121]).

Mogliche, bei der Auswertung arithmetischer Ausdriicke auftretende, Ausloschungseffekte
lassen sich mit einer hinreichend grofien Prézision vermeiden, wobei jedoch deutlich hohere
Laufzeiten in Kauf zu nehmen sind.

Wihlen wir daher im oberen Beispiel jetzt 2 =y = 27409000 = 1 0040016. .. - 107120412 50 miisste
f(z) mit einer Prézision von prec = 400053 Bits ausgewertet werden, was etwa 120428 Dezi-
malstellen entspricht und eine sehr hohe Laufzeit erfordert.

Um diese hohen Laufzeiten zu vermeiden, wird der Realteil :3(f(2)) = €* - cos(y) — 1 im Fall*
cos(y) > 0 wie folgt berechnet:

(C.36) R(f(2)) =€ cos(y) — 1 = eMCsW) _ 1 cos(y) >0,

wobei die obere rechte Seite mit der bereits implementierten Funktion expmi(x + In(cos(y)))
auszuwerten ist. In(cos(y)) wird mit der Funktion 1n_cos(y) berechnet, und bei der Auswertung
des Exponenten x + In(cos(y)) ist wieder mogliche Ausloschung zu beachten, die jedoch in fast
allen Féillen mit einer nur doppelten Prézision vermieden werden kann!

Fiir Maschinenzahlen z = x +i-y € C erhélt man auf- bzw. abgerundete Funktionswerte e* — 1
mit Hilfe der Funktion

MpfcClass expml(const MpfcClass& z, RoundingMode rnd) ;

wobei fiir rnd die Rundungen = RoundDown,RoundUp,RoundNearest  zur Verfiigung stehen.
Wird der Rundungsparameter rnd nicht gesetzt, so wird der voreingestellte Current-Rundungs-
Modus benutzt.

Numerische Beispiele findet man ab Seite 272.

“Fiir cos(y) < 0 kann bei der Auswertung von e” - cos(y) — 1 keine Ausléschung auftreten!
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C.1.25.1. Realteil

Mit z =x +1-y € C lautet die auszuwertende Realteilfunktion

cos(y) — 1 =—-2-sin?(y/2), falls z =0,
(C.37) R(e*-1) ={e”-cos(y) - 1, falls cos(y) <0,
emtinleos(®)) _ 1, falls cos(y) > 0.

Im Fall cos(y) > 0 wird der Exponent z + In(cos(y)) intervallméBig ausgewertet durch
(C.38) x +1In(cos(y)) € u:=[z] & 1n_cos([y]);

Zur Berechnung eines abgerundeten bzw. aufgerundeten Funktionswertes wird die reelle Inter-
vallfunktion expm1 () wegen der Monotonie der Exponentialfunktion wie folgt aufgerufen:

(e**n(cos®)) _ 1), = expm1 (Inf (u) ,RoundDown);
(e"n(eos®)) _ 1), = expm1 (Sup(u) ,RoundUp);

Um eine mogliche Ausloschung bei der Auswertung der rechten Seite von (C.38) zu vermeiden,
wird in der Hilfsfunktion MpfiClass expml u(const MpfcClass& z) die Current-Prézision
schrittweise verdoppelt, bis der relative Durchmesser von u den Wert 2777¢¢ unterschritten hat,
wobei prec die urspriingliche Current-Prézision ist. Weitere Einzelheiten findet man in der Datei
mpfcclass.cpp bei der Funktion expmi1_u(...).

C.1.25.2. Imaginarteil

Wegen J(e*-1) =3(e*) =€”-sin(y) wird der Imaginérteil von e* — 1 wie bei der Exponential-
funktion berechnet.

Es soll noch auf ein mogliches Problem aufmerksam gemacht werden. Fiir £ - +o00 und y — 0
kann bei e” ein vorzeitiger Overflow auftreten, wihrend das Produkt e” - sin(y) selbst noch im
MPFR-Zahlenformat darstellbar ist. Man kénnte das Problem im Fall sin(y) > 0 mit Hilfe der
Darstellung

(C.39) e” -sin(y) = e=ERW) - gin(y) >0

losen, indem man x + In(sin(y)) intervallméBig in hoherer Prizision auswertet, um mogliche
Ausléschung zu vermeiden. Damit hiitte man dann zwar einen Uberlauf beim Imaginirteil ver-
mieden, aber ein Uberlauf bei der Auswertung des Realteils e® - cos(y) ~ € ist dann jedoch
unvermeidbar, so dass die Auswertung nach (C.39) nicht zur Anwendung kommt.

C.1.25.3. Numerische Ergebnisse

Nach (C.38) betrachten wir zunfichst den Fall cos(y) > 0 und wéhlen mit y = 1 fiir die Maschi-
nenzahl x die 54-stellige Ndherung

x ~ —In(cos(1)) ~ str :=0.615626470386014262147037516408891863350935423946372834;

Mit der Prézision prec = 180 wird dann str zur néchsten Maschinenzahl = gerundet. Fiir den
abgerundeten und aufgerundeten Funktionswert f(z) =e* -1 erhalten wir

f(2)q = (1.246714622829803823121588...205¢ — 55, 1.557407724654902230506974...003);
f(2)u = (1.246714622829803823121588...206¢ — 55, 1.557407724654902230506974...005).

Man erkennt, dass die obigen 54-stelligen Funktionswerte fast optimal gerundet wurden, da sie
auf den ersten 53 Dezimalstellen iibereinstimmen.
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Im nichsten Beispiel wihlen wir mit = = y = 27409000 extrem kleine, positive Werte, so dass bei

der naiven Auswertung des Realteils von f(z) = e* — 1 starke Ausloschung auftreten muss. Mit
der Prézision prec = 180 erhalten wir fiir den abgerundeten und aufgerundeten Funktionswert
f(2) =e* -1 die Ergebnisse

f(2)q = (1.00400160603542656243...179¢ — 120412, 1.00400160603542656243...179e — 120412);
f(2). = (1.00400160603542656243...180e — 120412, 1.00400160603542656243...180e — 120412).

Beachten Sie, dass wir jetzt positive und extrem kleine Real- und Imaginérteilwerte erhalten, die
jedoch nahezu optimal gerundet werden konnten; vergleichen Sie dazu auch die Bemerkungen
von Seite 271.

Im folgenden Beispiel wéihlen wir x = 40 und y = 2, so dass cos(y) negativ wird und damit
R(e*—1) =e”-cos(y) — 1 ohne Ausloschung direkt ausgewertet werden kann. Mit der Prézision
prec = 180 erhalten wir fiir den abgerundeten und aufgerundeten Funktionswert f(z) =e* -1
die Ergebnisse

f(2)a = (-9.795483416403085235753036...643e16, 2.1403521744757874043519614...556€17);
f(2)y = (-9.795483416403085235753036...640e16, 2.1403521744757874043519614...557¢17).

Im letzten Beispiel gilt = 0 und y = 2400990 5o dass der Realteil von e* — 1 ausgewertet wird

mit:  M(e*—1) = =2-sin?(y/2). Mit der Prizision prec = 180 erhalten wir fiir den abgerundeten
und aufgerundeten Funktionswert f(z) = e* -1 die Ergebnisse

f(2)a = (-1.475723472738204366761703790...877, -8.795948939630691868538814...020e — 1);
f(2)y = (-1.475723472738204366761703790...875, —8.795948939630691868538814...018¢ — 1).

Auch hier erkennt man, dass die berechneten Werte fast optimal gerundet sind. Beachten Sie,
dass die Auswertung von sin(23999) mit sehr hohen Laufzeiten (ca. 13 Minuten!) verbunden
ist, da die notwendige Argumentreduktion mit Hilfe von 7 in sehr hoher Prézision erfolgen muss.
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C.1.26. vVz+1-1

Wir betrachten die Aufgabe, f(z) = Vz+1-1, z = x +i-y € C, insbesondere fiir |z| - 0
so auszuwerten, dass sich die auf- und abgerundeten Funktionswerte bei einer vorgegebenen
Prizision prec moglichst wenig unterscheiden. Wenn man f(z) z.B. fiir z = 2730000 4 4. 9730000
bei einer Prézision prec = 2000 naiv auswertet und dabei zur néchsten Rasterzahl rundet, so
erhiilt man fiir den Maschinenwert f(z)

f(2) = (0,6.296512717920457...7933 - 1079932).
Vergleicht man mit der Taylorreihe  f(2) =2/2-22/8+... , so erwartet man die Niherung
f(2) ~ (6.296512717920457... - 107932 6.296512717920457... - 10793%),

so dass bei der naiven Auswertung von f(z) der Realteil 0 viel zu grob ausfillt. Wird bei der
naiven Berechnung jedoch aufgerundet, so erhélt man fiir den Realteil den viel zu groflen Wert
1.7419619...-107%92, Um nahezu optimale Ergebnisse zu erhalten, muss man daher einen anderen
Algorithmus benutzen. Ausgehend von der Aufspaltung in Real- und Imaginirteil von /2 in
[17, 18] erhélt man mit z = z + i - y zunéchst fiir den Hauptwert von v/z + 1 -1 die Aufspaltung

ve+1 1+O 1, falls y=0Az>-1
-1+3- falls y=0Anz<-1

(C.40) Vz+1

1 1 1 1
\/|Z+ |+x+ —1+i-sign(y) - \/|Z+ | T falls y # 0.

Der Fall y =0 Az > -1 ist trivial, da vx + 1 — 1 mithilfe der bereits implementierten Funktion
sqrtpiml () direkt ausgewertet werden kann. Im obigen zweiten Fall y = 0Az < -1 kann /|z| - 1
bez. der Rundungen ebenfalls einfach implementiert werden, da die Wurzelfunktion monoton
wachsend ist und |z| — 1 natiirlich ohne Ausloschung berechnet werden kann, da z als exakte
Maschinenzahl anzusehen ist.

Im letzten Fall y # 0 wird Ausléschung moglich, wenn im Real- und Imaginérteil = + 1 negativ
bzw. positiv gewihlt werden. Die obige Darstellung in (C.40) ist jedoch vorteilhaft, wenn das
Monotonieverhalten mithilfe der partiellen Ableitungen auf den Rdndern der Rechteckintervalle
fiir Real- und Imaginérteil zu untersuchen ist. Um im Fall y # 0 die auftretenden Wurzelaus-
driicke ohne Ausloschung auswerten zu konnen, erweitert man analog zu Seite 257 und erhélt
die Ergebnisse

\/2-(|z+1|+m+1)

(C4l)  R(WVz+1-1) |2y|
V2 (z+ 1]+ [z +1])
Y
(C.42) IVEri-1) \/2.(|z+1|+x+1)
Slgz(y),\/2.(|z+1|+|x+1|), falls y#0Axz< -1,

-1

, falls y#0rx>-1

-1, falls y#0Az<-1.

falls y#0Anz>-1

wobei die auftretenden Wurzeln jetzt ohne Ausléschung berechnet werden kénnen. Beachten
Sie aber, dass beim Realteil wegen der Subtraktion der Eins immer noch Ausléschung entste-
hen kann, die gegebenenfalls durch schrittweise Verdoppelung der internen Prézision vermieden
werden kann.

Man konnte auch versuchen, den Realteil von /z + 1 — 1 mit Hilfe des dquivalenten Terms

C.43 Vetlole—>t
( ) ‘ vVz+1+1
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intervallméfig auszuwerten. Dabei tibersieht man jedoch, dass bei der auftretenden komplexen
Intervalldivision mogliche Ausléschungen bei der Realteilberechnung ebenfalls auftreten, so dass
die Berechnung des Realteils nach (C.41) aus Laufzeitgriinden viel vorteilhafter ist, weil, wie in
(C.43), der Imaginérteil hier nicht automatisch mitberechnet werden muss.

Im néchsten Schritt wird untersucht, wo in der komplexen z-Ebene bei der Berechnung des
Realteils nach (C.41) mit Ausloschungseffekten zu rechnen ist. Dazu setzt man in den Fillen
y # 0 mit © > -1 und = < -1 die entsprechenden Terme in (C.41) gleich Null und erhélt nach
einfachen Rechnungen fiir den geometrischen Ort, an dem Ausléschung bei der Berechnung des
Realteils von vz + 1 — 1 eintritt, das Ergebnis

(C.44) y? =4z, x<0.

Natiirlich wird Ausléschung nicht nur auf auf der Menge « := {(z,y) | y? = —4x Az < 0} selbst,
sondern auch in einer ganzen Umgebung von « auftreten. In der folgender Abbildung ist diese
Umgebung angegeben, in der bei der Berechnung des Realteils nach (C.41) Ausléschung durch
schrittweise Verdoppelung der Prézision zu vermeiden ist. Der Pfeil gibt an, aus welcher Richtung
die Funktionswerte auf den Verzweigungsschnitt analytisch fortgesetzt werden.

—: y=2/-z,x<0

-5 -4 -3 -2 -1 -05 0.5

Abbildung C.14.: Verzweigungsschnitt und Ausléschungsbereich fiir den Realteil

Die obere und untere Umrandung des roten Bereichs ist mit p(x) := 2\/-x gegeben durch:

1.25-p(x), -oo<x<-1, 0.8-p(x), -oo<x<-1,
g(z)=<1.5-p(z), -1<z<-0.5, w(x):=40.5-p(x), -1<x<-0.5,
4, -0.5 <2 <+0.5; 0, -0.5 <2 < +0.5;

Beide Funktionen sind definiert in der booleschen Funktion bool Cancellation(x,y) , die
zu einem gegebenen Real- und Imaginérteil x,y entscheidet, ob bei der Realteilberechnung die
Prézision entsprechend zu vergrofiern ist, d.h. ob z = x + ¢ -y im roten Bereich liegt. In diesem
Fall erfolgt fiir x < -1 Ay # 0 die Berechnung des Realteils nach (C.41) mithilfe der Funktion

MpfrClass sqrtplmlH2(const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, RoundingMode rnd)
und fiir -1 <2z <+0.5Ay # 0 mit

MpfrClass sqrtplmiH1(const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, RoundingMode rnd).
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Es ist zu beachten, dass man sich nach (C.41) bei der Berechnung des Realteils auf die obere
Halbebene, d.h. auf y > 0 beschranken kann.

Fiir |z| < 0.5Ay < 0.5, d.h. im Rechteck der Breite 1 und der Héhe 0.5, das ganz im roten Bereich
liegt, kann der Realteil trotz hinreichender Verdoppelung der Prézision beim Abrunden nicht
optimal berechnet werden, wenn die Ausgangsprizision pm nicht grofl genug gewéhlt wird. Wir
betrachten dazu das Beispiel mit = 0, y = 27199 und wihlen als Ausgangsprizision pm = 200.
Nach (C.41) ist auszuwerten

s=lz+ll+ax+1=/1+9y2+1=V1+272000 417,

Beim Abrunden erhélt man daher auch bei doppelter Prézision 2-pm = 400 das Ergebnis s4 = 2, so
dass R(v/z +1-1) den viel zu stark abgerundeten Wert 0 erhélt. Um einen positiven, abgerun-
deten Wert zu erhalten, miisste in diesem Beispiel die Ausgangsprézision mindestens den Wert
pm = +1000 erhalten, denn bei der ersten Prézisionsverdoppelung wére die Current-Prézision
dann prec = 2000. Der folgende Algorithmus liefert mit ex_x=expo (x) und ex_y=expo(y) den
geeigneten Wert pm.

if ( (ex_x <= -1) && (ex_y <= -1) )

{
if ((ex_x-1)/2 >= ex_y-1)
pm = -(ex_x-1)/2 + 1;
else pm = -(ex_y-1);
if (pm < 2) pm = 2;
}
else pm = 2;

Ist die intern zu verwendende Prézision prec also kleiner als pm, so ist prec = pm zu setzen. Fiir
das obige Beispiel erhélt man dann mit ex_y = -999 genau den gewiinschten Wert pm = +1000.

Bei der Auswertung des Wurzelausdrucks in (C.41) besteht noch ein weiteres Problem, denn
mit der Abkiirzung M := MaxFloat () gilt die Abschitzung

A::\/2-(|z+1|+:c+1)<\/2-(\/2(M+1)2+M+1):\/2(\/§+1)-(M+1)<3-\/M+1<M,

so dass A im Zahlenformat darstellbar ist, wihrend 2 (|z + 1| +  + 1) durchaus einen vorzeiti-
gen Uberlauf verursachen kann. Um diesen Uberlauf zu vermeiden, wird bei zu groBen Werten
von |z| oder |y| skaliert, d.h. z,y,1 werden bei korrekter Rundung durch 2% dividiert, und die
ausgewertete Wurzel wird dann am Ende zum Ausgleich wieder mit 22 = 4 rundungsfehlerfrei
multipliziert, da wegen der obigen Abschitzung fiir A kein Uberlauf eintreten kann. Wir zeigen
noch, dass die genannte Skalierung den vorzeitigen Uberlauf tatsichlich verhindert:

2-(\/2*8-(:U+1)2+2’8-y2+2_4-(:6+1))=2_3-(\/m+x+1)
32’3-(\/(x+1)2+(y+1)2+m+1)
<23 . (1+V2)- (M+1)<03-(M+1)<M 4

Die Berechnung von /2 (|2 + 1| + x + 1) erfolgt mithilfe der Funktion

MpfrClass Sqrt_zpxl (const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, const RoundingMode rnd)

die in der Datei mpfcclass.cpp definiert ist.

Der vergleichsweise einfache komplexwertige Term /z + 1 —1 zeigt, wie relativ kompliziert die
Auswertung werden kann, wenn in der komplexen Ebene beziiglich der verlangten drei Rundun-
gen in allen Bereichen eine fast optimale Genauigkeit erreicht werden soll.
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C.1.26.1. Numerische Ergebnisse
Im 1. Beispiel withlen wir mit z = z+i-y € C, z = y = MaxFloat () = 2.0985...-10+323228496 nrec =
800 und erhalten fiir den abgerundeten und aufgerundeten Funktionswert f(z) =vz+1-1 das

Ergebnis:

f(2)q = (1.59160566708640011463...630e161614248, 6.59264653257064147275...455¢161614247);
f(2), = (1.59160566708640011463...631€161614248, 6.59264653257064147275...457¢161614247).

Man erkennt, dass die obigen 241-stelligen Funktionswerte fast optimal gerundet wurden, da sie
auf den ersten 240 Dezimalstellen iibereinstimmen. Beachten Sie bitte, dass bei den internen
Berechnungen kein vorzeitiger Uberlauf auftritt.

Im 2. Beispiel wihlen wir z = 0.5, y = 4.0 und liegen damit nach Abbildung C.14 im oberen
rechten Eckpunkt des roten Bereiches. Mit prec = 800 erhalten wir fiir den abgerundeten und
aufgerundeten Funktionswert f(z) =z + 1-1 das Ergebnis:

f(2)a = (6.9882339762830638733342779...5497e — 1,1.1772854098855480133550677...6233088);
f(2), = (6.9882339762830638733342779...5498¢ — 1,1.1772854098855480133550677...6233089).

Man erkennt, dass die obigen 241-stelligen Funktionswerte fast optimal gerundet wurden, da sie
auf den ersten 240 Dezimalstellen iibereinstimmen.

Im 3. Beispiel wihlen wir x = 0.5, y = 4.125 und liegen damit nach Abbildung C.14 auflerhalb
des roten Bereiches. Mit prec = 800 erhalten wir fiir den abgerundeten und aufgerundeten
Funktionswert f(z)=+z+1 -1 das Ergebnis:

f(2)a = (7.1599278356872168635256989...0391e — 1,1.2019281314870409954317952...1811408);
f(2)y = (7.1599278356872168635256989...0392¢ — 1,1.2019281314870409954317952...1811409).

Man erkennt, dass die obigen 241-stelligen Funktionswerte fast optimal gerundet wurden, da sie
auf den ersten 240 Dezimalstellen iibereinstimmen. Beachten Sie bitte, dass wir jetzt auflerhalb
des roten Bereichs praktisch die gleiche Genauigkeit erhalten wie innerhalb dieses Bereiches, in

dem Ausléschung eintreten kann.

Im 4. Beispiel wihlen wir z = y = 272900000 ypd liegen damit in der rechten Halbebene sehr dicht
am Ursprung innerhalb des roten Bereichs. Mit prec = 800 erhalten wir fiir den abgerundeten
und aufgerundeten Funktionswert f(z) =z + 1 -1 nach ca. zwei Minuten das Ergebnis:

f(2)a = (5.25593636371215653698...757¢ — 1505151, 5.25593636371215653698...757e — 1505151);
f(2)y = (5.25593636371215653698...758¢ — 1505151, 5.25593636371215653698...758¢ — 1505151).

Man erkennt wieder, dass die obigen 241-stelligen Funktionswerte fast optimal gerundet wurden,
da sie auf den ersten 240 Dezimalstellen iibereinstimmen.

Im 5. Beispiel wihlen wir z = y = 0 und liegen damit im Ursprung der komplexen Ebene. Mit
prec = 800 erhalten wir fiir den abgerundeten und aufgerundeten Funktionswert f(z) = vz + 1-1
das Ergebnis:

f(2)a =(0,0);
f(z)u = (an)-

Der exakte Funktionswert f(z) =0 wird also in beiden Rundungsmodi genau berechnet.
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Im 6. Beispiel wihlen wir o = —279900000 ", — 9. /~% und liegen damit nach Abbildung C.14
in der linken Halbebene genau auf der Parabel, auf der der Realteil von f(z) = Vz+1-1 ver-

schwindet. Mit prec = 800 erhalten wir fiir den abgerundeten und aufgerundeten Funktionswert
f(2) das Ergebnis:

f(2)a =(0,1.0252742426992064582214716765280281147651738191817188703...012¢ — 752575);
f(2)u =(0,1.0252742426992064582214716765280281147651738191817188703...013e — 752575).

Man erkennt, dass der Realteil sogar exakt berechnet wird und dass der 241-stellige Imaginérteil
fast optimal gerundet wurde, da die beiden gerundeten Werte auf den ersten 240 Dezimalstellen
iibereinstimmen.

Im 7. Beispiel wihlen wir 2 = —275000000 "y, — 9. /=% und mit y = succ(y) liegen wir dann

nur ganz knapp oberhalb der Parabel y = 2-/-x, so dass der Realteil von f(z) = vVz+1-1
nicht verschwinden wird. Mit prec = 800 erhalten wir fiir den abgerundeten und aufgerundeten
Funktionswert f(z) nach etwa zwei Minuten das Ergebnis:

f(2)a = (3.15292440747892372470...656e — 1505391, 1.02527424269920645822...012¢ — 752575);
f(2)u =(3.15292440747892372470...657¢ — 1505391, 1.02527424269920645822...013¢ — 752575).

Man erkennt wieder, dass die obigen 241-stelligen Funktionswerte fast optimal gerundet wurden,
da sie auf den ersten 240 Dezimalstellen iibereinstimmen. W&hlt man = betragsméfig deutlich

kleiner, z.B. z = 2790000000 55 wird bei gleicher Prizision die Laufzeit erheblich vergrofert.

Im 8. Beispiel wihlen wir = 0, y = 27199, Mit prec = 200 erhalten wir fiir den abgerundeten
und aufgerundeten Funktionswert f(z) =z +1 -1 das Ergebnis:

f(2)aq = (1.08872622702715208444...708043¢ — 603, 4.66631809251609439495...310856¢ — 302);
f(2)y = (1.08872622702715208444...708044¢e — 603, 4.66631809251609439495...310858¢ — 302).

Man erkennt wieder, dass die obigen 60-stelligen Funktionswerte fast optimal gerundet wurden,
da sie auf den ersten 59 Dezimalstellen iibereinstimmen. Beachten Sie zu diesem Beispiel auch
die entsprechenden Anmerkungen auf Seite 276.

Im 9. Beispiel wihlen wir z = -1.0625, y = 2.5625 und liegen damit nach Abbildung C.14 inner-
halb des roten Bereiches. Mit prec = 800 erhalten wir fiir den abgerundeten und aufgerundeten
Funktionswert f(z)=+/z+1-1 das Ergebnis:

f(2)g = (1.1820438243668915965034779...8317e — 1,1.1458102115536487868975726...8878406);
f(2), = (1.1820438243668915965034779...8318¢ — 1,1.1458102115536487868975726...8878407).

Man erkennt, dass die obigen 241-stelligen Funktionswerte fast optimal gerundet wurden, da sie
auf den ersten 240 Dezimalstellen iibereinstimmen.

Im 10. Beispiel wihlen wir z = —=1.062500, y = 2.57812500 und liegen damit nach Abbildung
C.14 auflerhalb des roten Bereiches. Mit prec = 800 erhalten wir fiir den abgerundeten und
aufgerundeten Funktionswert f(z) =z + 1-1 das Ergebnis:

f(2)g = (1.2169123748123625205390267...3628¢ — 1,1.1492133101570774719438668...4033545);
f(2), = (1.2169123748123625205390267...3630e — 1,1.1492133101570774719438668...4033546).

Man erkennt, dass die obigen 241-stelligen Funktionswerte fast optimal gerundet wurden, da sie
auf den ersten 240 Dezimalstellen iibereinstimmen.

278



C.1.27. V/1+2?

Wir betrachten die Aufgabe, fiir eine vorgegebene Prizision prec > 2 nahezu optimal gerundete
N#herungen der Funktion f(2) = V'1+ 22, 2z = z+i-y € C zu berechnen. Die Verzweigungsschnitte
von f(z) liegen auf der imaginéiren Achse von +i bis +ico und von —i bis —ioo.

C.1.27.1. Realteil
Analog zu (C.16) auf Seite 256 erhilt man fiir den Realteil von f(2) = V1 + 22 den Ausdruck

(C.45) R{f(2)} = ul,y) = \/ (V=g + D2+ 22 + (a2 =32+ 1)) [2.
Aus (C.45) ergibt sich direkt, dass man sich auf x,y > 0 beschrinken kann. Speziell gilt:

0 x=0Aly| 21,

(C.46) u(0.y) = {\/1— 2 2=0A0<yl<1;

(C.47) w(z,+1) = /|a]- \J‘/“ +—, falls |y =1,

wobei /1 -y? und /1 + (x/2)? mit den bereits in mpfrclass.cpp vordefinierten Funktionen
sqrtimx2(..) und sqrtipx2(..) optimal berechnet werden kénnen.

Bei der Auswertung von u(z,y) spielt die Summe s := 22 — 3 + 1 eine zentrale Rolle. Im Fall
x>y >0 kann 22 — y? mithilfe von x2my2(. ..), definiert in mpfrclass.cpp, ohne Ausléschung
optimal berechnet werden, sonst kann in der Umgebung von y = V1 + 22 bei der Auswertung
von s = 22 + (1 +y)(1 - y) Ausloschung auftreten, die jedoch bei einer Rechnung mit doppelter
Prizision vermieden werden kann. Aufierhalb dieser Umgebung wird s = 22 + (1 +y)(1 - y) in
einfacher Prézision ausgewertet.

y=vV1+z2, >0

Abbildung C.15.: Ausléschungsbereich fiir s = 2% + (1 +y)(1-1v)

Der Ausloschungsbereich wird von oben begrenzt durch g1(z) := 1.125 - V1 + 22 und von unten
fiir 0 <z < 1.8 durch go(x) := 0.875- V1 + 22 bzw. fiir z > 1.8 durch g3(z) = z. Die Berechnung
der Funktionen g¢;(x),g2(x) ist nicht kritisch und erfolgt fiir x < 100 mit Hilfe der schnellen
C-XSC-Funktion sqrtipx2(...). Fiir x > 100 wird V1 + 22 ~ x benutzt. Innerhalb des roten
Bereiches ist der Graph von y = V1 + 22 gezeichnet, auf dem s(z,y) = 22 — y? + 1 verschwindet.
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Der Algorithmus zur Berechnung von s = 22 — y% + 1 ist gegeben durch:

if (x>=y)
s = (x72-y72) + 1;
else
if (y<=1.12b*sqrt{1+x"2} && y>=0.875*sqrt{1+x"2})
s = x"2 + (y-1)x(y+1); (Doppelte Praezision)
else
s = x"2 + (y-1)*(y+1); (Einfache Praezision)

Beachten Sie, dass es beim obigen Algorithmus fiir x — oo oder fiir y — oo bei der Auswertung
von s =22+ (y—1) * (y + 1) zu einem vorzeitigen Uberlauf kommen kann. Dies ist jedoch kein
wirklicher Nachteil, da im Fall |z| - +oco zur Berechnung von Real- und Imaginérteil die sehr
einfache Niherung V1 + 22 ~ z + 1/(22) benutzt wird. Bis auf die genannten Einschréinkungen
x,y — oo erfolgt die nahezu optimale Berechnung von s mit Hilfe der Funktion

MpfrClass x2my2pl(const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);
die in mpfcclass. cpp definiert ist, aber nicht zur allgemeinen Anwendung zur Verfiigung steht.

Wir kommen jetzt in (C.45) zur Berechnung des Ausdrucks

(C.48) ai=/(22 -2 +1)2 +4a2y? + (2% - y? +1) = /52 + (20)2 + s,

der auch bei der Auswertung des Imaginérteils in (C.57) auf Seite 282 eine zentrale Rolle spielt.
Die Wurzel \/s2 + (2xy)? wird mit der in pmfrclass.cpp definierten Funktion sqrtx2y2(...)
berechnet, und Ausléschung kann in (C.48) nur fiir s <0, d.h. fiir y > V1 + 22 > 1 auftreten, und
diese Ausléschung wird vermieden, wenn « wie folgt umgeformt wird:

(V82 ay)t+s) (/52 + (22y)2 - s) (2xy)?
(C.49) V82 + (2zy)2+s= T s _\/W—s’

wobei jetzt der letzte Nenner als Summe positiver Summanden problemlos ausgewertet werden
kann. Wir fassen zusammen:

2+ (2zy)? + s, $>0

(C.50) a=1_ ((2x)-y)
Vo (@) -5

Wir betrachten den Fall s <0:

Wenn « aufzurunden ist, so ist im Zahler (2x) -y aufzurunden und unter der Wurzel ist (2x) -y
abzurunden, so dass es sinnvoll ist, (2z) -y intervallmiéfig auszuwerten; dies gilt auch dann,
wenn « abzurunden ist. Wenn « aufzurunden ist, so muss neben der Wurzel im Nenner selbst
wegen s < 0 auch die nicht-negative Summe —s > 0 abgerundet werden, so dass s < 0 selbst
aufzurunden ist. Wenn andererseits « abzurunden ist, so muss neben der Wurzel im Nenner
selbst wegen s < 0 auch die nicht-negative Summe —-s > 0 aufgerundet werden, so dass s < 0
selbst abzurunden ist.

Wir betrachten den Fall s > 0:

Um «a = +/s? + (2zy)? + s z.B. aufzurunden, miissen neben den Grundoperationen auch s und
2xy selbst aufgerundet werden und fiir das Abrunden gelten ganz analoge Aussagen.

Die Auswertung von « nach (C.50) erfolgt mithilfe der Funktion

5<0, wobeiy>1 automatisch erfillt ist.

MpfrClass sqrtlpx2_alpha(const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, RoundingMode rnd)

die in der Datei mpfcclass.cpp definiert und nur fiir den internen Gebrauch bestimmt ist.
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Im folgenden Abschnitt muss noch geklirt werden, wie bei der Auswertung von « nach (C.50)
ein vorzeitiger Uberlauf verhindert werden kann. Gesucht ist dabei z.B. eine Schranke ¢ > 0, so
dass fiir 0 <z < ¢ und 0 < y < ¢ bei der Auswertung des Zéhlers (2zy)? kein Uberlauf entsteht,
d.h. wir verlangen (2xy)? < My = 1.573934 - 107323228496 ' wohei My eine Unterschranke von
MaxFloat(2) < MaxFloat (prec) ist. Um « nach (C.50) ohne vorzeitigen Uberlauf berechnen zu
konnen, miissen folgende Forderungen erfiillt sein:

1. 4z2%y® < My (= 2zy< M),

2. |s| = |2 - y? + 1| < My,

3. /% + (2zy)? +|s| < My,

2,2
4, dr7y < M,
Vs + (2ay)? + |s|

Wegen /s2 + (2xy)? + |s| > 22y ist die letzte Forderung erfiillt, wenn gilt 2xy < My, und diese
Ungleichung ist erfiillt, wenn die Forderung 1 erfiillt ist. Danach sind nur noch die drei ersten
Forderungen zu beachten.

Um die erste Forderung zu erfiillen, gilt mit 0 < x < ¢; und 0 < y < ¢; die Abschéitzung
42%y? < 4-c, und die erste Forderung ist erfiillt fiir c¢; = {/Mp/4 = 7.9201176703... - 1080807123

Mit 0 < 2 < ¢ und 0 < y < g ist wegen |22 —y? + 1| < 2% + 3 + 1 < 2¢3 + 1 die zweite Forderung
erfiillt, wenn gilt: co = \/(My—1)/2, und wegen ¢ := ¢; < ¢3 sind die beiden ersten Forderungen

fiir 0 < @,y < ¢ =/ Mp/4 erfiillt, so dass jetzt unter der Voraussetzung 0 < x,y < ¢ nur noch die
3. Bedingung zu untersuchen ist. Mit der recht groben Abschéitzung

V2 + (2zy)? + [s| </ (2¢2 + 1)2 + 4ct + (262 +1) < /(3¢2)2 + 4ct + 3¢2
= V9t +4ct + 367 < 7

ist dann die 3. Bedingung erfiillt, wenn gilt: 7c¢? < My <= 7-v/My/4 < My, wobei die letzte
Ungleichung wegen My >> 1 offensichtlich richtig ist

Anmerkung:

Bei der obigen Berechnung von ¢ wurde nicht beriicksichtigt, dass der Maschinenwert von 421>
bei minimaler Prézision prec = 2 den exakten Wert etwa um den Faktor 2 iibertreffen kann.
Wenn man diesen Effekt bei der Berechnung von ¢ aus Sicherheitsgriinden mit dem Faktor 8
beriicksichtigt, so erhilt man fiir ¢ den etwas kleineren Wert: ¢ = 4.7093... - 1080897123 Ty
Programm benutzen wir fiir die positiven Werte x,y > 0 die noch etwas kleinere Oberschranke
co = 2268435454 o = 3/N /(4 - 8) = 4.70933014... - 1080807123

Zusammenfassung;:
Unter der Voraussetzung 0 <,y < co=0.5-22843%4%  wird o nach (C.50) auf der Maschine
fiir alle prec > 2 ohne einen vorzeitigen Uberlauf berechnet.

Es muss jetzt noch geklirt werden, wie R(f(2)) = u(x,y) im Fall z > ¢y vy > ¢o moglichst
optimal berechnet werden kann. Mit r := 1/z und

(C.51) R:= i 1-3-5-(2k - 3)(-D)*! L 2k-1

1
|r|= — <1 erhélt man

= 2-4-6--(2k-2) - (2k) ’ |2|
1 1
z+—-—=+R, x>0,
(052) f(z):\/1+22: 2z 18231
—(z+———+R), x <0.
2z 823
(C.53) R(f(z))=0, falls z=0n]y|>1.
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Um f(z) fiir |2| > 1 optimal einschliefen zu kénnen, bendtigen wir zunéchst eine Abschétzung
fiir |R|. Mithilfe der geometrischen Reihe findet man wegen |r| < ¢! unmittelbar:

[l

" L O S
16

-(1+|r|+|r|2+...)—¥ T ||< S <?<A::minfloat().
—|Tr

(C.54) |R| <

Um fiir x > ¢g Vy > ¢g, d.h. fiir |z| > ¢p moglichst optimal auf- bzw. abgerundete Werte von
f(2) berechnen zu kénnen, wird zunsichst der Ausdruck ¢ := 1/(2z) — 1/(82%) € C intervallm:Big
moglichst optimal durch 7' 5 ¢ eingeschlossen und eine EinschlieBung fiir f(z) erhilt man dann
durch

(C.55) f(2) ez (T ([-A,+A],[-A,+A])), A =minfloat(),

wobei ([-A,+A],[-A,+A]) als komplexes Intervall mit jeweils gleichem Real- und Imaginér-
teilintervall [-A, +A] aufzufassen ist. ¢t = 1/(22) — 1/(82%) wird optimal eingeschlossen durch

(C.56) teT={(2¢(1¢2)e2¢(1w2))}eze8,

wobei (1 @ z) aus Laufzeitgriinden durch reci(z) realisiert wird. Die Berechnung der Realteil-
funktion u(z,y) = R{V'1 + 22} erfolgt mit Hilfe der Funktion

MpfrClass Re_sqrtlpx2(const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);

die in der Datei mpfcclass.cpp definiert ist.

C.1.27.2. Imaginarteil
Analog zu (C.16) auf Seite 256 erhélt man fiir den Imaginirteil von f(z) = V1 + 22

sign () - sign(y) -|x] - ly| 240
\/(\/(mQ —y2+1)2+ 422 + (22 -2 + 1)) /2
\/1127_1’ x=0Aly|>1,

0, xr=0nlyl<1

(C.57) (=)} =v(z,y) =

Speziell gilt fiir y = +1
sign(z) - sign(y) - V/|z|

wobei die Wurzel im Nenner mithilfe der Funktion sqrtipx2(...) ausgewertet wird. Die Be-
rechnung der Imaginérteilfunktion v(z,y) = 3{/1 + 22} erfolgt mit Hilfe der Funktion

v(x, 1) =

, falls ly| =1,

MpfrClass Im_sqrtlpx2(const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);

die in der Datei mpfcclass.cpp definiert ist.
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C.1.28. V/1-22

Wir betrachten die Aufgabe, fiir eine vorgegebene Prizision prec > 2 nahezu optimal gerundete
N#herungen der Funktion f(z) = V1-22, 2 = 2+ -y € C zu berechnen. Die Verzweigungs-
schnitte von f(z) liegen auf der reellen Achse von +1 bis +oo und von -1 bis —oco. Auf dem
rechten Verzweigungsschnitt werden die Funktionswerte von f(z) von unten und auf dem linken
Verzweigungsschnitt von obenher analytisch fortgesetzt. In der folgenden Abbildung wird dies
durch die beiden Pfeile gekennzeichnet.

Abbildung C.16.: Verzweigungsschnitte der Funktion f(z) = V1 - 22

Die gerundeten Funktionswerte werden berechnet mithilfe der Funktion
MpfcClass sqrtimx2(const MpfcClass& z, RoundingMode rnd);

die in der Datei mpfcclass.cpp definiert ist. Mit dem Rundungsparameter rnd kénnen dabei
die Werte RoundDown, RoundUp, RoundNearest gewihlt werden.
Mit z =z +i-y € C und der Transformation

z=i-2r bzw. z2p=y+i-(-x) erhilt man V1-22=/1+22,

so dass die Auswertung von f(z) = V1 - 22 zuriickgefiihrt werden kann auf die Auswertung

von \/1+ zizp, wobei diese Funktion bereits durch sqrtipx2(..) in der Datei mpfcclass.cpp
definiert wurde.
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C.1.29. /22-1

Wir betrachten die Aufgabe, fiir eine vorgegebene Prizision prec > 2 nahezu optimal gerundete
N#herungen der Funktion f(z) =v22-1, z =z +i-y € C zu berechnen. Die Verzweigungspunkte
ergeben sich aus der Bedingung 22 -1 = 0 zu 21,2 = =1, und die Verzweigungsschnitte ergeben
sich aus der Bedingung 22 - 1 = —a, mit « > 0, bzw. aus dem Gleichungssystem

2 —y?—1=-q,

z-y=0,

a >0,

mit den zwei (+) Losungen

=0, y=+Va-1, fallsa>1,
y=0, x=+V1-qa, fallsO<a<l.

z-Ebene

_1T

-

—_
8Y

Im linken Bild sind die zwei Verzweigungsschnitte
durch die Farben schwarz (+) und griin (=) ge-
kennzeichnet. Die gleichfarbigen Pfeile geben die
Richtungen an, aus denen die Funktionswerte von
f(2) = V22 -1 auf den jeweiligen Verzweigungs-
schnitt analytisch fortgesetzt werden.

Zu beachten ist, dass die Funktionswerte der Re-
alteilfunktion a(z,y) auf beiden Verzweigungs-
schnitten nach (C.59) durch den Wert O stetig
erginzt werden kénnen.

Bildet man jedoch auf beiden Verzweigungsschnitten die Grenzwerte der Imaginérteilfunktion
0(z,y), und zwar jeweils von beiden Seiten her, so erhilt man mit Ausnahme des Ursprungs
stets verschiedene Grenzwerte.

Zur Berechnung der Real- und Imaginérteilfunktionen von f(z) = a(x,y)+i-0(z,y) betrachten
wir die formale Umformung

V22-1=/(-1)-(1-22)=i-V1-22.

Mit der Transformation z =i - zp und 22

~22 baw. zr =y —i -2 erhilt man

Va2 —1=i\/1+22 =i (u(y,—z) +i-v(y,—-z)) = —v(y,—z) +i-u(y,-z), dh.

(C.58)

ﬂ(m,y) = —’U(y, —CC),

@(x’y) = u(ya _x)'

Mit den Ergebnissen von Seite 279 bzw. Seite 282 fiir u(z,y) bzw. v(z,y) erhilt man schlielich

mit

(C.59)

(C.60)

284

h(z,y) := \/(\/(y2 —22+1)2 +42%y% + (y? - 2% + 1)) /2>0

fiir f(z) =u(x,y) +i-0(x,y) die Beziechungen

BN
, 0,
oy V7

W2,Y) =\ Va2 -1, y=0nlz|>1,

y=0nA|z|<1.

sign(x) -sign(y) - h(z,y), -y #0,

. 0,
(z,y) = m
V1+y2,

y=0nlz|>1,
y=0A|z|<1,
x =0.



In C.59, C.60 sind die Vorzeichen so gewihlt, dass f(0) =+/-1=+i und f(z+i-0) = Va2 -1 fiir
|z| > 1 gewihrleistet sind. Nach C.59, C.60 kénnen damit die Real- und Imaginérteilfunktionen
@(x,y) und o(xz,y) mithilfe der entsprechenden Funktionen v(z,y) und u(z,y) von V1 + 22 =
u(z,y) +1-v(xz,y) berechnet werden, die bereits in der Datei mpfcclass.cpp definiert worden
sind.

Die Funktionswerte f(2)=V22 -1 werden berechnet mithilfe der Funktion

MpfcClass sqrtx2ml(const MpfcClass& z, RoundingMode rnd)

wobei fiir rnd nur die Rundungsmodi RoundDown, RoundUp, RoundNearest zugelassen sind.
Wird rnd nicht gesetzt, so kommt der aktuelle Rundungsmodus zur Anwendung.

C.1.29.1. Realteil
Die Realteilfunktion u(z,y) wird nach (C.59) berechnet mithilfe der Funktion

MpfrClass Re_sqrtx2ml(const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, RoundingMode rnd)

wobei fiir rnd nur die Rundungsmodi RoundDown, RoundUp, RoundNearest zugelassen sind. Zu
beachten ist, dass nach (C.58) auf die bereits implementierte Imaginérteilfunktion v(z,y) von
V1 + 22 zuriickgegriffen werden kann.

C.1.29.2. Imaginarteil

Die Imaginérteilfunktion o(x,y) wird nach (C.60) berechnet mithilfe der Funktion
MpfrClass Im_sqrtx2ml(const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, RoundingMode rnd)

wobei fiir rnd nur die Rundungsmodi RoundDown, RoundUp, RoundNearest zugelassen sind.
Zu beachten ist dabei, dass nach (C.58) auf die bereits implementierte Realteilfunktion u(z,y)
von V1 + 22 zuriickgegriffen werden kann.
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C.1.30. V-22-1

Wir betrachten die Aufgabe, fiir eine vorgegebene Prizision prec > 2 nahezu optimal gerundete

N#herungen der Funktion f(z) = V-2%2 - 1, z = x+i-y € C zu berechnen. Die Verzweigungspunkte

ergeben sich aus der Bedingung 2% +1 = 0 zu 21,2 = +i, und die Verzweigungsschnitte ergeben

sich aus der Bedingung —2% -1 = —a, mit a > 0, bzw. aus dem Gleichungssystem
xz—y2+1=a, a >0,

x-y=0, mit den zwei (+) Losungen

=0, y=+V1-qa, fallsO<ac<l,
y=0, r=+Va-1, fallsa>1.

z—-Ebene Y Im linken Bild sind die zwei Verzweigungsschnitte
durch die Farben schwarz (+) und griin (=) ge-
l kennzeichnet. Die gleichfarbigen Pfeile geben die
i — Richtungen an, aus denen die Funktionswerte von
f(2) =V -22 -1 auf den jeweiligen Verzweigungs-
schnitt analytisch fortgesetzt werden.
—i Zur Berechnung von f(z) = V-22 — 1 betrachten
wir die Transformation z = z+¢-y = i - 2p und
erhalten mit 27 = y — ¢ -  die einfache Beziehung

—
sy

f(z)=V-22-1=1/22-1,

so dass f(z) mit Hilfe von zp und der bereits implementierten Funktion sqrtx2mi(zr) direkt
berechnet werden kann, vgl. Seite 284.

Die Auswertung von f(z) = V=22 — 1 erfolgt mithilfe der Funktion
MpfcClass sqrtmx2ml(const MpfcClass& z, RoundingMode rnd)
die in mpfcclass.cpp definiert ist. Fiir rnd stehen die drei Rundungsmodi
RoundDown, RoundUp, RoundNearest

zur Verfiigung.
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C.2. Elementarfunktionen fiir komplexe Intervallargumente

C.2.1. 22

Fiir z=x +1i-y € C ist 22 definiert durch

2i=a? -yt 2wy= 2P -yt 20y

Ist z jetzt ein Element aus einem komplexen Intervall Z = X +¢Y mit reellen Intervallen X,Y,
so ist der Realteil von Z? wie folgt zu berechnen:

R(Z?) = {2l = lyP) 2] € [X| Ayl €]V} = [Ing (1X])* - Sup(]Y])?, Sup(|X])* - Inf(Y])*],
wobei z.B. Inf(|X|)? - Sup(]Y])? mithilfe der vordefinierten Funktion
MpfrClass x2my2 (const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, RoundingMode rnd);

mit rnd = RoundDown auszuwerten ist.

Der Imaginérteil von Z2 ist wie folgt zu berechnen:
3(Z*)={2-z-ylreXrnyeY}=2-(X-Y).

Um bei der Auswertung von (X -Y') einen vorzeitigen Unterlauf zu vermeiden, berechnet man
zuerst 2- X bzw. 2-Y, falls 2- X zum Uberlauf fithrt, und multipliziert dann mit dem Intervall
Y bzw. mit X. Weitere Einzelheiten findet man in der Quelltext-Datei mpfciclass.cpp.

C.2.2. 1/z

Ist z=x+1i-y € C ein Element aus einem komplexen Intervall Z = X +¢Y mit reellen Intervallen
X,Y, so berechnet die Funktion

MpfciClass reci(const MpfciClass& Z);

aus mpfciclass.cpp mit dem Aufruf res = reci(Z); eine optimale Einschliefung der

komplexen Menge
{1/z‘xeX/\er}§res, 0¢Z.

Anmerkungen:

1. 1 & Z und reci(Z) liefern bei gleicher Prézision prec > 2 identische komplexe Ergebnis-
intervalle.

2. Im Vergleich zu 1 ¢ Z liefert reci(Z) eine um den Faktor 13 geringere Laufzeit, so dass
reci(Z) bevorzugt eingesetzt werden sollte!

3. Ist W ein weiteres komplexes Intervall, so gilt i.a. W& Zc W& reci(Z).
Sind W und Z voneinander unabhéngige komplexe Intervalle, so liefert die komplexe Inter-
valldivision W< Z eine optimale EinschlieBung des Wertebereichs W := {w-z |w e WA z € Z},
und dies gilt in der komplexen Intervallarithmetik fiir alle vier Grundoperationen.
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C.2.3. 1/22

Ist z=x+1-y € C ein Element aus einem komplexen Intervall Z = X +1¢Y mit reellen Intervallen
X,Y, so berechnet die Funktion

MpfciClass reci_z2(const MpfciClass& Z);

aus mpfciclass.cpp mit dem Aufruf res = reci_z2(Z); eine optimale Einschliefung der
komplexen Menge

WZ::{1/22‘xEX/\er}Eres, 0¢Z.

2 2
2 . . -y 2wy
1/Z —U(J?,y)‘f"L‘U(JT,y), u(xay) = (1’2+y2)2, ”U(,I,y) T (1’2+y2)2.

Die optimale Einschliefung der Menge {u(x,y) € R | x € X Ay e Y} mit Hilfe der Funktion
MpfiClass Re_rz2(const MpfiClass& X, const MpfiClass& Y)

wird ausfiihrlich beschrieben ab Seite 210, und fiir den negativen Imaginérteil wird die optimale
EinschlieBung der Menge {-v(z,y) € R|z € X Ay € Y} mit Hilfe der Funktion

MpfiClass mIm_rz2(const MpfiClass& X, const MpfiClass& Y)

ausfiihrlich beschrieben ab Seite 216. Beachten Sie dabei, dass bei der Auswertung der Funktio-
nen u(x,y),v(z,y) kein vorzeitiger Uberlauf eintreten kann.

C.2.3.1. Numerische Ergebnisse

Im 1. Beispiel wihlen wir X =[2,5] und Y = [1,3] und berechnen mit dem Funktionsaufruf
res = reci_z2(Z) und prec = 53 eine optimale EinschlieBung der Menge W durch

([-2.95857988165681e — 2,1.20000000000001e — 1],[-1.62379763209583¢ — 1, —1.47928994082840¢ — 2])

Im 2. Beispiel und 3. Beispiel wihlen wir fiir Z die gleichen reellen Intervalle X = [2,5] und
Y = [1,3] und berechnen 1/Z? im 2. Beispiel durch sqr(1 ¢ Z) und im 3. Beispiel durch
1¢ (sqr(Z)). Im folgenden werden die Einschliefungen verglichen mit dem Ergebnis aus dem
1. Beispiel:

([-2.95857988165681e — 2,1.20000000000001e - 1], [-1.62379763209583e — 1, —1.47928994082840e — 2])

([-4.08737024221454e - 2,1.58520710059172e — 1], [-2.00000000000001e - 1,-1.13122171945701e — 2])
([-1.25000000000000¢ - 1, 1.25000000000000¢ — 1], [-2.50000000000000¢e — 1, —6.756 756756756 75¢ — 3]).

Man erkennt, dass die EinschlieSungen des 2. und 3. Beispiels im Vergleich zum 1. Beispiel
deutlich schlechter ausfallen.
Zusammenfassung

Wertet man beliebige, reelle, dquivalente, arithmetische Intervallausdriicke, wie z.B.
1 (sqr(X)) oder sqr(1 ¢ X), welche die Variable X nur einmal enthalten, naiv
aus, so erhélt man stets die gleiche, optimale Einschlieung der Intervallausdriicke.
Im Gegensatz dazu liefern entsprechende dquivalente, komplex Intervallausdriicke
mit nur einer Variablen Z i.a jeweils verschiedene und meist nicht-optimale Ein-
schliefungen. Man sollte daher auf eine moglichst groffe Anzahl von komplexen
Funktionen zuriickgreifen kénnen, die optimale EinschlieSungen liefern, vgl. dazu
die Tabelle auf Seite 115 und Abschnitt 6.12.4 auf Seite 119.
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C.2.4. 1/(1+2?)

Ist z=x+1-y € C ein Element aus einem komplexen Intervall Z = X +1¢Y mit reellen Intervallen
X,Y, so berechnet die Funktion

MpfciClass reci_1pz2(const MpfciClass& Z);

aus mpfciclass.cpp mit dem Aufruf res = reci_1pz2(Z); eine optimale Einschliefung der
komplexen Menge

WZ::{l/(1+z2)‘ﬂ:€X/\yEY}C_Zres, (0+1) ¢ Z.

1+352—y2

4a2y? + (1 + 22 — y2)2’

—2zy
4a2y? + (1 + 22 —y2)2’

1/(1+2)=u+i-v; u(z,y):= v(z,y) =

Die optimale Einschliefung der Menge {u(x,y) € R | x € X Ay e Y} mit Hilfe der Funktion
MpfiClass Re_rlpz2(const MpfiClass& X, const MpfiClass& Y)

wird ausfiihrlich beschrieben ab Seite 227. Fiir den Imaginérteil wird die optimale Einschlieung
der Menge {v(z,y) e R ‘ x € X Ay e Y} mit Hilfe der mit (-1) zu multiplizierenden Funktion

MpfiClass Im_rlpz2(const MpfiClass& X, const MpfiClass& Y)

ausfithrlich beschrieben ab Seite 233. Beachten Sie dabei, dass bei der Auswertung der beiden
Funktionen u(z,y),v(x,y) kein vorzeitiger Uberlauf eintreten kann.

C.2.4.1. Numerische Ergebnisse

Im 1. Beispiel wihlen wir X = [1/8,1/4] und Y = [1/8,2] und berechnen mit dem Funktions-
aufruf res = reci_1pz2(Z) und prec = 53 eine optimale Einschliefung der Menge Wz durch

([-1.76556443707464, 2.26556443707464], [-3.98443603238417,-3.12195121951219¢ - 2])

Im 2. Beispiel wéhlen wir fiir Z die gleichen reellen Intervalle X =[1/8,1/4] und Y =[1/8,2]

und berechnen eine EinschlieBung von W durch die naive Intervallauswertung 1 (14 sqr(Z2)).

Im folgenden wird diese EinschlieBungen verglichen mit dem Ergebnis aus dem 1. Beispiel:
([-1.76556443707464, 2.26556443707464 ], [-3.98443603238417,-3.12195121951219¢ — 2])
([-1.60000000000000¢e1, 1.60000000000000€1], [-3.20000000000000¢1, —3.50829107852542¢ — 3])

Man erkennt, dass die Einschlieung von Wz im 2. Beispiels im Vergleich zum 1. Beispiel
deutlich schlechter ausfillt, d.h. dass die naive Intervallauswertung Uberschitzungen bis etwa
zum Faktor 10 verursachen kann.

Im 3. Beispiel wéhlen wir fiir Z die gleichen reellen Intervalle X =[1/8,1/4] und Y =[1/8,2]
und berechnen eine EinschlieBung von W durch reci_z2(sqrtipx2(Z)). Im folgenden wird
diese Einschliefungen verglichen mit dem Ergebnis aus dem 1. Beispiel:

([-1.76556443707464, 2.26556443707464], [-3.98443603238417,-3.12195121951219¢ - 2]),
([-6.01034495038369, 4.64224263704784e1], [-3.12306684752388¢1, -2.91187528315533¢ - 2]).

Man erkennt, dass auch diese EinschlieBung keine optimale EinschlieBung des Wertebereichs Wy
darstellt. Es geniigt daher nicht, zuerst mit T = sqrtlpx2(Z) eine optimale EinschlieBung von
{V1+22 ‘x € XAy €Y} T und anschlieBend mit V = reci_z2(T) eine EinschlieBung von
Wz €V zu berechnen, um mit V eine optimale EinschlieBung von Wy zu erhalten. Eine solche
optimale EinschlieBung berechnet man nur mit dem Aufruf res = reci_1pz2(Z) aus dem 1.
Beispiel.
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C.2.5. 1/(1-22)

Ist z=x+1-y € C ein Element aus einem komplexen Intervall Z = X +1¢Y mit reellen Intervallen
X,Y, so berechnet die Funktion

MpfciClass reci_1mz2(const MpfciClass& Z);

aus mpfciclass.cpp mit dem Aufruf res = reci_i1mz2(Z); eine optimale Einschliefung der
komplexen Menge
WZ::{l/(l—zz)‘xeX/\er}gres, 1 ¢ 7.

Mit f(z):=1/(1-2%), z€ Z, und z =i 2 erhilt man f(z) = 1/(1+ 2%), mit 2=y —i -z und
Wz ={1/(1+2*)|R(2) €Y AJ(2) e-X}, 24 +i.

Damit kann man die nahezu optimale Einschliefung von Wy zuriickfithren auf die Berechnung
von reci_1p22(2), mit Z:=Y —i-X, und genau dies wird bei der Implementierung der obigen
Funktion reci_1imz2(...) realisiert. Beachten Sie, dass 1/(1 - 2?) die 1. Ableitung der acoth-
Funktion ist.

C.2.5.1. Numerische Beispiele

Im 1. Beispiel wihlen wir h(z) := 1/(2 + z — 32?) und zeigen, dass wir mit X = [1/2,7/4], Y =
[2,4] und der Funktion reci_1mz2(...) ebenfalls eine fast optimale EinschlieBung der Werte-
menge

Wz ={1/(2+2-32")[ze X rnyeY}

berechnen kénnen. Mit Hilfe der Umformung

048 — und wee 2D
2+2-322 1-w? 5
wird zuniichst in der komplexen Ebene das Rechteck Z mit nur minimalen Uberschiitzungen
in ein achsenparalleles Rechteck W := (6 © Z & 1) © 5 abgebildet, so dass dann mit mit der
Anweisung T = 0.48 & reci_1mz2(W) eine nahezu optimale EinschlieBung Wy c T berechnet
werden kann. Mit der Prézision prec = 53 erhalten wir

T = ([1.30737618861925¢ — 2,6.70527278268821e - 2], [3.15076923076922¢ — 3,4.81179721970281¢e - 2]).

Im 2. Beispiel wihlen wir die gleiche Funktion h(z) und die gleichen Intervalle X,Y wie im 1.
Beispiel und zeigen, dass die naive Intervallauswertung von h(z) im Vergleich zum 1. Beispiel
zu starken Uberschitzungen von Wz fiihrt:

([1.30737618861925¢ — 2,6.70527278268821e — 2], [3.15076923076922¢ — 3,4.81179721970281e - 2]).
([3.26276015114256¢ — 3,1.64868468905322¢ — 1], [7.67754318618042¢ — 4,9.41176470588236¢ — 2]).

Im 3. Beispiel wihlen wir h(z) und X,Y wie im 1. Beispiel und zeigen mit der Umformung
1 1 1
h(z)s————=—- ———— d A=-1¢3,B=-203
e 3 s ™ @3 M

dass auch die optimale EinschlieBung von z? - z/3 - 2/3 mit Hilfe der Funktion poly2(z,A,B)
und anschlieBender Division ebenfalls zu starken Uberschétzungen von Wz, fiihrt:

([1.30737618861925¢ - 2,6.70527278268821e — 2], [3.15076923076922¢ — 3,4.81179721970281e - 2]),
([4.41305107318572¢ - 3,1.11103762978640e — 1], [1.60574052236746¢ — 3,7.61904761904763¢ — 2]).

Die im 3. Beispiel berechnete Einschliefung ist jedoch erwartungsgemifl besser als die aus dem
2. Beispiel, da poly2(z,A,B) schon eine optimale EinschlieBung des Nenners berechnet.
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C.2.6. z22+a-z+D

Mit den gegebenen komplexen Intervallen Z = X +i-Y, A=A +1i-Ay, B= DB +i-B> ist fiir ein
komplexes Intervallpolynom 2. Grades

(C.61) W=2+A-Z+B:={w=2>+a-2+beClzeZ acA, be B

eine optimale EinschlieSung des komplexen Intervalls W zu berechnen. Mit den reellen Interval-
len X,Y, Ay, As, By, By erhilt man eine EinschlieBung von W durch

2 2 2 2
(C.62) WecP:= (X+é) —(ﬂ) +(Y+&) —(&) + By
2 2 2 2
+i.{2.(X+é)(Y+é)_g.é.é_,_BQ}_
2 2 2 2

Die obige Einschliefung ist sogar optimal, d.h. es gilt W = P, wenn der komplexe Intervallaus-
druck P zur Vermeidung von Ausléschung in z.B. doppelter Prizision ausgewertet wird und wenn
nur A, Ao als Punktintervalle gewahlt werden, d.h. die Intervalle X,Y, By, By konnen beliebige
echte Intervalle sein, da sie im Real- und Imaginérteil jeweils nur einmal vorkommen, vgl. Seite
74. Die EinschlieBung W c P bleibt auch dann noch nahezu optimal, wenn die Intervalle Aq, As
z.B. eine nicht darstellbare komplexe Zahl a = V2-i-V5e Ay +i-Ay in der Current-Precision
selbst optimal einschliefen und damit einen nur minimalen Durchmesser besitzen.

Bei der Auswertung der Intervallfunktionen in C.62 besteht noch ein weiteres Problem. Bei-
spielsweise kann die Berechnung von (A;/2)? zu einem vorzeitigen Uberlauf fiihren, wihrend
der ganze Realteil in C.62 ein noch darstellbares Intervall ist. Dies kann z.B. eintreten, wenn
man im Fall B = 0 fiir Z die Nullstelle Z; = —A des Polynoms Z? + A-Z +0 wihlt und dabei das
komplexe Punktintervall A := MaxFloat () +i-MaxFloat()/2 definiert. Wegen A; = MaxFloat ()
wiirde dann die Auswertung von C.62 mit Sicherheit zu einem vorzeitigen Uberlauf fithren. Um
diesen Uberlauf zu vermeiden, wird das Intervall A; wie folgt skaliert® 4; c 2M -Al, wobei fll
mdoglichst groB ausfillt, aber 2- A; - A; noch keinen Uberlauf erzeugen darf. In diesem Sinne wird
in C.62 der ganze Realteil berechnet, und erst am Schluss wird mit dem entsprechenden Faktor
2F multipliziert, so dass erst dann ein maglicher und nicht zu vermeidender Uberlauf eintreten
kann. Ganz analog wird der Imaginérteil berechnet. Die Berechnung der Polynomeinschliefung
P erfolgt mit Hilfe der Funktion

MpfciClass poly2(const MpfciClass& Z, const MpfciClass& A, const MpfciClass& B);

die in mpfciclass.cpp definiert ist.

C.2.6.1. Numerische Beispiele

Im 1. Beispiel wihlen wir wie oben

Z = [-MaxFloat(),-MaxFloat ()] +¢-[-MaxFloat () /2,—MaxFloat () /2] = - A,

B =1[0,0]+4-[0,0],
so dass das Polynom Z2 + A-Z +0 an seiner Nullstelle Z; = —A auszuwerten ist, und tatséichlich
erhédlt man mit dem Funktionsaufruf P = poly2(Z,A,B); ohne einen vorzeitigen Uberlauf

die optimale Einschliefung
P=[0,0]+i-[0,0] =W.

Wertet man das Polynom naiv aus, d.h. durch sqr(Z) ¢ A & Z ¢ B, so erhélt man die vollig
unbrauchbare EinschlieSung

P = ([-@Inf@,@Inf@], [-@Inf@,@Infe]).

®Die Skalierung erfolgt mit Hilfe der Funktion Interval_Scaling(...), vgl. Seite 72.
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Im 2. Beispiel wihlen wir Z =[1,2] +i-[-2,-1], A=[-2,-2]+i-[2,2], B=[2,2]+¢-[-1,-1]
und erhalten mit dem Funktionsaufruf P = poly2(Z,A,B); die optimale EinschlieBung

P=[1,3]+¢-[-1,+1] =W.

Wertet man das Polynom jedoch naiv aus, d.h. durch sqr(Z) ¢ A ® Z & B, so erhélt man die
viel zu grobe EinschlieBung
P=[-3,+7] +i-[-5,+5].

Das Beispiel zeigt, wie wichtig es ist, wenigstens fiir einfache komplexe Intervallausdriicke, wie
hier beim Polynom 2. Grades, optimale EinschlieSungen zu realisieren.
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C.2.7. log(z)

Der Hauptwert der komplexen Logarithmusfunktion zur Basis e ist fiir z = x + 4 -y € C definiert
durch

log(z) :=In(|z]) +i-arg(z), |z|:=va?+y?, -7w<arg(z)<+m.

Der Verzweigungsschnitt ist wie iiblich die negative reelle Achse, wobei der Ursprung (0,0) selbst
der Verzweigungspunkt ist. In(|z|) bedeutet dabei den reellen Logarithmus zur Basis e mit dem
Argument |z|. Ist nun Z ein komplexes Rechteckintervall, das die Null nicht enthilt® und die
negative reelle Achse nur von oben beriihren darf, so enthilt die komplexe Zahlenmenge

log(Z):={ye (C‘y =log(z) AzeZ}

nur Funktionswerte des Hauptwertes der Logarithmusfunktion. Beachten Sie, dass log(Z) i.a.
kein Rechteckintervall ist. Beispielsweise ist das Bild log(Z) der Parallelen Z = [1,1] +i-[1,2]
zur y-Achse in der komplexen Ebenen eine glatte Kurve, deren Einschliefung durch ein ach-
senparalleles Rechteck mit der iiblichen Uberschiitzung verbunden ist, vgl. dazu auch Seite 243.

Bezeichnen wir mit Ln(Z) die EinschlieBung von log(Z) durch ein achsenparalleles Rechteck,
so enthélt auch dieses Rechteck nur Funktionswerte des Hauptwertes log(z) und es gilt

log(Z):={ye (C‘y =log(z) Aze Z} cLn(2).

Wir bezeichnen daher Ln(Z) als Analytische Logarithmusfunktion, wobei das Rechteckin-
tervall Z die Null nicht enthalten darf und die negative reelle Achse nur von oben beriihren darf.
Man sollte noch beachten, dass z.B. im Fall Z = [-2,-1] +¢-[0, 1] die Einschliefung

Ln(Z) = ([0,8.04719e-1], [2.35619,3.14160])

mit dem Supremum ihres Imaginérteils einen Wert liefert, der nicht mehr zum Hauptwert des
Logarithmus gehort, da das maximale Argument 7 auf der Maschine durch einen etwas grofieren
Zahlenwert eingeschlossen werden muss!

Durch analytische Fortsetzung konnen Funktionswerte der Logarithmusfunktion auch fiir
Rechteckintervalle Z definiert werden, die den Verzweigungsschnitt in ihrem Innern enthalten,
wobei aber die Null weder in Z noch auf seinem Rand liegen darf. Durch analytische Fortset-
zung ist es jetzt auch moglich, dass Z die negative reelle Achse von unten beriihrt, wobei dann
aber die Funktionswerte auf dem Verzweigungsschnitt den Imaginérteil —m erhalten. Bezeichnen
wir mit log(Z) auch jetzt wieder die Menge aller dieser Funktionswerte, mit z € Z, die also
auch durch analytische Fortsetzung definiert sein konnen und wird deren EinschlieBung durch
Rechteckintervalle mit In(Z) bezeichnet, so gilt

log(Z)cln(Z), z¢ Z.

Da In(Z), je nach Lage von Z, Funktionswerte einschlieBen kann, die nicht zum Hauptwert der
Logarithmusfunktion gehéren, wird In(Z) auch als Nicht-analytische Logarithmusfunktion
bezeichnet. Weitere Einzelheiten zu den erlaubten Intervallen Z findet man auf Seite 295.

Die Null darf auch nicht auf dem Rand von Z liegen!
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C.2.7.1. Analytische Funktion

Bedeutet log(z) den auf Seite 293 definierten Hauptwert der komplexen Logarithmusfunktion
und ist Z ein achsenparalleles Rechteckintervall, wobei die Null nicht in seinem Innern oder
auf dem Rand von Z liegen darf und Z die negative reelle Achse auch nur von oben beriihren
darf, so liefert die analytische Logarithmusfunktion Ln(Z) eine nahezu optimale achsenparallele
Rechteck-Einschliefung der komplexen Zahlenmenge

log(Z):={ye (C‘y =log(z) Aze Z} cLn(2).

In Abbildung C.17 sind einige erlaubte und nicht erlaubte achsenparallele Argumentintervalle
Z angegeben.

.

Abbildung C.17.: Erlaubte und nicht erlaubte Intervalle Z von Ln(Z).

Hier einige numerische Beispiele in der niedrigen Priizision prec = 30, womit etwa 30/ log,(10) ~
30/3.321928095 ~ 9 Dezimalstellen berechnet werden:

Ln([+2,+4] +i-[+0,+0]) = ([6.93147180¢ - 1, 1.38629437], [0.00000000, 0.00000000]),
Ln([-4,-2] + - [+0,+0]) = ([6.93147180¢ — 1,1.38629437], [3.14159265, 3.14159266] ),
Ln([-2,-1] +i-[+0,+1]) = ([0.00000000,8.04718957¢ — 1], [2.35619449, 3.14159266]),

Ln([-2, +1] +4-[-2,~1]) = ([0.00000000, 1.03972078], [-2.67794505, —7.85398163¢ — 1]),
Ln( ]+i-[-3,-2]) = ([1.03972077, 1.44518588], [-9.82793724e — 1, -5.88002603¢ — 1]),
Lo([+2,+3] +i-[+2, +3]) = ([1.03972077, 1.44518588], [5.88002603¢ — 1,9.82793724¢ — 1]),
Ln([-2,+2] +i-[+2,+3]) = ([6.93147180¢ — 1,1.28247468], [7.85398163¢ — 1,2.35619450]),
Ln([-2,+2] +i-[+0,+1]) ~ MpfciClass LN( const MpfciClass& z ); z contains 0.
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C.2.7.2. Nicht-analytische Funktion

Ausgangspunkt ist zunéchst wieder der auf Seite 293 definierte Hauptwert log(z) der komplexen
Logarithmusfunktion. Ist Z dann ein achsenparalleles komplexes Rechteckintervall, das die Null
nicht enthélt und die negative reelle Achse nur von oben beriihren darf, so enthélt die komplexe
Zahlenmenge

log(Z):={ye (C‘y =log(z) AzeZ}

nur Funktionswerte des Hauptwertes der Logarithmusfunktion. Zusétzlich wird aber jetzt noch
vorausgesetzt, dass Z den Verzweigungsschnitt in seinem Innern enthalten darf, wobei die Funk-
tionswerte in der unteren Halbebene durch analytische Fortsetzung aus der oberen Halbebene
definiert werden. Ist dann In(Z) eine Rechteck-EinschlieBung dieser Zahlenmenge log(Z2), so gilt

log(Z)cn(Z), =zeZ.

In(Z) wird dabei als nicht-analytische Logarithmusfunktion bezeichnet, da jetzt auch Funktions-
werte eingeschlossen werden kénnen, die nicht zum Hauptwert der Logarithmusfunktion gehoren.
In Abbildung C.18 sind einige erlaubte und nicht erlaubte achsenparallele Argumentintervalle
Z der Funktion In(Z) angegeben.

sy

Abbildung C.18.: Erlaubte und nicht erlaubte Intervalle Z von In(Z).

Hier einige numerische Beispiele in der niedrigen Prizision prec = 30, womit etwa 30/log,(10) ~
30/3.321928095 ~ 9 Dezimalstellen berechnet werden:

1n([+2,+4] +i - [+0,+0]) = ([6.93147180¢ — 1,1.38629437], [0.00000000, 0.00000000]),
1n([-4,-2] +i- [+0,+0]) = ([6.93147180e — 1,1.38629437], [3.14159265, 3.14159266]),
1n([-4,-2] +i- [+0,+1]) = ([6.93147180e — 1,1.41660668], [2.67794504, 3.14159266]),
1n([-4,-2] +i-[-1,+0]) = ([6.93147180e — 1, 1.41660668], [-3.14159266, —2.67794504]),
In([-4,-2] +i-[1,+1]) = ([6.93147180¢ — 1,1.41660668], [2.67794504, 3.60524027]),
In([-2,+2] +i-[-3,-2]) = ([6.93147180e — 1,1.28247468], [-2.35619450, —7.85398163¢ — 1]).
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C.2.8. log(1+=2)

Der Hauptwert der komplexen Logarithmusfunktion zur Basis e mit dem Argument 1+ z ist fiir
z=x+1-y € C definiert durch

log(1+2z):=In([1+z])+i-arg(1+2z), [1+z]:=/(1+2)2+y?, -mw<arg(l+z)<+m.

Der Verzweigungsschnitt ist die negative reelle Achse von —oo bis —1, wobei der Punkt (-1,0)
selbst der Verzweigungspunkt ist. In(|1 + z|) bedeutet dabei den reellen Logarithmus zur Basis e
mit dem Argument |1+ z|. Ist nun Z ein komplexes Rechteckintervall, das (-1,0) nicht enthzlt”
und den Verzweigungsschnitt nur von oben beriihren darf, so enthélt die komplexe Zahlenmenge

log(1+Z):={yeCly=log(l+z)nzeZ}

nur Funktionswerte des Hauptwertes der Logarithmusfunktion log(1 + z). Beachten Sie, dass
log(1 + Z) i.a. kein Rechteckintervall ist. Beispielsweise ist das Bild log(1l + Z) der Parallelen
Z =[1,1]+i-[1,2] zur y-Achse in der komplexen Ebenen eine glatte Kurve, deren EinschlieBung
durch ein achsenparalleles Rechteck mit der iiblichen Uberschiitzung verbunden ist, vgl. dazu
auch Seite 243.

Bezeichnen wir mit Lnpl(Z) die EinschlieBung von log(1 + Z) durch ein achsenparalleles
Rechteck, so enthilt auch dieses Rechteck nur Funktionswerte des Hauptwertes log(1 + z) und
es gilt

log(1+2Z):={ye (C‘y =log(l+z)AzeZ}cLnpl(Z).

Wir bezeichnen daher Lnp1(Z) als Analytische Logarithmusfunktion, wobei das Rechteck-
intervall Z die Singularitéit zg = =1 + 0 - ¢ nicht enthalten darf und den Verzweigungsschnitt nur
von oben beriihren darf. Man sollte noch beachten, dass z.B. im Fall Z = [-3,-2] +4-[0,1] die
Einschliefung

Lnpl(Z) = ([0,8.04719e-1], [2.35619,3.14160])

mit dem Supremum ihres Imaginérteils einen Wert liefert, der nicht mehr zum Hauptwert des
Logarithmus gehort, da das maximale Argument 7 auf der Maschine durch einen etwas grofieren
Zahlenwert eingeschlossen werden muss!

Durch analytische Fortsetzung konnen Funktionswerte der Logarithmusfunktion auch fiir
Rechteckintervalle Z definiert werden, die den Verzweigungsschnitt in ihrem Innern enthalten,
wobei aber die Singularitit zg = =1 + 0-¢ weder in Z noch auf seinem Rand liegen darf. Durch
analytische Fortsetzung ist es jetzt auch moglich, dass Z den Verzweigungsschnitt von unten
beriihrt, wobei dann aber die Funktionswerte auf dem Verzweigungsschnitt den Imaginérteil —7
erhalten. Bezeichnen wir mit log(1+ Z) auch jetzt wieder die Menge aller dieser Funktionswerte,
mit z € Z, die also auch durch analytische Fortsetzung definiert sein kénnen und wird deren
Einschliefung durch Rechteckintervalle mit Inp1(Z) bezeichnet, so gilt

log(1+Z) clnpl(Z), z¢€ Z.

Da Inpl1(Z), je nach Lage von Z, Funktionswerte einschliefen kann, die nicht zum Hauptwert
der Logarithmusfunktion gehoéren, wird Inp1(Z) auch als Nicht-analytische Logarithmus-
funktion bezeichnet. Weitere Einzelheiten zu den erlaubten Intervallen Z findet man auf Seite
299.

"2s = —1+0-4 darf auch nicht auf dem Rand von Z liegen!
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C.2.8.1. Analytische Funktion

Bedeutet log(1+z) den auf Seite 296 definierten Hauptwert der komplexen Logarithmusfunktion
und ist Z ein achsenparalleles Rechteckintervall, wobei die Singularitit zg = —1 + 0 -4 nicht in
seinem Innern oder auf dem Rand von Z liegen darf und Z den Verzweigungsschnitt auch nur
von oben beriihren darf, so liefert die analytische Logarithmusfunktion Lnpl(Z) eine nahezu
optimale achsenparallele Rechteck-EinschlieSung der komplexen Zahlenmenge

log(1+2Z):={ye (C‘y =log(l+z)AzeZ}cLnpl(Z).

In Abbildung C.19 sind einige erlaubte und nicht erlaubte achsenparallele Argumentintervalle
Z angegeben.

8Y

Abbildung C.19.: Erlaubte und nicht erlaubte Intervalle Z von Lnp1(Z).

Die EinschlieBung Lnp1(Z) wird berechnet mit der C-XSC-Funktion
MpfciClass Lnpl(const MpfciClass& Z);

die in der Datei mpfciclass.cpp definiert ist. Mit Z = X +4-Y wird der Realteil realisiert durch
die C-XSC-Funktion

MpfiClass 1ln_sqrtxpl_2y2(const MpfiClass& X, const MpfiClass& Y);

die in der Datei mpficlass.cpp definiert ist, vgl. Seite 205. Der Imaginérteil wird berechnet
mit der C-XSC-Funktion

MpfiClass argpl(const MpfciClass& Z, PrecisionType prec);

die in der Datei mpfciclass.cpp definiert ist, vgl. Seite 116.
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Numerische Ergebnisse:

Bezeichnungen: Z=X+i-Y, X =[x1,22], Y =[y1,92], t=log(l+2);

1.

298

Mit x1 = x9 = minfloat() = 2_1073741824; y1 = y2 =minfloat () und prec=30000 erhélt
man fiir ¢ die notwendigerweise grobe EinschlieBung:

t c ([0,2.38256490488...41164¢e — 323228497], [0, 2.38256490488...41164¢ — 323228497]).

. Mit 1 = x3 = 2-minfloat () = 271073741823, o — 4y = 2. minfloat() und prec=30000

erhélt man fiir ¢ die fast optimale EinschlieBung, wobei Real- und Imaginérteil mit jeweils
9030 gemeinsamen Dezimalziffern berechnet werden:

t c ([4.765129809775...82325¢ — 323228497,4.765129809775...82328e — 323228497],
[4.765129809775...82324¢ — 323228497,4.765129809775...82327e — 323228497]).

Mit z1 = y1 = 2-minfloat() = 2*1073741823, To = Yo = 4-minfloat (), und prec=30000
erhélt man fiir ¢ die fast optimale Einschliefung, wobei Infimum und Supremum von Real-
und Imaginérteil mit jeweils 9030 korrekten Dezimalziffern berechnet werden:

t c ([4.765129809775...82325¢ — 323228497,9.530259619551...64655¢e — 323228497,
[4.765129809775...82324¢ — 323228497,9.530259619551...64653e — 323228497]).

Mit x1 =x9=-1, y1 =y2 =minfloat() = Q1073741824 111 prec=30 000 erhélt man fiir ¢ die

fast optimale EinschlieBung, wobei Real- und Imaginérteil mit jeweils 9030 gemeinsamen
Dezimalziffern berechnet werden:

t c ([-7.44261117954...03830425613365¢8, —7.44261117954...03830425613363¢8],
[1.570796326794...67470301701083272, 1.570796326794...7470301701083273]).

Beachten Sie, dass das Argument Z = [-1,-1] +i- [minfloat () ,minfloat ()] jetzt in der
unmittelbaren Nihe der Singularitit zg = —1+4-0 liegt und damit einen betragsméflig sehr
groflen Realteil verursacht, der nahezu optimal eingeschlossen wird.

Mit x1 =29 = —23000001, Y1 =Yg = 2~ 1500000 g prec=800 000 erhélt man fiir ¢ die fast
optimale EinschlieSung, wobei Real- und Imaginérteil mit jeweils 240823 gemeinsamen
Dezimalziffern berechnet werden:

t c ([1.327168685081681...30691e — 1806181, 1.327168685081681...30692¢ — 1806181 ],
[1.0150887817716533...57311e — 451545, 1.0150887817716533...57314e — 451545]).

Die sehr grole Prézision prec=800000 ist hier notwendig, um den Realteil von ¢ nahezu
optimal einschlieflen zu kénnen, vgl. dazu die Bemerkungen auf Seite 269.

Mit 1 = -3, 29 = -2, y1 = y2 = 0 und prec=30000 erhélt man fiir ¢ die fast optima-
le EinschlieBung, wobei jetzt nur der Imaginérteil mit 9030 gemeinsamen Dezimalziffern
eingeschlossen wird:

t c ([0,6.931471805599453094172321214581765680755001343602...6258516803¢ — 1],
[3.141592653589793...6034021665442, 3.141592653589793...6034021665448]).

Beachten Sie, dass Z = [-3,-2] +i-[0,0]] den Verzweigungsschnitt von oben beriihrt.

Z =[-3,-2]+i-[-1,0] und Z = [-1,0] +4-[0,1] sind nicht erlaubte komplexe Intervalle
und erzeugen entsprechende Fehlermeldungen.



C.2.8.2. Nicht-analytische Funktion

Ausgangspunkt ist zunéchst wieder der schon auf Seite 296 definierte Hauptwert log(1 + z) der
komplexen Logarithmusfunktion. Ist Z dann ein achsenparalleles komplexes Rechteckintervall,
das die Singularitdt zg = —1 + ¢ - 0 nicht enthélt und den Verzweigungsschnitt nur von oben
beriihrt, so enthélt die komplexe Zahlenmenge

log(1+2):={yeCly=log(l+z)nzeZ}

nur Funktionswerte des Hauptwertes log(1 + z). Zusétzlich wird aber jetzt noch vorausgesetzt,
dass Z den Verzweigungsschnitt in seinem Innern enthalten darf, wobei die Funktionswerte in der
unteren Halbebene durch analytische Fortsetzung aus der oberen Halbebene definiert werden.
Ist dann Inp1(Z) eine Rechteck-EinschlieBung dieser Zahlenmenge log(1 + Z), so gilt

log(1+Z) clapl(Z), ze€Z.

Inpl(Z) wird dabei als nicht-analytische Logarithmusfunktion bezeichnet, da jetzt auch Funk-
tionswerte eingeschlossen werden konnen, die nicht zum Hauptwert der Logarithmusfunktion
gehoren. In Abbildung C.20 sind einige erlaubte und nicht erlaubte achsenparallele Argument-
intervalle Z der Funktion Inp1(Z) angegeben.

sy

Abbildung C.20.: Erlaubte und nicht erlaubte Intervalle Z von Inp1(Z).

Numerische Ergebnisse:
Bezeichnungen: Z=X+i-Y, X =[x1,22], Y =[y1,92], t=log(l+2);

1. Mit Ausnahme des letzten Beispiels gelten alle numerischen Ergebnisse von Seite 298 auch
fiir die nicht-analytische Funktion 1np1(Z2).

2. Mit Z =[-3,-2] +i-[-1,0] und prec = 30000 erhélt man die Einschlieung

t c ([0,8.04718956217050187300379666613093819762800677134258860...765881e — 1],
[2.35619449019234492884698...249077, 3.92699081698724154807830...081817]).
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C.2.9. /=

Der Verzweigungsschnitt der komplexen Quadratwurzel ist in der komplexen Ebene wie {iblich
die negative reelle Achse. Ein achsenparalleles Argumentintervall Z darf diesen Verzweigungs-
schnitt nicht im Innern enthalten und auch nicht von unten beriihren. \/Z liefert eine achsen-
parallele EinschlieSung der komplexen Zahlenmenge

{yeCly=vz 2e2}cVZ,

wobei \/z als Hauptwert der komplexen Quadratwurzel definiert ist.
In Abbildung C.21 sind einige erlaubte und nicht erlaubte achsenparallele Argumentintervalle
Z der Funktion /Z angegeben.

.

Abbildung C.21.: Erlaubte und nicht erlaubte Intervalle Z von VZ.

Hier einige numerische Beispiele in der niedrigen Priizision prec = 30, womit etwa 30/ log,(10) ~
30/3.321928095 ~ 9 Dezimalstellen berechnet werden:

sqre([+0,+0] + i - [+0,+0]) = ([0.00000000,0.00000000], [0.00000000, 0.00000000]),
sqrt([+0,+0] +i-[+1,+2]) = ([7.07106781e — 1,1.00000001], [7.07106781¢ — 1,1.00000001]),
sqrt([+0,+0] +i-[-2,-1]) = ([7.07106781e — 1,1.00000001], [-1.00000001, —7.07106781¢ — 1]),
sqrt([-4,-2] +i- [+0,+2]) = ([0.00000000, 6.43594253¢ — 1], [1.41421356, 2.05817103]),
sqrt([-1,+0] +i-[+0,+1]) = ([0.00000000, 7.07106782¢ — 1], [0.00000000, 1.09868412]),
sqrt([-1,+2] +i-[+0,+1]) = ([0.00000000, 1.45534670], [0.00000000, 1.09868412]),
sqrt([-1,+2] +i-[-3,-2]) = ([7.86151377¢ — 1,1.67414923], [~1.44261528, —6.43594252¢ — 1),
sqre([+2,+3] +i-[-2,+1]) = ([1.41421356, 1.81735403], [-6.43594253¢ — 1,3.43560750¢ — 1]),
sqre([-3,-2] +i-[-2,+2]) ~

Mpfc1C1ass sqrt(const MpfciClass& z); z not in the principal branch.
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4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30

C.2.10. /z, Beide Quadratwurzeln

Wihrend mit sqrt(Z) nach Seite 300 eine achsenparallele Einschliefung nur der Hauptwerte
V7%, 2 € Z, geliefert wird, werden mit sqrt_all(Z) fiir beliebige achsenparallele Argument-
intervalle Z in einer Liste die beiden méglichen EinschlieBungen fiir +1/z, z € Z, berechnet. Mit
dem folgenden Programm

1 // MPFR-07. cpp
2 #include "mpfciclass.hpp”

using namespace MPFR;
using namespace MPFI;
using namespace cXsc;
using namespace std;

int main(void)

{

}

interval re(-4,4), im(0,0);

MpfciClass Z(re, im, 20);

cout . precision (30/3.321928095); // Ausgabe mit 9 Dez.— Stellen
cout << "7 = 7 << Z << endl;

cout << "Z.GetPrecision() = 7 << Z.GetPrecision () << endl;

list <MpfciClass> res;
// Berechnung beider FEinschliessungen in einer Liste:
res = sqrt_all(Z);

list <MpfciClass >::iterator pos;
// Ausgabe der beiden FEinschliessungen :

for (pos = res.begin(); pos != res.end(); ++pos )
{
cout << *pos << endl; // Jede Einschliessung in neue Zeile
cout << 7 Praezision = 7 << (*pos).GetPrecision () << endl;
}

return 0;

erhilt man die Ausgabe

Z = ([-4.00000000,4.00000000], [0,-0])
Z.GetPrecision() = 20
([0,2.00000000], [0,2.00000000])

Praezision = 53
([-2.00000000,-0], [-2.00000000,-0])
Praezision = 53

wobei nach jeder EinschlieBung, die mit jeweils 9 Dezimalstellen erfolgt, auch noch die Prézision
dieser berechneten EinschlieSung ausgegeben wird. Hier wird mit der Default-Prézision prec = 53
gerechnet, da keine Current-Prézision vereinbart wurde.

Es folgen noch weitere Beispiele in der niedrigen Prézision prec = 30, womit etwa 30/ log,(10) ~
30/3.321928095 ~ 9 Dezimalstellen berechnet werden:

sqrt_all([-2,-1]+i-[-1,+1]) ~
([-4.55089861e — 1,4.55089861e — 1], [1.00000000, 1.45534670])
([~4.55089861¢ — 1,4.55089861¢ — 1], [~1.45534670, —1.00000000] ).
sqrt_all([-4,-2] +i-[-4,+0]) ~
([0.00000000, 1.11178595], [~2.19736823, —1.41421356])
([-1.11178595,-0.00000000], [ 1.41421356,2.19736823]).
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C.2.11. /2
Schreibt man eine komplexe Zahl z = x + i - y € C in Polarkoordinaten, so gilt
z=r1-€e"%, r:\/JUQTyQZO, - < @ < +.
Die komplexen Losungen wy € C der Gleichung
w'=2 mneN

sind gegeben durch die n komplexen Zahlen

i w+2rk

2k 2k
(C.63) wy = (L/F-{COS(SDJF T )+i-sin(¢+ T )}:%-e = k=0,1,2,....m—1,
n n

wobei die wy, auch allgemein als {/z oder 21" bezeichnet werden. In diesem Abschnitt definieren
wir den Hauptzweig der n—ten Wurzel aus z = r-e"¥ durch:

V2= wg = W'{cos(f)+i'sin(£)}= Ur-en, —m<p <.
n

n
Im ersten Beispiel betrachten wir z = -1 +i = \/2- {cos(37/4) + i -sin(37/4)} = /2 - G/,
Dann gilt nach (C.63) fiir die dritten Wurzeln aus z, [62]
V=1+i = wy = 2Y6.{cos(w/4) +i-sin(r/4)},

wy = 2Y%. {cos(117/12) + i -sin(117/12)},

wy = 2Y%.{cos(197/12) +i - sin(197/12)}.
Im zweiten Beispiel withlen wir 2 = -2v/3 - 2i = 4 - {cos(=57/6) + i - sin(=57/6)} = 4. 57/,
Beachten Sie, dass jetzt ¢ = =57/6 negativ sein muss, da z in der unteren Halbebene liegt. Dann
gilt wieder nach (C.63) fiir die vierten Wurzeln aus z

V2. {cos(=5m/24) +i-sin(-Hmw/24)},
V2 {cos(Tm/24) + i -sin(Tm/24)},

V-2v3-2i = w

w, =
wy = V2-{cos(197/24) +i-sin(197/24)},
w3 = V2-{cos(-17m/24) +i-sin(-177/24)},

wobei auch jetzt wieder zu beachten ist, dass fiir die 4 komplexen Wurzelwerte die Bedingung
-7 < ¢ < +7 erfiillt sein muss.

Fiir ein vorgegebenes achsenparalleles Rechteckintervall Z c C sollen jetzt fiir alle komplexen
Zahlen z € Z die Funktionswerte des Hauptzweiges der n-ten Wurzel durch ein achsenparalleles
Rechteckintervall moglichst optimal eingeschlossen werden. Dazu definieren wir die komplexe

Zahlenmenge \/Z,n durch:
[1,1]+¢-[0,0], fiir n =0 und fiir alle Z c C,

7 ZcC, fir n =1,
7n =
o{¥z|zeZ}, ZcCy n=234,...,
undefiniert, ZnR #3, n=2,3,4,...

Gy ist die langs der negativen reellen Achse aufgeschnittene komplexe Ebene C, wobei die Null
selbst zu C; gehort. R™ bedeutet die Menge der negativen reellen Zahlen, und D{(L/E|z A }

symbolisiert die achsenparallele RechteckeinschlieBung der komplexen Menge {{L/E | zeZ } Die
in mpfciclass.cpp definierte Funktion

MpfciClass sqrt( const MpfciClass& z, int n )
liefert eine fast optimale Einschliefung von /2, n, d.h. es gilt

VZ,n csqrt(Z,n).
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In der folgenden Abbildung C.22 sind fiir n = 2, 3,4, ... einige erlaubte und nicht erlaubte Recht-

eckintervalle Z angegeben:

.

Abbildung C.22.: Erlaubte und nicht erlaubte Intervalle Z von sqrt(Z,n).

Es folgen noch einige numerische Beispiele in der niedrigen Prézision prec = 30, womit etwa
30/1og,(10) »~ 30/3.321928095 ~ 9 Dezimalstellen berechnet werden:

sqrt([-2,+1] +i-[-1,+1],0) = ([1.00000000,1.00000000],[0.00000000,0.00000000])
sqrt([-2,+1] +i-[-1,+1],1) = ([-2.00000000, 1.00000000], [-1.00000000, 1.00000000]),
sqrt([+1,+2] +i-[-1,+0],2) = ([1.00000000,1.45534670],[-4.55089861e — 1,-0.00000000]),
sqrt([-1,-1] +i-[+1,+1],3) = ([0.793700525,0.793700526], [0.793700525, 0.793700526]),
sqrt([-2v/3,-2V/3] +i-[-2,-2],4) =

([1.12197105,1.12197106], [-8.60918670e — 1, -8.60918669¢ — 1]),

sqrt([-5,-5] +i-[-10,-10],9) = ([1.27439289, 1.27439290], [-0.293084789, —0.293084788]),
sqrt([-2,+1] +i-[-1,+1],6) ~
; Z contains negative real values.

MpfciClass sqrt(const MpfciClass& z, const int n );

Anmerkung;:
Der Parameter n sollte nicht zu grof gewéhlt werden. n = 100000 erfordert beispielsweise schon

grofle Laufzeiten!
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1

C.2.12. /= Alle Wurzeln

Fiir ein vorgegebenes achsenparalleles Rechteckintervall Z ¢ C berechnet die Funktion, [13], [55]

std::1list<MpfciClass> sqrt_all(const MpfciClass& Z, int n);

eine Liste von n achsenparallelen Rechteckintervallen, die jeweils alle Losungen von w” = z fiir
alle z € Z c C einschlieflen. Mit dem folgenden Programm MPFR-08. cpp berechnen wir zunéchst
fiir das Punktintervall Z = [-1,-1] +4-[1,1] EinschlieBungen der drei Wurzeln wg, wq,ws der
Gleichung w? = Z aus dem ersten Beispiels von Seite 302.

// MPFR-08. cpp

2 #include "mpfciclass.hpp”

3

4

5

6

7

8

9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33

using namespace MPFR;
using namespace MPFI;
using namespace cXsc;
using namespace std;

int main(void)
{
MPFI: : MpfiClass:: SetCurrPrecision (30);
cout << 7 GetCurrPrecision () = 7 << MPFI:: MpfiClass:: GetCurrPrecision () << endl;
int n = 3; // n-te Wurzel berechnen
interval re(-1,-1), im(1,1);
MpfciClass Z(re, im, 53);
cout . precision (30/3.321928095); // Ausgabe mit 9 Dez.— Stellen
cout << "Z =7 << Z << endl;
cout << "Z.GetPrecision() = 7 << Z.GetPrecision () << endl;
cout << ”Berechnung aller ” << n << ”-ten Wurzeln aus 72”7 << endl;

list <MpfciClass> res;
res = sqrt_all(Z, n);

list <MpfciClass >::iterator pos;
// Ausgabe der n n—ten Wurzeln :

for (pos = res.begin(); pos != res.end(); ++pos )
{
cout << *pos << endl; // Jede Einschliessung in neue Zeile
cout << ”Praezision = 7 << (xpos).GetPrecision () << endl;
}
return 0;

}

Das Programm liefert die Ausgabe

GetCurrPrecision () = 30

Z = ([-1.00000000,-1.00000000], [1.00000000,1.00000000])
Z.GetPrecision() = 53

Berechnung aller 3-ten Wurzeln aus Z
([7.93700525e-1,7.93700527e-1], [7.93700525e-1,7.93700527e-1])

Praezision = 30
([-1.08421509,-1.08421508], [2.90514555e-1,2.90514556e—1])
Praezision = 30
([2.90514555e-1,2.90514556e-1], [-1.08421509,-1.08421508])
Praezision = 30

mit den Einschliefungen der drei Wurzeln wg, wy,ws.
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Mit Z = [-2v/3,-2V/3] + i - [-2,-2] liefert sqrt_all(Z,4) EinschlieBungen der vier Wurzeln
wo, w1, wa, w3 der Gleichung w* = Z aus dem zweiten Beispiel von Seite 302. Die EinschlieBungen
sind:

wo € ([1.12197105,1.12197106], [-8.60918670¢ — 1,-8.60918668¢ — 1]),

wy € ([8.60918668¢ — 1,8.60918670e — 1], [1.12197105,1.12197106]),
[-1.12197106,-1.12197105], [8.60918668¢ — 1,8.60918670¢ — 1]),
[-8.60918670¢ — 1,-8.60918668¢ — 1], [~1.12197106, -1.12197105]).

wo € (
w3 € (
Beachten Sie, dass die Intervalle Z c C jetzt die negative reelle Achse nicht nur beriihren sondern

auch ganz in ihrem Innern enthalten diirfen. Mit Z = [-1,-1]+4-[0,0] erhélt man daher fiir die
beiden Quadratwurzeln wg = 7, w1 = —% die Einschliefungen

wo € ([0.00000000,0.00000000], [+1.00000000, +1.00000000]),
wy € ([0.00000000,0.00000000], [-1.00000000, —1.00000000]).

Mit Z = [-1,-1] +4-[-1,1] erhélt man die folgenden sechs Einschliefungen der sechs Wurzeln
wo, W1, Wa, w3, wa, ws der Gleichung w’ = Z.

wp € ([7.93353340e — 1,9.78816269¢ — 1], [3.82683432¢ — 1,6.44960268¢ — 1]),

wy € ([-1.38287684¢ — 1,1.38287684¢ — 1],[9.91444861¢e — 1,1.05946310]),

wgy € ([-9.78816269¢ — 1,-7.93353340e — 1], [3.82683432¢ — 1,6.44960268¢ — 1]),
ws € ([-9.78816269¢ — 1,-7.93353340e — 1], [-6.44960268¢e — 1, -3.82683432¢ — 1]),
wy € ([-1.38287684¢ — 1,1.38287684e — 1],[-1.05946310, -9.91444861e — 1]),

ws € ([7.93353340e — 1,9.78816269¢ — 1], [-6.44960268¢ — 1,-3.82683432¢ - 1]).

Mit Z = [-1,+1] + ¢ - [4,4] erhélt man die folgenden acht EinschlieBungen der acht Wurzeln
wo, W1, Wa, W3, Wa, s, we, wy der Gleichung wd = Z.

wo € ([1.15870665,1.17736602], [1.96183044¢ — 1,2.68620905¢ — 1),

wy € ([6.30104013¢ - 1,6.93274511¢ — 1],[9.68097359¢ — 1,1.01238336]),

wy € ([-2.68620905¢ — 1, -1.96183044¢ — 1], [1.15870665, 1.17736602]),

ws € ([-1.01238336,-9.68097359¢ — 1],[6.30104013¢ — 1,6.93274511¢ — 1]),
wy € ([-1.17736602, —1.15870665], [-2.68620905¢ — 1,-1.96183044¢ — 1]),
ws € ([-6.93274511e — 1, -6.30104013¢ — 1], [-1.01238336, —9.68097359¢ — 1]),
we € ([1.96183044e — 1,2.68620905¢ — 1], [-1.17736602, —1.15870665]),

wy € ([9.68097359¢ — 1,1.01238336], [-6.93274511e — 1,-6.30104013¢ — 1]).

Mit Z = [+1,+1] +i-[-0,+0] erhélt man die folgenden fiinf Einschliefungen der fiinf Einheits-
wurzeln wg, w1, ws, ws, ws der Gleichung w® = 1.

wp € ([1.00000000, 1.00000000], [0.00000000, 0.00000000]),

wy € ([3.09016994¢ — 1,3.09016995¢ — 1],[9.51056516¢ — 1,9.51056517¢ — 1]),

wy € ([-8.09016995¢ — 1,-8.09016994e — 1], [5.87785252¢ — 1,5.87785253¢ — 1]),
[-8.09016995¢ — 1,-8.09016994¢ — 1],[~5.87785253¢ — 1,~5.87785252¢ — 1]),

wy € ([3.09016994¢ — 1,3.09016995¢ — 1],[-9.51056517¢ — 1, -9.51056516¢ — 1]).

’U)3€(
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C.213. Vz+1-1

Wir betrachten die Aufgabe, zu einem vorgegebenen komplexen Intervall
ZZ)(-i-Z"Y'7 XZ[{El,{EQ], YZ[yl,yQ]

eine moglichst optimale EinschlieBung der Menge W :={w e C|w =+v2+1-1, ze Z} durch ein
komplexes Rechteck-Intervall F' 2 W mit der Prézision prec > 2 zu berechnen. Beachten Sie
dabei jedoch, dass nach Seite 243 mit einem solchen einschlieBenden Rechteck F'=U +i-V oft
deutliche Uberschéitzungen nicht zu vermeiden sind. Fiir f(2) = Vz+1-11ist 2y = =1 +0-4
der Verzweigungspunkt, und der Verzweigungsschnitt ist die Menge {r € R| —co < r < -1}.
Fiir den Hauptwert von f(z) darf Z den Verzweigungsschnitt nicht in seinem Inneren enthalten
und auch nicht von unten beriihren. In Abbildung C.21 sind einige erlaubte und nicht erlaubte
achsenparallele Argumentintervalle Z der Funktion F(Z) =vZ +1-12 W angegeben.

Ay

hi

o

Abbildung C.23.: Erlaubte und nicht erlaubte Intervalle Z von vV Z +1 - 1.

Zum vorgegebenen, erlaubten Eingangsintervall Z wird die nahezu optimale Einschliefung F
berechnet mithilfe der Funktion

MpfciClass sqrtpilml (const MpfciClass& Z);

die in der Datei mpfciclass.cpp definiert ist.

Um fiir F(Z):=vV/Z+1-1=U +1-V die reellen Intervalle U,V fiir die EinschlieBungen des
Real- und Imaginérteils optimal berechnen zu kénnen, bendtigen wir jetzt fiir die Real- und
Imaginérteilfunktionen u(x,y),v(z,y) von f(z) =vVz+1-1=u+i-v jeweils die Minimum- und
Maximumpunkte m und M auf dem Rand des erlaubten Eingangsintervall Z, vgl. Seite 244.
Um die Lage der Punkte m und M auf dem Rand von Z bestimmen zu kénnen, miissen fiir
u(z,y) und v(x,y) jeweils die Partiellen Ableitungen nach z und y berechnet und auf Minima
und Maxima der Funktionen u(z,y) und v(z,y) jeweils auf dem Rand von Z untersucht werden.
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C.2.13.1. Realteil

Nach (C.40) gilt fiir die Realteilfunktion u(x,y) von f(z) =vz+1-1=wu(z,y) +i-v(z,y) mit
einem positiven Faktor §(x,y) >0

+1|+z+1
u(x,y):\/%—l, z=x+1i-y€C,

8u(x,y):5‘(x+1)+\/(x+1)2+y2 rd-1
du(x,y) =6- Y x#-1.

oy Jwrreg

Im Fall z # -1+0-4 gilt also du/dz > 0, und du/Ox = 0 ist nur méglich auf dem Verzweigungs-
schnitt, d.h fiir y =0 A —oo < z < =1. Auflerhalb des Verzweigungsschnitts gilt damit:

0
(C.64) sign(S2) =1, a4 -1,
Ox
0
(C.65) sign(22) = sign(y), =« # 1.
dy
Nach (C.64) und (C.65) geben im linken Bild die
/ | Ay vier Pfeile die Richtung wachsender Funktions-
:_1 0 werte von u(z,y) an.
| > In der unteren Abbildung sind zu einigen Ein-
\ | \z gangsintervallen Z die Randpunkte m, M ange-
: geben, in denen das Minimum bzw. Maximum
von u(x,y) angenommen wird.
Ay
M
M
m M
M M? mn
M?
-1 _
m m m m T
m
M? M?
m m
M
M M

Abbildung C.24.: Minimum- und Maximumpunkte m, M der Realteilfunktion u(z,y).

Z=X+iY, X=[x1,22], Y =[y1,y2]; M? = (2z2,y1), falls |y1] > |yo|, sonst M? = (x2,y2).

307



C.2.13.2. Imaginarteil

Nach (C.42) auf Seite 274 gilt fiir die Imaginérteilfunktion v(z,y) von f(z) = u(x,y)+i-v(z,y)
die allgemeine Darstellung

Y
V2-(z+1]+z+1)

(©66)  sien(30) = -sien(y). 40,

v(z,y) = y #0, und einfache Rechnungen ergeben:

(C.67) sign(@) =+1, y#0.
Iy

Nach (C.66) und (C.67) geben im linken Bild die

vy \ vier Pfeile die Richtung wachsender Funktions-
werte von v(x,y) an.

In der unteren Abbildung sind zu einigen Ein-

/ gangsintervallen Z die Randpunkte m, M ange-

geben, in denen das Minimum bzw. Maximum

N
/

des Imaginérteils v(x,y) angenommen wird.

Ay
M M
Z Z
M
m
M M m
M
m m|—-1 -
X
M
m
Z m
M M
m
A
m m

Abbildung C.25.: Minimum- und Maximumpunkte m, M der Imaginérteilfunktion v(z,y).

C.2.13.3. Numerische Ergebnisse

Im 1. Beispiel wihlen wir mit Z = X +i-Y = [z1,22]+¢- [y1,y2] und mit der Current-Prizision
prec = 800 fiir Z das Punktintervall z; = 9 = y; = 32 = MaxFloat() = 2.0985. .. - 107323228496
Fiir den Wertebereich W von f(z), mit z € Z, erhalten wir die nahezu optimale Einschlieung

W < F(Z) = ([1.5916056670864...8630 - 10"161614248 1 5916056670864...8631 - 10+161614248 7
[6.5926465325706...2455 - 107161614247 |6 5996465325706...2457 - 1071616142477y

Man erkennt die fast optimale EinschlieBung an den jeweils 240 gemeinsamen Dezimalstellen.
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Im 2. Beispiel wihlen wir mit Z = X +i-Y = [z1,22] +7- [y1,y2] und mit der Current-Prizision
prec = 800 fiir Z das Punktintervall zy = x2 = 0.5, y; = yo = 4. Nach Abbildung C.14 auf Seite
275 liegt dann Z im oberen rechten Eckpunkt des roten Bereiches. Fiir den Wertebereich W von
f(z)=Vz+1-1, mit z € Z, erhalten wir die nahezu optimale Einschliefung

W c F(Z) = ([6.98823397628306387333...5497 - 1071, 6.98823397628306387333...5498 - 1071],
[1.1772854098855480133550677...3088, 1.1772854098855480133550677...3089]).

Man erkennt die fast optimale EinschlieBung an den jeweils 240 gemeinsamen Dezimalstellen.

Im 3. Beispiel wihlen wir mit Z = X +i-Y = [x1,22] +i-[y1,y2] und mit der Current-Prézision
prec = 800 fiir Z das Punktintervall 1 = 22 = 1, y; = y2 = +6. Fiir den Wertebereich W von
f(z)=Vz+1-1, mit z € Z, erhalten wir die nahezu optimale EinschlieBung

W c F(Z) = ([1.0401660864175689291956325...8935, 1.0401660864175689291956325...8936 ],
[1.4704685172312868433025417...4107, 1.4704685172312868433025417...4108]).

Man erkennt die fast optimale EinschlieBung an den jeweils 240 gemeinsamen Dezimalstellen.

Im 4. Beispiel wihlen wir mit Z = X +4-Y = [z1,22] + 7 - [y1,y2] und mit der Current-
Prizision prec = 800 fiir Z das echte Intervall Z = [0.5,1] +i - [4,6]. Fiir den Wertebereich W
von f(z)=vz+1-1, mit z € Z, erhalten wir die nahezu optimale EinschlieBung

W c F(Z) = ([6.98823397628306387333...5497 - 107, 1.040166086417568929195632...8936],
[1.1117859405028423439840960...8368, 1.530466993833334980217900...2684]).

Vergleichen Sie bitte die RealteileinschlieBung dieses Beispiels mit den RealteileinschlieBungen
der Beispiele 2 und 3. Beachten Sie dabei die Punkte m, M des Eingangsintervalls oben rechts
in Abb. C.24 auf Seite 307 und wihlen Sie m(0.5]4) und M (1|6). Die entsprechenden Intervall-
grenzen werden dabei im 4. Beispiel genau bestétigt.

Im 5. Beispiel soll fiir « := /27200000(1 +4) + (1+2i) —/1+2i mit der Current-Priizision
prec = 10000 eine moglichst optimale EinschlieBung berechnet werden. Mit der Umformung

=\}(1+2¢)-(w+1)—m

1+2
~VI+2i- \/—2_200000(1 D
1+2i

kann die Funktion f(z) = 2z + 1 -1 direkt benutzt werden, wenn fiir z := 272090901 44) /(1 + 24)
vorher eine optimale Einschliefung berechnet wird. Damit erhélt man fiir o die nahezu optimale
Einschlieung:

o € ([+3.005996416218562137...5710 - 10750207 13.005996416218562137...5712 - 1070207],
[-1.001998805406187379...1904 - 10750207 _1.001998805406187379...1903 - 10769207])

mit 3009 von 3010 moglichen Dezimalstellen. Noch eine Anmerkung zur obigen Umformung;:
Mit u = [u]-€*?%, v = |v]-€*? und —7 < @y, @, <+ gilt \J/u-v = Ju-/v nur, falls =7 < @, +@, < +7,
wobei diese Voraussetzung bei der obigen Umformung von « erfiillt ist.

Als Gegenbeispiel betrachten wir u = v = =1 = €* mit ¢, = ¢, = 7 und erhalten wegen

©u + @y =27 > 7 die Ungleichung  1=+/(-1)-(-1)#V-1-V/-1=i-i=-1.
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C.2.14. V/1+2?

Wir betrachten die Aufgabe, zu einem vorgegebenen komplexen Intervall
Z=X+i'Y, X:[xl,xz], Y:[yl,yz]

eine moglichst optimale Einschliefung der Menge W :={w e C|w =V1+22, ze€ Z} durch ein
komplexes Rechteck-Intervall F' 2 W mit der Prézision prec > 2 zu berechnen. Beachten Sie
dabei jedoch, dass nach Seite 243 mit einem solchen einschlieffenden Rechteck F' = U +i-V
oft deutliche Uberschiitzungen nicht zu vermeiden sind. Fiir f(z) = V1 + 22 sind 2,1 = 0 +4 die
Verzweigungspunkte, und die Verzweigungsschnitte sind die Mengen {+r-i|1 < r < +oo}. Fiir
den Hauptwert von f(z) darf Z einen Verzweigungsschnitt nicht in seinem Inneren enthalten.
In der oberen Halbebene darf Z den Verzweigungsschnitt nur von rechts und in der unteren
Halbebene nur von links beriihren. In Abbildung C.26 sind einige erlaubte und nicht erlaubte
achsenparallele Argumentintervalle Z der Funktion F(Z) =V 1+ Z2 2 W angegeben.

L.

8Y

P —

Abbildung C.26.: Erlaubte und nicht erlaubte Intervalle Z fiir den Hauptzweig von f(z)

Zu einem vorgegebenen Intervall Z wird die optimale EinschlieBung F' berechnet mit Hilfe der
Funktion
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MpfciClass sqrtlpx2(const MpfciClass& Z);

die in mpfciclass.cpp definiert ist. Da die Funktion f(z) = V1 + 22 = u(z,y)+i-v(x,y) fiir z € Z
holomorph ist, nehmen die Real- und Imaginérteilfunktionen u(z,y), v(x,y) als harmonische
Funktionen ihre Extrema jeweils auf dem Rand von Z =U +i-V an, vgl. Seite 244.

C.2.14.1. Realteil

Nach (C.45) auf Seite 279 gilt fiir die Realteilfunktion u(+z,+y) = u(x,y), so dass man fiir die
Berechnung der Extrema m, M nur die Intervalle X := abs(X) und Y* := abs(Y") der jeweiligen
Absolutbetriige zu betrachten hat. Das komplexe Intervall Z* = X* +¢-Y" liegt damit nur im
ersten Quadranten und besitzt fiir u(|z, |y|) die gleichen Extrema m, M wie das urspriingliche
Intervall Z fiir u(x,y). Im ersten Quadranten erhilt man fiir die beiden partiellen Ableitungen
der Realteilfunktion u(z,y) die Ergebnisse:

ox >0 sonst. dy

ou(z,y) |0, x=0A0<y<I, ou(z,y) )0, y=0v(z=0Ay>+1),
B " |<0 sonst.

Damit ergibt sich in Abb. C.27 fiir drei typische komplexe Intervalle Z* aus dem 1. Quadranten
die Lage der Punkte mit den gesuchte Extrema m, M.

Zx-

Zx—

=
E

Abbildung C.27.: Lage der Extrema m, M der Realteilfunktion u(x,y) auf Intervallen Z*

Mit Hilfe der Koordinaten x,,,¥y, bzw. zp,yar lassen sich dann das Minimum m bzw. das
Maximum M von u(z,y) fiir ein Intervall Z* aus dem 1. Quadranten berechnen mit der Funktion

MpfrClass Re_sqrtipx2(const MpfrClass& x, const MpfrClass& y, RoundingMode rnd)

Eine Unterschranke m des Minimums m > m und eine Oberschranke M des Maximums M < M
erhilt man also mit den Funktionsaufrufen

m = Re_sqrtlpx2(xm, ym, RoundDown) ; M = Re_sqrtlpx2(xM, yM, RoundUp);
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C.2.14.2. Imaginarteil

Nach (C.57) von Seite 282 gilt fiir die Imaginérteilfunktion

(C68) ’U(—,I,y) = —v(x,y) und ’U(x?_y) = _U(,I,y)

so dass iiber einem gegebenen Rechteck Z = X +¢-Y, mit Sup(X) < 0, die Imaginérteilfunktion
v(z,y) die gleichen Funktionswerte liefert wie tiber dem Rechteck Z* := -X +i-(-Y) =-Z, das
dann jedoch nur noch in der rechten Halbebene liegt. Um die gesuchten Extrema m, M iiber Z
zu bestimmen, miissen neben den Intervallen Z* aus der rechten Halbebene wegen der auf der
imagindren Achse liegenden Verzweigungsschnitte nur noch komplexe Intervalle Z = X +4-Y

betrachtet werden, fiir die mit X = [x1,22] gilt: 0€(x1,22) und |y| < 1Vy eY.
Zur Bestimmung der Koordinaten der Extremstellen benttigen wir die partiellen Ableitungen

0, x=0nyl<1,

sign(%):sign(y), w= >0, z>0v(z=0Aly|>1),
Y <o, z<0v(z=0aly>1).
Y M
M
| 7| 2
m
-—— m
m ¢ M
4 M
M
m?
A A M
m x
M? m?
| 2
7 m
M : m
o
Z*
m

Abbildung C.28.: Extremstellen auf den Intervallrindern von Z bzw. Z*

Die beiden schwarzen Pfeile geben die Richtungen an, aus denen die Funktionswerte v(x,y) auf
den jeweiligen Verzweigungsschnitt stetig ergéinzt werden. Die roten Pfeile geben die Richtung
wachsender Funktionswerte von v(z,y) an.
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Beachten Sie bitte, dass in Abb. C.28 mit Z* neben den am Ursprung gespiegelten Intervallen
aus der linken Halbebene natiirlich auch solche Intervalle symbolisiert werden, die urspriinglich
in der rechten Halbebene vorgegeben waren.

C.2.14.3. Numerische Ergebnisse

Im 1. Beispiel wihlen wir Z = [0,minfloat ()] +i-[1,1] = [1,271073741824] 4. [1,1]. Mit
prec = 400 erhalten wir fiir den Wertebereich W von f(z), mit z € Z, die nahezu optimale
EinschlieBung F'(Z) mit 120 korrekten Dezimalstellen:

W c F(Z) = ([0,4.881152430408...027 - 1071616142497 10 4 881152430408...027 - 1071616142497)

Im 2. Beispiel wihlen wir Z = [-2,+1] +4-[-1,+0.5]. Mit prec = 400 erhalten wir fiir den

Wertebereich W von f(z) fiir alle z € Z die nahezu optimale RechteckeinschlieBung F'(Z) mit

120 korrekten Dezimalstellen:

W cF(Z) =([0,2.23606797749978969640917366873127623544061835961152572427...8351],
[-7.86151377757423286069...1307 - 1071, 9.10179721124454682608...9583 - 1071]).

Im 3. Beispiel wihlen wir Z = [-2,-1] +i-[-4,+2]. Mit prec = 400 erhalten wir fiir den

Wertebereich W von f(z) fiir alle z € Z die nahezu optimale RechteckeinschlieBung F'(Z) mit
120 korrekten Dezimalstellen:

W c F(Z) = ([+1.03065889036991751569220...6366, +2.236067977499789696409173...8351 ]
[-1.879129818333282376255771...9882, 3.899774854972245632918720...7245]).

Zeigen Sie mithilfe der Symmetrieeigenschaften von u(z,y) und v(x,y), dass mit dem komplexen
Eingangsintervall Z; = [1,2] +¢-[-2,4] die gleiche obige EinschlieBung F'(Z) berechnet wird.
Im 4. Beispiel wihlen wir Z = [2+1073741000 2+1073741820] +q- [2+1073741000 2+1073741820]‘ Mit

prec =400 und
Z = [9.379481717334163189...964 - 1032322247 6 558058488960586538...127 - 10323228494]
[9.379481717334163189...964 - 10323228247 ¢ 558058488960586538...127 - 10323228494]

erhalten wir fiir den Wertebereich W von f(z) = V1 + 22 fiir alle z € Z die nahezu optimale
RechteckeinschlieBung F(Z) mit 120 korrekten Dezimalstellen:

W c F(Z) = [9.3794817173341631...963 - 10323228247 6 5580584889605865...128 - 103232284917
[9.3794817173341631...963 - 10323228247 6 5580584889605865...127 - 103232284941
Beachten Sie, dass bei der naiven Intervallauswertung von Z?2 ein vorzeitiger Uberlauf eintreten
wiirde und dass wegen Inf(2R(Z)) > 1 und Inf(J(Z)) > 1 die Intervalle Z und F(Z) nahezu
identisch sind.
Anmerkung;:

Es sei nochmals betont, dass die Funktion sqrt1px2(Z) eine optimale Einschliefung F(Z) der
Wertemenge W von f(z) = 1+ 22 fiir alle z € Z berechnet. Wenn man jedoch, z.B. mit dem
Intervall Z = [-2,+1]+i-[-1,0.5] aus dem 2. Beispiel, den Funktionsterm /1 + 22 in naiverweise
intervallméBig auswertet, so erhélt man mit dem Ergebnis

V14 Z2 =([0,2.38779440461619817894179314811304091311811195514305331557...6078],
[-1.000...001, 1.41421356237309504880168872420969807856967187537...9703]).

eine deutliche Uberschitzung der optimalen EinschlieBung F(Z) aus dem 2. Beispiel. Der obige
linke Ausdruck v/1 ¢ Z2 soll die naive intervallmifBige Auswertung symbolisieren.
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C.2.15. V1-22

Wir betrachten die Aufgabe, zu einem vorgegebenen komplexen Intervall
Z=X+i'Y, XZ[{El,{Ez], Y:[yl,yz]

eine moglichst optimale Einschliefung der Menge W :={w e C|w =V1-22, ze Z} durch ein
komplexes Rechteck-Intervall F' 2 W mit der Prézision prec > 2 zu berechnen. Beachten Sie
dabei jedoch, dass nach Seite 243 mit einem solchen einschlieffenden Rechteck F' = U +i-V
oft deutliche Uberschitzungen nicht zu vermeiden sind. Fiir f(z) = V1 - 22 sind 2z = +1 die
Verzweigungspunkte, und die Verzweigungsschnitte sind die Mengen {£r|1 < r < +oo}. Fiir den
Hauptwert von f(z) darf Z einen Verzweigungsschnitt nicht in seinem Inneren enthalten. In der
rechten Halbebene darf Z den Verzweigungsschnitt nur von unten und in der linken Halbebene
nur von oben beriihren. In Abbildung C.29 sind einige erlaubte und nicht erlaubte achsenparallele
Argumentintervalle Z der Funktion F(Z) = V1 - Z2 2 W angegeben.

Ay

Abbildung C.29.: Erlaubte und nicht erlaubte Intervalle Z fiir den Hauptzweig von f(z)

Ganz analog zu Seite 283 erhilt man mit der Transformation Z = i-Z7, bzw. mit Zp = Y +i-(-X)
die Beziehung V1 - 22 = /1 + Z2, so dass die Auswertung von V1 - Z2 zuriickgefiihrt werden

kann auf die Auswertung von /1 + Z2.
Die optimale EinschlieBung des Wertebereichs W durch das komplexe Rechteck F(Z) 2 W
erfolgt mithilfe der Funktion

MpfciClass sqrtimx2(const MpfciClass& Z);

die in der Datei pmfciclass.cpp definiert ist.
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C.2.16. V22-1

Wir betrachten die Aufgabe, zu einem vorgegebenen komplexen Intervall
Z=X+i'Y, X:[xl,xz], Y:[yl,yz]

eine moglichst optimale Einschliefung der Menge W :={w e C|w =V22-1, ze€ Z} durch ein
komplexes Rechteck-Intervall F' 2 W mit der Prézision prec > 2 zu berechnen. Beachten Sie
dabei jedoch, dass nach Seite 243 mit einem solchen einschlieffenden Rechteck F' = U +i-V
oft deutliche Uberschitzungen nicht zu vermeiden sind. Fiir f(z) = V22 -1 sind 21 = +1 die
Verzweigungspunkte. Die beiden Verzweigungsschnitte sind in der folgenden Abbildung C.30
schwarz bzw. griin dargestellt, vgl. Seite 284. Typische erlaubte und nicht erlaubte komplexe
Intervalle Z sind entsprechend gelb bzw. rot dargestellt.

8Y

Abbildung C.30.: Erlaubte und nicht erlaubte Intervalle Z fiir den Hauptzweig von f(z)

Beachten Sie, dass auch jedes Intervall der Form Z =[0,0]+4-Y oder Z = X +i-[0,0], d.h. jedes
Intervall Z, das auf einer Koordinatenachse liegt, ein erlaubtes Intervall ist. Die schwarzen und
die griinen Pfeile geben die Richtungen an, aus denen die Funktionswerte von f(z) = V22 -1,
mit z € C, auf die jeweiligen Verzweigungsschnitte analytisch fortgesetzt werden.

Die optimale EinschlieBung des Wertebereichs W durch das komplexe Rechteck F(Z) 2 W
erfolgt mithilfe der Funktion

MpfciClass sqrtx2ml(const MpfciClass& Z);

die in der Datei pmfciclass.cpp definiert ist.
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C.2.16.1. Realteil

Nach (C.59) auf Seite 284 gilt fiir die Realteilfunktion @(+xz,+y) = 4(x,y), so dass man fiir die
Berechnung der Extrema m, M nur die Intervalle X* := abs(X) und Y* := abs(Y") der jeweiligen
Absolutbetrige zu betrachten hat. Das komplexe Intervall Z* = X* +¢- Y™ liegt damit nur im
ersten Quadranten und besitzt fiir a(|z|,|y|) die gleichen Extrema m, M wie das urspriingliche
Intervall Z fiir a(zx,y). Fiir die partiellen Ableitungen erhilt man die Ergebnisse

0ul@:y) L pas y >0,
oz

M:O, falls y=0A0<xz <1,
oz

du(z,y) _

>0, fallsy=0Ax>1;

Ox Va2-1

——= =0, fallsx=0,
——== >0, fallsxz>0.

Damit erhélt man in Abb. C.31 fiir einige typische Intervalle Z* aus dem 1. Quadranten die
Lage der Punkte mit den gesuchte Extrema m, M der Realteilfunktion a(z,y).

4 M
i T
7% 7*

m

m
<—

M

—_—
M
M
M

m \ m 1 m ﬁ

Abbildung C.31.: Extremstellen m, M von 4(x,y) auf den Intervallrindern von Z bzw. Z*
Die beiden schwarzen Pfeile geben die Richtungen an, aus der die Funktionswerte @(z,y) auf

den Verzweigungsschnitt stetig ergénzt werden. Die roten Pfeile geben die Richtung wachsender
Funktionswerte von 4(x,y) an.
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C.2.16.2. Imaginarteil

Mit Ausnahme der Intervalle Z, die auf der reellen Achse liegen, befinden sich nach Abb. C.30
alle restlichen erlaubten Intervalle Z entweder in der rechten oder linken Halbebene. Im Falle
y1 = y2 = 0 liegen dann nach der Transformation Z* := abs(X)+i-[0,0] alle erlaubten Intervalle
Z bzw. Z* entweder in der rechten oder linken Halbebene. Im Fall 1 = 29 = 0 wéhlen wir
die Transformation Z* := [0,0] + i - abs(Y). Wahlt man dann noch im Fall z; < 0 die Trans-
formation Z* := =X —i-Y = -Z, so befinden sich anschlieflend wegen v(-z,y) = —0(z,y) und
0(x,-y) = —0(x,y) alle erlaubten Intervalle Z, Z* nur noch in der rechten Halbebene, wobei
die Wertemengen der Funktion ©(x,y) iiber den Intervallen Z* und deren Urbildern Z jeweils
gleich sind, vgl. (C.60) auf Seite 284. Fiir die partiellen Ableitungen erhélt man in der rechten
Halbebene

R@Y) oy oonas1,
ox

M<O, y=0A0<zx<1,
ox

%

Slgn(M) = —Sign(y)’ Yy % 0

Ox

M:o, y=0A0<z <1,
dy

0%

M>0, sonst.

Ay

Damit erhélt man in Abb. C.32 fiir einige typische Intervalle Z* aus der rechten Halbebene die
Lage der Punkte mit den gesuchten Extrema m, M der Imaginérteilfunktion o(x,y).

y - M
M
T g
M
m M m
l——
M
M
l i
1 M M T
m m m m o
M
7
A
m
m
i - T

Abbildung C.32.: Extremstellen m, M von 0(z,y) auf den Intervallrindern von Z bzw. Z*

Die roten Pfeile geben die Richtung wachsender Funktionswerte von o(x,y) an. Auf der reellen
Achse ist 9(z,0) fiir z > 1 konstant, und fiir 0 < x < 1 wéchst 9(x,0) in Richtung zum Ursprung.
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C.2.16.3. Numerische Ergebnisse

Im 1. Beispiel liegt Z = [-3,2] +i-[0,0] auf der reellen Achse. Mit prec = 400 erhalten wir
fiir den Wertebereich W von f(z), mit z € Z, die nahezu optimale Einschliefung F'(Z) mit 120
korrekten Dezimalstellen:

W c F(Z)=([0,2.8284271247461900976033774484193961571393437507538...9406], [0,1]).

Beachten Sie, dass man nach (C.59) und (C.60) auf Seite 284 z.B. fiir Z; = [0,3] +4-[0,0] die
gleiche obige EinschlieBung F'(Z) = F'(Z;) erhélt.

Im 2. Beispiel liegt Z = [0,0] +¢-[-3,2] auf der imaginéren Achse. Mit prec = 400 erhalten
wir fiir den Wertebereich W von f(z), mit z € Z, die nahezu optimale Einschliefung F'(Z) mit
120 korrekten Dezimalstellen:

W < F(Z) = ([0,0],[1,3.1622776601683793319988935444327185337195551393252168268]).

Beachten Sie, dass man nach (C.59) und (C.60) auf Seite 284 z.B. fiir Z; = [0,0] +4-[0,3] die
gleiche obige EinschlieBung F'(Z) = F(Z;) erhilt.

Im 3. Beispiel wéhlen wir Z = [-2,-1] + ¢ - [-4,+2]. Mit prec = 400 erhalten wir fiir den
Wertebereich W von f(z) fiir alle z € Z die nahezu optimale Rechteckeinschliefung F'(Z) mit
120 korrekten Dezimalstellen:

W c F(Z)=([0,1.9513492931928285028764303881123826661836623638977857854...1558]
[-2.197368226935619932079602...4282, 4.116342054542984500643962...7563]).

Zeigen Sie mithilfe der Symmetrieeigenschaften von 4(z,y) und o(x,y), dass mit dem komplexen
Eingangsintervall Z; = [1,2] +¢-[-2,4] die gleiche obige EinschlieBung F'(Z) berechnet wird.

Im 4. Beispiel wihlen wir Z = [-1,0] +i-[-2,0]. Mit prec = 400 erhalten wir fiir den Wer-
tebereich W von f(z) fiir alle z € Z die nahezu optimale RechteckeinschlieBung F(Z) mit 120
korrekten Dezimalstellen:

W cF(Z)=([0,9.10179721124454682608...9583 - 10_1], [0,2.23606797749978969640...8351]).

Zeigen Sie mithilfe der Symmetrieeigenschaften von 4(xz,y) und 9(x,y), dass mit dem komplexen
Eingangsintervall Z; = [0,1] +4-[0,2] die gleiche obige EinschlieBung F'(Z) berechnet wird.

Im 5. Beispiel wéhlen wir Z = [0.5,1.5] +4-[0,1]. Mit prec = 400 erhalten wir fiir den Wer-
tebereich W von f(z) fiir alle z € Z die nahezu optimale RechteckeinschlieBung F(Z) mit 120
korrekten Dezimalstellen:

W cF(Z)=([0,1.276792591750530535249...3706], [0, 1.37214511569925383987424...0792]).

Zeigen Sie mithilfe der Symmetrieeigenschaften von 4(xz,y) und 9(x,y), dass mit dem komplexen
Eingangsintervall Z; = [-1.5,-0.5] +¢-[-1,0] die gleiche obige EinschlieBung F'(Z) berechnet
wird.

Im 6. Beispiel wihlen wir das Punktintervall Z = [2,2] +i-[3,3]. Mit prec = 400 erhalten
wir fiir den Wertebereich W von f(z) fiir alle z € Z die nahezu optimale Rechteckeinschliefung
F(Z) mit 120 korrekten Dezimalstellen:

W c F(Z) = ([1.92566973609167184450654...2310, 1.92566973609167184450654...2311 ]
[3.11579908410336514259287...6742, 3.11579908410336514259287...6743]).

Zeigen Sie mithilfe der Symmetrieeigenschaften von 4(xz,y) und 9(x,y), dass mit dem komplexen
Eingangsintervall Z; = [-2,-2]+1i-[-3,-3] die gleiche obige EinschlieBung F(Z) berechnet wird.
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C.2.17. V/-22-1

Wir betrachten die Aufgabe, zu einem vorgegebenen komplexen Intervall
Z=X+i'Y, XZ[{El,{Ez], Y:[yl,yz]

eine moglichst optimale Einschliefung der Menge W := {w € C|w = V=22 -1, z¢€ Z} durch ein
komplexes Rechteck-Intervall F' 2 W mit der Prézision prec > 2 zu berechnen. Beachten Sie
dabei jedoch, dass nach Seite 243 mit einem solchen einschlieffenden Rechteck F' = U +i-V
oft deutliche Uberschiitzungen nicht zu vermeiden sind. Fiir f(z) = V-22 — 1 sind 24 = +i die
Verzweigungspunkte. Die beiden Verzweigungsschnitte sind in der folgenden Abbildung C.33
schwarz bzw. griin dargestellt, vgl. Seite 286. Typische erlaubte und nicht erlaubte komplexe
Intervalle Z sind entsprechend gelb bzw. rot dargestellt.
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Abbildung C.33.: Erlaubte und nicht erlaubte Intervalle Z fiir den Hauptzweig von f(z)

Beachten Sie, dass auch jedes Intervall der Form Z =[0,0]+4-Y oder Z = X +i-[0,0], d.h. jedes
Intervall Z, das auf einer Koordinatenachse liegt, ein erlaubtes Intervall ist. Die schwarzen und
die griinen Pfeile geben die Richtungen an, aus denen die Funktionswerte von f(z) = V-22 -1,
mit z € C, auf die jeweiligen Verzweigungsschnitte analytisch fortgesetzt werden.

Die optimale EinschlieBung des Wertebereichs W durch das komplexe Rechteck F(Z) 2 W
erfolgt mithilfe der Funktion

MpfciClass sqrtmx2ml(const MpfciClass& Z);

die in der Datei pmfciclass.cpp definiert ist.
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C.2.17.1. Numerische Ergebnisse

Im 1. Beispiel wéhlen wir das Intervall Z = [2,3] +4-[1,2]. Mit prec = 400 erhalten wir fiir
den Wertebereich W von f(z) fiir alle z € Z die nahezu optimale RechteckeinschlieBung F'(Z)
mit 120 korrekten Dezimalstellen:

W c F(Z)=([0.910179721124454682608715...9580, 1.92566973609167184450654...2311]
[-3.14774949975311471570686...0773, —2.1286448445312042768138...1189]).

Im 2. Beispiel wihlen wir das gleiche Intervall Z = [2,3] +i-[1,2] und berechnen jetzt aber
eine Einschliefung Fj(Z) des Wertebereichs W mit dem naiven Ansatz

MpfciClass z(interval(2,3),interval(1,2)), res; res = sqrt(-sqr(z)-1);
und erhalten die viel grobere EinschlieBung

W c Fi(Z) = ([0.651482080258584212175291...2081, 2.34963769321913708102402...5287]
[-3.4641016151377545870548...0607, —1.60048518044024083831781...4802]).

Es gilt also:

W e F(Z) c Fi(Z).

Wird ein mit holomorphen Funktionen verschachtelter, komplexer Intervallausdruck, in dem die
Intervallvariable Z nur einmal vorkommt, naiv ausgewertet, so erhélt man nach obigem Beispiel
mit F1(Z) i.a. keine optimale EinschlieBung des Wertebereichs W.

Wertet man im Gegensatz dazu einen reellen Intervallausdruck aus, in dem die Intervall-
variable z nur einmal vorkommt und der aus nur stetigen Funktionen zusammengesetzt ist, so
erhilt man stets optimale EinschlieBungen fiir den entsprechenden Wertebereich W. So erhilt
man z.B fiir den Ausdruck vV z?2 + 1 mit sqrt (sqr(x) ¢ 1) eine optimale EinschlieSung, wihrend
man mit sqrt(x & x ¢ 1) i.a. eine starke Uberschiitzung erhilt, weil im letzten Ausdruck die
Variable x zweimal vorkommt und daher gilt: sqr(x) € x ® x, vgl. auch Seite 74.

Um den Wertebereich W eines aus holomorphen Funktionen zusammengesetzten
Intervallausdrucks moglichst optimal einzuschlieen, sollte man auf moéglichst viele
Teilfunktionen zuriickgreifen kénnen, deren Wertebereiche selbst jeweils optimal
eingeschlossen werden, vgl. dazu die Tabelle auf Seite 115.

Die EinschlieBung des Wertebereichs Wy von z.B. f(z):=V-22-1-log(1+z) wird man daher

realisieren durch
MpfciClass z(...), F; F = sqrtmx2ml(z) © lnpl(z);

Beachten Sie aber, dass die EinschlieBung von W durch F noch keinesfalls optimal sein muss,
da uns nach der Tabelle auf Seite 115 nur optimale EinschlieBungen der beiden Teilausdriicke
V=22 - 1 und log(1+2) zur Verfiigung stehen, nicht aber eine optimale Einschlieung das ganzen
Produkts f(z) =V -22-1-log(1+ z). Da in der Realitéit nur wenige Intervallausdriicke wirklich
optimal eingeschlossen werden kénnen, kommen wir zum Ergebnis:

Die EinschlieBung des Wertebereichs W eines komplexen Intervallausdrucks ist i.a.
ein eigenstindiges Problem, das nur in Ausnahmeféllen optimal gelést werden kann,
vgl. dazu auch Seite 120.
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C.2.18. 1/\/z

Der Verzweigungsschnitt von f(2) =1/\/z, z=x +1i-y € C\{0}, ist in der komplexen Ebene die
negative reelle Achse. Ein achsenparalleles Argumentintervall Z darf diesen Verzweigungsschnitt
nicht in seinem Innern enthalten und auch nicht von unten beriihren. Die in mpfciclass.cpp
definierte Funktion

MpfciClass sqrt_r(const MpfciClass& Z)

liefert mit W = sqrt_r(Z) eine nahezu optimale, achsenparallele Rechteck-Einschlieung der
komplexen Wertemenge

{we(C‘wzl/\/E,zeZ}gw,

wobei \/z der Hauptwert der komplexen Quadratwurzel ist.
In Abbildung C.34 sind einige erlaubte und nicht erlaubte achsenparallele Argumentintervalle
Z der Funktion sqrt_r(Z) angegeben.

.

Abbildung C.34.: Erlaubte und nicht erlaubte Intervalle Z von sqrt_r(Z).

C.2.18.1. Realteil
Der Realteil von f(z) = u(z,y) +i-v(x,y) ist nach (C.19) von Seite 258 gegeben durch

ERVAERE: ~
u(z,y) = 7\/§|z| . lzl=Vaz+y?£0.

Fiir ein erlaubtes Intervall Z = X +1¢-Y liegen dann die Maximum- und Minimumpunkte M, m
der harmonischen Funktion u(z,y) auf dem Rand von Z(X,Y'), und wegen u(z,-y) = u(z,y)
kann man sich bei der Berechnung von M, m auf die obere Halbebene beschrinken, d.h. u(z,y)
nimmt auf den Rechtecken Z(X,Y) und Z*(X,abs(Y)) die gleichen Funktionswerte an, wobei
abs(Y') das Intervall der Absolutbetrige von Y ist. Zur Vereinfachung werden wir in diesem
Teilabschnitt das Rechteck Z*(X,abs(Y")) aus der oberen Halbebene wieder mit Z bezeichnen.
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Zur Berechnung der Extrema m, M benétigen wir von u(x,y) die partiellen Ableitungen, die
mit a(z,y) >0 gegeben sind durch

WLY) (1 (e 55 e

ox
w:_y-(2x+m))'a'
Yy

Die Extremalkurven bez. du(z,y)/0x = 0 ergeben sich aus:  y? -z (z + \/W) =0 zu
1. y =0 fiir z <0, d.h. auf der negativen reellen Achse gilt u(z,y) =0,
2. y=+/3-z fiir z >0, d.h. die Extremalkurve liegt nur im 1. Quadranten.
Die Extremalkurven bez. du(z,y)/8y = 0 ergeben sich aus:  y- (22 +/22+¢2)) =0 zu:
1. y =0 fiir x > 0, d.h. die Extremalkurve ist die positiven reellen Achse,
2. y=—-3-z fiir <0, d.h. die Extremalkurve liegt nur im 2. Quadranten.

In folgender Abbildung ist in der oberen Halbebene das Monotonieverhalten von u(zx,y) ange-
geben, und fiir typische Lagen von Z sind die Punkte m, M der gesuchten Extrema von u(z,y)
auf dem Rand von Z dargestellt.

y:—\/g.x ‘

y=V3-x

L e

m -
T m m?
M
" |
A
m
M m7 ?
m m M v M

Vs

Abbildung C.35.: Typische Lagen von Z mit den Punkten m, M bez. u(z,y)
Im Rechteck Z kann (M) nicht der Maximumpunkt sein, denn ldngs des punktierten Pfeils kann

man nach unten und anschlieend bis M nur in Richtung wachsender Funktionswerte von u(z,y)
laufen. Analog argumentiert man bei den zwei anderen Rechtecken mit den punktierten Pfeilen.
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Mit Abb. C.35 und mit den Abkiirzungen:

ULP: Unterer linker Eckpunkt von Z; URP: Unterer rechter Eckpunkt von Z;
OLP: Oberer linker Eckpunkt von Z; ORP: Oberer rechter Eckpunkt von Z;

ergibt sich der folgende Grobalgorithmus zur Bestimmung der Punkte m, M fiir das Minimum
bzw. Maximum von u(z,y) iiber dem Rand von Z:

if (ULP unterhalb von y=sqrt(3)x*x)
M = ULP; m = ORP oder m = 0OLP;
else
if (Untere Parallele schneidet y=sqrt(3)*x)
M ist dieser Schnittpunkt; m = ULP oder m = OLP oder m = ORP;
else
if (URP liegt rechts von y=-sqrt(3)x*x)
M = LRP; m = OLP oder m = ULP;
else
if (Rechte Parallele schneidet y=-sqrt(3)*x)
M ist dieser Schnittpunkt; m = ULP oder m = OLP;
else
M = ORP; m = ULP;

Anmerkungen:

1. Weitere Einzelheiten findet man mit dem komplexen Intervall z = x + ¢ -y in der Funktion
MpfiClass sqrt_rRe(const MpfiClass& x, const MpfiClass& y)

die in mpficlass.cpp definiert ist.

2. Der maximale Funktionswert r wird z.B. im unteren linken Eckpunkt von z berechnet mit
dem Aufruf: r = sqrt_rRe(x1l, y1, RoundUp);

3. Schneidet die rechte Parallel vom komplexen Rechteckintervall z die Extremalkurve y =
—/3- 2 im Punkt S(z2,ys), so wird mit yg = —/3- 2o der maximale Funktionswert r bei
geeigneter Rundung berechnet durch:  r =+/2-(1//=23)/4.
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C.2.18.2. Imaginarteil

Der Imaginérteil von f(z) = u(z,y) +i-v(z,y) ist fiir |2] = /22 + y2 # 0 nach (C.19) von Seite
258 gegeben durch
-1
v(z,y) =V

Yy
V22 e+ 2

Wegen der fiir < 0 giiltigen Grenzwerte

liI(I)l v(z,y) = -1/\/-x und liI(I)l v(x,y) =+1/\/-x
y—=0* y=0"

y=0Az<0,

sonst, d.h. falls y #0v x > 0.

besitzt v(x,y) auf der negativen reellen Achse eine Sprungstelle und im Ursprung eine Singula-
ritét. Fiir ein erlaubtes Intervall Z = X +¢-Y liegen die Maximum- und Minimumpunkte M, m
der harmonische Funktion v(z,y) auf dem Rand von Z(X,Y"), und wegen v(z,-y) = —v(z,y)
kann man sich bei der Berechnung der Funktionswerte [ = v(m) und r = v(M) auf die obere
Halbebene beschrinken. Mit X = [z1,x2], Y = [y1,y2] erfolgt dies mit folgendem Algorithmus:

Y Y Y Z=(X,Y1UY3)
(T 25 = (x. vy
2%._()(’yf)¢p K Zy = (X, Y1)
Zy = (X, |Ys])
L Jz-xr Zs = (X,Y3)

Abbildung C.36.: Zur Bestimmung von [, bei Auswertung in der oberen Halbebene

Algorithmus zur Berechnung der Extrema [, nur in der oberen Halbebene:

if (y1<0)
if (x1>0 && y2>0)
1 in Z1 berechnen; // 1 ist Minimum in Z;
12 in Z2 = (X,|Y3]|) berechnen;
r = -12; // r ist Maximum in Z;
else // x1<=0 oder y2<=0:
1 in Z5 berechnen;
r in Z5 berechnen;
14 = -r; // 14: Minimum in Z4
r4d = -1; // r4: Maximum in Z4
else // y1>=0
1 in Z6 berechnen;
r in Z6 berechnen;

Wir benétigen daher die folgenden Funktionen:

1. Zur Berechnung von [, wenn Z; oder Z5 im 1. Quadranten liegen:
MpfrClass sqrt_rImiQ(const MpfiClass& x, const MpfiClass& y)

2. Zur Berechnung von [, 7, wenn Z5 oder Zg in der oberen Halbebene liegen:
MpfiClass sqrt_rImOH(const MpfiClass& x, const MpfiClass& y)
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Um in der oberen Halbebene die Extrema [ = v(m) und r = v(M) nach obigem Algorithmus
berechnen zu kénnen, benétigen wir von v(z,y) noch die partiellen Ableitungen, die fiir y > 0
mit den positiven Faktoren S(z,y) >0 und §(x,y) > 0 gegeben sind durch:

%:y(g/Q—{-:ﬂx(x-%\/m))ﬁ(xay)a
%?:(_Qx—km)' x+m6(x,y)

Die Extremalkurven bez. dv(x,y)/0x = 0 ergeben sich aus: y (y2 +3z- (z+/2? + y2)) =0 zu:
1. y =0 fiir z > 0, d.h. auf der positiven reellen Achse gilt: v(z,y) = 0.

2. y =3z fiir z <0, d.h. die Extremalkurve liegt nur im 2. Quadranten.

Die Extremalkurven bez. dv(x,y)/dy = 0 ergeben sich aus: (—2z + /2% + y2) - \/x + /22 +3%2 =0
Zu:

1. y =0 fiir z <0, d.h. auf der negativen reellen Achse gilt:  dv(x,y)/dy = 0.

2. y=+/3-x fiir z >0, d.h. die Extremalkurve liegt nur im 1. Quadranten.

Um den Minimumpunkt m fiir ein Rechteck Z = (X,Y") aus dem 1. Quadranten mit Hilfe der
Funktion MpfrClass sqrt_rImiQ(const MpfiClass& x, const MpfiClass& y) bestimmen
zu konnen, betrachten wir in folgender Abbildung typische Lagen dieser Rechtecke Z = (X,Y):

\y —— y=V3-x
M T m M
M
------ = (m)
m
m M?
M? l
L (m) m
” Z
M?
M
m
M T

Abbildung C.37.: Zur Bestimmung von m, M bei Auswertung von v(z,y) im 1. Quadranten

Die roten und griinen Pfeile geben die Richtung wachsender Funktionswerte an. An den Punkten
(m) kann kein Minimum angenommen werden und bei M? ist jeweils ein Maximum méglich.
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Der Minimumpunkt m des Imaginérteils v(z,y) iiber einem Rechteck Z aus dem 1. Quadranten
wird mit folgendem Algorithmus berechnet:

if (ULP liegt links von y = sqrt(3)*x)
m = ULP;
else
if (Linke Parallele schneidet y = sqrt(3)*x im Punkt S)
m=S;
else
m = OLP; // m = Oberer linker Eckpunkt von Z;

Um die Punkte m, M der Extrema fiir ein Rechteck Z = (X,Y’) aus der oberen Halbebene mit
Hilfe der Funktion MpfiClass sqrt_rImOH( const MpfiClass& x, const MpfiClass& y )
bestimmen zu kdnnen, betrachten wir in folgender Abbildung typische Lagen dieser Rechtecke

Z=(X,Y):

y:_\/ng T Ay - y=V3-a
M
L—m l
m
M7 M —
L M?
M?
—
(m
m M?
M M7 M?
m
m,
m
7 M
T v :

Abbildung C.38.: Lage von m, M bei Auswertung von v(x,y) in der oberen Halbebene

Die Lage der Extremalpunkte m, M fiir Rechtecke Z = (X,Y"), die mit ihren unteren Parallelen
die Extremalkurve y = —/3 -z nicht schneiden und rechts von dieser Geraden liegen, findet man

in Abb. C.37. Mit den Abbildungen C.37, C.38 und mit den Abkiirzungen:

ULP: Unterer linker Eckpunkt von Z; URP: Unterer rechter Eckpunkt von Z;
OLP: Oberer linker Eckpunkt von Z; ORP: Oberer rechter Eckpunkt von Z;

ergibt sich der folgende Grobalgorithmus zur Bestimmung der Punkte m, M fiir das Minimum
bzw. Maximum von v(x,y) iiber dem Rand von Z, wenn Z in der oberen Halbebene liegt:
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if (URP liegt unterhalb von y = -sqrt(3)*x)
m = URP; M = ORP oder M = 0OLP;
else
if (Untere Parallele schneidet y = -sqrt(3)*x im Punkt S)
m=3S; M= O0LP oder M = ORP oder M = URP;
else // Z liegt rechts von y = -sqrt(3)*x;
if (ULP liegt links von y = +sqrt(3)*x)
m = ULP; M = ORP oder M = URP;
else
if (Linke Parallele schneidet y = +sqrt(3)*x im Punkt S)
m=S; M= 0RP oder M = URP;
else
m = OLP; M = URP;

Der obige Algorithmus wird realisiert mit der Funktion

MpfiClass sqrt_rImOH(const MpfiClass& x, const MpfiClass& y)

wobei das Intervall y in der oberen Halbebene liegen muss.

C.2.18.3. Numerische Beispiele

Im 1. Beispiel wihlen wir mit Z = [-1/2,-27°09] +4.[0,1] ein Argumentintervall in der Nihe
der Singularitédt zp = 0 und erhalten bei einer Prézision von prec = 700 mit dem Funktions-
aufruf W = sqrt_r(2) fiir den Wertebereich {w € C|w = 1/\/z, z € Z} ¢ W mit 210 korrekten
Dezimalstellen die nahezu optimale EinschlieBung

W= ([0,1.328752...574-1072],[-3.758280... 802 - 1072, -7.071067 ... 853 - 107']).

Zum Vergleich erhalten wir bei der Intervallauswertung von Wy = 1 & sqrt(Z) die viel grébere
Einschlieung

Wy = ([0,1.879140...901-107°%],[-3.758280... 802 - 10772, -5.321582... 764 - 10" °3]),

wobei die Oberschranke des Imaginérteils um 752 Zehnerpotenzen zu grofl ausfillt.

Im 2. Beispiel wéhlen wir Z = [1/4,1/2] +i-[-2,+1] und erhalten mit prec = 700 und mit dem
Funktionsaufruf W = sqrt_r(Z) fiir den Wertebereich {w € C|w =1/\/z, z € Z} € W mit 210
korrekten Dezimalstellen die nahezu optimale EinschlieBung

W= ([5.280517...552-107",2.000000. .. 000], [-7.071067 ... 861 -107*,7.071067. .. 861 - 107']).

Zum Vergleich erhalten wir bei der Intervallauswertung von Wy = 1 ® sqrt (Z) auch jetzt die viel
grobere Einschliefung

Wy = ([4.4139110926 ... 396 - 107", 2.00000000 . . . 000], [~1.0000000 . . . 000, +1.0000000 . . . 000]),

wobei aber die Groflenordnungen der Intervallgrenzen in diesem Beispiel iibereinstimmen.
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C.2.19. cot(z)
Mit z =z + 4 -y gilt nach Abramowitz (4.3.58)

sin(2x) — ¢ - sinh(2y)

(C.69) cot(z) = cosh(2g) — cos(22) =u(z,y) +i-v(x,y)
_cos(2) S kr ke
(C.70) = oGy CHhmkez
1
(C.71) = an()
(C.72) = tan(w/2-z) =tan(w/2 -z +kn), keZ

Die Polstellen der Cotangens-Funktion sind gegeben durch 2, = k7, und ihre Nullstellen liegen
bei zg =7 (k+1/2), keZ.

Da der Tangens fiir komplexe Intervallargumente Z bereits implementiert ist, soll der eben-
falls m-periodische Cotangens mit Hilfe des Tangens realisiert werden. Die Gleichung (C.71) ist
dabei ungeeignet, denn im Falle 7/2 € Z liegt eine Polstelle des Tangens in Z, so dass mit
(C.71) Programmabbruch erfolgt, obwohl der Cotangens in der Umgebung von 7/2 existiert
und bei z;9 = m/2 eine Nullstelle besitzt. Die Darstellung (C.70) ist ebenfalls ungeeignet, da
zwei Ergebnisintervalle zu dividieren sind, womit eine erhebliche, zusitzliche Uberschiitzung
verbunden ist. Zur Implementierung des Cotangens wéhlen wir daher (C.72). Ist ein rechtecki-
ges Argumentintervall Z = X +i-Y vorgegeben, so kann es bei der intervallméfligen Auswertung
von /2~ Z zu den bekannten Uberschitzungen kommen, wenn Inf(Z) ~ /2 oder Sup(Z) ~ 7/2
realisiert werden. Diese Uberschitzungen sind prinzipiell unvermeidbar, da 7/2 keine Maschi-
nenzahl ist und daher durch ein echtes Intervall eingeschlossen werden muss. Insbesondere bei
Punktintervallen Z ~ 7/2 lassen sich diese Uberschiitzungen jedoch vermeiden, wenn man die
Intervalldifferenz 7/2 — Z in doppelter Prézision ausfiihrt. Beachten Sie jedoch, dass die Inter-
valldifferenz /2 — Z selbst dann von [0, 0] verschieden ist, wenn Z eine optimale Einschliefung
von /2 ist, so dass dann die Auswertung von 7/2 - Z zu grofien Uberschitzungen fithren muss.

Im folgenden 1. Beispiel wihlen wir ein Punktintervall X = [z, 2], wobei im Zahlenformat mit
der Current-Prézision prec = 300
x =Sup(Pi()/2)

die kleinste Maschinenzahl groler 7/2 ist. Mit Z = ([z,z] +i-[1,1]) liefert die Version mit
doppelter Prézision prec = 600 die Einschlieung

cot(Z) = ([-3.08764047e-91,-3.08764046e-91], [-7.61594156e-1,-7.61594155e-1])

wéhrend man bei nur einfacher Prézision fiir den Realteil die praktisch unbrauchbare Einschlie-
Bung erhilt:

cot(Z) = ([-4.12338660e-91,0.00000000], [-7.61594156e-1,-7.61594155e-1]).

Im 2. Beispiel wihlen wir mit Z = (Pi()/2+4-[1,1]) ein echtes komplexes Maschinenintervall,
das im Zahlenformat mit der Current-Prézision prec = 300 den Realteil 7/2 optimal einschliefit.
Aber selbst mit doppelter Prézision prec = 600 erhéilt man jetzt nur die grobe Einschlieung

cot(Z) = ([-3.08764047e-91,1.03574613e-91], [-7.61594156e-1,-7.61594155e-1]),

die auch bei einer drei- oder vierfachen Prizision beim Realteil grundsétzlich nicht verbessert
werden kann.
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C.2.20. arcsin(z)

Mit dem achsenparallelen Rechteckintervall Z c Cg := C - {(-o00,-1) U (+1,+00)} liefert die
Funktion

MpfciClass asin(const MpfciClass& Z);

die folgende achsenparallele Rechteckeinschlieung asin(Z) fiir die komplexen Funktionswerte
arcsin(z), mit z € Z.
{arcsin(z) |2 € Z c Cg} c asin(Z).

Cg ist dabei die ldngs der reellen Achse von -1 bis —oo bzw. von +1 bis +o0o aufgeschnittene
komplexe Ebene. In der folgenden Abbildung sind einige erlaubte und nicht erlaubte Rechteck-
intervalle Z angegeben.

Cs

Abbildung C.39.: Erlaubte und nicht erlaubte Intervalle Z von asin(Z).

Mit Z = [1,1] +i.[271073741824 9-10737418247 orh]t man mit der Current-Prizision prec = 70 die
EinschlieBung®

asin(z) = ([1.57079632679489661922,1.57079632679489661924],
[4.88115243040816240520e — 161614249,4.88115243040816240522¢ — 161614249]).

Mit Z =[0.5,1.5] +i-[-1,0] erhélt man mit der Current-Prézision prec = 80 die EinschliefSung

asin(Z) = ([3.49439062857213293627411825¢e —1,1.57079632679489661923132170],
[-1.26047518779845407285290814,0.00000000000000000000000000]).

8Die Maschinenzahl 271973741824 _ ninfloat () ist prizisionsunabhiingig die kleinste positive Maschinenzahl.
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C.2.20.1. Algorithmus

Der nachfolgende Algorithmus zur Berechnung der Rechteck-Einschliefung asin(Z) fiir ein
vorgegebenes achsenparalleles Rechteckintervall Z basiert auf [55], [54], [12], wobei sich die
Verbesserungen in [12] auf das dort verwendete IEEE-Format beziehen. Da asin(Z) jetzt im
MPFCI-Format implementiert wird, miissen die Verbesserungen entsprechend an dieses Format
angepasst werden.

Mit z =z +i-y € C gelten nach W. Kramer fiir den komplexen Funktionswert w = arcsin(z) =
R(w) +i-T(w) die folgenden Beziehungen, [38]:

(C.73) % {\/(:U+1)2+y +y/(x-1)2+y2 }
(C.74) g= 5 (Va1 - Vo 1)2+y}
(€.15) ﬁ:% {\/(x+1)2+y +/(x - 1)2+y} o
(C.76) R(w) := arcsin(f)

+arcosh(«), falls y>0

+arcosh(a), falls y=0 und z<-1
(C.7T7) J(w)=4 0 , falls y=0 und -1<z<+1
—arcosh(a), falls y=0 und z>+1

—arcosh(«), falls y<0

Wegen  a(z,y) > a(z,0) = (Jz+ 1| +|x-1|)/2 erhilt man mit einfachen Fallunterscheidungen
(lz| <1, <=1, x> +1):

1, wenn |z|<1,

(C.78) a(z,y) > max(1,[z]) = { oder grober: a(z,y) > 1.

|z|, wenn |x|>1,
Unter den Voraussetzungen y =0 und -1 <z < +1 gilt:
(C.79) a(z,0) =1, d.h. J(w) = +arcosh(1) =0, R(w) = arcsin(x);

Es gilt auflerdem
1Bz, )| <[B(z,0)] < 1
Zum Beweis gilt nach (C.75):

2 ||
< 0 =R
B < |3, 0] = g = R,
und wegen R(-x) = R(z) kann man sich auf x >0 beschrénken'
Sei $>].7 d.h.|x—1|:+(m—1)sz(x):W—l.

In [54] wird fiir das komplexe Intervallargument

z=x+i-y=[x1,x2]+7"[y1,92]

eine EinschlieBung fiir arcsin(z) berechnet, wobei die beiden reellen Funktionen arcsin(8) und
arcosh(a) fiir Intervallargumente a und 8 auszuwerten sind. Dabei sind in (C.73) und (C.75)
die reellen Werte z,y durch entsprechende Punktintervalle z = [z1,21], ¥ = [y1,v2], *i, i €
S5(2,53) zu ersetzen.
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Bei der Auswertung von o und f nach (C.73) und (C.75) ist folgender Term T'(x,y) zu berechnen:

(C:50) Ti=Gr 1P 4o 1P T

Um T < MaxFloat () fiir jede Prézision zu gewéhrleisten, betrachten wir folgende Abschéitzungen:
Zunichst gilt:  T'(z,y) =T(|z|,y) = \/(|x| +1)2+ 92+ \/(|x| —-1)2 +y2;

Der Beweis ergibt sich direkt mit den Fallunterscheidungen: z > 0 und = < 0. Man findet
zusétzlich:

T(lel.y) =Tl lyh) < V2l + D2+ g2 +V/(la] + 1) +52
= 2:/(l2l+ )2+ g2 <2/ (Ja + 1) + (Jy| + 1)2
< 2V2- (M +1), falls M =max{|z|,|y|}.

Bei der Auswertung von T'(z,y) wird also Overflow verhindert, falls gilt?:

2V/2- (M +1) < MaxFloat (2)
c MaxFloat (2)

2v/2
Mit gr := 0.530330085889 - 21073741822 ynd der Anweisung

—1=0.530330085889 . . . . 21073741822

— M

if (lx|>gr or |yl>gr) ’Programm-Abbruch’

verhindert man daher einen vorzeitigen Overflow bei der Berechnung von T'(x,y), wobei die
obige Einschrinkung in der Praxis keine Bedeutung haben wird. « := T'(x,y)/2 wird mit der
Hilfsfunktion

MpfiClass f_aux_asin(const MpfiClass& x, const MpfiClass& y)

zusammen mit sqrtx2y2() ausgewertet, wobei fiir x,y nur Punktintervalle iibergeben werden.
Die oben beschriebene Abfrage if (Ix|>gr or |yl>gr) erfolgt nicht in f aux asin(x,y)
selbst, sondern in einer {ibergeordneten Funktion. In f_aux_asin(x,y) wird zusétzlich noch die
erste Ungleichung in (C.78) iiberpriift, die durch Intervalliiberschitzungen verletzt sein kann.
Eine nahezu optimale EinschlieBung des Realteils SR(w) nach (C.76) durch die Auswertung
von arcsin(f) scheint damit gewihrleistet zu sein, wenn man zusétzlich im entsprechenden Al-
gorithmus aus [54] (2nd: real part) den offensichtlichen Tippfehler, hx1 statt hxu, beseitigt:

if( srez < 0.0 )
resxu = Sup(asin(hxu/f_aux_asin(hxu,interval (max(-iimz,simz)))));

Fiir 8 - -1 oder 8 - +1 wird jedoch der Realteil R(w) durch die Auswertung von arcsin(8) noch
nicht optimal eingeschlossen, da wegen der nahezu vertikalen Tangenten an den Intervallrindern
von f3 € [~1,+1] nur minimale Uberschétzungen beim Argument 3 groie Uberschiitzungen beim
reellen arcsin(f8) bewirken.

Diese Uberschitzungen lassen sich jedoch im Falle 8 > 0.75, d.h. 8 — +1 durch die folgende
Transformation 8 =1-0 bzw. 6 = 1 — 3 beseitigen:

(C.81) arcsin(f) = arcsin(1-0) = g —arcsin(y/0-(2-9)), 0<0<2;

Wertet man jetzt in Gleichung (C.81) den letzten Ausdruck intervallméBig aus, so wird von der
optimalen EinschlieBung von 7/2 der betragsméBig kleine Intervallausdruck arcsin(y/d-(2-4))
subtrahiert, so dass keine nennenswerten Uberschitzungen auftreten kénnen. Die Berechnung
von 0(z,y) :=1- F(z,y) ist auch bei der EinschlieBung des Realteils von arccos(z) erforderlich.
Fir die Falle 0.75 <z <1, z =1 und « > 1 findet man die entsprechenden Formeln in (C.147),
(C.137) und (C.114). Wegen der Identitéit arcsin(-3) = —arcsin(3) kann der andere Fall 5 - -1
auf den oben behandelten Fall § — +1 zuriickgefithrt werden. Die Auswertung von arcsin(f)
erfolgt mit der Hilfsfunktion

°Fiir prec > 2 gilt: MaxFloat(2) < MaxFloat(prec), d.h. MaxFloat (prec) ist prizisionsabhingig!
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MpfiClass Asin_beta( const MpfiClass& x, const MpfiClass& y );

Bei der intervallméfligen Auswertung von 0(z,y) > 0 kann in seltenen Fillen das Infimum seiner
Einschliefung negativ werden, wodurch spéter ein NaN erzeugt wird. Diese Fehlerquelle wird in
Asin_beta(x,y) mit der Abfrage if (Inf(delta)<0) beseitigt.

Wir kommen jetzt zur Berechnung einer EinschlieBung des Imaginérteils, wobei nach (C.77)
arcosh(a) fiir das Intervallargument a auszuwerten ist. Nach (C.73) sind dabei fiir x,y entspre-
chende Punktintervalle x = [x1,21], ¥ = [y1,vy1], T1,y1 € S(2,53) einzusetzen:

a::%-{\/(:1:+1)2+y2+\/(:1:—1)2+y2}

Bei der Auswertung von arcosh(e) treten jedoch fiir Sup(a) — +1 erhebliche Uberschitzungen
auf, da die arcosh-Funktion dann in der Nihe ihrer Nullstelle 1 zu berechnen ist. Diese Uberschiit-
zungen des Imaginérteils lassen sich jedoch vermeiden, wenn man mit der folgenden Transfor-
mation a=1+(a-1)=1+06, :=a-1>0 die Identitit
(C.82) arcosh(«) = arcosh(1 + )
benutzt und dabei arcosh(1 + §) mit Hilfe der Funktion acoshp1(d) auswertet.

Bevor wir auf die Berechnung von § := a—1 > 0 ndher eingehen, bestimmen wir zunéchst in der

komplexen Ebene diejenigen Bereiche, in denen arcosh(«) direkt oder mit Hilfe von arcosh(1+4)
auszuwerten ist. Dazu beweisen wir mit z =z +1¢-y:

(C.83) lz| 22 v [y 22 = a(z,y)>2;

Zum Beweis benutzen wir:  «a(z,y) > a(x,0) = (|z + 1| + |z - 1|)/2 = r(z). Sei zunichst |z| > 2,
dann folgt mit einfachen Fallunterscheidungen: r(z) > 2. Auflerdem gilt: «(z,y) > a(0,y) = |yl
und mit |y| > 2 folgt der zweite Teil o

Auflerhalb eines Quadrats mit der Seitenlinge 4 und dem Mittelpunkt im Ursprung der kom-
plexen Ebene benutzen wir daher wegen (C.83) arcosh(«) direkt und innerhalb dieses Quadrats
gilt:  arcosh(a) = arcosh(1+4), mit § :==a— 1.

Wir kommen jetzt zur Berechnung von § :=a—1 > 0:
Man findet zunéchst

2
(084) T ==+1 ~r 5:{ 1+(y) _1}4_@’
2 2

wobei der erste Summand {. ..} mit Hilfe der C-XSC Funktion sqrtpimi(...) berechnet wird.
Fir x| £ 1 gilt mit K(z):=|z+ 1]+ |z -1]-2:

2
|z +1]- 1+(xL) -2+ (z-1)2+y?

+1

2
|x+1|-{ 1+(L) —1}+|x+1|—2+\/(ﬂj—1)2+y2
z+1

|x+1|-{ 1+(mi1)2—1}+|x—1|-{ 1+(%)2—1}

+K(x)
Mit der folgenden Darstellung fiir K (x)

20

0 ,falls 0<z[<1
2-(Jx|-1) , falls |z|>1

V(z,y) :=|;c+1|-{ 1+(xi1)2—1}+|x—1|{ 1+(x—?i1)2—1}

und mit

K(m)z{
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gilt dann insgesamt:

(C.85) 5 = @ , falls |z] < 1
(C.86) 5 = @um—n , falls |z] > 1
2
(C.87) 5 = { 1+(%) —1}+|2ﬁ| , falls |a] = 1,

dabei werden die mit {...} gekennzeichneten Ausdriicke mit der C-XSC Funktion sqrtpimi ()
berechnet. Bitte beachten Sie, dass innerhalb des oben beschriebenen Quadrats mit der Kan-
tenléinge 4 die quadratischen Argumente dieser Funktion, z.B. (y/2)? oder (y/(z +1))?2, ohne
vorzeitigen Overflow berechnet werden. Beachten Sie auflerdem, dass V(x,y) eine Summe aus
nur positiven Summanden ist, so dass keine Ausloschungen zu befiirchten sind.

Die Auswertung von arcosh(a) nach (C.82) mit Hilfe der Ausdriicke fiir § nach (C.85) und
(C.87) konnen im Falle 6 < 1 noch wesentlich vereinfacht werden. Dabei sind fiir z,y Punk-
tintervalle einzusetzen, so dass in (C.85) und (C.87) ¢ als Intervallargument § zu verstehen
ist.

Wir beginnen mit dem Fall:  |z| = 1;

arcosh(1+9), 0§

2
= arcosh(1+94), 5:{ 1+(£) —1}+£,t::|y|20;
0

arcosh ()
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Die wesentliche Vereinfachung besteht nun darin, fiir ¢ < 1 die Potenzreihe des obigen Ausdrucks
arcosh(y/1 + (t/2)%2+t/2) zu benutzen. Um Aussagen iiber diese Reihe machen zu kénnen, geben
wir zuniichst die Potenzreihe fiir arcosh(1 +t) an'?:

(C.88) arcosh(1 +t) = /2t - Q(t);

& 1 3 5 35 63
Q)= ap th=1-—t+—t*——*+ th- £
= 12160 896 18432 90112

. 1 (—0.5) L
Pk 2k \ g ) 0T

(2k +1)2
42k +3)(k+1)’

Ap+1 = —Qk /{:20,1,2,...
Mit Hilfe des Majorantenkriteriums und der geometrischen Reihe kann leicht gezeigt werden,
dass die Reihe fiir Q(t) sogar absolut konvergiert, wenn ¢ < 1.

Mit Maple7 und Mathematica erhélt man:

arcosh(v/T+ (122 +£/2) =Vi-H(t), H(t)= by,
k=0

1
H(t):1+_t_it2_it3+ 35 t4+ 63 t5
12 160 896 18432 90112

——+ ...

)

19ygl. die Ergebnisse zur Funktion arcosh(1 + ) im Buch zur Fehlerabschitzung; dort wird auch die folgende
Ungleichung gezeigt:  |ax+1] <|ak], £=0,1,...
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und es gilt vermutlich!! |az| = |bx|. Unter dieser Voraussetzung ist dann auch H(t) absolut
konvergent, so dass wie folgt geklammert werden kann:

63
(1+ —75) (ot e )+ (2t
160 896 132" o011

hl—h2+h3—h4ﬂ:..., h]ZO,

H(t) 9) -+

(C.89)

Damit erhalten wir fiir H(t) eine alternierende Reihe. Wegen |ag+1| < |ax| kann unter der Vor-
aussetzung t < 1 leicht gezeigt werden: hy,1 < hg, so dass die Reihe in (C.89) eine alternie-
rende Leibniz-Reihe ist. Damit ergeben sich im Falle |z| = 1 und ¢ = |y| < 1 mit arcosh(«) =

arcosh(y/1 + (t/2)? +t/2) die folgenden Abschitzungen:

(C.90) ﬂ-[(1+%)—t2(%+%)] <arcosh(a), t=ly|l<1;

2
(C.91) arcosh(a)zarcosh( 1+(%) +%)£\/E-(1+%), t=yl <1;

Fiir 0 <t =|y| <1 gelten noch die folgenden Abschétzungen:

f(l—%t2)<\/[1 tQ(i+i)]<\/Tt[1—t2(i+i.1)]s

160 160 160 896
3 ) 1 3 )
<Vit|1- tQ(— t)]s t[(1 —-t)—tZ(— —t)]
\/_[ 160 " 896 896 Vi i 12 160 " 896
Mit (C.90) und (C.91) erhalten wir schliefllich im Fall |z| = 1:
3, ¢
(C.92) \/Z-(l—%t )Sarcosh(a)g\/i-(1+ﬁ), t=|yl<1;

Die Auswertung dieser Abschitzung erfolgt in der Hilfsfunktion
MpfiClass ACOSH_f_aux(const MpfiClass& x, const MpfiClass& y);

unter der Voraussetzung (expo(Inf(delta)) < -GetCurrPrecision()). Bei hoher Current-
Prizision kommt obige Abschétzung also nur bei entsprechend kleinen Werten von ¢ := |y| zur
Anwendung, um moglichst optimale EinschlieBungen zu erhalten.

Wir betrachten jetzt nach (C.85) den Fall: |z| <1, mit § := V(z,y)/2, wobei V(x,y) definiert

war durch:
2 2
Y Y
= 1|- 1 -1 -1 1 -1;.
V(x,y) = |z +1] { +(x+1) }+|x |{ +(x_1) }

Fiir die Einschliefung des Imaginérteils J(w) von w = arcsin(z) ist dann nach (C.82) der Aus-
druck arcosh(1 +§) fiir das Intervallargument § auszuwerten, wobei in V (x,y) fiir 2,y die ent-
sprechenden Punktintervalle einzusetzen sind. Damit scheint das Problem gelst zu sein, da man
fiir y — 0 die Ausdriicke {..... } mit Hilfe der bereits implementierten Funktion sqrtpimi(..)
intervallméflig auswerten kann. Dabei iibersieht man jedoch, dass wegen der Reihenentwicklung

t'é(—l)]ﬁ—l (H §n+;) tk

n=0

(C.93) V1i+t-1

t t > 513

(C.94) = - [1-—-+—=—-——=x...|, [t|<1;
2 4 8 64

"ag| = |bx| konnte z.B. mit Maple bis k = 100 bestétigt werden.
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die obigen Ausdriicke {...} fiir y > 0 von der Gréflenordnung

1 y )\’

2 (x + 1)
sind und damit bei der spiiteren Intervallauswertung von vV zu einem vorzeitigen Unterlauf
fithren, womit dann starke Uberschiitzungen verbunden sind. Diese Uberschitzungen kann man
zwar vermeiden, indem man y geeignet skaliert, die entsprechenden Rechnungen sind jedoch
aufwendig und lassen sich durch den folgenden sehr einfachen Algorithmus fiir |y| — 0 ohne
Anwendung der Funktion sqrtpimi(...) ganz vermeiden.

Um V (z,y) einzuschliefen, berechnen wir zunéchst eine Oberschranke:
Da die Reihe in (C.94) fiir 0 <t < 1 eine alternierende Leibniz-Reihe ist, gilt die Abschétzung!?:

%, falls 0<t<1;

y \2
vy =+ 1 1+ -1
z+1

(C.95) E-(1—3)3 T+i-1<
2 4

Mit

folgt dann direkt

1 21 g2
U1S|CC+1|-§'( 4 ) = J falls 32 < (z+1)%

Mit

folgt ganz entsprechend

falls 32 < (z - 1)%

1 21 g2

2 \z-1 2 |z-1j
Fiir V(x,y) = v1 + vy erhélt man unter den Voraussetzungen |y| < |z + 1], |y| < |z — 1| und |z| < 1
die Oberschranke:

2 2

Y 1 1 Yy
(.96 V(z,y) <L - .
(€-96) (@y) <5 |:|m+1|+|x—1|:| 1- a2

Unter der Voraussetzung |z| < 1 sind die beiden Bedingungen [y| < |z + 1|, |y| < |z - 1] fiir jede
Current-Prizision prec > 2 erfiillt, wenn gilt:  |y| < 1-pred(1) = 27P**°. Damit erhalten wir

y2

1-22’

(C.97) V(z,y) < falls |z| < 1 und |y| < 27P¥¢€.

Um V(x,y) einzuschlieen, berechnen wir jetzt eine Unterschranke. Mit (C.95) folgt jetzt

ganz analog:
12 1 2
.- ( Y ) <wl, falls |y| <27P*¢C.
2 |z+1] 4\z+1

Wir stellen zusétzlich noch folgende Bedingung;:

1 Y 2 —prec Y 2 —prec+2
1--{——) >pred(l)=1-27P*¢ d.h. <27P .
4\x+1 z+1

12Djese Abschitzung lisst sich sehr einfach auch direkt beweisen.
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Es gilt fiir |z| < 1 die Abschiitzung (z +1)? > (succ(-1) +1)? = 272P*¢ und damit:

Y Y

(CE + 1)2 ~ 9-2prec’

Die obige Bedingung ist also erfiillt, wenn gilt

2

Q_gprec <27Prec*2 w wenn  |y| < 27((prec)/2),

Damit erhalten wir dann fiir prec > 2 die Unterschranke:
2

Y
|z + 1]

1
(C.98) 3 -pred(1) <vy, falls [y < 27((Bprec)/2),
Beim obigen Exponenten (3prec)/2 ist die spezielle Maschinenrundung des integer-Quotienten
in Richtung Null bereits beriicksichtigt!

Ganz entsprechend findet man die Abschétzung
1 y2 —((3prec)/2) :
(C.99) 3 T -pred(1) <wg, falls |y| <27 P , und damit:
x p—

2

2
C.100 AN [ —— d(1) = . d(1) < -V .
( ) 2 |:|.%'+1|+|1-_1|:| pre ( ) 1— 22 pre ( )—U1+U2 (x,y),

Fiir V(z,y) gilt dann zusammen mit (C.96) fiir prec > 2 die garantierte EinschliefSung

2 2

<V(zy) < —L—, falls |y| <2 ((pree)),
2 1- 22

Y

(C.101) pred(1) - .

Damit haben wir fiir hinreichend kleine Werte von |y| eine schon recht einfache Einschlieung
fiir V(x,y) gefunden. Um eine EinschlieBung auch fiir arcosh(1 + ) zu erhalten, betrachten wir
die Reihenentwicklung in (C.88) auf Seite 333. Im Buch zur Fehlerabschitzung wird gezeigt,
dass Q(t) fiir 0 <t < 2 eine alternierende Leibniz-Reihe ist, so dass sich fiir 0 < § < 2 die folgende
Abschitzung ergibt:

(C.102) m-(l—%)éarcosh(lJr(S)S\/%, d=V(z,y)/2<2 ~
VVi(z,y)- (1 - %) <arcosh(l+V(z,y)/2) <\/V(z,y), falls V(x,y) <4.

Wir stellen jetzt noch zusétzlich die Bedingung

1- % >pred(1)=1-27P"°  dh V(x,y) <3 27Pree3

und erhalten damit:
(C.103) \/V-pred(l) <arcosh(1+V/2) < VV,  falls V(z,y) < 3-27PFects,

Mit (C.101) und (C.103) kann jetzt unter der Voraussetzung |y| < 2-Pr¢)/2 fiir prec > 2 eine
sehr enge EinschlieBung fiir arcosh(1 + V//2) angegeben werden'3:

(C.104) pred(1) - \/pred() - —% < arcosh(1+ V(z,)/2) < _1|y_| —.

an kann mit . eicht zeigen, dass unter der Voraussetzun <27 neben z,y) < 4 auch die
13Man k it (C.101) leicht zeigen, d der Vi g |y| < 27CPre)/2 pneben V(x,y) < 4 auch di
Bedingung V (z,y) < 3 - 27P7°*? fiir alle prec > 2 erfiillt ist.
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Wegen \/pred(1) > pred(1) gilt im Fall |y| < 2-GPre)/2 fiir prec > 2 auch die etwas grobere
Einschlieung;:

(C.105) pred(1) -pred(1)- —% <arcosh(1l+V(z,y)/2) < —1|y_| —

Beachten Sie, dass jetzt fiir || < 1 bei der Auswertung von |y|/v/1 - 22 ein vorzeitiger Unterlauf
nicht mehr eintreten kann, wobei V1 — 22 mit Hilfe von sqrt_1mx2(x) intervallméBig auszuwer-
ten ist. Ein Uberlauf kann bei der Auswertung von |y|/v/1 - 22 fiir || < 1 nur eintreten, wenn
die Prizision sehr grofl und damit V'1 — 22 sehr klein wird. Diese sehr grofien Priizisionen haben
aber wegen der damit verbundenen extremen Laufzeiten keinerlei praktische Bedeutung!

Um fiir arcosh(1+ V (z,y)/2) eine moglichst einfach auszuwertende EinschlieSung angeben zu
konnen, beweisen wir vorher noch den folgenden Satz:

Fiir alle Maschinenzahlen x > 0 des MPFR-Formats gilt:
(C.106) pred(l) -z > pred(z).

Der Beweis fiir x = 0 und = = minfloat () ist trivial. Wir betrachten jetzt positive, normalisierte
Zahlen x =m-2% >minfloat (), mit 0.5 <m < 1. Nach (3.1) auf Seite 17 gilt:

m=0.5 ~ pred(gg) = 259”_1 . (1 _ 2—prec>
0.5<m<1l ~ pred(gg) = 9¢T . (m _ 2—pre<:)‘

Zum Beweis von (C.106) sind damit zwei Fille zu unterscheiden. Fiir m = 0.5 kann (C.106) wie
folgt dquivalent umgeformt werden:

pred(1) -z > pred(x)
<~ pred(1)-0.5-2%% > 2°* 1. (1 - 97Prec),
<~ (1 — 27preC) . 26x71 > 2ex71 . (1 _ 2*prec>i

Fiir 0.5 <m <1 kann (C.106) wie folgt dquivalent umgeformt werden:

pred(l) -z > pred(z)

pred(1) -m-2% > 2% . (m — 27P¢)

(1 _ 27preC) ‘m- 2€X 2 2€X . (m _ 27preC)
(1 _ 27preC) -m 2 m— 27prec

_gTPrec 5 _o-prec

Lo

Um jetzt mit (C.105) unter der Voraussetzung |y| < 27(3p7¢¢)/2 eine EinschlieBung des Ausdrucks
arcosh(1 + 0) = arcosh(1 + V(z,y)/2) zu erhalten, berechnen wir zunéchst eine intervallméafige
EinschlieBung des Quotienten

lyl/V1- 22 € abs(y) © sqrtimx2(x) = [ul,u2],

wobei das Argument x = [z, z] in der Funktion sqrtimx2(x) als Punktintervall aufzufassen ist.
Mit u2 erhalten wir damit auch eine Oberschranke von A := arcosh(1 + V (z,y)/2) < u2.
Um fiir A eine Unterschranke zu berechnen, gilt mit dem Satz (C.106)

pred(1) - {pred(1) - [y|/V'z* - 1}

v

pred(1l)-{pred(1)-ul} > pred(l)-{pred(ul)}
> pred{pred(ul)}.

\
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Unter der Voraussetzung |y| < 2-Pre)/2 erhalten wir schlieflich mit (C.105) fiir prec > 2 die
sehr effektive EinschlieBung

(C.107) pred {pred(ul)} < arcosh(1+ V(z,y)/2) <u2.

Mit y = m -2, ex = expo(y) und 0.5 <m <1 ist die Voraussetzung |y| < 2-(3prec)/2 orfijllt,
wenn gilt: ex < —(3-prec)/2, dabei ist die Maschinenrundung zur Null bei der integer-Division
(3-prec)/2 schon berticksichtigt. Die Auswertung von (C.107) erfolgt in der Hilfsfunktion

MpfiClass ACOSH_pl(const MpfiClass& x, const MpfiClass& y);

die nur fiir Punktintervalle auszuwerten ist.

Die beiden nichsten numerischen Beispiele zeigen, wie genau die EinschlieBungen mit (C.107)
im Vergleich zu (C.102) ausfallen. Dazu wéhlen wir die Current-Prézision prec = 70. Mit den
beiden Maschinenzahlen z; = pred(1) = 1 -27" und y; = minfloat () = 271073741824 st dag
Eingangsintervall gegeben durch das Punktintervall Z = [z1,21] + - [y1,91].

Mit (C.102) erhélt man fiir den Imaginérteil die praktisch unbrauchbare EinschlieBung

asin(Z) = ([1.57079632675373758748,1.57079632675373758749],
[0.00000000000000000000, 8.45440400895524581723e — 161614249]).

Dagegen erhilt man mit (C.107) fiir den Imaginérteil die fast optimale Einschliefung

asin(Z) = ([1.57079632675373758748,1.57079632675373758749],
[5.78868064589607735286e — 323228487, 5.78868064589607735289¢ — 323228487]).
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C.2.21. arccos(z)

Mit dem achsenparallelen Rechteckintervall Z c Cg := C - {(-o00,-1) U (+1,+00)} liefert die
Funktion

MpfciClass acos(const MpfciClass& Z);

die folgende achsenparallele RechteckeinschlieBung acos(Z) fiir die komplexen Funktionswerte
arccos(z), mit z € Z.
{arccos(z) |z € Z c Cg} c acos(2).

Cg ist dabei die ldngs der reellen Achse von -1 bis —oo bzw. von +1 bis +o0o aufgeschnittene
komplexe Ebene. In der folgenden Abbildung sind einige erlaubte und nicht erlaubte Rechteck-
intervalle Z angegeben.

Cs

Abbildung C.40.: Erlaubte und nicht erlaubte Intervalle Z von acos(Z).

Mit Z = [1,1] +i.[271073741824 9-10737418247 orh]t man mit der Current-Prizision prec = 70 die
EinschlieBung!*

acos(Z) = ([4.88115243040816240520e-161614249,4.88115243040816240522e-161614249],
[-4.88115243040816240522e—-161614249,-4.88115243040816240520e-161614249]).

Mit Z =[0.5,1.5] +i-[-1,0] erhélt man mit der Current-Prézision prec = 80 die EinschliefSung

acos(z) = ([0.00000000000000000000000,1.22135726393768332560392],
[0.00000000000000000000000, 1.26047518779845407285292]).

14Dje Maschinenzahl 271073741824 _ pinfloat () ist prézisionsunabhingig die kleinste positive Maschinenzahl.
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C.2.21.1. Algorithmus

Der in [54] beschriebene Algorithmus verwendet die folgende Identitét:
(C.108) arccos(z) = g —arcsin(z), z=z+1i-y;

Mit w = arccos(z) = R(w) +i-I(w) wird J(w) daher iiber den inversen Sinus optimal berechnet.
Im Falle R(w) ~ 0 bzw. R(arcsin(z)) ~ /2 wird jedoch R(w) nach (C.108) wegen starker
Ausloschung sehr fehlerhaft berechnet, so dass S3(w) damit nur grob eingeschlossen werden kann.
Als Beispiel betrachten wir z = 1 +¢-271%, Fiir das entsprechende Punktintervall z erhalten wir
mit (C.108) nur die sehr grobe Einschliefung

arccos(z) c ([-8.437695E—015,2.980234 E-008],[~2.980233 E—008,~0.000000 E+000])
wéhrend z.B. Maple7 das folgende Ergebnis liefert:
arccos(z) = 8.881784197001...-107' —;.8.881784197001 ... - 107*¢

Um diese Uberschitzung zu vermeiden, wird wie in [38] bei vorgegebenem komplexen Argumen-
tintervall
Z=X+i-Y =[x1,x2]+7-[y1,92], a;,y; sind Maschinenzahlen

zur EinschlieBung von PR(arccos(Z)) die reelle arccos-Funktion fiir den Intervall-Ausdruck B
ausgewertet:

2z
Va+ D2+ e -1+ g7

wobei die Punktintervalle z,y durch die Extremalpunkte auf dem Rand von Z bestimmt sind,
vgl. [38, S. 135].

In den folgenden Abbildungen sind zu einigen Intervallen Z, die in der komplexen Ebene als
Rechtecke dargestellt werden, die Extremalpunkte angegeben. Dabei sind die Koordinaten von
m die Koordinaten des Extremalpunktes, an dem das Minimum von R(w) angenommen wird.
Entsprechend sind die Koordinaten von M die Koordinaten des Extremalpunktes, an dem das
Maximum von R(w) angenommen wird. Man erkennt, dass m und M fast immer die Eckpunk-
te von Z sind. Nur wenn der Koordinatenursprung im Innern von Z enthalten ist, liegen die
Extremalpunkte m,M auf der reellen Achse, d.h. also nicht auf den Eckpunkten von Z.

Einige Besonderheiten liegen vor, wenn Z z.B. in der rechten Halbebene liegt und die reelle
Achse durch das Innere von Z lduft. Dann liegt M auf demjenigen linken Eckpunkt von Z, der die
betragsméfiig maximale y-Koordinate besitzt. Liegt jedoch Z in der linken Halbebene und lauft
die reelle Achse wieder durch das Innere von Z, dann liegt m auf demjenigen rechten Eckpunkt
von Z, der die betragsméflig maximale y-Koordinate besitzt.

Zum Verstandnis der Abbildung ist weiter zu beachten, dass im Fall zweier Punkte m auf dem
Rand von Z auch alle Zwischenpunkte Extremalpunkte sind, auf denen 2R(w) sein Minimum
iiber Z annimmt. Entsprechendes gilt im Falle zweier verschiedener Punkte M auf dem Rand von
Z.

In den folgenden Abbildungen sind einige mogliche Lagen der Intervalle Z angegeben. Die
Pfeile auf die Verzweigungsschnitte beschreiben, aus welcher Richtung die Funktionswerte des
Hauptzweiges auf die Schnitte analytisch fortzusetzen sind.

(C.109) arccos(B), B:=
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m

Nach Seite 330 gilt Sup(8) < 1. Fiir Inf(B8) - 1 wird daher die reelle arccos-Funktion in der
Nihe ihrer Nullstelle xy = +1 ausgewertet, so dass bei der EinschlieBung von arccos(8) grofie
Uberschitzungen zu erwarten sind. Mit dem komplexen Argument z = 1 +4-27'% erhélt man in
der Tat bei Anwendung von (C.109) fiir den Realteil die sehr grobe Einschlieung:

al“CCOS(Z) € ([0.000000E+000,2.980233 E—-008],[-8.881785E-016,-8.881784E-016])

Diese Uberschiitzungen lassen sich vermeiden, wenn man mit Hilfe der Transformation
2
6 = r = 1
V(@ +1)2+y2+/(z-1)2 +¢2

(C.110) -6, 620
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im Falle 8> 0.75 fiir arccos(f) die folgende Darstellung benutzt:
(C.111) arccos(f) = arccos(1 - ) = arcsin(V'26 - 62)

Bevor wir fiir die Félle: z <1, x =1, £ >1 zur Auswertung von d(x,y) die jeweils geeigneten
Terme angeben, soll zunéchst in der komplexen Ebene der Bereich bestimmt werden, in dem (5 >
0.75 gilt. Aus (C.110) folgt unmittelbar, dass S(x,y) fiir festes x > 0 sein relatives Maximum bez.
y auf der reellen Achse, d.h. fir y = 0 annimmt. Aus (C.110) erhélt man fiir diese Maximumwerte
direkt:

x falls 0<z<1

C.112 ,0) =
( ) Al,0) {1 falls >1 ~ §=0;

Dass fiir « > 0 die obigen Werte tatséchlich relative Extrema bez. y sind, ergibt sich auch direkt
aus der nachfolgenden partiellen Ableitung 95(x,y)/dy, die fiir y = 0 verschwindet.

1 1
+
0B(r.y) __,  NEr1)?+y? @-1)+y
_ = - xy .
) 2
Y (\/(x+1)2+y2+\/(x—1)2+y2)
Da die partielle Ableitung in der rechten Halbebene fiir y > 0 negativ und fiir y < 0 positiv ist,

liegt in der komplexen Ebene der gesuchte Bereich, in dem 3(x,y) > 0.75 gilt, innerhalb der
Hohenlinie

11242 - 63
12 ’
wobei die positive reelle Achse als Symmetrieachse durch diesen Bereich lduft. Beachten Sie
bitte, dass durch die Funktionsgleichungen

3
ﬁ(xay)zz — |y|:

11222 - 63

=+
y 12

eine Hyperbel mit ihrem rechten Hyperbelast beschrieben wird, dessen Scheitelpunkt durch

x =3/4 und y = 0 gegeben ist. Der gesuchte Bereich S(x,y) > 0.75 ist in der folgenden Abbildung
innerhalb dieses Hyperbelastes dargestellt:

Bereich in der komplexen Ebene bez. £ > 0.75

Yy
94
12y=+Vv'112z2-63
1
x
6 T
0.5 0.7 2 3
14
12y=—/11222-63
_24
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Um (C.111) im obigen Bereich S(z,y) > 0.75 anwenden zu kénnen, bendtigt man zunéchst eine
Darstellung fiir § = 6(z,y). Man findet direkt

(C.113) 20=2-/(z+1)2+y2+/(z-1)2+4220.

Aber (C.113) ist offensichtlich fiir § - 0 wegen starker Ausloschung zur Auswertung auf der
Maschine nicht geeignet. Wir betrachten daher unter der Voraussetzung 5 > 0.75 zunéchst den
Fallz>1:

Wegen y =0 ~ ¢ =0, vgl. (C.112), kann man sich jetzt auf y # 0 beschrénken. Aus (C.113)
ergibt sich zunéchst:

25:—(m+1)-{ 1+(xil)2—1}+(x—1)-{ 1+(£1)2—1}

Die beiden obigen Summanden liefern jedoch fiir x — +oo ebenfalls starke Ausléschung, so dass
weitere Umformungen nétig sind:

—x-{ 1+(xi1)2—1}+x-{ 1+(xy1)2—1}
zo\[1+ rao\[1+ x 1

N %) - ()
\/1+(%)2+\/1+(%)2

4q% - 22

G N::\/1+(90§/r1)2+\/1+(x€1)2;

Fiir 26 erhilt man damit:

l\’)

42'2 42_2 29_N 2—12'N
20 = L%—Q—N: y -z +( )(.%' )

(z2-1)2-N (z2-1)2-N
Z
= m, Z=4y2'.7]2+(2—N)(1'2—1)2'N

Z=-2-(z*-1) -F;

+w+<f A G -
-(mr f )2) )

|
Il
8
[\
I
<
I
—_

1l
~
E%
|
—_
N’
A
—_
+
A
|
—_
v
AH

\—/

(C.114) 26 =
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Der Nenner in (C.114) ldsst sich zwar noch weiter vereinfachen zu

1 21 2
—- 1+( Y )+—- 1+( Y ),
2 -1 2 r+1

die Darstellung in (C.114) hat jedoch den Vorteil, dass zur Berechnung von §(x,y) im Wesent-
lichen nur zwei Terme mit Hilfe der Funktion sqrtpiml() auszuwerten sind. Auflerdem kann
2§ fiir y —» 0 mit Hilfe von (C.114) sehr einfach eingeschlossen werden. Fiir eine Oberschranke
erhilt man aus (C.114) direkt:

2

(C.115) 2-0(x,y) < 2 1

Die Berechnung einer Unterschranke fiir 2-6(z,y) ist etwas komplizierter. Nach (C.114) schrei-
ben wir 20 = Z/N und bestimmen zunéchst eine Oberschranke des Nenners N. Mit Hilfe der
Reihenentwicklung fiir v/1 + ¢ — 1 von Seite 334 gelten die Abschétzungen:

1 2 1 2
-, 1+( Y )—1 < —(L) falts 2L <4
2 z+1 4 \z+1 z+1
1 2 1 2
— . 1+( J )—1 < —-(L), falls M<1.
2 z-1 4 \z-1 z-1
Fiir den Nenner N folgt damit:
2
N < 1+y—- 1 + !
4 |(xz+1)2 (z-1)2
2 2
1
Coqp el e W
2 (22-1)2 x-1

Beachten Sie bitte, dass wegen =z > 1 die Bedingung |y| < = + 1 automatisch erfiillt ist, falls
ly| < x — 1 gilt. Fiir den Kehrwert von N erhalten wir:

1 1 lyl

— 2 3 3 , falls —— < 1.
N Y o +1 z-1
1+=— ——=
2 (22-1)?
Da die Reihe
1 =1- 2 3
=l-e+e-e"x...
1+e¢
fiir 0 < € <1 eine alternierende Leibniz-Reihe ist, folgt direkt:
1 2 241 2 2,1
(C.116) Lo wrl e WL 2l
N 2 (x2-1)2 x-1 2 (x2-1)2

Wir zeigen jetzt, dass wegen unserer Voraussetzung z > 1 mit |y| < x — 1 die obige zweite
Bedingung automatisch erfiillt ist. Es gilt

2 2
1 1 1
T T =1+ — <2 und damit:

<
(x+1)2 x? x?
2 2%+l _ y? 22+ 1 < y?
2 (22-1)2 2(z-1)2 (z+1)2 (z-1)%’

d.h. die obige zweite Bedingung ist erfiillt, wenn

2
v ly|

(z-1)2 = T

<1,
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und die letzte Ungleichung ist gerade die erste Bedingung in (C.116). Es gilt damit:

1 y? 22 +1 |y

(C.117) >1-L .2 T falls
N°©

<1.
2 (22-1)% r-1

Wir miissen jetzt noch eine Unterschranke des Z#hlers Z in (C.114) bestimmen. Zunéchst gilt
wieder die Abschétzung:

1 2 2
] < 1 (5) (55)
4 \z-1 r+1
1 4
= —-y—, falls y <1,
4 (22-1)2 x-1
und damit erhalten wir:
7 y_Q_l.L
Tox?-1 4 (22-1)?
2 2
~ e | s M
x?2-1 4-(z2-1) | z-1
Zusammen mit (C.117) ergibt sich fiir 2-d(z,y) die Abschétzung:
2 2 2 2
1
(C.118) SV MY S URP n) S PN AUk 2 W G IR
x?2 -1 4(z2-1) 2 (x2-1)2 x-1
2 2 2
() 212 v ol
4(z2-1) 2 (22-1)2
2 2
Y 1 z9+1
C.119 = 1- -+ .
( ) 2(x2—1)(2 x2—1)
1+m2+1 _o3af+l 11 32?41
2 22-1)  2x+1) z-1"z-1 2z
1 [3 1] 1 [3 1]
= _ —--xr+ — S -+ -
rz-1 12 x z-1 [2 2
3z +1
2z -1)
2
T N B PR A A
4(z-1)2 =x+1
Wegen z > 1 gilt noch
1 1 1
5T+ S3x+ =3+ —<4 und damit
z+1 x T

()21

Zusammen mit (C.115) und (C.118) erhalten wir unter der Voraussetzung x > 1 die Einschlie-
Bung:

2

2 2
y y y [yl
C.120 1- . <26 <———, falls ——«<1.
( ) [ (56—1)2] x2-1" (9U7y)_302—17 s
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Wir verlangen zusétzlich noch

2

Y prea()y=1-27 s W o

1-
(x-1)2 x-1

und erhalten damit im Falle x > 1 fiir 2-§(x,y) die gesuchte Einschliefung:

2 2
(C.121) pred(1) - J : <2-6(x,y) < 4 T falls |L|1<\/2—Pr60;

21 22 _ T —

Mit Hilfe der gefundenen Doppelungleichung (C.121) kann man unter den Voraussetzungen x > 1
und |y|/(x — 1) < 1 eine sehr effektive EinschlieBung fiir 2-§ und damit auch fiir arccos(1-9) ~
V26 berechnen. Im néchsten Schritt wird eine EinschlieBung fiir arccos(1 — ) angegeben. Nach
Abramowitz gilt, [1, S. 81]:

arccos(1 - 9)

2135 (2k-1) 4
V23 |1 5
[ * X TRk D ]

1.3, 5 4 ]
V2o [1+ =6+ 26+ 254, | 0<s<2
[+12 1600 Tog? T YO0t A

dabei sind die Taylorkoeffizienten bis aufs Vorzeichen identisch mit den Taylorkoeffizienten der
Reihe fiir arcosh(1 + §), so dass die vorliegende Reihe mit Hilfe der geometrischen Reihe ab-
geschitzt werden kann. Man findet unmittelbar:

(C.122) V26 < arccos(1 - 4) Sm-ﬁ, 0<d<1.

Wir verlangen noch zusétzlich

27prec+1

succ(l) =1+27P " —  §<

[ < -
1-46 1 4+ 2-prec+l

und die letzte Ungleichung ist erfiillt, wenn & < 27P7%¢  d.h. es gilt

(C.123) V26 < arccos(1-9) < V26 - succ(l), falls 0 <27P*°C,

Zusammen mit (C.121) ergibt sich daraus:

1yl 1yl
(C.124) Vpred(l)- \/%__1 <arccos(1-0) < \/% -succ(1).

Die bisherigen Bedingungen fiir (C.124) lauten:

(C.125) z > 1

1 RN
x_

(C.127) § < 27Prec

Wir zeigen jetzt, dass mit (C.125) und (C.126) die Bedingung (C.127) automatisch erfiillt ist.
Nach (C.121) gilt mit (C.126) die Abschétzung:

2

Yy .
(S < m, und damlt
2
-1 -1 1
0 < 4 — , und wegen a <= folgt
(x-1)2 2(z+1) 2(x+1) 2

—-pr 1 —prec— —pr
5<2pec'§:2pec1<2pec.
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Fiir arccos(1 - 0) gilt damit im Falle z > 1 und |y|/(x - 1) < v/27Pre¢ die EinschlieBung

1y| ly]
(C.128) Vpred(l)- N <arccos(1-9) < N -succ(1).

Um fiir arccos(1 — ) eine moglichst einfach auszuwertende Einschliefung angeben zu kénnen,
beweisen wir jetzt noch den folgenden Satz:

Fiir alle Maschinenzahlen z > 0 gilt:
(C.129) x - succ(l) < succ(succ((x)).

Der Beweis fiir x = 0 ist trivial. Wir betrachten daher jetzt positive Zahlen x = m - 2%, mit
0.5 <m < 1. Nach (3.2) von Seite 17 gilt succ(x) =z +2°*7P**° und daraus folgt direkt:

z-succ(l) < succ(succ((z)) <= m-2% . (1 +217P7°) < succ[x + 27PecHer] =
= g+ 27Precter y goprectexpol...] 7 seisen ist also

- (1 + 21—prec> <T+ 9-precter | 2—prec+expo[. ]
- 21—prec < 9Prectex | 2—prec+expo[. ..

m- 2em—prec+1 < g-precter 2—prec+expo[. ..

— m'2em+1 S2em+2expo[...].

Mit den zusitzlichen Abschitzungen: m- 2671 < 267+l ypd 267 4 ge8xpol...1 5 gex | gex _ gew |
bleibt also zu zeigen 267t < 267+l |
Man beweist sehr einfach \/pred(1) > pred(1), und mit dem Satz

pred(1l) -z >pred(z), fallsz>0

von Seite 337 folgt zusammen mit (C.128) zur EinschlieBung von arccos(1 - ¢§) unter der Bedin-
gung |y|/(x - 1) < v/27Prec der folgende sehr einfache Algorithmus:

e Berechne im Falle |y|/(z — 1) < V27P™¢ und = > 1 mit u = abs(y)/sqrtx2m1(x) eine
garantierte Einschliefung fiir:  |y|/Va?2-1cu := [ul,u2];

e Es gilt dann: pred(ul) < arccos(1l - 0) < succ(succ(u2)).

Beachten Sie, dass bei Anwendung der Funktion sqrtx2m1(....) ein vorzeitiger Overflow bei
der Berechnung von v/x2 — 1 nicht eintreten kann.

Die Bedingung |y|/(z —1) <+/27Pre¢ wird im Programm wie folgt realisiert:
Zunichst wird mit tm = y/(x-1) der Quotient y/(z — 1) intervallmiBig ausgewertet!®, d.h. es
gilt: y/(x - 1) € tm. Verlangt man danach expo (Sup(tm)) <= —prec @2 -1, so ist die Bedingung
ly|/(x - 1) < v/27Prec erfiillt. @ bedeutet dabei die zur Null gerundete integer-Division durch 2,
wenn die Current-Prézision prec > 2 ungerade ist.

Fiir prec > 2 und z > 1 miissen wir also noch beweisen:

(C.130) expo(Sup(tm)) <= -preco2-1 — |L|1 < \/27Prec,
o

Zum Beweis sei zunichst y > 0. Dann gilt y/(x — 1) < Sup(tm) und die Behauptung rechts in
(C.130) ist erfullt, falls

Sup (tm) < /27prec
<« m-2% <\/27prec 0.5<m<1, ex:=expo(Sup(tm))

m2 X 22em < 27prec’

5%,y sind Punktintervalle, welche die Maschinenzahlen z,y einschliefen.
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und wegen m? < 1 ist die letzte Ungleichung erfiillt, falls 22¢* < 27P**¢_ bzw. falls ex < —prec/2.
Damit ist bewiesen:

(C.131) expo(Sup(tm)) <= —prec/2 — |L|1 < \/27Prec,

Da auf der Maschine integer-Divisionen zur Null gerundet werden, gilt —prec/2 > -prec@2 -1,
womit dann (C.130) fiir y > 0 bewiesen ist.
Fiir den Rest des Beweises sei jetzt y < 0. Dann gilt 0 > Sup(tm) > y/(x — 1) bzw.

|y

(C.132) ~Sup(tm) < —L = I
-1 x-1

und die Behauptung rechts in (C.130) ist erfiillt, falls

—Sup (tm) < V/27Prec
«— —(m-2°") < \/27Prec, -1<m<-0.5, ex:=expo(Sup(tm))

m2 X 22em < 27prec7

und wegen m? < 1 ist die letzte Ungleichung erfiillt, falls 22¢* < 27P*¢¢_ bzw. falls ex < —prec/2.
Der Rest des Beweises verlauft dann wie auf Seite 348 o
Im Fall z > 1 und |y|/(z — 1) > v/27Pr¢¢ wird ¢ nach (C.114) ausgewertet:

SV V)]
o (Vo G ) s (Ve () )

Dabei entsteht sofort wieder die Frage, ob der Zahler in (C.133) als Differenz zweier positiver
Groflen ohne merkliche Ausléschung berechnet werden kann. Zur Beantwortung dieser Frage
betrachten wir die fiir y # 0 dquivalenten Gleichungen

2 2 2 2
y __ 1+(y)—1- 1+(y)—1:r-y
2 -1 z-1 z+1 2 -1

tor=— [VE- D72 - - )] [V D22 - @+ 1)

Y

(C.133) 26 =

und suchen im ganzen Bereich 8 > 0.75 im Falle x > 1 fiir » = r(x,y) eine moglichst grofie
Unterschranke bzw. fiir 1 —r eine moglichst kleine Oberschranke. Lésst sich dies realisieren, so
kann 2§ nach (C.133) ohne Ausloschung ausgewertet werden. Zur Berechnung einer moglichst
kleinen Oberschranke von 1 — 7 kann man sich wegen der Symmetrie zur reellen Achse, d.h.
wegen 7(x,y) = r(z,—y) auf y > 0 beschrinken. Es gilt dann:

(C.134) 1—r:[ (xT_l)erl—xT_l]'[ (m;1)2+1_x;1:|

Im n#chsten Schritt zeigen wir, dass (1 —r)/dy fiir y > 0 positiv ist, so dass das Maximum von
1 —r fiir x > 1 daher auf dem folgenden Hyperbelast liegt:

1
(C.135) y= g V11222 63

Fiir y > 0 gilt mit

A=(@-1)2+y?>0-1; Bi=y/(z+1)2+y? >0+ 1

348



ol-r) [A-(@-D]-[B-(z+D]-[Blz-1)+ Az +1)]
Ay y3-A-B

und daraus ergibt sich fiir z > 1 die gewiinschte Beziehung (1 — r)/0y > 0. Das gesuchte
Maximum von 1 -7r(xz,y) liegt daher auf dem Hyperbelast. Um dieses Maximum zu berechnen,
setzen wir daher y aus (C.135) in (C.134) ein. Nach einigen Umrechnungen erhélt man dann das
erstaunlicher Ergebnis:

(C.136) 1-r=-=0.142857..., falls z>1,

=

d.h. auf dem Hyperbelast ist 1 -7 (x,y) eine konstante Funktion. Man zeigt nun leicht, dass das
Maximum von 1 -7(x,y) fiir x =1 und 0 <y < 7/12, d.h. also auf der Parallelen zur imaginiren
Achse durch x =1 ebenfalls durch den Wert 1/7 gegeben ist. Der Nachweis bleibt dem Leser
iiberlassen. Fiir 1 — r(xz,y) < 1/7 haben wir damit im Bereich 8 > 0.75 eine hinreichend kleine
Oberschranke berechnet, so dass 26 nach (C.133) trotz der Differenz im Zéhler auf der Maschine
stabil, d.h. ohne Ausléschung ausgewertet werden kann.

Wir betrachten jetzt den Fall 2 = +1. Mit (C.113) von Seite 343 erhélt man:
v\, Iyl
(C.137) 0=41- 1+(§) ty falls = =1;

Wir zeigen zunéchst, dass (C.137) im Bereich § > 0.75 nur fir |y| < 7/12 auszuwerten ist. Im
Falle = 1 gilt nach (C.113)

— 4+g/2+|g/|§3 — 4+y :§—|y|

7
<~ -0.58333...
= |yl< 2 .

In (C.137) wird der erste Summand {......} <0 mit Hilfe der Funktion sqrtpimi () ausgewertet,
die Ausloschung innerhalb von {...} vermeidet. Man konnte jedoch einwenden, dass in (C.137)
die Addition eines negativen und positiven Summanden zur Ausléschung fithren kann. Um dies
auszuschlieBen, zeigen wir mit ¢ := |y|/2, dass in

(C.138) t—{\/1+t2—1}:r-t
der Faktor r < 1 fiir |y| < 7/12 bzw. fiir ¢ < 7/24 hinreichend grof} ist. Mit

1
r(t)=1- (Vi+2-1} folgt

V1i+t2-1 <0
t2-V1+t2

so dass r(t) streng monoton fallend ist. Im Bereich 0 < ¢ < 7/24 gilt daher

r'(t) = -

(C.139) r(£) > 7(7/24) = g ~0.85714. ..

und mit dieser Unterschranke fiir r(t) folgt aus (C.138), dass fiir |y| < 7/12 bei der Auswertung
von (C.137) keine wesentliche Ausléschung auftreten kann. Damit konnte man den Fall z =1
als erledigt ansehen. Fiir |y| < 1 ldsst sich die Auswertung nach (C.137) jedoch noch wesentlich
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vereinfachen. Mit ¢ := |y|/2 folgt nach (C.137) zuniichst 6 =1 +¢—+V/1+¢2, und damit ergibt sich
ganz elementar die folgende EinschlieSung fiir 4:

t
(C.140) t-(l——)sést, t:= M.
2 2
Mit 0 < d < 1 gilt nach (C.122) fiir arccos(1 - §) die Einschliefung
1
(C.141) V2§ < arccos(1 - 9) S\/25-ﬁ, 0<d<1,

und zusammen mit (C.140) folgt direkt:

$

(C.142) V2t [1- % <arccos(1-0) < 1-¢ falls 0<t= % < 1.

[t
1- 5 2pred(l) =1-277

— 1_z>1_2'27prec+272prec
5 <

Wir verlangen zusétzlich:

|y| < 27prec+3 _ 272prec+2 — 27preC(8 _ 27prec+2)7

Wegen |y| = m -2 < 2% und wegen 8 — 27P7°¢*2 > 22 ist die letzte Ungleichung erfiillt, wenn gilt:
expo(y) = ex < —prec + 2. Zusammen mit (C.142) erhélt man:

|y

(C.143) pred(1)-\/]y| < arccos(1 - 6) < 1_¢

falls expo(y) < —prec + 2.

Wie auf Seite 346 verlangen wir aulerdem

21—prec

1
1< succ(l) =1+2VPe¢ — <

1- 1+ 21-prec’

und die letzte Ungleichung ist erfiillt, wenn ¢ < 27P** bzw. wenn |y| < 277! oder wenn gilt
expo(y) < —prec + 1. Mit (C.143) ergibt sich daraus die Einschlieung:

(C.144) pred(l) -\/|y| < arccos(1 - 9) <+/|y|-succ(l), falls expo(y)< —prec+ 1.

Um die EinschlieBung in (C.144) auf der Maschine effizient realisieren zu kénnen, berechnet man
zu gegebener Maschinenzahl y mit u = [ul,u2] zunéchst eine Einschliefung fiir /|y|:

u=sqrt( MpfiClass(abs(y)) ) ~ /|yl e [ul,u2].
Mit (C.144) erhdlt man daher
(C.145) pred(l) -ul <arccos(l -4) <u2-succ(l), falls expo(y) < -prec+1;

Bei Anwendung von (C.106) und (C.129) kann man auflerdem noch die beiden Multiplikationen
in (C.145) vermeiden:

(C.146) pred(ul) < arccos(1l —0) < succ(succ(u2)), falls expo(y) < —-prec+1.

(C.146) liefert damit unter den Voraussetzungen 8 > 0.75, = = 1 und |y| < 27P***L bzw.
expo(y) < —prec + 1 einen sehr effektiven Algorithmus zur fast optimalen EinschlieBung von
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arccos(1 — d). Fiir expo(y) > —prec + 1 benutzt man (C.137) zusammen mit der Beziehung

arccos(1 —¢) = arcsin(y/0-(2-19)).
Wir miissen jetzt noch im Bereich 5 > 0.75 den letzten Fall 0.75 < z < +1 betrachten:
Ausgehend von (C.113) auf Seite 343 findet man nach einigen Umrechnungen:

2 = —(;c+1)-{ 1+(x—i1)2—1}+
+(1—x)-{ 1+(x—%1)2—1}+2-(1—x)
(C.147) 2.6(z,y) :-4x+n-{ 1+(xi1f_1}+

2
+(1-x)- 1+ (-2 +1p, falls z<1;
r-1

Da in (C.147) zwei Summanden mit unterschiedlichen Vorzeichen zu addieren sind, stellt sich
auch jetzt wieder die Frage, ob diese Addition in 0.75 < z < +1 ohne wesentliche Ausléschung
durchfiihrbar ist. Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir die beiden dquivalenten Glei-
chungen

(1—;5)-[ 1+(%)2+1]—(1+x)-|: 1+(13+/x)2—1]

(C.148) 1-7=

(1—35)-[ 1+(1:)2+1]

und suchen im Bereich 8 > 0.75 im Falle 0.75 < x < 1 fiir r = r(z,y) eine moglichst grofie
Unterschranke bzw. fiir 1 — r eine moglichst kleine Oberschranke. Lisst sich dies realisieren, so
kann 26 nach (C.147) ohne Ausléschung ausgewertet werden. Zur Berechnung einer méglichst
kleinen Oberschranke von 1 —r kann man sich wegen der Symmetrie zur reellen Achse, d.h.
wegen r(x,y) = r(z,—y) auf y > 0 beschrinken. Wir zeigen jetzt wieder, dass 9(1 —r)/dy fiir
y > 0 positiv ist, so dass das Maximum von 1 -7 fiir z < 1 auf dem folgenden Hyperbelast liegt:

1
(C.149) y=5 V11222 - 63

Fiir 0.75 <z < 1 ist die partielle Ableitung 9(1 —)/0y mit
A=y/(1-2)2+y?>>1-2, B:=\/(1+x)>+y?>>1+x gegeben durch:

ol-r) y{-4x+A-(1-z)+B-(1+x2)}
oy A-B-(A+1-z)2

und fiir y > 0 ist (1 - r)/dy > 0, wenn in (C.150) gilt: {...} >0, d.h. wenn

(C.151) C=(1-2)-VA-2)2+y>+(1+z) /(1 +2x)?+y?>4x.

(C.150)
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Wegen C > (1-x)?+(1+2)%=2+222 ist (C.151) erfiillt, wenn gilt
24222 >4r — (1-z)2>0.

Das Maximum von 1 - r(z,y) liegt damit fiir 0.75 < x < 1 auf dem Hyperbelast
1
(C.152) V=1 V11222 - 63.

Um das Maximum zu berechnen, setzen wir y aus (C.152) ein in (C.148) und erhalten

16 .2 9 _ .
9L +23c+16 r-1

\/1—96:62—2:U+%—:U+1
\ 1 (162 +9)2 = (z + 1) 4z-3
V(162 -9)2 - (z—1) 4+3

Da der letzte Term in z monoton wéchst, gilt fiir 0.75 <x <1

1-r(z,y(z))

4-1-3 1

4-1+3 7

Im Fall 0.75 < z < 1 haben wir damit im Bereich (z,y) > 0.75 fiir 1 — r(z,y) mit 1/7 eine hin-
reichend kleine Oberschranke gefunden, so dass 26 nach (C.147) ohne Ausloschung ausgewertet
werden kann. Bitte beachten Sie, dass wir in den verschiedenen Féllen x < 1, =1, > 1 fiir den
Ausdruck 1-r jeweils die gleiche, hinreichend kleine Oberschranke 1/7 gefunden haben, obwohl in
(C.147),(C.137),(C.114) verschieden Terme zur Berechnung von ¢ definiert wurden. Vermutlich
ist die Gleichheit der gefundenen Oberschranken ein Hinweis dafiir, dass die gewihlten Terme
zur Auswertung von 6(z,y) fiir die numerische Stabilitdt schon optimal gewihlt wurden.

1= r(zy(x)) <

Zur EinschlieBung von PR(arccos(Z)) ist nach Seite 340 die reelle arccos-Funktion fiir den
Intervall-Ausdruck 8 auszuwerten:

2z
Va+ 2+ a1+ g7

wobei die Punktintervalle z,y durch die Extremalpunkte auf dem Rand von Z bestimmt sind.
Dabei haben wir zunichst den Fall Inf(8) — +1 betrachtet, um Uberschitzungen in der
Nihe der Nullstelle der reellen arccos-Funktion zu vermeiden. Uberschitzungen treten jedoch
auch im Fall Sup(8) — —1 auf, da die reelle arccos-Funktion am linken Definitionsrand nahezu
senkrechte Tangenten besitzt, so dass kleine Uberschétzungen bei der Berechnung des Arguments
B deutliche Uberschiitzungen bei den Funktionswerten verursachen. Mit dem Punktargument
z=-1+4-2729 und prec = 53 erhilt man z.B. fiir R(w) = R(arccos(z)) die folgende recht
grobe EinschlieSung:

(C.153) arccos(B), B:=

R(w) € [3.1415926237874627 , 3.1415926535898020 ]

mit nur 8 korrekten Dezimalziffern. Diese zu groben Einschliefungen lassen sich durch Anwen-
dung folgender, fiir 0 < § < 2 geltenden Identitédt vermeiden:

(C.154) arccos(—1+d) =7 —arccos(1 - §) =7 —arcsin(y/d - (2 -0)).

Bei vorgegebenem 5 = -1+ 46 < -0.75 gilt dann 6 = 1 — (=3), mit (-f) > 0, so dass § > 0
mit Hilfe der Gleichungen (C.114),(C.137) und (C.147) intervallméBig berechnet werden kann.
Die intervallméfBige Auswertung der rechten Seite von (C.154) liefert dann eine fast optimale
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Einschliefung des Funktionswertes arccos(8) = arccos(—1 + d). Der beschriebene Algorithmus
liefert dann mit dem Punktargument z = —1 +4-272% fiir 3t(w) := M(arccos(z)) und prec = 53
die folgende fast optimal EinschlieBung:

R(w) € [3.141592653589792, 3.141592653589794 |.

Damit wird der Realteil R(arccos(z)) = arccos(f) im ganzen Bereich |3| < +1 in ausreichender
Genauigkeit eingeschlossen.
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C.2.22. arctan(z)

Mit dem achsenparallelen Rechteckintervall Z c Cg:= C—{i-(-o0,-1)Ui-(+1,+00)} liefert
die Funktion

MpfciClass atan(const MpfciClass& Z);

die folgende achsenparallele RechteckeinschlieBung atan(Z) fiir die komplexen Funktionswerte
arctan(z), mit z € Z.
{arctan(z)|z € Z c Cg} c atan(2).

Cg ist dabei die lings der imagindren Achse von —ioco bis —i bzw. von +i bis +ico aufgeschnittene
komplexe Ebene. In der folgenden Abbildung sind einige erlaubte und nicht erlaubte Rechteck-
intervalle Z angegeben.

Cs

8Y

Abbildung C.41.: Erlaubte und nicht erlaubte Intervalle Z von atan(Z).

Nach Abbildung C.41 darf also kein Punkt der beiden Verzweigungsschnitte ein Element eines
erlaubten, achsenparallelen Intervalls Z sein.

Mit Z = [271073741824 9-10737418247 1 ;.11 1] erhiilt man mit der Current-Prizision prec = 70 die
EinschlieBung!®

atan(Z) = ([7.85398163397448309613¢e —1,7.85398163397448309619¢ — 1],
[3.72130559324020099216€8, 3.72130559324020099218€8]).

Mit Z =[0.5,1.5] +¢-[-1,1] erhélt man mit der Current-Prézision prec = 80 die Einschliefung

atan(z) = ([4.63647609000806116214256e —1,1.10714871779409050301707],
[-7.08303336014054020062385¢ — 1, 7.08303336014054020062385¢ — 1]).

15Dje Maschinenzahl 271073741824 _ pinfloat () ist prézisionsunabhingig die kleinste positive Maschinenzahl.
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C.2.22.1. Algorithmus

In [54] wird fiir den Imaginérteil der arctan-Funktion u.a. folgender Term ausgewertet:

4.1+ 22

T(zx):=In|1+ , x=[z]: Punktintervall

2+ (1-VIva?)

dabei wurde vermutlich iibersehen, dass sich T'(x) noch wesentlich vereinfachen lisst, wodurch
sowohl die Giite der EinschlieBung als auch die Laufzeit deutlich verbessert werden kénnen. Nach
entsprechender Vereinfachung sind dann fiir den Imaginérteil folgende Terme auszuwerten:

(C.155) T(z):=In x = [z]: Punktintervall

2
14 —o |
[ \/1+x2—1]

(C.156) Qi2(z,y) =In [1 + 1y

—— |, nury=[y] ist ein Punktintervall.
:U2+(1:Fy)2:| L)

In (C.156) bedeuten die Indices 1 bzw. 2 das jeweilige obere bzw. untere Vorzeichen.

Auswertung von T'(z)

Der Term T'(x) ist nur fiir Punktintervalle = [2] auszuwerten. Zur Vermeidung von Overflow
miissen die beiden Félle z — 0, d.h. Nenner - 0 und = — oo, d.h. 22 - oo gesondert betrachtet
werden.

Fiir x — 0 benutzen wir die folgende Darstellung:

(C.157) T(z)=1In [2+x2+2-\/1+x2]—2-ln(m)

Der obige Term T'(z) kann jetzt intervallméBig fiir  — 0 problemlos ausgewertet werden. Die
Laufzeit kann jedoch durch die folgende Vereinfachung noch mehr als halbiert werden:
Zunichst gilt:

a = 2+22+2-V1+22

o 1-3.5-...-(2k-3)
— 4 2 2 _1 k+1 . 2\ k
+[m+,;2( s

und weil die Reihe in [...] fiir 22 < 1 eine alternierende Leibniz-Reihe ist, erhilt man fiir o die
Einschlieung:
4<a<4+2x2, :U2<1;

Wegen der Monotonie der In-Funktion folgt daraus direkt die EinschlieBung;:
In(4) < In(a) < In(4 + 222) = In(4) + In(1 + % 2%) <In(4) + % 2%, dh.
(C.158) In(4) < In(a) < In(4) + % 22, <l
Es gilt also fiir das folgende Nicht-Maschinenintervall Nm(x)
(C.159) In(a) € Nm(z) == [ln(4) In(4) + % -xQ] R Y

Das Ziel ist nun, z €]0,1[ in (C.159) so klein zu wihlen, dass fiir jede Current-Prézision prec,
mit 2 < prec < prec, ein Maschinenintervall U so angegeben werden kann, dass gilt:

(C.160) Nm(z) €U und sup(U) = succ(Inf(U)).

Es ist klar, dass die zweite Bedingung in (C.160) bei festem prec nicht erfiillt sein kann, wenn
z = 2% €]0,1[ zu gro gewihlt wird. In einer Schleife, d.h. mit der Funktion
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int Schleifel(const int prec)
{
int k(-prec/2 -9);
MpfiClass: :SetCurrPrecision(prec);
MpfiClass U(0);
MpfiClass 1n4(MpfiClass::Ln2(2*prec));
MpfiClass x, u;
times2pown(1ln4,1); // 1n(4) mit Praezision 2#prec;
MPFR: :MpfrClass: :MpfrClass LrI, LrS;

do
{

k++;
MpfiClass: :SetCurrPrecision(2*prec);
x = MpfiClass( comp(MPFR: :MpfrClass: :MpfrClass(0.5),k) );
LrI = Inf(1n4);
LrS = Sup(1n4d + sqr(x)/2);
u = MpfiClass(LrI, LrS);
MpfiClass: :SetCurrPrecision(prec);
U = u;
U.RoundPrecision(prec);
} while( Sup(U) == succ(Inf(U)) );

return k-1;

}

berechnet man daher, beginnend mit einem hinreichend kleinen k < 0, in stark vergroflerter
17 eine EinschlieBung von In(4) +22/2 € u und rundet dieses u in ein Maschinenintervall
U 2 u. In der Schleife wird dann das maximale k berechnet, fiir das die obige Bedingung sup (U) =
succ (Inf (U)) erfiillt ist, und dieses k wird von Schleifel(prec) zuriickgegeben. Fiir das in
Schleifel(prec) in der Current-Prézision prec berechnete U und fiir das zuriickgegeben k gilt
damit:

Prézision

2
0<2<05-28 — 1In(4)+ % €U, In(4) €U und sup(U) = succ(Inf(U)).

Berechnet man daher in der Current-Priizision prec mit U:=2 & MpfiClass: :Ln2(prec) eine
nicht notwendig optimale Maschineneinschliefung von In(4), so gilt U < U, wobei U = U nur dann
gilt, wenn U eine optimale EinschlieBung von In(4) ist. Bedeutet dann in der Current-Prizision
prec [x] das Punktintervall, das z einschliet, so gilt

0<2<05-28 — T()e-26n([z])$Uc-26n([z]) $0,

wobei man jetzt das obige Intervall —2 & In([z]) ¢ U mit minimalem Durchmesser und optimaler
Laufzeit berechnen kann.

Da der maximale k-Wert von der gewéhlten Current-Prézision prec > 2 unmittelbar abhéngt,
wére es duflerst sinnvoll, wenn man eine von prec abhéngige Unterschranke ko(prec) < k so
angeben konnte, dass fiir einen moglichst groflen Bereich 2 < prec < prec folgendes gilt:

0<z<05-2% — T(z)e-26In([z])$ U, 2<prec<prec,.

Mit einer zweiten Schleife (Programmteil Schleife2) findet man dazu'®

(C.161) 0<z<0.5-27(Prec@249) 9 < prec < prec, = 677370 == T(z)e-2%In([z]) ¢ U.

1"Es zeigt sich, dass die berechneten EinschlieBungen in doppelter Priizision eng genug sind.
182 bedeutet die integer-Division auf der Maschine, wobei zur Null hin gerundet wird, wenn der exakte Quotient
keine integer-Zahl ist.
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// Schleife2

int k, prec = 1;

do

{
prec++;
cout << "prec == " << prec << endl;
k = Schleifel(prec);

} while( k >= —(prec/2+9) );

Damit kénnen wir in nahezu allen praktischen Féllen mit (C.161) eine optimale Einschliefung
berechnen. Abschlieend geben wir fiir z = m-2%* noch an, wie die erste Bedingung zu realisieren
ist. Wegen m- 2°% < 2°% verlangen wir 2% < 0.5.27(Prec@2+9) ¢4 < —prec @ 2 — 10, wobei ex
durch expo(x) definiert ist.

Im sehr seltenen Fall prec > prec, wird die EinschlieBung von 7" mit (C.157) jedoch etwas
aufwendiger realisiert. Der Prézision von prec; = 677370 Bits entsprechen ca. 203908 Dezimal-
stellen, womit alle praktischen Félle abgedeckt sein sollten.

Wir kommen jetzt zur Auswertung von T'(x) fiir z - +o00. Bei der normalen Berechnung von
T(x) nach (C.155) wird der Nenner V1 + 22 — 1 mit Hilfe der Funktion sqrtipmi(sqr([z]))
ausgewertet. Um dabei einen Uberlauf zu vermeiden, verlangen wir

a2 =m?. 226 926w  gHIOTTAIB20 oxpo(x) = ex < 536870910,

so dass im Fall expo(z) >= 536870910 ein Uberlauf eintreten kann. Um in diesem Fall einen
solchen Uberlauf zu vermeiden, schreiben wir den Bruch in (C.155) wie folgt um:

2 :

B -

Auch jetzt konnte man den Term rechts ohne Overflow fiir £ — +o00 auf dem Rechner auswerten.
Die Laufzeit kann jedoch durch die folgenden Uberlegungen wesentlich reduziert werden. Mit
r:=1/z erhdlt man zunéchst:

B(r) = 2 1 o V1i+r2+r
' Vi+trZ—r (m—r)-(m+r)

= 2r-(m+r)

5 7
= 2r+2r% 4 r3—r—+r——ir9+—...
4 8 64

und da der letzte Klammerausdruck () wegen V1 + 72 selbst wieder eine alternierende Leibniz-
Reihe ist, ergibt sich fiir 5(r) die EinschlieBung:

(C.162) o+ 22 < B(r)<2r+2r%+13, 0<r<l.
Da die Taylorreihe von

1 1
ln(1+x):x—§x2+§x3—+..., -l<z<1

fiir 0 <z < 1 eine alternierende Leibniz-Reihe ist, folgt die Ungleichung

1
(C.163) x—§x2<ln(1+x)<x, 0<z<l;
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Mit den rechten Ungleichungen aus (C.162) und (C.163) folgt nun direkt:
In(1+8(r)) <2r+2r2+73, falls 2r+2r%+7r3 <1,

wobei die Bedingung 2r + 2r2 + 3 < 1 wegen z — oo, d.h.  — 0 sicher erfiillt sein wird. Wir
bendtigen jetzt noch eine Unterschranke von In(1 + 3(r)). Dazu gilt wieder nach (C.162) und
(C.163)

In(1 + B(r)) > B(r) - %5(@2 S o+ 2% - %5(@2

Aus (C.162) folgt fiir 0 <r <1

1 2 2 3 4 5 1 2 3 4 4 4

—55(7“) > =2r% —4r° —4r® = 2r by > =2r% —4r° —4r® = 29" - 1r

und das ergibt dann die gesuchte Einschlieung:

o — 43—t <In(1+B(r)) < 2r +2r2 + 13, 2r+ 272 413 < 1,

7 1
2r-(1-2r% - §7°3) <In(1+p8(r))<2r-(1+r+ §r2),
die noch etwas vereinfacht werden kann:
2 3 Lo 2., .3

(C.164) 2r-(1-2r —47°)<ln(1+ﬁ(r))<2r-(1+r+§r ), 2r+2rf+r°<1.

Fiir hinreichend kleine r kann diese EinschlieBung noch wesentlich vereinfacht werden. Dazu
verlangen wir fiir die Unterschranke

1-2r% — 413 > pred(1) = 1 - 27P**°
(C.165) — 2r%.(1+2r) < 27PC,

Mit r =1/z = (1/m) - 27", ex > 1, folgt weiter
1
1+2r=1+=-27%" <1497%%2 1. (C.165) ist erfiillt, wenn gilt: 272 .2 < 27PFeC,
m

Es gilt zusétzlich

27,2 .9 = % . 272em+2 <4. 272e:v+2 _ 272em+4

m

)

d.h. (C.165) ist erfiillt, wenn gilt
gr2extd cg7Prec  ox > prec/2+ 2.

Symbolisiert @ den Operator der integer-Division, der zur Null rundet, wenn der Quotient keine
integer-Zahl ist, so gilt prec/2 <prec®2+1, d.h. (C.165) ist erfiillt, wenn gilt

(C.166) ex>preco2+3 — 1-2r%—4r3>pred(1).

Zur Verbesserung der Oberschranke in (C.164) verlangen wir jetzt

2

T+r+ % < succ(l) =1+ 27Prectl
2
(C.167) = r+< gprectl
Es gilt zusétzlich noch die folgende Abschitzung
r? 1 1 2ex—1 2ex—1 1 2
r+§ == 27 27T <2, 27 4. 27 =271 +27%%) < 274
m m
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d.h. (C.167) ist erfiillt, wenn gilt: ~27¢%*2 < 27PTec*l «— ¢y > prec + 1. Damit erhalten wir

2
(C.168) er>prec+1l — 1+r+% < succ(1).

Zusammen mit (C.164) folgt jetzt unter den Bedingungen ex > prec + 1 und ex > prec @ 2 + 3
2r-pred(1) <In(1+ B(r)) < 2r-succ(1), 2r+2r%+r3<1.

Man kann noch einfach nachweisen, dass die beiden obigen Bedingungen erfiillt sind, wenn gilt
ex > prec+ 2. Zusammen mit (C.106) und (C.129) erhalten wir mit z =m-2°, r=1/x, t = [2r]:

(C.169) er >prec+2 = pred(Inf(t)) <In(l+3(r)) < succ(succ(Sup(t))).

Im Fall ex < prec + 2, der wegen ex > 536870910 in der Praxis kaum auftreten wird, benutzen
wir:

(C.170) 2r-[1-2r%(1+2r)] <In(1+B(r)) < 2r-[1+r(L+7)].
Die Auswertung von T'(x) erfolgt mithilfe der Funktion

MpfiClass Aux_1_atan(const MPFR::MpfrClass: :MpfrClass& x);

Auswertung von Q; »(z,y)
Wir beschrinken uns auf den Index 1, und nach (C.156) ist auszuwerten
(C.171) Q1(z,y) = ln[1+ 4—y]

. 1z, y): x2+(1_y)2 )

dabei ist Q1(x,y) einzuschliefen, wobei y = [y] als Punktintervall und x=[x] als echtes Intervall
aufzufassen ist. Bei der Auswertung des Bruches in (C.171) ist zu vermeiden, dass Zihler oder
Nenner oder der Bruch selbst einen Uberlauf liefern.

Wir betrachten zunéchst den Fall: y=1
Wegen
2 2
1n(1+i): hl(l‘f‘EE), x>1
z? In(4+2?)-2-In(x), 0<x<1
sind drei Unterfille zu behandeln:

1. Q1([=]) ¢ ln(l + % : %), wenn Inf ([x]) € [1,MaxFloat ()]

2. Qi([z]) cIn(4+[2]*) -2 -In([z]), wenn Sup([x]) < 1;

3. Es bleibt der Fall, dass 1 Innen- oder rechter Randpunkt des echten Intervalls [z] = [z1, z2]
ist. Mit der Auswertung der Funktionen

H([z2]) = ln(l L2 L)

[z2] [2]
Hy([z1]) In(4 +[21]%) -2 In([z1])

erhélt man die EinschlieBung:

Qi([«]) € [Inf (H1([22])), Sup(Ha([21])]
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Im Falle y = 1 kann man so fiir beliebige Intervalle [z] = [x1,22], mit 21 > 0 eine garantierte
EinschlieBung fiir Q([2]) ohne Auftreten eines Uberlaufs berechnen.

Es bleibt der Fall: y#1.
Zunichst gilt folgendes: Fiir x — 0 und y - 1, mit y # 1 bleibt auch bei groflen Prizisionen
von y

Y
C.172 bi=— ——
o) R
beschriinkt, d.h. b < MaxFloat (), so dass kein Uberlauf entstehen kann. Zur Vermeidung eines
vorzeitigen Uberlaufs im Nenner muss daher noch der Fall:  — +00 oder y — +oo betrachtet
werden. Falls der Nenner Ne := 22 + (1 - y)? zum Uberlauf fithrt, muss mit einer geeigneten
Zweierpotenz 2°,s < 0 so multipliziert werden, dass gerade kein Uberlauf mehr auftritt:

2% . Ne=(2°-x)% + (s° - 2°-y)? =: Nes < MaxFloat ()

Beachten Sie bitte, dass bei groem y und bei zu kleinem Nes bei der Division

Y

bs = —
Nes

wieder ein Uberlauf auftreten kann! Bei der Riickskalierung mit 22*? beriicksichtigt der Sum-
mand +2 den Faktor 4 in (C.171):

4.y

228+2 'bs - - J
z?+(1-y)?

Fiir £ — +o0o oder y — +0o kann so das Argument der lnpi-Intervallfunktion ohne Uberlauf
berechnet werden.
Im Restbereich erhilt man dann fiir Q1([z],[y]) durch Intervallauswertung von

4ly]
[2]2+ (1-[y])°
eine garantierte EinschlieBung ohne zwischenzeitlichen Overflow. Fiir y - 0 und x - oo muss
in (C.173) die Funktion 1npl mit dem obigen Bruch als Argument zur Anwendung kommen.

Weitere Einzelheiten findet man im Quelltext der folgenden Funktion Q_atan_UPSIGN(...), die
bei der Auswertung des inversen Tangens zur Anwendung kommt.

(C.173) Qi([z],[y]) sn |1+

Das folgende Beispiel benutzt mit der Current-Prézision prec = 200 das Argumentintervall
Z =[0,0] +i-[pred(1),pred(1)], wobei nach (3.1) gilt: ~ pred(1) =1-27P*¢ =1-27200 Man
erhiilt die Einschliefung mit 60 Dezimalstellen:

atan(Z) = ([0.0,0.0],

[6.96612916462745035964318282065467450915877635032056530391283¢1,
6.96612916462745035964318282065467450915877635032056530391284¢1]).

Erhoht man mit Z = [0,0]+i-[pred(1),pred(1)] die Current-Prizision z.B. auf prec = 2000000,
so erhélt man nach einigen Sekunden die Einschlieung:

atan(Z) = ([0.0,0.0],
[6.93147527133535589389886830074237297163784172110322434248307€5,
6.93147527133535589389886830074237297163784172110322434248308¢5, |),

wobei hier bei der Ausgabe die gleiche Dezimalstellenzahl wie im ersten Beispiel gewahlt wurde.
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Im Algorithmus von atan(Z) ist noch folgender Intervallausdruck auszuwerten:
D(s) = 2% - y? - 22, s€Z, z,y vom Typ MpfiClass,

wobei nur x ein Punktintervall ist. Zusétzlich wird vorausgesetzt, dass bei der Auswertung von
225 92 und 22 kein Uberlauf entsteht. Eine fast optimale EinschlieBung von D(s) wird berechnet
mithilfe der Funktion

void TwoPow2s_y2_x2(const long s, const MpfiClass& vy,
const MpfiClass& x, MpfiClass& D),

die in mpfciclass.cpp implementiert ist. Es gilt dann  D(s) € D.
Um die Problematik einer optimalen Einschlieung von D(s) zu erldutern, betrachten wir den
Spezialfall s = 0, d.h. einzuschlieflen ist

(C.174) Do:=1-y?-2% v vom Typ MpfiClass, wobei nur z ein Punktintervall ist.

Prinzipiell ist Dy in (C.174) schon optimal, da nach [6, Seite 32| in einem Intervallterm zur
optimalen Einschliefung die Intervallvariablen jeweils nur einmal auftreten diirfen. In einigen
Sonderfillen kann es jedoch zu Ausloschungseffekten kommen, die dann eine optimale Einschlie-
Bung von Dy dennoch verhindern.

Ein erster Sonderfall liegt vor, wenn z.B. das Punktintervall x sehr dicht bei 1 liegt. In
diesem Fall wird Dy intervallméBig fast optimal ausgewertet mit

D:=(1%2)® (14 z)-sqr(y) 2 Dy.

Beachten Sie, dass im Intervallausdruck rechts jetzt die Intervallvariable x zweimal vorkommt.
Die damit verbundene Uberschitzung ist jedoch ganz minimal, da x ein Punktintervall ist.

Ein zweiter Sonderfall liegt vor, wenn z.B. das echte Intervall y sehr schmal ist und sehr
dicht bei 1 liegt. In diesem Fall wird Dy intervallméfig fast optimal ausgewertet mit

D:=(1¢y) & (14y)-sqr(z)2Dy.

In der obigen Funktion TwoPow2s_y2_x2(...) findet man weitere Einzelheiten. Die folgenden
Beispiele zeigen die gewonnenen Verbesserungen einiger EinschlieBungen.

Mit Z = [-minfloat(),-minfloat()] +i-[1 - 27791 - 277] erhilt man mit der Current-
Prézision prec = 70 die Einschliefung

atan(z) = ([-1.4064180...553497e — 323228476, -1.4064180...553495¢ — 323228476],
[2.46067249098780584842¢1, 2.46067249098780584844¢1]).

Mit Z = [-minfloat (), -minfloat ()] +i-[1 — 2770000 1 27700007 orhilt man mit der Current-
Prézision prec = 70000 die Einschliefung

atan(Z) = ([-1.4986879...456363¢ — 323207425, —1.4986879...456362¢ — 323207425],
[2.42604978931883658022¢4, 2.42604978931883658023¢4]).

minfloat () := 271073741824 4ot die, von der Current-Prizision unabhingige, kleinste positive
Maschinenzahl.
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C.2.23. arccot(z)
Mit dem achsenparallelen Rechteckintervall Z c Cg:=C—i-[-1,+1] liefert die Funktion

MpfciClass acot(const MpfciClass& Z);

die folgende achsenparallele RechteckeinschlieBung acot(Z) fiir die komplexen Funktionswerte
arccot(z), mit z € Z.
{arccot(z) ‘ z2e€ZcCg} cacot(Z).

Cg ist dabei die lings der imagindren Achse von —i bis +i aufgeschnittene komplexe Ebene. In
der folgenden Abbildung sind einige erlaubte und nicht erlaubte Rechteckintervalle Z angegeben.

8Y

Abbildung C.42.: Erlaubte und nicht erlaubte Intervalle Z von acot(Z).

Nach Abbildung C.42 darf also kein Punkt des Verzweigungsschnitts ein Element eines erlaubten,
achsenparallelen Intervalls Z sein.

Mit Z = [271073741824 9-10737418247 1 ;.11 1] erhiilt man mit der Current-Prizision prec = 70 die
EinschlieBung!®

acot(Z) = ([1.57079632679489661922,1.57079632679489661924],
[-2.46067249098780584844e1, —2.46067249098780584842¢1]).

Mit Z =[0.5,1.5] +4-[-1,1] erhélt man mit der Current-Prézision prec = 80 die EinschliefSung

acot(Z) = ([4.63647609000806116214256e —1,1.10714871779409050301707],
[-7.08303336014054020062385¢ — 1, 7.08303336014054020062385¢ — 1]).

19Die Maschinenzahl 271073741824 _ pinfioat () ist prézisionsunabhingig die kleinste positive Maschinenzahl.
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C.2.24. arsinh(z)

Mit dem achsenparallelen Rechteckintervall Z c Cg := C - {(-o00,-1) U (+1,+00)} liefert die
Funktion

MpfciClass asinh(const MpfciClass& Z);

die folgende achsenparallele RechteckeinschlieBung asinh(Z) fiir die komplexen Funktionswerte
arsinh(z), mit z € Z.
{arsinh(z)|z € Z c Cg} C asinh(Z).

Cg ist dabei die ldngs der reellen Achse von -1 bis —oo bzw. von +1 bis +o0o aufgeschnittene
komplexe Ebene. In der folgenden Abbildung sind einige erlaubte und nicht erlaubte Rechteck-
intervalle Z angegeben. Die Implementierung erfolgt mit

asinh(Z) =i-asin(-i- 2Z);

Cs

8Y

Abbildung C.43.: Erlaubte und nicht erlaubte Intervalle Z von asinh(Z).

Mit Z = [21073741821 910737418217 4 ;. 91073741821 910737418217 o151t man mit der Current-Prizision

prec = 80 die Einschliefung

asinh(Z) = ([7.44261116915172247033984¢e8,7.44261116915172247033986e8],
[7.85398163397448309615658¢ — 1, 7.85398163397448309615664¢ — 1]).

Mit Z =[-0.5,0.5] +4-[-1,-0.5] erhélt man mit der Current-Prézision prec = 80 die Einschlie-
Bung

asinh(Z) = ([-7.32857675973645260888675¢ — 1,7.32857675973645260888675¢ — 1],
[-1.57079632679489661923133, —4.52278447151190682063657¢ — 1]).
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C.2.25. arcosh(z)
Mit dem achsenparallelen Rechteckintervall Z c Cg:= C - {(-oc0,+1)} liefert die Funktion

MpfciClass acosh(const MpfciClass& Z);

die folgende achsenparallele RechteckeinschlieBung acosh(Z) fiir die komplexen Funktionswerte
arcosh(z), mit z € Z.
{arcosh(z) ‘ ze€ZcCg} cacosh(Z).

Cg ist dabei die lings der reellen Achse von —oo bis +1 aufgeschnittene komplexe Ebene. In der
folgenden Abbildung sind einige erlaubte und nicht erlaubte Rechteckintervalle Z angegeben.
Die Implementierung erfolgt mit

acosh(Z) = i-acos(Z) = i - (/2 - asin(Z)):

Cs

8Y

Abbildung C.44.: Erlaubte und nicht erlaubte Intervalle Z von acosh(Z).

Mit Z = [1-2770,1-2770] 4 . [271073741824 9-10737418247 o1hilt man mit der Current-Prizision
prec = 70 die Einschliefung

acosh(Z) = ([5.78868064589607735286e — 323228487, 5.78868064589607735289¢ — 323228487],
[4.11590317489199529168¢ — 11,4.11590317489199529171e — 11]).

Mit Z =[1,2] +i-[-1,0] erhélt man mit der Current-Prézision prec = 150 die Einschlieung

acosh(Z) = ([0,1.46935174436818527325584431736164761678780335733478818],
[-9.04556894302381364127316795661958721431094560961605070e — 1,0]).
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C.2.26. artanh(z)

Mit dem achsenparallelen Rechteckintervall Z c Cg := C - {(-o00,-1) U (+1,+00)} liefert die
Funktion

MpfciClass atanh(const MpfciClass& Z);

die folgende achsenparallele RechteckeinschlieBung atanh(Z) fiir die komplexen Funktionswerte
artanh(z), mit z € Z.
{artanh(z) |z € Z c Cg} c atanh(Z).

Cg ist dabei die ldngs der reellen Achse von -1 bis —oo bzw. von +1 bis +o0o aufgeschnittene
komplexe Ebene. In der folgenden Abbildung sind einige erlaubte und nicht erlaubte Rechteck-
intervalle Z angegeben.

Cs

Abbildung C.45.: Erlaubte und nicht erlaubte Intervalle Z von atanh(Z).

Mit Z = [1-2770,1 - 2770] 4 . [271073741824 9-1073741824] orhilt man mit der Current-Prizision
prec = 70 die Einschliefung

atanh(Z) = ([2.46067249098780584842¢1,2.46067249098780584844e1l],
[1.4064180...553495e — 323228476, 1.4064180...553497¢ — 323228476]).

Mit Z = [1-2770,1-2779] 4423090 239007 erhilt man mit der Current-Prézision prec = 150 die
Einschlieung

atanh(Z) = ([6.60733027580565499208¢e — 1807,6.60733027580565499209¢ — 1807],
[1.57079632679489661923, 1.57079632679489661924]),

wobei die Ausgabe wie im ersten Beispiel auf 21 Dezimalstellen begrenzt wurde.
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C.2.27. arcoth(z)

Mit dem achsenparallelen Rechteckintervall Z c Cg:=C—i-[-1,+1] liefert die Funktion
MpfciClass acoth(const MpfciClass& Z);

die folgende achsenparallele RechteckeinschlieBung acoth(Z) fiir die komplexen Funktionswerte
arcoth(z), mit z € Z.
{arcoth(z) | ze€ZcCg} cacoth(Z).

Cg ist dabei die lings der imagindren Achse von —i bis +i aufgeschnittene komplexe Ebene. In
der folgenden Abbildung sind einige erlaubte und nicht erlaubte Rechteckintervalle Z angegeben.

Ay

Abbildung C.46.: Erlaubte und nicht erlaubte Intervalle Z von acoth(Z).

Mit Z = [1,1] +i-[271073741824 910737418247 orh51t man mit der Current-Prizision prec = 70 die
Einschlieung

acoth(Z) = ([3.72130559324020099216€8,3.72130559324020099218¢8],
[-7.85398163397448309617¢ — 1,-7.85398163397448309615¢ — 1]).

Mit Z = [1,1]+i-[23090,230907 erh&lt man mit der Current-Prizision prec = 70 die EinschlieBung

acoth(Z) = ([6.60733027580565499207¢e — 1807,6.60733027580565499209¢ — 1807],
[-8.12854862555773544048¢e — 904, -8.12854862555773544046e — 904]),

wobei die Ausgabe wie im ersten Beispiel auf 21 Dezimalstellen begrenzt wurde.
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C.2.28. 2P, peP:MpfiClass

Fiir z = |z| - €, -7/2 < ¢ < +37/2 definieren wir mit 2 € Z:MpfciClass und p € P:MpfciClass
die Potenz

(C.175) 2P = P (2) o oplnlel | gin(pe2nk) e 7

Wegen der Mehrdeutigkeit des komplexen Logarithmus, d.h. wegen k € Z, gibt es damit fiir festes
z # 0 und p € R — Q beliebig viele Potenzen zi , die alle auf einem Kreis um den Ursprung mit

dem Radius R = e?™l*l Jiegen. Die Aufgabe besteht nun darin, alle diese Potenzen fiir alle z € Z
unf fiir alle p € P moglichst optimal einzuschlielen, d.h. einzuschlieflen ist die Menge

T:={ye (C‘y = Pl -ei'p(‘“z’rk), keZ,z€eZ peP=[p1,p2]}.

Zur Einschliefung von T sind drei Félle zu unterscheiden:

Fall 1: 0¢zZ.
T ist jetzt ein Kreisring , der durch folgende Radien bestimmt ist.
r = eInf(Pln\ZD, ro = BSup(Pln|Z\)‘
Ay
R, Ry
1
T2
x
R4 R.‘S

Abbildung C.47.: Den Kreisring einschlieende Rechtecke R,, v =1,2,3,4.

Die vier Rechtecke Ry, v =1,2,3,4, schlieen den Kreisring T" ein und werden von der Funktion

std::1list<MpfciClass> pow_all( const MpfciClass& Z, const MpfiClass& P )

in einer Liste bereitgestellt. Beachten Sie bitte, dass bei kleinen Differenzen r5 — 71 die Einschlie-
Bung von T mit einem einzelnen Quadrat der Seitenléinge 275 zu groen Uberschitzungen fithren
wiirde. Dariiber hinaus wére die Null ein Element der Einschliefung, womit weitere Komplika-
tionen in nachfolgenden Rechnungen verbunden sein kénnten.

Das folgende Programm MPFR-09.cpp berechnet mit Z = [1,1.125] +4[1,1.25] und mit dem
Exponentenintervall P = [1,1.5] die vier einschlieflenden Intervalle R,, v =1,2,3,4.
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1

// MPFR-09. cpp

2 #include "mpfciclass.hpp”

3

o N O Otk

9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36

using namespace MPFR;
using namespace MPFI;
using namespace cXsc;
using namespace std;

int main(void)
{
MPFI: : MpfiClass:: SetCurrPrecision (40);
cout << 7 GetCurrPrecision () = 7 << MPFI:: MpfiClass:: GetCurrPrecision () << endl;
MpfciClass Z(interval(1,1.125), interval(1,1.25), 53);
MpfiClass P(interval(1l,1.5), 53);
cout . precision (40/3.321928095); // Ausgabe mit 9 Dez.— Stellen
cout << "Z = 7 << Z << endl;

cout << "Z.GetPrecision() = ” << Z.GetPrecision () << endl;
cout << "P = 7 << P << endl;
cout << "P.GetPrecision() = 7 << P.GetPrecision () << endl;

cout << ”"Einschliessung aller Potenzen:” << endl;

list <MpfciClass> res;
res = pow_all(Z, P);

list <MpfciClass >::iterator pos;
// Ausgabe der n Potenzen:

int k(0);

for (pos = res.begin(); pos != res.end(); ++pos )

{
k++;
cout << "R” << k << 7 =7 << *pos << endl; // Jedes Rechteck R in neue Zeile
cout << ”Praezision = 7 << (xpos).GetPrecision () << endl;

}

return 0;

}

Das Programm liefert die Ausgabe

GetCurrPrecision () = 40

Z = ([1.00000000000,1.12500000000], [1.00000000000,1.25000000000])
Z.GetPrecision() = 53

P = [1.00000000000,1.50000000000]

P.GetPrecision() = 53

Einschliessung aller Potenzen:

R1 = ([9.99999999999e-1,2.18084073549], [-1.00000000000,2.18084073549])
Praezision = 40
R2 = ([-2.18084073549,1.00000000000], [9.99999999999e-1,2.18084073549])
Praezision = 40

R3 = ([-2.18084073549,-9.99999999999e-1], [-2.18084073549,1.00000000000])
Praezision = 40
R4 = ([-1.00000000000,2.18084073549], [-2.18084073549,-9.99999999999%e-1])
Praezision = 40

mit den vier Rechteckintervallen Ry, v =1,2,3,4.

Beachten Sie, dass sich nach (C.175) im Fall P = [p,p], mit p € Q und bei Punktintervallen Z
nur endlich viele Potenzwerte zi auf dem Kreis mit dem Radius ¢?™™ | befinden. Beispielsweise
gilt 12 = 1, aber pow_a11(1,2) liefert wieder die vier einschlieBenden Rechtecke. Diese Spezialfille
werden also in pow_all nicht exktra behandelt!
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Fall 2: 0¢€¢Z p;>0.
T ist jetzt eine Kreisscheibe, die mit Z — 0 in den Ursprung iibergeht. Diese Kreisscheibe wird
jetzt mit pow_all() durch ein einziges Quadrat der Ergebnisliste optimal eingeschlossen.

Fall 3: 0¢Z p<0.
Da 0P fiir p < 0 undefiniert ist, liefert pow_all jetzt eine Fehlermeldung mit Programmabbruch.

Anmerkungen:

1. pow_all() berechnet eine EinschlieBung aller Potenzen 2P, mit z € Z und p € P, wobei P ein
reelles Intervall sein muss. Wiirde man im Gegensatz dazu fiir den Exponenten einen von
Null verschiedenen Imaginérteil zulassen, so wére in (C.175) mit p = p; + i - py der erste
Faktor rechts gegeben durch

6?1-1n|2|*p2(§0+27fk), keZ,
und wegen k € Z wiirden damit die Potenzen ZZ iiber alle Grenzen wachsen und damit eine

sinnvolle EinschlieBung verhindern. Bei der Funktion pow(Z,W) wéhlt man daher k& = 0
und berechnet damit nur EinschlieBungen des Hauptwertes.
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C.2.29. ¢* -1

Wir betrachten die Aufgabe, zu einem vorgegebenen komplexen Intervall
Z:AX'+Z"Y'7 X:[ml,mg], Yz[yl,yg]

eine moglichst optimale EinschlieBung der Menge W :={weC|lw=¢e*-1, zeZ} durch ein
komplexes Rechteck-Intervall F' 2 W mit der Prézision prec > 2 zu berechnen. Beachten Sie
dabei jedoch, dass nach Seite 243 mit einem solchen einschlieBenden Rechteck F'=U +i-V oft
deutliche Uberschiitzungen nicht zu vermeiden sind.

C.2.29.1. Realteil

Das gesuchte EinschlieBungsintervall U fiir den Realteil von ¢ — 1 wird mit dem Maschinen-
intervall cos(Y') = [¢1,c2] berechnet durch:

(C.176) U:=eXocos(Y)o1=e™2 o[, 0] 1.

Da die Subtraktion der Eins zu Ausléschungsproblemen fiihren kann, lésst sich in Abhéngigkeit
der Vorzeichen von ¢y, cy das Intervall U wie folgt berechnen:

[e$1+1n((31) _ 1,€$2+1n(c2) _ 1], 0<ep < e,
(C.177) U=1[e1 €™~ 109" ~1], c1<e <0,

[Cl > _1’61'2+1H(02)_1]7 c1 <0< co.

Dabei ist klar, dass eine Ausléschung nur in den drei Fillen auftreten kann, in denen die Sum-
manden In(cp) oder In(cy) im Exponenten vorkommen. Bei der Berechnung dieser Summanden
tritt jedoch noch folgendes Problem auf, das im Fall In(c;) ndher zu betrachten ist. Es gilt
zunédchst nach Definition:

In(ey) := In(Inf(cos(Y))),

und da die Logarithmusfunktion monoton wachsend ist, folgt zusétzlich
(C.178) In(ep) := In(Inf(cos(Y))) = Inf(1ln_cos(Y)).

Wertet man jetzt die beiden Ausdriicke rechts in (C.178) auf der Maschine aus mit der Prézision
prec = 180 und dem Punktintervall?® Y = [1073%° 1073%°], so erhélt man die deutlich verschie-
denen Ergebnisse

Tnf(1n_cos(Y)) = -5.00000e - 601,  prec = 180,
In(Inf(cos(Y))) = —6.52530e — 55, prec = 180,
In(Inf(cos(Y))) = —=5.00000e — 601, prec = 2160.

Erst bei 12-facher Current-Prézision, d.h. mit prec = 2160, erhélt man fiir den optimalen Wert
In(c1) mit dem Ausdruck In(Inf(cos(Y))) das exakt Ergebnis —5-107%, so dass aus Laufzeit-
griinden « := Inf(1n_cos(Y)) auszuwerten ist! Entsprechendes gilt fiir?* 8 := Sup(1n_cos(Y")).
Damit wird der Realteil viel besser eingeschlossen durch die Maschinenauswertung von

[e$1+a—1,ex2+5—1], 0<c <o,
(C.179) U=1[c1-€"-1,c0-€" 1], ¢1<c2<0,

[cl-e“—l,emﬁﬁ—l], c1 <0< eo.

20Mit 10730 ist hier die zu 1073°° nichstgelegene IEEE-Maschinenzahl gemeint.
2'1n_cos(...) ist die bereits in mpfi.cpp definierte Intervallfunktion zur EinschlieBung von In(cos(Y)).
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Bei der Auswertung der beiden Summen x1 +« und x2+ 3 kann bei jeweils entgegengesetzten Vor-
zeichen beider Summanden im Exponenten erhebliche Ausloschung auftreten. In diesen Fallen
ist die Prézision so lange zu verdoppeln, bis fiir die jeweilige Summe, also z.B. fiir s := 21 + a,
die durch prec vorgegebene Genauigkeit erreicht wird. Um fiir e”**® —1 den optimal abgerunde-
ten Funktionswert zu erhalten, muss vorher natiirlich, wie oben beschrieben, die abgerundete
Summe x1 + « berechnet worden sein. Anschliefend wird dann mit der schon implementierten
Punktfunktion expm1 (s,RoundDown) der gesuchte, optimal abgerundete Wert von e”** -1 be-
rechnet. Ganz entsprechend wird der aufzurundende Ausdruck e*2*% — 1 ausgewertet. Weitere
Einzelheiten findet man in den Funktionen

MPFR: :MpfrClass expml_H1(const MPFR::MpfrClass& x, const MpfciClass& z,
bool& Ausl, RoundingMode rnd);

MPFR: :MpfrClass expml_H(const MPFR::MpfrClass& x, const MpfciClass& z,
RoundingMode rnd);

die in mpfciclass.cpp definiert sind.

C.2.29.2. Imaginarteil

Da bei der Berechnung des Imaginérteils von e? — 1 keine Ausléschung auftritt, kann das Ein-
schlieBungsintervall V' intervallméfig direkt und optimal berechnet werden:

(C.180) Vi=eX &sin(Y),

wobei jetzt e und sin(Y) die intervallmiBig berechneten Funktionswerte bedeuten.

C.2.29.3. Numerische Ergebnisse

Wir beginnen mit zwei Beispielen, in denen bei der Berechnung der Summen x; + o und xo +
keine Ausloschung auftreten kann.

Im 1. Beispiel wihlen wir 1 =29 =91 = ys = 21000000000 Damit haben die Summanden z1, o
bzw. 9,8 zwar unterschiedliche Vorzeichen, ihre Betrige sind jedoch so unterschiedlich, dass
eine Ausléschung nicht eintreten kann. Beachten Sie jedoch, dass bei einer naiven Berechnung
von z.B €% — 1 wegen Ausloschung bei der Differenzberechnung sehr starke Uberschitzungen
auftreten wiirden, die jedoch durch Anwendung der expm1-Funktion bei dieser Implementierung
vermieden wird. Mit prec = 180 und Z = [x1,22] + 4 - [y1,y2] erhalten wir die Einschliefung

e? —1¢ ([2.1677979676169...8690 - 107301929996 9 1677979676169...8692 - 103010299967
[2.1677979676169...8690 - 10730102999 9 1677979676169...8692 - 1073010299967)

Beachten Sie, wie dicht diese fast optimale EinschlieBung von e? — 1 am Ursprung liegt.

Das 2. Beispiel zeigt, dass Z kein Punktintervall sein muss. Wir wihlen z; = y; = 271000000000

und x9 = yo = 2-x1. Mit prec = 180 und Z = [x1,22] + i - [y1,y2] erhalten wir die Einschliefung

e? -1 ¢ ([2.1677979676169...8690 - 10730192999 4 3355059352338...7383 - 107301029996
[2.1677979676169...8690 - 107301029996 4 3355950352338...7383 - 1073010299967)

Auch jetzt wird das EinschlieBungsintervall fast optimal berechnet und liegt ebenfalls sehr dicht
am Ursprung.
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Im 3. Beispiel wihlen wir zun#chst y; = y2 = 0.75. Um starke Ausléschung bei der Berechnung
von z.B. 1 + a zu konstruieren, berechnen wir mit Y = [y1,y2] und prec = 1800 zunéchst eine
EinschlieBung T von —In(cos(Y)) € T und wihlen mit 21 = 29 = mid(7") das Punktintervall
X =[x1,22]. Wegen mid(T") » —« := Inf(1n_cos(Y')) ist daher bei der Berechnung der Summe
x1 + a erhebliche Ausloschung zu erwarten, vgl. (C.179) auf Seite 370. Fiir eZ — 1 erhalten wir
die Einschliefung

e? -1 ¢ ([-2.39983652734278649...3587 - 1074, —2.39983652734278649...3586 - 10774,
[9.31596459944072461165...0253 - 1071, 9.31596459944072461165...0255 - 1071 ]).

Auch diese EinschlieBung ist mit 541 korrekten Dezimalziffern nahezu optimal.

Im 4. Beispiel konstruieren wir ganz analog zum 3. Beispiel noch stérkere Ausléschung und
wihlen y; = o = 2740990 Mit prec = 1800 erhalten wir dann fiir e — 1 nach etwa einer Minute
die Einschliefung

e? -1 ¢ ([-1.322855833975488484...2062 - 1048166 _1 329855833975488484...2061 - 10~48166],
[6.3120937524672703508...5709 - 10712042 6.3120937524672703508...5710 - 10712042]).

Auch diese EinschlieBung ist mit 541 korrekten Dezimalziffern nahezu optimal.

Im 5. Beispiel bestéitigen wir die bekannte Gleichung
(C.181) e -1=0
und wahlen dazu x1 = 29 = 0. Mit der Anweisung
MpfiClass Y = 2#MPFI::MpfiClass::Pi();

und prec = 1800 schlieBt Y = [y1,y2] den Wert 27 optimal ein, und fiir €7 - 1 erhalten wir die
Einschliefung

€™ — 1 € ([-4.2241520191547511029602402287327...0180 - 1071983 0],
[-9.191465627586006593...6038 - 10742, 2.005434173965873156...9529 - 107742]).

Mit wachsender Priizision prec wird e*?™ —1 = 0 immer enger eingeschlossen, wobei zu beachten
ist, dass die optimale Einschliefung ([0,0],[0,0]) natiirlich nicht erreicht werden kann, da 27
auf der Maschine nicht darstellbar ist. Mit prec = 5000000 erhilt man nach einigen Minuten
die sehr enge Einschliefung

e 1 € ([-2.93976...1073919299 0] [-7.41700...107150°15L 7 66780...107 15051507,

Die groflere Laufzeit wird verursacht durch die optimale EinschlieBung von 27 mit ca. 1505149
Dezimalstellen. Beachten Sie, dass das Infimum des Realteils im Vergleich zum Imaginérteil
fast den doppelten negativen Zehnerexponenten erhélt und dass das Supremum 0 sogar exakt
berechnet wird.
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D. EinschlieBung reeller und komplexer
Ausdriicke

D.1. EinschlieBung reeller arithmetischer Ausdriicke

D.1.1. Problemstellung und Definitionen

In einem reellen arithmetischen Ausdruck sind per Definition reelle Konstanten und Funktionen
aus Tabelle 3.11.3 mit den vier arithmetischen Grundoperationen verkniipft. Ist dann die reelle
Funktion f: Dy — R ein solcher reeller arithmetischen Ausdruck und ist X = [x1,22] € Dy ¢ R
ein vorgegebenes Intervall, so ist

(D.1) Wy x ={f(z)|zeX cDy}

die Wertemenge Wy x von f iiber dem reellen Intervall X c Dy. Ist f iiber dem abgeschlossenen
Intervall X c Dy stetig, so gibt es Zahlen &1,& € X, so dass gilt Wy x = f(X) = [f(&1), f(&)],
d.h. die Wertemenge ist ein endliches Intervall. Beachten Sie, dass die Stetigkeit von f(z) iiber
X c Dy fiir arithmetische Ausdriicke mit Funktionen aus Tabelle 3.11.3 keine einschrinkende
Bedingung ist.

Bei der Intervallrechnung verfolgt man u.a. das Ziel, zu einer Funktion f(x) und zu einem
gegebenen Maschinenintervall X ¢ Dy mit einem méglichst einfachen Algorithmus die Werte-
menge Wy x durch ein Maschinenintervall I(X) garantiert einzuschliefen, d.h. es soll gelten
Wy x € I(X). Nach [6, Seite 31| erhdlt man eine solche MaschineneinschlieBung 1(X'), wenn
der Funktionsterm f(z) intervallméBig ausgewertet wird, d.h. wenn die auftretenden Variablen
x jeweils durch X und die Grundoperationen durch ihre entsprechenden Intervalloperationen
ersetzt werden. Wir betrachten dazu das folgende Beispiel:

f(z) =3z X =10,2], mit: W;x =[0,3/2], und die intervallméBige Auswertung liefert
I1(X)=30X &exp(-2 X & 1) =[0,16.309690...] > Wy x.

Die intervallmiBige Auswertung liefert bei diesem Beispiel mit I(X) eine erhebliche Uberschiit-
zung des Wertebereichs Wy x = [0,3/2], da der Funktionsterm f(x) die Variable z zweimal
enthélt und weil die Intervallrechnung grundsétzlich annimmt, dass, im Gegensatz zu unse-
rem Beispiel, die auftretenden Intervalle X beide voneinander unabhiingig sind. Das Ziel ist
also, I(X) = [I1,I2] so zu verbessern, dass im Idealfall I(X) = f(X) := [f(&1), f(&2)] erfiillt
ist. Beachten Sie aber, dass I(X) = f(X) nur gelten kann, wenn f(&;) und f(&2) beides Ma-
schinenzahlen sind. Nach Definition verlangen wir daher fiir eine optimale EinschlieBung des
Wertebereichs Wy x = f(X) = [f(&1), f(§2)] durch das Maschinenintervall I(X) = [I;,]2] die
beiden folgenden Doppelungleichungen:

(D2) I < f(&) < SUCC(Il), pred(Ig) < f(fz) < _[2, 51,52 e X.

Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, wie man die durch intervallmiflige Auswertung berech-
nete Einschliefung I(X) eines Wertebereichs weiter so verbessern kann, dass die verbesserte
EinschlieBung dann optimal oder nahezu optimal ist. Als nahezu optimal bezeichnen wir eine
Einschliefung, wenn z.B. gilt I1 < f(&1) < succ(succ(l1)).
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D.1.2. Verbesserung einer EinschlieBung

Eine erste Methode zur Verbesserung der Einschliefung des Wertebereichs Wy x wird realisiert
durch Anwendung der Zentrischen Form oder der Mittelwertform, siehe z.B. [5], [56], [58]. Da
diese Methoden jedoch nur bei hinreichend schmalen Intervallen X wirklich hilfreich sind, wird
hier nicht niher darauf eingegangen. Eine zweite Methode basiert auf dem folgenden Satz!, [6,
Seite 32]

Satz D.1 (Eine Variable tritt explizit nur einmal auf).

Ist f(z) ein reeller, arithmetischer Ausdruck und tritt in ihm die Variable = explizit nur einmal
auf, so liefert die intervallméaBige Auswertung von f(x) iiber dem Intervall X c Dy eine optimale
EinschlieBung des Wertebereichs Wy x, d.h. es gilt: Wy x =[f(&1), f(&2)], &1,§& € X.

Eine unmittelbare Anwendung dieses Satzes besteht darin, in einem arithmetischen Ausdruck
f(z) die Anzahl der auftretenden Variablen x méoglichst zu minimieren. Als Beispiel betrachten
wir die beiden dquivalenten Ausdriicke

l+z

Fa) =2 g =1+l mit x = [1,4],
X X

Durch intervallméflige Auswertung erhalten wir die Ergebnisse
I}(X)=(1¢X) o X =[05,5]; I,(X)=1¢10X =[1.25,2] =W, x c I;(X),

wobei I,(X) sogar die optimale EinschlieBung des Wertebereichs von f(x) = g(x) iiber X ist,
da g(x) die Variable x nur einmal enthélt.
Eine zweite Anwendung von Satz D.1 ist ein quadratischer Ausdruck der Form

f(x)=a*+a-z+b=(x+a/2)? -d*[/4+b=g(z), =,a,beR.

Wertet man jetzt g(x) intervallméfig aus und benutzt dabei z.B. sqr(X 4 a ¢ 2) fiir den ersten
Summanden (z +a/2)?, so erhilt man mit 7,(X) eine optimale EinschlieBung des Wertebereichs
Wy x iiber einem Intervall X, wenn man zur Vermeidung einer moglichen Ausléschung g(x)
insgesamt in hinreichend hoher Prézision auswertet. Beachten Sie dabei, dass man bei der in-
tervallméBigen Auswertung von g(x) fiir b ein beliebiges aber endliches Intervall zulassen darf,
wihrend man fiir eine optimale EinschlieBung a nur durch ein Punktintervall ersetzen darf. Als
Beispiel wihlen wir

fx)=a?-4-2-4=(x-2)?-8=g(x), X=[1,4].
Durch intervallméflige Auswertung erhalten wir die Ergebnisse
It(X) =sqr(X) 040 X &4 =[-19,+48]; I;(X):=sqr(X &2)&8=[-8,-4] c I;(X),
wobei I,(X) sogar die optimale EinschlieBung des Wertebereichs von f(z) = g(z) tiber X ist, da
g(x) die Variable x nur einmal enthilt. Vergleichen Sie auch den Abschnitt B.5 auf Seite 226.

D.1.3. Optimale EinschlieBungen

Mit f(z) = 3z - e 2**! haben wir schon ein Beispiel kennengelernt, bei dem die intervallm#Bige
Auswertung iiber X = [0,2] den Wertebereich Wy x = [0,3/2] erheblich iiberschatzt. Bei einmal
stetig differenzierbaren Funktionen f(z) kann man diese Uberschiitzungen jedoch vermeiden,
wenn man das Intervall X = (U; X; in Maschinenintervalle X; unterteilt, in denen f(z) jeweils
monoton ist. Bedeutet dann I;(X;) die EinschlieBung aller Funktionswerte f(z), mit x € Xj, so

'Der Satz D.1 gilt sinngem&B auch dann, wenn neben x auch noch weitere Varaiablen, z.B. y, z, . . ., auftreten.
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ist Ir x := U; Ir(X;) eine deutlich bessere EinschlieBung von Wy x € Iy x. Mit dem Teilintervall
X =[xi1,2;2] ist dann I;(X;) wie folgt zu berechnen:

(D.3) Ip(Xi) = [Inf (f([zi1,2i1])), Sup(f ([wi 2, 2i2]))].

Die Funktion f(z) ist also jeweils intervallméBig auf den Intervallrindern von X; = [x;1,2;2]
auszuwerten. Um bei f(z) = 3z-e 22! die Monotonieintervalle X; zu bestimmen, bendtigen wir
die Nullstellen von f’(z) = 3¢72**1(1 - 2z) und erhalten damit X; = [0,0.5], X2 = [0.5,2] und
mit diesen Intervallen nach (D.3) die EinschlieBungen I7(X1) = [0,1.5], I;(X3) = [6-¢73,1.5],
dh. Ip x = Ip(X1)UIf(X2) = [0,3/2] = Wy x. Wesentlich komplizierter wird das Verfahren je-
doch, wenn die Nullstellen von f’(z) keine Maschinenzahlen sind. Ist dann z.B. Z; = [(1, (2]
eine MaschineneinschlieBung einer solchen Nullstelle z1, so muss f(z) wieder intervallméBig iiber
diesem Intervall Z ausgewertet werden, wodurch die schon bekannten Uberschiitzungen wieder
auftreten kénnen, und diese Uberschiitzungen machen sich besonders dann negativ bemerkbar,
wenn die Nullstelle 21 von f’(z) entweder ganz in der Nihe einer Nullstelle von f(z) liegt oder
sogar mit dieser Nullstelle iibereinstimmt, wie es z.B. schon bei g(z) = (2 — V/33)? realisiert
ist. Besonders aufwendig wird das Verfahren auch dann, wenn f’(z) im Intervall X sehr viele
Nullstellen besitzt, die natiirlich alle moglichst eng eingeschlossen werden miissen. Das beschrie-
bene Verfahren liefert also nur bei verhéltnisméfig einfachen Funktionen eine wirklich optimale
EinschlieBung ihres Wertebereichs.

Mit Hilfe der Globalen Optimierung kann der Wertebereich einer zweimal stetig differenzier-
baren Funktion f(z) ebenfalls garantiert eingeschlossen werden, [27], [28], [29], [31], [59]. Dabei
wird eine Unter- bzw. Oberschranke des Wertebereichs Wy x einer Funktion f(x) iiber einem
vorgegebenen Intervall X berechnet. Vergleichen Sie dazu den Abschnitt 7.4 auf Seite 131.

Wir stellen uns jetzt dem Problem, wie man ausgehend von einer Funktion f: Dy — R, deren
Wertebereich durch intervallméfiige Auswertung optimal eingeschlossen wird, neue Funktionen
g: Dy - R konstruieren kann, deren Wertebereiche Wy x iiber dem Intervall X dann ebenfalls
optimal eingeschlossen werden. Wir formulieren dazu den recht einfachen

Satz D.2 (Multiplikation mit einer reellen Konstanten a € R).

Liefert f: Dy — R bei intervallméfliger Auswertung iiber dem Intervall X eine optimale Ein-
schlieBung ihres Wertebereichs Wy x, so liefert auch die Funktion g(x) = a- f(x) eine nahezu
optimale EinschlieBung ihres Wertebereichs Wy 7.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es nach Seite 373 die optimale Einschliefung I(X) des Wer-
tebereichs Wy x, d.h. es gilt Wy x € I(X) mit den Ungleichungen aus (D.2). Mit g(z) := a- f(x)
gilt zusdtzlich Wy x = a- Wy x und damit a-Wy x € a® I(X), wobei a ® I(X) das Ergebnis der
intervallméBigen Auswertung von g(z) iiber dem Intervall X ist. Da die Multiplikation von a
mit dem Intervall 7(X') auf der Maschine optimal implementiert ist, wird Wy x durch a & I(X)
optimal oder nahezu optimal eingeschlossen, wobei nahezu optimal bedeutet, dass bei der Ma-
schinenmultiplikation a ¢ I(X) nach auflen gerundet wird, wobei im ungiinstigsten Fall nach
rechts und links je ein Bit Genauigkeit verloren geht g

Neben der Multiplikation kann man eine neue Funktion g(x) auch durch die Addition einer
reellen Zahl b gewinnen, dies beschreibt der

Satz D.3 (Addition einer reellen Konstanten b € R).
Liefert f : Dy — R bei intervallmifliger Auswertung iiber dem Intervall X eine optimale Ein-
schlieBung ihres Wertebereichs Wy x, so liefert auch die Funktion g(x) = f(x) + b eine nahezu

optimale EinschlieBung ihres Wertebereichs Wy 7.

Beweis. Der einfache Beweis bleibt dem Leser iiberlassen.
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Die beiden letzten Sitze lassen sich zusammenfassen zum

Satz D.4 (Multiplikation oder Addition einer reellen Konstanten).

Liefert f: Dy — R bei intervallméfliger Auswertung iiber dem Intervall X eine optimale Ein-
schlieBung ihres Wertebereichs Wy x, so liefert auch die Funktion g(x) := a- f(x) +b eine nahezu
optimale EinschlieBung ihres Wertebereichs Wy 7.

Als Beispiel betrachten wir die Exponentialfunktion f(x) = e”, deren Wertebereich mit Hilfe
der Intervallfunktion exp(X) iiber dem Maschinenintervall X optimal eingeschlossen wird. Nach
Satz D.4 wird dann auch der Wertebereich Wy x der Funktion g(z) := V2-e* ++/3 mit Hilfe des
Intervallausdrucks

sqrt(2) © exp(X) ¢ sqrt(3) 2 W, x

nahezu optimal eingeschlossen, wenn mit sqrt(2) und sqrt(3) die optimalen EinschlieBungen
von /2 bzw. \/3 bezeichnet werden, wobei sqrt(2) und sqrt(3) natiirlich keine Punktinter-
valle sein konnen. Deshalb werden auflier durch die Intervall-Multiplikation und Addition auch
noch zusétzliche aber nur minimale Uberschitzungen durch die Intervalle sqrt(2) und sqrt(3)
verursacht, so dass die Einschliefung von Wy x nur nahezu optimal sein kann.

Ausgehend von einer Funktion f: Dy — R, die bei intervallméfiger Auswertung iiber einem
Maschinenintervall T' ¢ Dy eine optimale EinschlieBung ihres Wertebereichs W 7 liefert, kann
man mit einer Transformationsfunktion ¢ : Dy - R neue Funktionen g(x) := f(¢(z)) gewinnen,
wenn der Wertebereich W; x bez. des Maschinenintervalls X c D; selbst wieder ein Intervall 7" ist,
so dass gilt W; x =T c Dy. Diese neue Funktion g(x) := f(t(x)) liefert dann bei intervallméBiger
Auswertung iiber dem Intervall X eine nahezu optimale EinschlieBung ihres Wertebereichs Wy x,
wenn auch die intervallméfige Auswertung von ¢(z) iiber dem Intervall X den Wertebereich W; x
optimal einschlieft. Wir formulieren dies im

Satz D.5 (Transformationsfunktion).

Die reelle Funktion f: Dy — R liefert nach Voraussetzung bei intervallméfiiger Auswertung iiber
dem Intervall T' ¢ Dy eine optimale EinschlieBung ihres Wertebereichs Wy x und ¢ : Dy — R
besitzt einen Wertebereich W; x iiber dem Intervall X c Dy, der selbst wieder ein Intervall T :=
Wi x c Dy ist. Dann wird bei intervallmafliger Auswertung der neuen Funktion g(z) = f(t(x))
ihr Wertebereich W, x auch wieder nahezu optimal eingeschlossen, wenn bei intervallméBiger
Auswertung auch der Wertebereich T := W; x optimal oder nahezu optimal eingeschlossen wird.

Beweis. Nach Voraussetzung ist W; x selbst ein Intervall, das durch das Intervall T' ¢ Dy
optimal oder nahezu optimal eingeschlossen wird und nach Voraussetzung liefert auch die inter-
vallméBige Auswertung von f(x) iiber dem Intervall T' selbst wieder eine optimale Einschlieung
ihres Wertebereich W 1, so dass W, x durch die intervallméfige Auswertung von g(z) = f(g(x))
nahezu optimal ausgewertet wird.

Als Beispiel wihlen wir f(z) = €” und als Transformationsfunktion ¢(z) = sin(x) + 2 mit dem
beliebigen Maschinenintervall X. Damit sind die Voraussetzungen des Satzes D.5 erfiillt, und
mit der intervallméBigen Auswertung von g(z) = (#)+2 grhalten wir iiber jedem Intervall X
eine nahezu optimale Einschliefung des Wertebereichs W, x.

Beachten Sie, dass man mit den Intervallfunktionen aus Tabelle 4.14.3 auf Seite 68 eine Viel-
zahl von Transformationsfunktion ¢(x) konstruieren kann. Beachten Sie aber auch, dass z.B.
t(x) = sin(z) + z die Voraussetzungen von Satz D.5 nicht erfiillt, da ¢(z) die Variable x zweimal
enthilt, so dass W; x jetzt keinesfalls optimal eingeschlossen werden kann.
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D.2. EinschlieBung komplexer arithmetischer Ausdriicke

D.2.1. Problemstellung und Definitionen

In einem komplexen arithmetischen Ausdruck sind per Definition konstante komplexe Zahlen
und Funktionen aus der Tabelle 6.12.3 mit den vier arithmetischen Grundoperationen verkniipft.
Die komplexe Intervall-Variable Z = X +¢-Y ist in der komplexen Ebene ein Rechteck, wobei
X =[z1,22] und Y = [y1,y2] reelle Intervalle sind, vgl. Seite 243.

Ist f:C — C eine komplexwertige Funktion, mit z.B. f(z) =sin(z), z=z+i-ye Z cC, so ist

(D.4) Wiz = {f(z)leZc(C}

die Wertemenge Wy 7 von f iiber dem komplexen Intervall Z.

Bei der komplexen Intervallrechnung ist es nun das Ziel, zu einer Funktion f(z) und zu einem
vorgegebenen Intervall Z mit einem geeigneten Algorithmus die Wertemenge Wy 7z durch ein
Rechteck F'(Z) wenigstens optimal einzuschlieen, d.h. es muss gelten Wy z ¢ F((Z), und jede
Seite von F'(Z) muss mit wenigstens einem Punkt der Menge Wy » iibereinstimmen, vgl. Seite
243. Wir definieren:

Ist f:C — C, mit f(2) =u(z,y) +i-v(x,y), iiber dem Rechteck Z = X +i-Y eine holomorphe
Funktion, dann ist F'(Z) eine optimale EinschlieBung des Wertebereichs Wy » —

EIxu,m € X7 EIyu,m € Y7 Um, = u(xu,ma yu,m); EIxu,M € X, Elyu,]W € Ya Up = u(xu,Ma yu,M)§
E|$v,m e X, E|yv,m €Y, vy, = v(xv,ma yv,m)§ E|xv,M e X, E|yv,M eY, vy = v(xv,M, yv,M)§

— VreX A VyeY gilt: U S u(z,y) <upr, v <v(z,y) <vpg.

Anmerkung: Die Punkte (zym,Yum) und (2, 1, yu,m) sind die Extremalpunkte m, M von
u(z,y) auf dem Rand von Z. Entsprechendes gilt fiir die Punkte (4 m, Yv,m) und (zy ar, Yo ar)-

Mit Ausnahme der Funktionen power_fast und pow_all liefern alle Funktionen aus Tabelle
6.12.3 eine optimale EinschlieBung F'(Z) 2 Wy z. Gilt sogar Wy z = F(Z), so nennt man die
EinschlieBung F'(Z) exakt, wobei die exakten Einschliefungen nur bei einfachen Funktionen,
wie zB. f(2)=a-z+¢, aeR, ceC auftreten.

Wertet man einen arithmetischen Ausdruck, z.B. f(z) = z/(1 + z), intervallmifig aus, indem
man die Variable z durch ein vorgegebenes Intervall Z ersetzt, so erhédlt man mit dem Ergebnis

(D.5) (2)=Zo(142)

eine EinschlieBung von Wy 7z, d.h. es gilt: Wy 7 c f(Z), aber es ist keinesfalls sicher, dass f(Z)
auch eine optimale EinschlieBung von Wy 7z ist. Im folgenden Abschnitt soll untersucht werden,
wie z.B der Ausdruck f(z) = z/(1+ z) umgeformt werden kann, um die EinschlieBung weiter zu
verbessern.

Fast alle Funktionen aus Tabelle 6.12.3 liefern bei intervallméfliger Auswertung eine optimale
EinschlieBung F'(Z) der Wertemenge Wy 7 := { f(2) | z € Z c C}. Fiir die praktische Anwendung
wire es interessant zu wissen, mit welchen Transformationen, z.B. mit z - 1/z, man ausgehend
von f(z) eine neue Funktion g(z) := f(1/z) erhilt, die ebenfalls mit g(Z) eine optimale Ein-
schlieBung des neuen Wertebereichs W, 7 liefert. Als Beispiel betrachten wir f(2) = 2z, und mit
z = 1/z erhilt man g(z) = 1/z, so dass sowohl f(Z) =Z und g(Z) = 1@ Z = reci(Z) jeweils
optimale EinschlieBungen liefern. Bei f(Z) = Z ist dies wegen der identischen Abbildung klar,
und bei g(Z) = reci(Z) liefert reci(Z) nach Tabelle 6.12.3 automatisch eine optimale Ein-
schlieung, falls 0 ¢ Z. Beachten Sie, dass auch g(Z) =1 Z eine optimale Einschlieung liefert,
da die direkte Intervalldivision als eine der vier Grundoperationen eine optimale Einschliefung
berechnet, vergleichen Sie dazu die Anmerkungen auf Seite 287.

Im niichsten Beispiel betrachten wir f(z) = 22, und mit der gleichen Transformation z — 1/z
erhalten wir g(2) = f(1/2) = 1/2%. Mit f(Z) = sqr(Z) erhilt man eine optimale EinschlieBung,
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aber g(Z) = 1 ¢ sqr(Z) oder g(Z) = sqr(l & Z) liefern nach Seite 288 i.a. keine optimale
EinschlieBung. Erst mit G(Z) := reci_z2(Z) wird der Wertebereich W, 7 optimal eingeschlossen.
Die Transformation z — 1/z liefert also i.a. keine optimale Einschliefung!

Im Abschnitt D.2.3 werden die Bedingungen fiir optimale EinschlieBungen genauer untersucht.

D.2.2. Verbesserung einer EinschlieBung

In diesem Abschnitt wird untersucht, unter welchen Gesichtspunkten die durch intervallméflige
Auswertung gewonnene garantierte EinschlieBung f(Z) eines gegebenen arithmetischen Aus-
drucks f(z), z € Z c C, noch weiter verbessert werden kann. In nachfolgender Tabelle sind
dazu fir Z = [2,5] +1i-[1,3] die durch intervallméiBige Auswertung berechneten EinschlieBungen
9(Z) c f(Z) der jeweils identischen Ausdriicke g(z) = f(z), 2z € Z, zusammengestellt.

Z=X+i-Y=[2,5]+i-[1,3]; Prézision: prec = 15.
f(z)=2z/(1+2) f(Z) =([3.333282¢ - 1,1.800049], [-6.666871e — 1,7.000123e — 1])
9(2) =1/(1+1/2) || 9(2Z) = ([6.921691¢ — 1,8.708802¢ — 1], [1.960563¢ — 2, 1.814042¢ — 1])
f(z)=(z+1)/z f(Z) =([5.293884¢ - 1,3.000000], [-1.270813,6.213379¢ - 1])
g(z)=1+1/z 9(Z) = ([1.147033,1.400025], [-2.500000e — 1,-3.845977¢e — 2])
£(2)=1/(1/2) £(Z) = ([1.747924,6.364991], [2.381515¢ — 1,3.400147])
g9(z) =z 9(Z) = ([2.000000, 5.000000], [1.000000, 3.000000])
f(z) = ==L £(Z) = ([-1.400025,1.013477e1], [-3.166749, 9.600098])
g(z)=2-1 9(Z) = ([1.000000, 4.000000], [1.000000, 3.000000])

—

—

— —

—

—

Die oberen vier Beispiele zeigen wegen g(Z) c f(Z), dass ein komplexer, arithmetischer Aus-
druck so umgeformt werden sollte, dass die Variable z mdglichst nur einmal vorkommt und die
Zahl der arithmetische Operatoren minimal ist.

Z=X+i-Y=[25]+i[1,3; a=[-2-2]+i[2.2], b=[22]-i [L,1];
f(2) =sqr(2)-z+ (sqr(z) +az+b) || f(Z)=([-2.500e1,1.100e1],[-2.700e1,9.000])
g(2) =sqr(z) -z + poly2(z,a,b) 9(Z) = ([-2.100e1,7.000], [-2.300e1, 5.000] )

Das letzte Beispiel zeigt, dass ein Teilausdruck, der nach Tabelle 6.12.3 optimal eingeschlossen
wird, durch die jeweilige Funktion dieser Tabelle, hier poly2(z,a,b), ersetzt werden sollte. Wir
fassen zusammen:

Zur Verbesserung der EinschlieBung eines komplexen, arithmetischen Ausdrucks
sollte dieser so dquivalent umgeformt werden, dass die Variable z mdoglichst nur
einmal vorkommt und die Zahl der arithmetischen Operatoren minimal ist. Falls
moglich sollten Teilausdriicke durch ihre gleichwertigen Funktionen aus Tabelle
6.12.3 mit optimaler Einschlieung ersetzt werden. Die verbesserte Einschliefung
ist dann aber nicht notwendig optimal!

D.2.3. Optimale EinschlieBungen

In diesem Abschnitt betrachten wir die in einem Gebiet G ¢ C holomorphen Funktionen f(z)
der Tabelle 6.12.3, die mit Ausnahme der beiden Funktionen power_fast und pow_all zu einem
gegebenen Intervallargument Z = X +¢-Y c G bei intervallméBiger Auswertung mit f(Z) eine
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optimale EinschlieBung des Wertebereichs Wy 5 := { f(2) | z € Z c G} liefern und stellen jetzt die
Frage, mit welchen Manipulationen man, ausgehend von f(z), eine neue holomorphe Funktion
g(2) konstruieren kann, die bei intervallmifiiger Auswertung mit g(Z) ebenfalls eine optimale
EinschlieBung ihres Wertebereichs W, 7 = {g(z) ‘ z € Z c G} liefert.

Bevor wir jedoch zur Beantwortung dieser Frage kommen, soll zunéchst noch geklart werden,
unter welchen Voraussetzungen garantiert ist, dass eine gegebene holomorphe Funktion f(z) =
u(z,y)+i-v(x,y) mit f(Z) eine optimale EinschlieBung von Wy z liefert. Mit z = x+i-ye Zc G
gilt:

1. Wenn in den Funktionstermen? fiir u(x,y) und v(z,y) die Variablen z und y jeweils nur
einmal vorkommen, so liefert f(Z) eine optimale EinschlieBung von Wy z, [6, Seite 32].
Ein Beispiel ist die Exponentialfunktion

e“=e"-cos(y)+i-e”-sin(y), zeX, yeY.

2. Wenn man in der x,y-Ebene auf dem Rand eines beliebigen Rechtecks Z c G fiir u(z,y)
und v(z,y) jeweils die Maximum- und Minimum-Punkte M, m bestimmt hat, so kann
man mithilfe der Funktionswerte von u(x,y) und v(x,y) an diesen Punkten fiir f(z) eine
optimale EinschlieBung von W; 7 berechnen, vgl. fiir f(z) = 1/2? die Seiten 210 und 216.

Wir kommen jetzt zur Beantwortung der schon angesprochenen Frage, wie man eine holomorphe
Funktion f(z) so manipulieren kann, dass die neue, ebenfalls holomorphe Funktion, g(z) bei
intervallméBiger Auswertung auch eine optimale Einschliefung von W, 7 liefert. Wir formulieren
dazu den ersten, recht einfachen

Satz D.6 (Addition einer Konstanten ¢ =c; +1i-cy € C).

Ist f(z) holomorph in Z = X +i-Y c C und liefert die intervallméBige Auswertung von f eine
optimale EinschlieBung des Wertebereichs W 7, so liefert auch g(z) := f(2) + ¢ eine optimale
EinschlieSung ihres Wertebereichs W, 7.

Beweis. Mit f(z) =u(z,y) +i-v(x,y) gilt: g(z) = (u(z,y) +c1) +i- (v(x,y) + c2), und nach
Voraussetzung gibt es auf dem Rand von Z c C fiir u(z,y) und v(z,y) die entsprechenden
Extremalpunkte m, M, so dass Vx e X A VyeY gilt:

Um < u(z,y) <upr,  vm <v(w,y) <vy, und daraus folgt fiir die gleichen Extremalpunkte

Um + 1 <u(x,y) +c1 <upp + e, Um + co <v(x,y) + co < vpp + Co,

wobei zu beachten ist, dass in den obigen Ungleichungen das Gleichheitszeichen gilt, wenn die
jeweiligen Extremalpunkte m, M auf dem Rand von Z gewéhlt werden, und nach Definition sind
die beiden letzten Doppelungleichungen gerade die Bedingung fiir eine optimale Einschlieung
des Wertebereichs Wy 7 o

Als Anwendung betrachten wir mit ¢ = 1 + ¢ die Funktionen f(z) = 1/z und g(z) = 1/z + ¢,
die nach Satz D.6 zu einem beliebigen Rechteck Z # 0 bei intervallméBiger Auswertung jeweils
optimale EinschlieBungen ihrer verschiedenen Wertebereiche Wy 7 bzw. W, 7 liefern. Beachten
Sie jedoch, dass die dquivalente Funktion h(z) = (1+c¢-2)/z = g(z) = 1/z + ¢ keine optimale
EinschlieBung von W}, z = W, 7z mehr liefert!

Satz D.7 (Multiplikation mit einer reellen Konstanten r € R).

Ist f(z) holomorph in Z = X +i-Y c C und liefert die intervallméBige Auswertung von f eine
optimale EinschlieBung des Wertebereichs Wy z, so liefert auch g(z) = r- f(2) eine optimale
Einschliefung ihres Wertebereichs W, 7.

’Die Funktionsterme fiir u(z,y) und v(z,y) kénnen z.B. mit Mathematica und ComplexExpand[] berechnet
werden.
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Beweis. Mit f(z) = u(x,y) +i-v(z,y) gilt g(z) =r-u(x,y) +i-r-v(z,y). Nach Voraussetzung
gibt es auf dem Rand von Z c C fiir u(z,y) und v(x,y) die entsprechenden Extremalpunkte
m, M, so dass Vx e X A VyeY gilt:

U < u(z,y) <upr, vm <v(w,y) <vp, und daraus folgt fiir die gleichen Extremalpunkte

Tty <7eu(x,y) <reupy, revm <r-v(z,y) <r-ovy, falls r > 0,

wobei zu beachten ist, dass in den obigen Ungleichungen das Gleichheitszeichen gilt, wenn fiir
x,y die Koordinaten der jeweiligen Extremalpunkte m, M auf dem Rand von Z gewé&hlt werden,
und nach Definition sind die beiden letzten Doppelungleichungen gerade die Bedingung fiir eine
optimale Einschliefung des Wertebereichs W, 7. Im Fall r < 0 erhilt man ebenfalls mit den
gleichen Extremalpunkten die beiden Doppelungleichungen

reup <7ou(z,y) <7 U, reoy <reov(x,y) <, falls 7 >0 g

Satz D.8 (Multiplikation mit der imaginiren Einheit i = \/~1).

Ist f(z) holomorph in Z = X +i-Y c C und liefert die intervallméfige Auswertung von f eine
optimale EinschlieBung des Wertebereichs Wy 7, so liefert auch g(z) := i- f(2) eine optimale
EinschlieSung ihres Wertebereichs W, 7.

Beweis. Mit f(z) = u(z,y)+i-v(x,y) gilt: g(z) = —v(z,y) +i-u(z,y), und nach Voraussetzung
gibt es auf dem Rand von Z c C fiir u(z,y) und v(x,y) die entsprechenden Extremalpunkte
m, M, sodass Vx e X A VyeY gilt:

Um < ul(z,y) <uprr, v <v(x,y) <vpy, und daraus folgt fiir die gleichen Extremalpunkte

U < u(z,y) < upr, —vp < —v(x,y) < —vp, falls r > 0,

wobei zu beachten ist, dass in den obigen Ungleichungen das Gleichheitszeichen gilt, wenn die
jeweiligen Extremalpunkte m, M auf dem Rand von Z gew#hlt werden, und nach Definition sind
die beiden letzten Doppelungleichungen gerade die Bedingung fiir eine optimale Einschliefung
des Wertebereichs W, 7 u.

Man kann die ersten drei Satze zusammenfassen:

Satz D.9 (Multiplikation mit 7 € R oder mit -7 und anschlieBender Translation mit ¢ € C).
Ist f(z) holomorph in Z = X +¢-Y c C und liefert die intervallméfiige Auswertung von f(z) eine
optimale EinschlieBung des Wertebereichs Wy 7, so liefern sowohl g(z) := r- f(2) + ¢ als auch
h(z):=1i-r- f(z)+ c jeweils eine optimale EinschlieBung ihrer Wertebereiche Wy z bzw. W), 7.

Mit @ € C und b € IC liefern daher nach Satz D.9 f(2) = 22 +az +b, g(z) =7 (2% + az + b) und
h(z) = ir- (2% + az + b) bei intervallméBiger Auswertung jeweils eine optimale EinschlieBung
ihrer Wertebereiche, vgl. die Tabelle auf Seite 115. Beachten Sie, dass die beiden Klammern ()
jeweils mit der Funktion poly2(z,a,b) auszuwerten sind und dass z.B. r - (22 + az + b) nicht
ausmultipliziert werden darf. Ist beispielsweise der Ausdruck rz2?+az+ 3 gegeben, so erhilt man
eine optimale EinschlieBung iiber einem beliebigen Rechteck Z ¢ C nur dann, wenn man fiir
r # 0 den dquivalenten Term r - (22 + a/r + 3/r) intervallm#Big auswertet, o € C, B € IC.

380



Bisher hatten wir durch Addition oder durch geeignete Multiplikation aus einer holomorphen
Funktion f(z), die bei intervallméBiger Auswertung eine optimale EinschlieBung liefert, eine
neue holomorphe Funktion g(z) mit der gleichen Eigenschaft gewonnen.

Jetzt suchen wir zu einer holomorphen Funktion f: Dy — C eine holomorphe Transformati-
onsfunktion ¢(z), mit der man eine neue Funktion g(z) = f(¢(z)) gewinnt, die ebenfalls bei inter-
vallméBiger Auswertung eine optimale EinschlieBung liefert. Eine solche Funktion ¢(z) miisste
die Eigenschaft haben, ein achsenparalleles Rechteck Z c Dy wieder in ein achsenparalleles
Rechteck Z; c Dy abzubilden. Mit dem neuen Rechteck Z; liefert dann f(z) nach Voraussetzung
bei intervallméBiger Auswertung eine optimale EinschlieBung des Wertebereichs Wy 7, .

Eine geeignetes t(z) ist die lineare Funktion

(D.6) t(z)=a-z+c¢, mita=reRoder a=7-iund ceC,

und die neue Funktion ist gegeben durch g(z) = f(¢(z)). Daraus ergibt sich der

Satz D.10.

Die Funktion f: Dy — C sei holomorph in Dy und liefere bei intervallméiflige Auswertung iiber
einem beliebigen Rechteck Z c Dy eine optimale Einschliefung ihres Wertebereichs Wy 7. Ist
dann ¢t : Dy - Dy c C definiert durch t(2) = a2+ ¢, mit a =7 € R oder a=r-¢ und c € C, so
liefert auch g(z) := f(t(z)) bei intervallméBiger Auswertung eine optimale Einschliefung ihres
Wertebereichs Wy 7.

Anmerkungen:

1. t(z) ist entweder eine Streckung mit anschlieBender Translation oder eine Drehstreckung
um +7 mit anschliefender Translation, so dass ein achsenparalleles Rechteck wieder in ein
solches abgebildet wird. Die intervallméfiige Auswertung von ¢(z) liefert daher mit ¢(2)
nicht nur eine optimale sondern auch eine exakte Einschliefung von W; 7.

Mit t(z) =2iz+ 1+¢ und f(z) =sin(z) erhilt man mit g(z) = sin(2iz + 1 +7) eine in ganz
C holomorphe Funktion, die iiber einem beliebigen Rechteck Z c C bei intervallméafiger
Auswertung mit g(Z) eine optimale EinschlieBung des Wertebereichs W, , liefert.

2. Definiert man t(z) = a-z+c jetzt mit beliebigem « € C, so ist die Transformation ¢(z) wieder
eine Drehstreckung mit anschlieBender Translation, aber der Wertebereich W; 7 von t(z)
ist jetzt ein beliebig gedrehtes und damit i.a. kein achsenparalleles Rechteck, so dass die
intervallméBige Auswertung t(Z) zwar eine optimale aber keine exakte Einschliefung
von Wy z liefert. Die intervallméfige Auswertung von g(z) := f(¢(z)) ergibt damit i.a.
keine optimale EinschlieBung von W, 7.

3. Spiegelt man beispielsweise ein achsenparalleles Rechteck Z = X +i-Y an der 1. Winkelhal-
bierenden (Vertauschung von X,Y’), so erhilt man wieder ein achsenparalleles Rechteck
Zg, und wenn dies wieder in Dy liegt, so ist die Einschliefung von Wy 7. auch iiber die-
sem Rechteck Zg wieder optimal. Da aber ¢(z) durch das Vertauschen von x und y keine
holomorphe Funktion mehr ist, so ist auch die neue Funktion g(z) := f(¢(z)) nicht mehr
holomorph, und die Extrema von g(z) miissen nicht mehr nur auf dem Rand von Z liegen,
so dass Satz D.10 nicht mehr anwendbar ist.
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Eine interessante Anwendung zur optimalen Einschliefung ist die Mébiustransformation:

(D.7) T(z)::&is; a,b,c,d,z€C, ad-bc#0.
cz
g-,eré, c=0

(D.8) T(z)=44 4
I c#0, a,bd,zeC, ad-b#0.
2

Den letzten Ausdruck in (D.8) findet man im Fall ¢ # 0, wenn man in (D.7) Zahler und Nenner
durch ¢ dividiert und dann z.B. a/c wieder mit a bezeichnet. Der letzte Ausdruck in (D.8) hat bei
intervallméBiger Auswertung iiber Z fiir eine optimale Einschliefung des Wertebereichs Wr 7
jedoch den Nachtei, dass z im Zahler und im Nenner auftaucht. Dies wird jedoch vermieden,
wenn man mithilfe der Polynomdvision wie folgt umformt

(D.9) T(z) =T1(2) ::b_ad+a, a,b,d,zeC, ad-0b+#0.
z+d
Ist nun Z in der komplexen Ebene ein achsenparalleles Rechteck, welches den Punkt zg = —d

nicht enthélt, so erhiilt man bei intervallméBiger Auswertung des Bruchs in (D.9) eine optimale
EinschlieBung seines Wertebereichs, da der Nenner exakt eingeschlossen wird und weil die kom-
plexe Intervalldivision eine optimale EinschlieSung liefert, wenn Zéhler und Nenner voneinander
unabhéngige Intervalle sind. Dies ist in unserem Fall gewéhrleistet, da a,b,d durch Punktinter-
valle einzuschlieBen sind. Die anschlieBende Addition von a € C dndert dann nach Satz D.6
nichts an der optimalen EinschlieBung des Wertebereichs Wr, 7.

Mit a = 1+2i,b = -1+i,d = -2+2i und Z = [1,2]+i-[-1,0] vergleichen wir die Einschliefungen,
die mit den Ausdriicken 77 und 7" mit der Préazision prec = 40 berechnet werden, man erhélt:

Z=X+i-Y=[12]+i-[-1,0]; Prézision: prec =40.

b-ad
Ti(z) = +ad +a || Tv(Z) = ([0,4.00000000000], [-3.41547594745, —5.00000000000e — 1])
z
+b
T(z) = az+ - T(Z) = ([-5.00000000000e — 1,5.00000000000], [-4.41547594744, -0])
z

Man erkennt im Vergleich zu T'(Z) deutlich die viel bessere Einschlieung 71 (Z) c T'(Z), wobei
T1(Z) sogar die optimale EinschlieBung von Wr z = {w € C|w = (az +b)/(z +d) A z € Z} ist.
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E. Tabellen mathematischer Funktionen

E.1. Reelle Punkt-Funktionen

Tabelle E.1.: Elementarfunktionen mit x,y,a,b vom Typ MpfrClass, n: unsigned long int;

Funktion Aufruf Funktion Aufruf
|| abs (x) In(1+2x) 1np1(x)
z? sqr (x) log, () log2(x)
2+ 9?2 x2py2(x,y) logo(z) log10(x)
z? —y? x2my2(x,y) In(sin(x)) 1n sin(x)
1/x reci(x) In(cos(z)) 1n _cos(x)
z/(x? +y?) x_div_x2py2(x,y) ln(\/m) 1ln_sqrtx2y2(x,y)
(2% - y?)/(2? + y?)? Re_rz2(x,y) ln(m) 1n_sqrtxpl 2y2(x,y)
221/ (2% + y?)? nIm rz2(x,y) 2 keZ power (x,k)
4x2y21++(fz+_xgz_ )2 Re_r1pz2(x,y) x¥ pow(x, y)
et (21x+ym2 7y Im_ripz2(x,y) sin(x) sin(x)
Nz sqrt (x) 1/sin(x) csc(x)
Vn, neNy sqrt.n(n) cos(x) cos(x)
1/\x sqrt_r(x) 1/cos(z) sec(x)
Yr, xeR cbrt (x) tan(x) tan(x)
Ve, n=2,3,... sqrt(x,n) cot(z) cot (x)
Vr+1-1 sqrtpimil (x) arcsin(x) asin(x)
V1+a2? sqrtipx2(x) arccos(x) acos (x)
1-22 sqrtimx2(x) arctan(x) atan(x)
Fortsetzung auf der niichsten Seite
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Fortsetzung der vorherigen Seite

Funktion Aufruf Funktion Aufruf
x? -1 sqrtx2mi (x) arctan(y/x) atan2(y,x)
z//1+ 22 xdsqrtipx2(x) arccot () acot (x)
z/\/1 -2 xdsqrtimx2(x) sinh(x) sinh(x)
x/Vr? -1 xdsqrtx2ml (x) 1/sinh(x) csch(x)
\/chfy2 sqrtx2y2(x,y) cosh(x) cosh(x)
e’ exp(x) 1/ cosh(x) sech(x)
27 exp2(x) tanh(z) tanh (x)
10* exp10(x) coth(z) coth(x)
e’ -1 expml (x) arsinh(x) asinh(x)
e expx2(x) arcosh(x) acosh(x)
e’ — 1 expx2mi (x) arcosh(1 + z) acoshp1 (x)
e’ expmx2(x) artanh(z) atanh (x)
e 1 expmx2m1 (x) arcoth(x) acoth(x)
In(x) 1n(x) AGM(x,y) agm(x,y)
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E.2. Reelle Punkt-Funktionen der Mathematischen Physik

Tabelle E.2.: Funktionen der Mathematischen Physik mit x vom Typ MpfrClass

Funktionsterm Aufruf Anmerkung
x
erf(z) = % / et erf (x) monoton wachsend
0
erfe(x) = % / et dt erfc(x) monoton fallend
T
[(z) = [t e tdt, 2 >0 gamma (x) Pole: x=0, -1, -2, ...
0
I'(z) gamma_D (x) Pole: x=0, -1, -2, ...
L amma_reci (x) iiberall differenzierbar
[(z) i
1 7
gamma_reci_D(x) iiberall differenzierbar
INED)
Fl
Y(z) = () digamma (x) Pole: x=0, -1, -2, ...
I'(x)
In(T'(z)) lngamma (x) 2k-1<x<-2k ~ NaN, k=0,1,2,...
, T
In(|T'(x)|) int k; lgamma(x,k); k= {+1 ()20
-1, TI'(z)<0
k! factorial (k) unsigned long int k
((z) = DZO: kK x> 1 zeta(x) x4 +1
k=1
C(k), k=0,2,3,4,... zeta(k) unsigned long int k
Ei(z) =y +1In(z) + X ]gfz,, x> 0; Ei(x) 2=0 ~ -Inf; <0 ~ Nal;
k=1 )
x
Li2(z) =- [ M dt, x<1; Li2(x) x>1 ~ Nur Realteil !
0
In(2) = 3 proes (8)™ Jn(n,x) Bessel-Fkt. 1. Art; n e Z;
k=0
Jo(x); JO(x) Bessel-Fkt. 1. Art;
Ji(x); J1(x) Bessel-Fkt. 1. Art;
Y, (x); Yn(n,x) Bessel-Fkt. 2. Art; neZ;
Yo(z); YO (x) Bessel-Fkt. 2. Art;
Yi(z); Y1(x) Bessel-Fkt. 2. Art;

Weitere Anmerkungen findet man auf Seite 45.
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E.3. Reelle Intervall-Funktionen

Tabelle E.3.: Elementarfunktionen mit x,y vom Typ MpfiClass, a vom Typ MpfrClass;

Funktion Aufruf Funktion Aufruf
|| abs (x) In(x) In(x)
2 sqr (x) In(1+z) 1np1(x)
z2 + 2 x2py2(x,y) log, () log2(x)
x? -2 x2my2(x,y) logo(z) log10(x)
1/z reci(x) In(sin(z)) 1n_sin(x)
z/(2% +y?) x_div_x2py2(x,y) In(cos(z)) 1n_cos(x)
(z% - ) /(2% + y?)? Re_rz2(x,y) ln(\/m) 1n_sqrtx2y2(x,y)
221/ (2% + y?)? nIm rz2(x,y) ln(\/m) 1n_sqrtxpl 2y2(x,y)
4m2y21++(ﬂlvz+_mgz— e Re ripz2(x,y) ¢ kel power (x,k)
12 (21x+yw2 ) Im_ripz2(x,y) xY pow(x, y)
VT sqrt (x) sin(x) sin(x)
Vn, n €Ny sqrt N(n) 1/sin(x) csc(x)
a/\/n, neN xdivsqrtn(a,n) cos(x) cos(x)
x//n, neN xdivsqrtn(x,n) 1/ cos(x) sec(x)
1/\x sqrt_r(x) tan(x) tan(x)
& cbrt (x) cot(x) cot (x)
Yx, n=2,3,... sqrt(x,n) arcsin(x) asin(x)
Vr+1-1 sqrtpimil (x) arccos(x) acos (x)
V1+a2? sqrtipx2(x) arctan(x) atan(x)
1-22 sqrtimx2(x) arg(z +1i-y) atan2(y,x)
x? -1 sqrtx2ml (x) arccot () acot (x)

Fortsetzung auf der néchsten Seite
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Fortsetzung der vorherigen Seite

Funktion Aufruf Funktion Aufruf
z/1+ 22 xdsqrtipx2(x) sinh(x) sinh(x)
z/\/1 -2 xdsqrtimx2(x) 1/sinh(x) csch(x)
z/Na2 -1 xdsqrtx2ml (x) cosh(x) cosh(x)
\/chfy2 sqrtx2y2(x,y) 1/ cosh(x) sech(x)
e’ exp(x) tanh(z) tanh (x)
27 exp2(x) coth(x) coth(x)
10* exp10(x) arsinh(x) asinh(x)
e’ -1 expml (x) arcosh(x) acosh(x)
e expx2(x) arcosh(1 + x) acoshp1(x)
e’ — 1 expx2mi (x) artanh(z) atanh (x)
e’ expmx2(x) arcoth(x) acoth(x)
e 1 expmx2m1 (x) AGM(x,y) agm(x,y)

Weitere Anmerkungen findet man auf Seite 69.
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E.4.

Reelle Intervall-Funktionen der Mathematischen Physik

Tabelle E.4.: Funktionen der Mathematischen Physik mit x vom Typ MpfiClass

Funktionsterm

Aufruf Anmerkung
erf(z) = % Z et dt erf (x) monoton wachsend
erfe(x) = % :Zoetz dt erfc(x) monoton fallend
I'(z) + gamma_D (x) Pole: x=0, -1, -2, ...
Y(z) = 1;((5)) digamma (x) Pole: x=0, -1, -2, ...
k! ifactorial (k) unsigned long int k
C(k), k=0,2,3,4,... izeta(k) unsigned long int k
Ei(z) =y +1In(z) + ]§1 kx—z,, x> 0; Ei(x) Inf(x)=0 ~ -Inf; Inf(x)<0 ~ Nal;

Weitere Anmerkungen findet man auf Seite 71.
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E.5. Reelle Funktionen zur Automatischen Differentiation

Tabelle E.5.: Funktionen vom Typ MPDerivType zur Automatischen Differentiation

Funktion Aufruf Funktion Aufruf
z? sqr (x) In(cos(z)) 1n _cos(x)
", nel power (x,n) sin(x) sin(x)
xY pow(x, y) cos(x) cos(x)
1/x reci(x) tan(z) tan(x)
Nz sqrt (x) cot(x) cot (x)
Yr, veR cbrt (x) arcsin(z) asin(x)
Y, n=2,3, sqrt(x,n) arccos(z) acos(x)
1/\/x sqrt_r(x) arctan(z) atan(x)
V1+a? sqrtipx2(x) arccot(z) acot (x)
1-22 sqrtimx2(x) sinh(x) sinh(x)
Va2 -1 sqrtx2mi (x) cosh(x) cosh(x)
r+1-1 sqrtpimi(x) tanh(z) tanh (x)
e’ exp(x) coth(x) coth(x)
e’ -1 expml (x) arsinh(z) asinh(x)
e expx2(x) arcosh(x) acosh(x)
e — 1 expx2ml (x) arcosh(1 + z) acoshpl (x)
e’ expmx2 (x) artanh(z) atanh (x)
e 1 expmx2m1 (x) arcoth(x) acoth(x)
2% exp2(x) 1/sin(z) csc(x)
10” exp10(x) 1/ cos(x) sec(x)
In(z) 1n(x) 1/sinh(x) csch(x)
In(1+z) 1np1(x) 1/ cosh(x) sech(x)

Fortsetzung auf der néchsten Seite
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Fortsetzung der vorherigen Seite

Funktion Aufruf Funktion Aufruf
logy () log2(x) erf(x) = %/6 “dt erf (x)
0
logo(z) log10(x) erfe(x) = %/ et dt erfc(x)
In(sin(x)) 1n sin(x)

Weitere Anmerkungen findet man auf Seite 128.
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E.6. Reelle Funktionen zur Taylorarithmetik

Tabelle E.6.: Funktionen vom Typ MPitaylor zur Taylor-Arithmetik

Funktion Aufruf Funktion Aufruf
z? sqr (x) cos(z) cos(x)
NZS sqrt (x) tan(z) tan(x)

Yx, n=2,3, sqrt(x,n) cot(x) cot (x)
V1+a? sqrtipx2(x) arcsin(z) asin(x)
V1-a? sqrtimx2(x) arccos(z) acos(x)
Va2 -1 sqrtx2mi (x) arctan(z) atan(x)
r+1-1 sqrtpimi(x) arccot(z) acot (x)

xY pow(x, y) sinh(x) sinh(x)

", ne’ power (x,n) cosh(x) cosh(x)
e’ exp(x) tanh(z) tanh (x)
27 exp2(x) coth(x) coth(x)
10" exp10(x) arsinh(z) asinh(x)

e’ -1 expml (x) arcosh(x) acosh(x)
e” —1 expx2m1 (x) artanh(x) atanh (x)
e 1 expmx2m1 (x) arcoth(z) acoth(x)

In(z) 1n(x) arcosh(1 + x) acoshp1(x)
logs () log2(x) 1/sin(z) csc(x)

logyo(z) log10(x) 1/ cos(x) sec(x)

In(1+z) 1np1(x) 1/sinh(x) csch(x)

In(sin(x)) 1n_sin(x) 1/ cosh(x) sech(x)
In(cos(x)) 1n _cos(x) erf(x) = %Ze‘ﬁdt erf (x)

Fortsetzung auf der néchsten Seite
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Fortsetzung der vorherigen Seite

Funktion Aufruf Funktion Aufruf
sin(z) sin(x) erfe(x) = % / et dt erfc(x)

Weitere Anmerkungen findet man auf Seite 139.
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E.7. Komplexe Punkt-Funktionen

Tabelle E.7.: Elementarfunktionen mit z =z +¢-y, a,b vom Typ MpfcClass

Funktion Aufruf Funktion Aufruf
conj(z)=x—-i-y conj(z) e -1 expml (z)
Re(z) =x Re(z) e’ expx2(z)
Im(z) =y Im(z) e’ -1 expx2m1 (z)
|2] abs(z) e expmx2(z)
arg(z) arg(z) e -1 expmx2ml (z)
arg(1l+ z) argpl(z) 27 exp2(z)
22 sqr (z) 107 expl0(z)
2va-z+0b poly2(z,a,b) " neZ | power(z,n)
1/z reci(z) 2 reR pow(z,r)
1/22 reci_z2(z) 2%, weC | pow(z,w)
1/(1+22) reci_1pz2(z) sin(z) sin(z)
1/(1-2%) reci_1mz2(z) cos(2) cos(z)
NZ sqrt (z) tan(z) tan(z)
Vz sqrt_all(z) cot(z) cot(z)
z+1-1 sqrtpiml(z) arcsin(z) asin(z)
V1+22 sqrtipx2(z) arccos(z) acos(z)
V1-22 sqrtimx2(z) arctan(z) atan(z)
22-1 sqrtx2mil(z) arccot(z) acot(z)
22-1 sqrtmx2mi (z) sinh(z) sinh(z)
Yz, nel sqrt(z,n) cosh(z) cosh(z)
Yz, nel sqrt-all(z,n) || tanh(z) tanh(z)
log(z) 1n(z) coth(z) coth(z)

Fortsetzung auf der néchsten Seite
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Fortsetzung der vorherigen Seite

Funktion Aufruf Funktion Aufruf
log(1+ z2) 1np1(z) arsinh(z) asinh(z)
logs(2) log2(z) arcosh(z) acosh(z)

log(2) log10(z) artanh(z) atanh(z)
e* exp(z) arcoth(z) acoth(z)

Weitere Anmerkungen findet man auf Seite 93.
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E.8. Komplexe Intervall-Funktionen

Funktion Aufruf Funktion Aufruf
conj(z)=x—i-y conj(z) 27 exp2(z)
Re(z) =z Re(z) 107 expl10(z)
Im(z) =y Im(z) e* exp(z)
|2] abs(z) e“ -1 expml (z)
Arg(z) Arg(z) e expx2(z)
arg(z) arg(z) e’ —1 expx2ml(z)
arg(1l+ z) argpl(z) e’ expmx2 (z)
22 sqr(z) e -1 expmx2ml (z)
22+a-z+b poly2(z,a,b) 2" nel power fast(z,n)
1/z reci(z) 2" neZ power (z,n)
1/22 reci_z2(z) 2P p:MpfiClass pow(z,p)
1/(1+2%) reci_1pz2(z) 2P, p:MpfiClass pow_all(z,p)
1/(1-2%) reci_1mz2(z) || 2%, w:MpfciClass pow (z,w)
NZ sqrt(z) sin(z) sin(z)
Vz sqrt_all(z) cos(z) cos(z)
1/Vz sqrt_r(z) tan(z) tan(z)
Vz+1-1 sqrtpimi (z) cot(z2) cot(z)
V1+22 sqrtipx2(z) arcsin(z) asin(z)
V1-22 sqrtimx2(z) arccos(z) acos(z)
V221 sqrtx2ml (z) arctan(z) atan(z)
V-22-1 sqrtmx2ml (z) arccot(z) acot(z)
Yz sqrt(z,n) sinh(z) sinh(z)
Wz sqrt_all(z,n) cosh(z) cosh(z)
log(z) Ln(z) tanh(z) tanh(z)
log(1+ z) Lnp1(z) coth(z) coth(z)

Fortsetzung auf der néchsten Seite

Tabelle E.8.: Funktionen mit z =z +¢ -y, a,b vom Typ MpfciClass; x,y vom Typ MpfiClass
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Weitere Anmerkungen findet man auf Seite 116.
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Fortsetzung der vorherigen Seite

Funktion Aufruf Funktion Aufruf
log(2) 1n(z) arsinh(z) asinh(z)

log(1 + 2) 1npi(z) arcosh(z) acosh(z)
logy(2) log2(z) artanh(z) atanh(z)
logo(2) log10(z) arcoth(z) acoth(z)




E.9. Komplexe Funktionen zur Taylorarithmetik

Tabelle E.9.: Funktionen vom Typ MPcitaylor zur Taylor-Arithmetik, z vom Typ MPcitaylor,
w vom Typ MpfciClass;

Funktion Aufruf Funktion Aufruf
22 sqr(z) log;o(2) | logl0(z)
Jz sqrt(z) || In(1+2) | lapi(z)

Yz, n=2,3, sqrt(z,n) sin(z) sin(z)
V1+22 sqrtipx2(z) cos(z) cos(z)
1-22 sqrtimx2(z) tan(z) tan(z)
V221 sqrtx2mi(z) cot(z) cot(z)
z+1-1 sqrtpiml(z) || arcsin(z) | asin(z)

2% pow(z,w) arccos(z) | acos(z)

2" nerl power(z,n) || arctan(z) | atan(z)
e” exp(z) arccot(z) | acot(z)
2% exp2(z) sinh(z) sinh(z)
107 expl10(z) cosh(z) cosh(z)

e -1 expml (z) tanh(z) | tanh(z)
e’ expx2(z) coth(z) | coth(z)
e’ —1 expx2ml1(z) || arsinh(z) | asinh(z)
e expmx2(z) arcosh(z) | acosh(z)
e -1 expmx2ml(z) || artanh(z) | atanh(z)
In(z) 1n(z) arcoth(z) | acoth(z)
logsy(2) log2(z)

Weitere Anmerkungen findet man auf Seite 147.
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F. Laufzeitvergleiche

Mit der Current-Prézision prec = 53 werden die Laufzeiten der Langzahl-Bibliotheken MPFR,
MPFI, MPFC und MPFCI jeweils verglichen mit den Laufzeiten der Arithmetiken mit den Da-
tentypen real, interval, complex und cinterval. Dabei zeigt sich, dass die Laufzeiten mit
den letzten vier Datentypen etwa zehnmal giinstiger sind als mit den entsprechenden Langzahl-
Bibliotheken mit der Prézision prec = 53.

Ein zweiter Laufzeitvergleich mit den C-XSC-Datentypen 1_real, 1_interval, 1_complex
und 1_cinterval zeigt die grofie Uberlegenheit der MPF*-Bibliotheken, wenn die Prizision grofier
als prec = 53 Bits, d.h. groler als 16 Dezimalstellen gewahlt wird. Bei den genannten Staggered
Correction Arithmetiken wird die Prézision mit der Variablen stagprec festgelegt, wobei z.B.
stagprec = 15 eine Prézision von etwa 1516 = 240 Dezimalstellen definiert.

x = 200000000, f(z) =sin(z);
real MPFR | stagprec=2 | stagprec=5 | stagprec =15
1/10 1 177 305 844, | 4.89
z=[0.25,0.5], f(z) = arcsin(z);
interval | MPFI | stagprec=2 | stagprec=5 | stagprec=15
1/23 1 39 38 76
z2=2+1-3, f(z)=€% z€C
complex | MPFC stagprec =2 | stagprec =95 | stagprec=15
1/9 1 125 309 838, | 2.75
Z=[1,2]+i-[2,3], f(2)=arctan(z), z€Z
cinterval | MPFCI | stagprec=2 | stagprec =5 | stagprec=15
1/13 1 39 56 154
Anmerkungen:

e In der letzten Zeile bedeutet 1/13, dass die Laufzeit mit cinterval 13-mal kleiner ist als

die Laufzeit mit MPFCI und der entsprechenden Prézision von prec = 53 Bits.

e In der letzten Zeile bedeutet 154, dass die Laufzeit mit 1_cinterval und stagprec =15~
240 Dezimalstellen ganze 154-mal grofer ist als die Laufzeit mit der MPFCI-Bibliothek mit
der Prizision von prec = 798 Bits, die etwa 240 Dezimalstellen entspricht.

e Der grofie Laufzeitvorteil der vier MPFx-Bibliotheken beruht auf deren direkten Hardware-
Zugriff, wihrend die Staggered-Arithmetiken den langen Akkumulator benutzen, der leider
nur software-méflig simuliert vorhanden ist.

399



e Die griin unterlegten Werte beziehen sich auf den Laufzeitvergleich zwischen Mathematica
und MPFR bzw. MPFC, wobei in Mathematica jeweils die zu stagprec = 15 entsprechende
Dezimalstellenzahl 240 gew&hlt wurde.
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Stichwortverzeichnis

I'-Funktion, siehe gamma
arg(1l+z), 251

1-Funktion, siehe digamma
(-Funktion, siehe zeta

Abfragen
isBounded, 58, 103
isEmpty, 58
isEven, 25
isInf, 25, 58, 85, 103
isInteger, 25
isNaN, 25, 58, 85, 103
isNeg, 25, 58
isNonNeg, 58
isNonPos, 58
isNumber, 25, 85
is0dd, 25
isPoint, 58, 103
isPos, 25, 58
isStrictlyNeg, 58
isStrictlyPos, 58
isZero, 25, 58, 85, 103

Ableitungen, 125

abs(X), 68

abs(x), 33, 37

abs(Z), 116

abs(z), 90, 93, 252

AbsMax, 65

AbsMin, 65

Absolutbetrag
MPFC, 93
MPFCI, 116
MPFI, 68, 69
MPFR, 37

acos(X), 68

acos(x), 37

acos(Z), 116, 339, 340

acos(z), 93, 265

acosh(X), 68

acosh(x), 37

acosh(Z), 116, 364

acosh(z), 93

acoshp1(X), 68

acoshpl(x), 37, 202
acot (X), 68
acot(x), 37
acot(Z), 116, 362
acot(z), 93
acoth(X), 68
acoth(x), 37
acoth(Z), 116, 366
acoth(z), 93
agm(X,Y), 69
agm(x,y), 39
Akkumulator, 11
Algorithmen
Komplexe Intervalle
arccos(z), 339
arcosh(z), 364
arcsin(z), 329
arctan(z), 354
arsinh(z), 363
cot(z), 328
log(1 + z), 296
log(z), 293
2%, 287
2P, 367
Komplexe Nullstellen, 155
Komplexe Punktargumente
1/\/Z, 258
arccos(z), 265
arcsin(z), 261
arg(z), 250
cos(z), 249
cosh(z), 260
cot(z), 249
coth(z), 260
log(1 + z), 266
log(z), 252
|z], 252
sin(z), 249
sinh(z), 260
JZ, 256
tan(z), 249
tanh(z), 260
e*, 248
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2%, 256
Reelle Punktargumente
arcosh(1 + z), 202
log(cos(z)), 200
log(sin(z)), 199
log(\/7? +y2), 201
Va2 -1,197
z? + 2%, 184
z? -y, 184
Alle Potenzen, 367
Alle Wurzeln, 94, 301, 304
AllZeros, 158
Anwendungsprogramme, siehe Programme
Arg(Z), 116
arg(Z), 116
arg(z), 93, 250
argp1(Z), 116
argpl(z), 93, 251
Argumentfunktionen, siehe Arg, arg
Argumentintervall
komplex Z, 245
reell U, V', 243
reell XY, 243
Arithmetisch-Geometrisches Mittel, 39, 69
asin(X), 68
asin(x), 37
asin(Zz), 116, 244, 329
asin(z), 93, 261
asinh(X), 68
asinh(x), 37
asinh(Z), 116, 363
asinh(z), 93
atan(X), 68
atan(x), 37
atan(Z), 116, 354
atan(z), 93
ATAN2(Y,X), 70
atan2(Y,X), 68
atan2(y,x), 37
atanh(X), 68
atanh(x), 37
atanh(Z), 116, 365
atanh(z), 93
Ausgabe, siche Eingabe/Ausgabe
Ausloschung, 124, 268, 271
Automatische Differentiation, 125
Beispiel, 125

Basis, siche Eingabe/Ausgabe
Beispielprogramme, siehe Programme
Besselfunktionen

Erster Art J,(z), 44
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Nullstellen, 121

Zweiter Art Y, (x), 44, 45
Blow(X,eps), 65
Blow(Z,eps), 114

C-XSC, 11, 12, 15

cbrt(X), 68

cbrt (x), 37

Ceil(x), 34

common _decimals, 66, 123

comp, 33

conj(Z), 114

conj(z), 90

cos(X), 68

cos(x), 37

cos(Z), 116

cos(z), 93, 249

cosh(X), 68

cosh(x), 37

cosh(Z), 116

cosh(z), 93, 260

cot (X), 68

cot(x), 37

cot(Z), 116

cot(z), 93, 249

coth(X), 68

coth(x), 37

coth(Z), 116

coth(z), 93, 260

csc(X), 68

csc(x), 37

csch(X), 68

csch(x), 37

Current-Prézision, 17, 51, 62, 66, 67, 73, 75,
142, 150, 268

Current-Precision, siehe Current-Prézision

Current-Rundungsmodus, 19, 20, 23, 25, 30,
34, 266

Default-Prézision, 20
Default-Rundungsmodus, 16
Destruktor, siehe Konstruktor
Dezimalstellen, 11, 20, 23, 30
Ausgabe, 54
Gemeinsame beim Intervall, 66
diam, 65
Differentiation
Automatisch, 125
Numerisch, 125
Symbolisch, 125
digamma(X), 71
digamma(x), 44
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Disjoint(X,Y), 58

Drehstreckung, 381

Durchmesser
Absolut, 65
Relativ, 65

Durchschnitt, 62, 107
leer, 58

Ei(X), 71
Ei(x), 44
Eingabe/Ausgabe, 21, 30, 35, 66, 73, 81, 94,
301, 304, 367
cin, 19, 54, 81, 100
cout, 19, 54, 81, 100
GetBase, 20, 55, 77, 96, 100
SetBase, 20, 55, 77, 96, 100
Einschliefung
Erste Nullstelle von Jo(x), 121
exakte, 377, 381
Komplexe arithm. Ausdriicke, 119, 138,
243, 320, 379
Komplexe Nullstellen, 155
nahezu optimale, 113, 157, 186, 223, 291,
375, 376
optimale, 11, 73, 74, 119, 124, 135, 157,
207, 243, 269, 288, 289, 298, 320
Reelle arithm. Ausdriicke, 74, 124
Elementarfunktionen
Komplexe Intervallargumente, 116
Komplexe Punktargumente, 93
Reelle Intervallargumente, 68
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Elliptische Integrale, 39
EmptyIntVal, 49
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exp10(X), 68
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expl10(Z), 116
expl0(z), 93
exp2(X), 68
exp2(x), 37
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exp2(z), 93
expml (X), 68

expml (x), 37
expml(Z), 116
expml(z), 271
expmx2 (X), 68
expmx2 (x), 37
expmx2(Z), 116, 118
expmx2(z), 93
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expmx2ml (x), 37
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cos(x), 37

cos(z), 93
cosh(X), 68
cosh(Z), 116
cosh(z), 37
cosh(z), 93
cot(X), 68

cot(Z), 116

cot(z), 37

cot(z), 93
coth(X), 68
coth(Z), 116
coth(x), 37
coth(z), 93

log(1+ X), 68
log(1 + Z), 116, 297, 299
log(1 +x), 37

log(1 + z), 266
log(1+ z), 93
log(X), 68

log(Z), 116
log(T'(x)), 44
log(cos(X)), 68
log(cos(x)), 37, 200
log(IT (), 44
log(sin(X)), 68
log(sin(x)), 37, 199
log(\/(1 +2)2 + 42), 38, 69, 205, 267
log(VX2+Y?2), 68
log(+/x2 +y2), 37, 201

log(z), 37



log(z), 252
log(z), 93
logy(Z2), 116
logy(2), 93
log,0(2), 116
logyo(2), 93
AGM(X,Y), 69
AGM(x,y), 39
Arg(Z), 116
Ei(X), 71
Ei(x), 44
Jo(.%'), 44
Ji(x), 44
Jn(z), 44
Li2(x), 44
Yo(x), 44

Y (x), 44

Y, (z), 44
arg(l1+72), 116
arg(1+2), 93
arg(Z), 116
arg(z), 93
erfc(X), 71
erfe(x), 44
erf(X), 71
erf(x), 44

(X)) =T"(X)/I(X), 71
¥(x) =T (2) [T (z), 44

X1, 68

|Z], 116

|z|, 37

|z], 93

sin(X), 68
sin(Z), 116
sin(x), 37

sin(z), 93
sinh(X), 68
sinh(Z), 116
sinh(z), 37
sinh(z), 93

VX, 68

¥z, 37

VX, 68

V7,116

Y, 37

vz, 93
V=72-1, 116, 319
V=22 -1, 93, 286
VI+XZ, 68
Vi+ 272, 116, 310
Vit Z-1,116
V1+22, 37

V1+22, 93, 279
V1-X2, 68
V1-22, 116, 314
V1-22, 37
V1-22,93, 283
VX+1-1,68
VXZ-1, 68
VZ2-1, 116, 315
J/n, 37, 68
Vr+1-1,37
Va? -1, 37,197
Vz+1-1, 93,274
V22 -1, 93, 284
tan(X), 68
tan(Z), 116
tan(z), 37
tan(z), 93
tanh(X), 68
tanh(Z), 116
tanh(x), 37
tanh(z), 93

C(k), 44, 71

((x), 44

a/\/n, 68

X 68

X _1,68

Z 116
Z_1,116

37

8
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w
w
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IS

, 248
21,271
-X* 68
-X*_ 1,68
-2® 116, 118
-2* _ 1,116
2?37

-a* _ 1, 37
=% 93

-2’ _1,03
X? 68

X*_ 1,68

2* 116, 118, 135
2?1, 116
® 37

@® _1, 37

2 93
21,93

k!, 44, 71
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z/(x? +y?), 38, 185, 208

z/V/1+22, 198, 241
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z/V1-x2, 198, 241
z/Vx2 -1, 198, 241
z2, 37

z2+a-x+b, 191

2 +y?, 37, 184

x? —y?, 37, 184, 256
z*, 37

xY, 37

22, 256, 287
22+a-2+0b, 257, 291
z", 93

z", 93

z¥, 93

harmonisch, 205, 208, 210, 216, 227, 233,

244

holomorph, 205, 208, 210, 216, 227, 233,

244

mehrdeutig, 93, 245, 261, 265
separabel, 243

cos(z), 244

cosh(z), 244

sin(z), 244

sinh(z), 244

e?, 244

Funktionen der Mathematischen Physik

Reelle Intervallargumente, 71
Reelle Punktargumente, 45

gamma (x), 44

Gamma-Funktion, siehe gamma
gamma D (X), 71

gamma D (x), 44

gamma_reci(x), 44

gamma reci D(x), 44

Gerichtete Rundung, siehe Rundung
GetBase, 20, 55, 77, 96, 100

GetCurrPrecision, 20, 55, 77, 96, 142, 151

GetCurrRndMode, 20, 77
GetPrecision, 20, 55, 77, 96, 143, 151
Globale Optimierung, 131, 135, 375
Grundoperationen

komplexe, 248, 287

reelle, 11, 74

Hohenlinie, siehe Extremalkurve
harmonische Funktionen, 244, 311
Hauptwert, 245

Hauptzweig, 93

holomorphe Funktionen, 244, 311, 320
Horner-Schema, 160

IEEE, siehe Zahlenformat
ifactorial(k), 71
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Im(Z), 113
Im(z), 91
Im csc(x,y,rnd), 195
Im_ripz2(X,Y), 233
Im_ripz2(x,y), 188
Imrz2(x,y), 187
Imaginérteil, siehe Im
in(X,W), 106
in(x,W), 106
in(X,Y), 61
in(x,Y), 61
in(Z,W), 106
in(z,W), 106
Inf (X,prec), 65
Inf(Z,prec), 113
Interval_Scaling, 72
Intervall
common _decimals, 66
Durchmesser
Absolut, 65
Relativ, 65
Gemeinsame Dezim.-Stellen, 66
Leeres, 49
Maximum der Absolutbetrige, 65
Minimum der Absolutbetrige, 65
Mittelpunkt, 65
Randpunkte vertauschen, 65
Skalarprodukt, 73
Skalierung, 72
Zwei Intervalle vertauschen, 66
Intervallauswertung
naiv, 271, 313
optimal, 288, 289, 313, 379
isBounded, 58, 103
isEmpty, 58
isEven, 25
isInf, 25, 58, 85, 103
isInteger, 25
isNaN, 25, 58, 85, 103
isNeg, 25, 58
isNonNeg, 58
isNonPos, 58
isNumber, 25, 85
is0dd, 25
isPoint, 58, 103
isPos, 25, 58
isStrictlyNeg, 58
isStrictlyPos, 58
isZero, 25, 58, 85, 103
izeta(k), 71

JOo(x), 44



J1(x), 44
Jn(n,x), 44

Konstanten
log(2), 36, 67
m, 36, 67
e, 36, 67
Catalan, 36, 67
Konstruktor
MPcitaylor, 149
MPFC, 78
MPFCI, 97
MPFI, 49
MPFR, 18
MPitaylor, 141
Konvexe Hiille, 63, 108
Kreisring, 117, 367

Laufzeit, 12, 117, 203, 245, 355
Laufzeitvergleiche, 287, 399

lgamma(x,k), 44

Li2(x), 44

Lineare Funktion, 381

Liste
Auslesen, 94, 301, 304, 368

Listen, 94, 304, 367

1n(1+2), 299

1n(1+z), 266

1n(X), 68

1n(x), 37

Ln(Z), 116, 294

1n(Z), 116, 295

1n(z), 93, 252

1n_cos(X), 68

1n_cos(x), 37, 200

1n_sin(X), 68

In_sin(x), 37, 199

In_sqrtx2y2(X,Y), 68

1n_sqrtx2y2(x,y), 37, 201

1n_sqrtxpl_2y2(X,Y), 205

1n_sqrtxpl 2y2(x,y), 38, 266

lngamma(x), 44

1np1(X), 68

lnp1(x), 37

Lnp1(Z), 116, 297

1np1(Z), 299

1npi1(z), 93

log10(Z), 116

log10(z), 93

log2(Z), 116

log2(z), 93

Mobiustransformation, 382

mant, 17, 24, 33

Maple, 333, 340

Maschinenzahlen, 191

Mathematica, 119, 333, 400
ComplexExpand][...], 379
FullSimplify[...], 231
Solve[...], 227, 234

max, 33

MaxFloat, 17, 24, 34, 281, 331

Maximum/Minimum

Harmonischer Funktionen, 244

MaxReal, 17

mid, 65

mid (X), 65

mid(Z), 113

mIm rz2(X,Y), 216
mIm rz2(x,y), 38, 187
min, 33

minfloat, 17, 24, 34, 329, 339, 354, 362

MinReal, 17
minreal, 17
MPFR_PREC_MAX, 15
Multiplikation
Aufgerundet, 30
mit 2", siehe times2pown

Nachfolger, siehe succ
Newton-Verfahren, 121, 155
Nullstellen
Besselfunktionen, 121
Eindeutigkeit, 121
Komplexer Ausdriicke, 155

Nichtlineare Funktionen, 158

Polynome, 170, 173
Number Scaling(x,k,rnd), 34

Number_Scaling S(x,k,rnd), 34

Numerische Ergebnisse
arccos(Z), 339
arccot(Z), 362
arcosh(Z2), 364
arcoth(Z), 366
arcsin(Z2), 329, 338
arctan(Z), 354, 360, 361
arg(1l+ z), 251
arg(z), 250
arsinh(Z2), 363
log(1+ Z), 298, 299
log(1 + z), 270
log(Z), 294, 295

log(+/(1+ X)2+Y?2), 207
log(+/(1 +2)% +y2), 269

V'Z, 300, 303
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Vz+1-1,277

e? -1, 272

Operatoren

Arithmetische

MPcitaylor, 150

MPFC, 87

MPFCI, 109

MPFI, 51

MPFR, 28

MPitaylor, 142
Durchschnitt

MPFCI, 107

MPFI, 62
Eingabe/Ausgabe

<<, 19, 54, 81, 100

>>, 19, 54, 81, 100
Enthalten im Innern, siehe in
Konvexe Hiille

MPFCI, 108

MPFI, 63
Vergleiche

MPFC, 86

MPFCI, 104

MPFI, 59

MPFR, 26
Zuweisungen

MPcitaylor, 150

MPFC, 80

MPFCI, 99

MPFI, 50

MPFR, 25

MPitaylor, 141

Optimale Intervallauswertung, siehe Inter-
vallauswertung

Overflow, siehe Uberlauf

poly2(X,A,B), 226
poly2(x,a,b), 191
poly2(Z,A,B), 291
poly2(z,a,b), 257
Polynom, 144, 153

Komplexes

2. Grades, 257, 291

Wilkinson, 170
Potenzen, 37, 68, 92, 115, 367
pow(X,Y), 68
pow(x,y), 37
pow(Z,P), 116, 117
pow(z,r), 93
pow(Z,W), 116, 118
pow(z,w), 93
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pow_all(Z,P), 116, 367
power (X,k), 68
power (x,k), 37
power(Z,n), 116, 117
power(z,n), 93
power_fast(Z,n), 116, 117
Prazision, 15, 21, 30, 35, 42, 66, 73, 94, 271,
301, 304, 367
Default, 20
GetCurrPrecision, 20, 55, 77, 96, 142,
151
GetPrecision, 20, 55, 77, 96, 143, 151
maximale, 15
MPFR_PREC_MAX, 15
RoundPrecision, 20, 55, 77, 96, 143, 151
SetCurrPrecision, 20, 55, 77, 96, 142,
151
SetPrecision, 20, 55, 77, 96, 143, 151
Standard, 20
PrecisionType, 15, 48, 75, 95
pred, 17, 337
Prod_H1, 40
prod_H1, 40
Programme
Alle Potenzen, 367
Alle reelle Nullstellen, 161
Alle Wurzeln, 94, 301, 304
Automatische Differentiation, 125
Eingabe/Ausgabe, 21, 30, 35, 66, 73, 94,
301, 304, 367
Einschliefung arithm. Ausdriicke, 124
Erste Nullstelle von Jo(z), 121
Globale Optimierung, 132
Komplexe Nullstellen, 155
Komplexe Taylor-Arithmetik
Funktionsterme, 154
Polynom, 153
Listen, 94, 304, 367
MPFR-01, 21
MPFR-02, 30
MPFR-03, 42
MPFR-04, 66
MPFR-05, 35
MPFR-06, 73
MPFR-07, 301
MPFR-08, 304
MPFR-09, 367
MPFR-10, 94
MPFR-11, 155
MPFR-12, 124
MPFR-13, 121
MPFR-14, 125



MPFR-15, 161

MPFR-16, 132

MPFR-17, 144

MPFR-18, 145

MPFR-19, 153

MPFR-20, 154

MPFR-21, 164

MPFR-22, 170

MPFR-23, 173

Prazision, 21, 30, 35, 42, 66, 73, 94, 301,

304, 367

Rundung, 21, 30, 35, 42, 66, 94

Skalarprodukt, 42, 73

Taylor-Arithmetik
Funktionsterme, 145
Polynom, 144

Zufallsintervalle, 66

Zufallszahlen, 35

random, 35, 66
Re(Z), 113
Re(z), 91
Re_csc(x,y,rnd), 192
Reripz2(X,Y), 227
Re_ri1pz2(x,y), 189
Re_rz2(X,Y), 210
Re_rz2(x,y), 38, 186
Realteil, siche Re
Rechteck, siehe Rechteckintervall
Rechteckintervall, 117, 205, 216, 223, 231,
233, 236, 243, 370
reci(X), 68
reci(x), 37
reci(Z), 116, 287
reci(z), 93, 253
reci_1mz2(Z), 290
reci_1mz2(z), 265
reci_1pz2(Z), 289
reci_1pz2(z), 255
reci_z2(Z), 288
reci_z2(z), 254
Reelle Taylor-Arithmetik,
siehe Taylor-Arithmetik
RelDiam, 65
Riemann’sche (-Funktion, siehe zeta
Round (x), 34
RoundDown, 16, 20, 248
RoundFromZero, 16, 20
RoundingMode, 16, 75
RoundNearest, 16, 20, 179, 248
RoundPrecision, 20, 55, 77, 96, 143, 151
RoundToZero, 16, 20

RoundUp, 16, 20, 248
Rundung, 21, 30, 35, 42, 66, 94, 266
Arithm. Ausdruck, 179
Default, 16
GetCurrRndMode, 20, 77
nicht-optimale, 266
optimale, 266
SetCurrRndMode, 20, 77
Standard, 16
Rundungsparameter, 16, 20, 77, 248

scal_prod, 41, 73

Scal_prod k, 40

scal_prod._k, 40

sec(X), 68

sec(x), 37

sech(X), 68

sech(x), 37

set_inf (X), 67

set_inf (x,k), 35

set_inf(Z), 114

set_inf(z,k), 91

set Mpfc(z), 84

set Mpfci(Z), 103

set Mpfi(X), 57

set Mpfr(x), 23

set nan(X), 67

set_nan(x), 35

set_nan(Z), 114

set nan(z), 91

set_zero(X), 67

set_zero(x,k), 35

set_zero(Z), 114

set_zero(z), 91

SetBase, 20, 55, 77, 96, 100

SetCurrPrecision, 20, 55, 77, 96, 142, 151

SetCurrRndMode, 20, 77

SetPrecision, 20, 55, 77, 96, 143, 151

sign, 24

sin(X), 68

sin(x), 37

sin(Z), 116

sin(z), 93, 249

sinh(X), 68

sinh(x), 37

sinh(Z), 116

sinh(z), 93, 260

Skalarprodukt, 11, 40-42, 72, 73
Maschinenintervalle, 72
Maschinenzahlen, 40

Skalierung, 72, 187-189, 223, 276, 291, 360
Intervall, 72
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Zahl, 34

Spezielle Funktionen, siehe Funktionen der
Mathematischen Physik

Spiegelung

1. Winkelhalbierende, 216

Ursprung, 216, 233

y-Achse, 216, 233
sqr(X), 68
sqr(x), 37
sqr(Z), 287
sqr(z), 256
sqrt (X,n), 68
sqrt(x,n), 37
sqrt (Z), 300
sqrt(z), 256
sqrt (Z+1)-1, 306
sqrt(Z,n), 302
sqrt(z,n), 93
sqrtimx2(X), 68
sqrtimx2(x), 37
sqrtimx2(Z), 116, 314
sqrtimx2(z), 93, 283
sqrtipx2(X), 68
sqrtipx2(x), 37
sqrtipx2(Z), 116, 310
sqrtipx2(z), 93, 279
sqrt_all(Z,n), 116
sqrt_all(z,n), 93
sqrt_all(Z), 301
sqrt_all(Z,n), 304
sqrt_N(n), 68
sqrtn(n), 37
sqrt_r(X), 68
sqrt.r(x), 37
sqrt_r(z), 116, 321
sqrt._r(z), 258
sqrtmx2ml(Z), 116, 319
sqrtmx2ml(z), 93, 286
sqrtpimi (X), 68
sqrtpiml (x), 37
sqrtpim1(Z), 116
sqrtpimi(z), 93, 274
sqrtx2mi (X), 68
sqrtx2mi (x), 37, 197
sqrtx2m1(Z), 116, 315
sqrtx2ml(z), 93, 284
Staggered-Arithmetik, 11
Standard-Prézision, 20
Standard-Rundungsmodus, 16
Streckung, 381
string, siehe Zeichenketten
succ, 17, 347
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sum_k_H1, 40

Sup (X,prec), 65
Sup(Z,prec), 113
swap, 39, 65, 66
swap_endpoints, 65

tan(X), 68
tan(x), 37
tan(Z), 116
tan(z), 93, 249
tanh (X)), 68
tanh(x), 37
tanh(Z), 116
tanh(z), 93, 260
times2pown(X,n), 67
times2pown(x,n,rnd), 34
times2pown(Z,n), 114
times2pown(z,n,rnd), 91
Transformationsfunktion, 376, 381
Translation, 381
Trunc(x), 34
Tschebyscheffpolynom, 173
Typumwandlungen

MPFC, 82

MPFCI, 101

MPFI, 56

MPFR, 22

Uberlauf, 11, 34, 41, 72, 184, 197, 201, 267

Uberschitzungen, 243, 306, 310, 314, 370

Underflow, siehe Unterlauf

Unterlauf, 11, 17, 24, 43, 72, 91, 256, 335,
337

Variable
Initialisieren

set_inf (X), 67
set_inf (x,k), 35
set_inf (Z), 114
set_inf (z,k), 91
set Mpfc(z), 84
set Mpfci(Z), 103
set Mpfi(X), 57
set Mpfr(x), 23
set_nan(X), 67
set nan(x), 35
setmnan(Z), 114
set nan(z), 91
set_zero(X), 67
set_zero(x,k), 35
set_zero(Z), 114
set_zero(z), 91

Variablentyp



PrecisionType, 15, 48, 75, 95
RoundingMode, 16, 75
Vergleichsoperatoren, 26, 59, 86, 104

Verzweigungspunkt, 245, 261, 265, 293, 296
Verzweigungsschnitt, 117, 118, 245, 250, 252,
256, 258, 261, 265, 266, 284, 286,
293, 295, 300, 303, 306, 329, 339,

340, 354, 362-366
1/\/Z, 258
1/sqrtZ, 321
arccos(Z), 339
arccos(z), 341
arccot(Z), 362
arcosh(Z7), 364
arcoth(Z2), 366
arcsin(Z), 329
arcsin(z), 261
arctan(Z), 354
arsinh(Z), 363
artanh(Z), 365
log(1 + z), 266
log(z), 252
Ln(Z), 294, 295
Lnpl(Z), 297
Inp1(Z), 299
VZ, 303
V1-22, 283
VZ+1-1,306
VZ, 300
7z, 256

Vorgénger, siehe pred
Vorzeichen, siehe sign

Wertebereich
komplex, 138, 308, 314, 318, 320, 379
reell, 74, 320
Wilkinsonpolynom, 170
Wurzelfunktionen
Alle dritte Wurzeln, 94
MPFC, 92
MPFCI, 115
MPFI, 68
MPFR, 37

x2my2, 37, 68, 256
x2my2(x,y), 184
x2py2, 37, 68
x2py2(x,y), 184
x_div x2py2(x,y), 185
x_div_x2py2(X,Y), 208
xdsqrtimx2(X), 241
xdsqrtimx2(x), 198

xdsqrtipx2(X), 241
xdsqrtipx2(x), 198
xdsqrtx2mi (X), 241
xdsqrtx2ml (x), 198

YOo(x), 44
Y1(x), 44
Yn(n,x), 44

Zahlen
Nachfolger, siehe succ
vertauschen, 35
Vorgénger, siehe pred
Zahlenbereich
denormalisiert, 17
normalisiert, 17
Zahlenformat
IEEE, 17
MPFR, 17
Staggered-Arithmetik, 11
Zehnerpotenz
expl0, 37, 68, 92, 115
Zeichenketten
MpfcClass(s,rnd,prec), 79
MpfciClass(s,prec), 98
MpfiClass(s,prec), 49
MpfrClass(s,rnd,prec), 18
string2Mpfc(s,rnd,prec), 84
string2Mpfci(s,prec), 102
string2Mpfi(s,prec), 57
string2Mpfr (s,rnd,prec), 23
to_string(X,prec), 57
to_string(x,rnd,prec), 23
to_string(Z,prec), 102
to_string(z,rnd,prec), 83
zeta(k), 44
zeta(x), 44
Zufallsintervalle, 66
Zufallszahl
aus Intervall, 66
Zufallszahlen, 35
Zweierexponent, siehe expo
Zweierpotenz
exp2, 37, 68, 92, 115

415



