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1 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird bei der Staggered Interfaithmetik die typische
Uber- und Unterlaufproblematik und der beim Unterlauf affteetende Genauigkeits-
verlust angesprochen. Diese Probleme lassen sich wendebermeiden, wenn ne-
ben den bereits implementierten Klasseinterval , |_cinterval (gewdhnliche
Staggered Arithmetik) in den neu entwickelten C-XSC Klasbke interval und
Ix_cinterval (erweiterete Staggered Arithmetik) ein zusatzlicher &akt" mit-
gefuhrt wird, durch den der staggered Zahlenbereich weg2h7483648 < n <
+2147483647 ganz erheblich erweitert wird. Fir die reellen und komptegeveiterten
(Intervall-) Grundoperationen und fur 42 reelle und komplelementare transzenden-
te Funktionen werden Algorithmen angegeben, die einencheiszeitlichen Uber- oder
Unterlauf vermeiden und bei hinreichend schmalen Eingategyvallen eine optimale
Genauigkeit liefern. Anwendungsbeispiele zeigen, wie ewische Probleme, die mit den
Klassenl_interval undl_cinterval gar nicht oder nur schlecht Iésbar sind, mit
den neuen Klassen erfolgreich und mit grof3er Leichtigkegirbeitet werden kénnen.
Die C-XSC Module und Programme stehen im Netz unter

http://www.math.uni-wuppertal.de/wrswt/

zur Verfigung.

Keywords: C-XSC, erweiterte Staggered Intervall-Arithmetik, groBgponentenbe-
reich, reelle und komplexe Intervallfunktionen, EinseRBlungsmethoden.

MSC (2000): 65G40, 65L70, 33B10, 33B99, 26A09;

2 Einleitung

Fur Algorithmen aus dem Bereich der Numerik mit Ergebnigikation [18, 3, 11, 23]
werden neben den Grundoperationen auch die Intervaldatdfunktionen benotigt, um
den Wertebereich eines vorgegebenen Ausdrucks garagitisdhliel3en zu kénnen. Die
berechneten Einschliel3ungsintervalle sollen dabei rolésflieng sein.

Bei vielen Aufgabenstellungen ist die im IEEE double-Formaximal erreichbare
Genauigkeit von héchstens 16 Dezimalziffern unzureich@fld In C-XSC kann diese
Genauigkeit der EinschlieBungen mit Hilfe der implemenie Klassen_interval ,
|_cinterval fur reelle und komplexe Rechnungen mit Hilfe einer Inter&thggered-
Correction-Arithmetik, kurz Staggered-Arithmetik, etwan den Faktor 20 vergroRRert
werden, [2, 5, 19, 20, 25, 22].

In C-XSC lasst sich eine Variable vom Typ|_interval interpretieren als ein
Feld mitp + 1 Komponentern:; vom Typreal :

Q) x=(x1,22,...,2p41), «; €5(2,53), p=StagPrec(x) >1,

das mathematisch die folgende Bedeutung hat:

p—1
@ x=) zitz z=[r,1m], 1 €S253), i=12...p+Ll
i=1
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Furp = 1 gilt damitz = 2, und flrp > 2 ergibt sich:

P p—1
(3) Inf (2) =) "z,  Sup()=> itz
=1 =1

Mit dem absoluten Durchmessek(z) := z,+1 — z, > 0 ist der relative Durchmesser
vonz definiert durch, [10]:

RelDiam (z) := <A|:(;|v)>,

<lg|>=min{|r||r ez}, <|z|>#0.

Im Fall 0 € z definiert man:RelDiam (z) := A(z).

Ist das Intervallz eine berechnete EinschlieRung fir einen beliebigen enakiert
r € z, so ist der relative Durchmesser voreine Oberschranke fur den relativen Fehler
bez. dieser EinschlieBung. Zusatzlich liefert der negafighnerexponent des relativen
Durchmessers auch noch die Maximalzahl der korrekten Daziffern vonz. Gilt z.B.
RelDiam (z) = 2.34...-107%, so stimmerinf (z) undSup(z) auf etwa 87 Dezimal-
ziffern tberein.

Das nachste Beispiel zeigt, dass eine Staggered-Intamdathetik nur dann sinnvoll
ist, wenn bei einer vorgegebenen Prazisioder relative Durchmesser vanfolgende
Bedingung erfullt:

(4) RelDiam (z) < 10716+~

Um (4) zu verstehen, wahlen wir mit = 3 zundachst drei dicht aufeinander folgende
real -Zahlert z;, i = 1,2,3, und setzem, = 2.46 - 10732,

=1, x,=10"1% 2;=1-10"%%* 1, =246-10"%
Nach einer formalen Additidnz + 0 erhalt man das Ergebnis:
t1=1; x,=10""% 23=-2325....107%; x,=1.227... 107%;

mit RelDiam (z) = 1.46 - 10~32. Zur Darstellung vorx werden also alle; benétigt.
Wir wahlen jetztz, = 2.47 - 10732 etwas gréRer, und mit

=1 25=10"1% 23=1-107%% ,=247-107%%
erhalt man jetzt nach der gleichen formalen Addition 0 das Ergebnis
r1=1; 23=0; z3=100...-107%; z,=1.00...-10716;

mit RelDiam (z) = 3.697... - 10732, Durch den etwas gréReren relativen Durchmes-
ser erhalten wir jetzt jedoch, = 0, so dass jetzt auch mit der kleineren Prazision
p = 2 darstellbar ware. Nach (4) sollte man daher eine Stagg&rganetik nur mit
hinreichend schmalen Intervallen durchfiihren.

Die fiir 2, 23, 24 angegebenen Dezimalzahlen sind zur jeweils nachstenrRaisteu runden.

2Bei allen vier Grundoperationen wird zur optimalen EingfRling der Akkumulator benutzt und die
Ergebnisse:; werden dann der Reihe nach aus dem Akku ausgelesen.

SIntern gilt: 3 <1070 < 4, mit: x4 — 23 =3.69...- 10732



2 EINLEITUNG 8

Im Vergleich zu einer Intervall-Langzahlarithmetik auteger-Basis werden jetzt noch
die Vor- und Nachteile der beschriebenen Staggered-Aatlknangegeben. Die Vorteile
einer Staggered-Arithmetik sind [8],[12],[19], [21],[RE30]:

1. eine einfache Implementierung nach (1),

2. ein effizientes Laufzeitverhalten, && (z) und Sup(z) nach (3) mit identischen
x;-Werten berechnet werden=1,2, ... ,p — 1.

Die Nachteile einer Staggered-Arithmetik sind:

1. der eingeschrankte Exponentenbereich. Fur das in C-)X8Gtbte double-Format
gilt:  —1073 < expo (z;) < +1024, i=1,2,...p.

2. der drastische Genauigkeitsverlust, wenn bei hoher Ee&sa, < b, noch kei-
nesion, also z.B. mip = 5, der betragsmalfiig groRte Wert in die Nahe des
Unterlaufbereichs fallt.

Die folgenden Beispiele beschreiben diesen Genauiglezitst.

Im 1. Beispielsind zwei Punktintervalfea, b mit der Prazisiorp = 10 und den Werten

_ 10154 _ 10154
a = 1.098...981 - 10 ) b=1.234...789 - 10
144 Dez.-Ziffern 144 Dez.-Ziffern
zu multiplizieren. Da zur Darstellung des exakten Prodsiiteb = 1.343 ... - 107308
288 Dezimalstellen benétigt werden und die kleinste pasitormalisierte Zahl des IEEE
double Formats durcMinReal = 271022 = 2225 ... . 1073% gegeben ist, kann im

IEEE Format die Maschinen-EinschlieRdnge b des exakten Produktes- b nur mit
etwa 16 korrekten Dezimalziffern angegeben werden, undrieé@n Anwendungen ist
dies vollig unzureichend. Der Genauigkeitsverlust lags$t gdoch vermeiden, werm b
zunachst rundungsfehlerfrei so weit nach oben skaliertigrer

. 9+1022
s =2 .

a a, by:=271022.p

dassa, © b, noch keinen Uberlauf erzeugt, aber z.B. mit= 19 die gewiinschte hohe
Genauigkeit von 288 Dezimalstellen liefert. Es gilt dann

(5) a-b=2""".(a,ob,).

Speichert man den Exponenter2044 und das Maschinenprodukt < b,, so kann man
diese Zwischenergebnisse in nachfolgenden RechnungerGdmauigkeitsverlust weiter
verarbeiten.

Im 2. Beispielsoll mit der Prazisionp = 19 und den Staggered-Intervalfen

a = 271022 4 o~107 b =sqrt (L_interval(2) );

“Bei einem Punktintervalt der Prazisiom gilt a, = a,+1 und bei einem echten Interval}, < a,1.
SDiese Maschinen-EinschlieRung ist notwendigerweise @ites Intervall.
6a ist dabei ein Punktintervall uriiotwendigerweise ein echtes Intervall.
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eine optimale EinschlieBung flu := \/(2—1022 +2-1074) . \/2 € R berechnet werden.
Die naive Intervallauswertung = sqrt (a ¢ b) liefert die nur sehr grobe Einschlieung

\/ (271022 4 9-1074) . \/9 € g = 1.773902372731576 5o - 10715
16 De;.r-Ziffern

mit nur 16 korrekten Dezimalstellen. Der Grund hierfur ig# dotwendigerweise sehr
grobe EinschlieBung des Arguments

v = (27102 4 9710 /9 c a b = 3.14672962798271 5% . 107308,

~
15 Dez.-Ziffern

dawv sehr dicht am Unterlaufbereich liegt.
Eine wesentlich bessere EinschlieRung woerhélt man, wenn isqrt (a ¢b) die
Quadratwurzel aus jedem Faktor einzeln gezogen wird:

\/(2—1022 +2-107) . /2 cu:=sqrt (a)osqrt (b) = 1.773 ... 6833 To - 1071,
—

170 Dez.-Ziffern

Wir erhalten damit eine zehnfache Genauigkeit, da jetztristea Faktorsqrt (a) das
Argumenta = 271922 4 2-197 gjn Punktintervall ist, und zur Berechnung veqrt (a)
etwa 170 Dezimalziffern zur Verfligung stehen.

Man erreicht eine noch groR3ere Genauigkeit, auch ohne ttepfeadizieren, wenn
man folgende rundungsfehlerfreie Skalierungen vorninamt= 21533 . q, b, = 251 . b.
Es gilt dann:

Vaob=/2"24. (a,0b,) =272 . \/a,ob, c 27192 . sqrt (a, ©b,), mit:
sqrt (a, &b,) = 7.972330293 ... 446131994819 ;- - 107152,
308 De‘z,.-Ziffern

Mit der obigen Skalierung erreicht man, dass> b, in die Nahe des Uberlaufbereichs
fallt und damit zur Berechnung der Quadratwurzel eine malenstellenzahl zur Verfi-
gung steht. Wie im 1. Beispiel muss man auch jetzt den Exgenenl 022 und die Ein-
schlieBungsgrt (as ¢ b,) abspeichern, wenn diese Werte in nachfolgenden Rechnungen
benutzt werden sollen.
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3 Zur Notation

R Menge der reellen Zahlen

C Menge der komplexen Zahlen

IR Menge der reellen Intervalle

IR Menge der reellen Maschinen-Intervalle

e Menge der komplexen Maschinen-Intervalle
S(b,l,e,e) = S(b,1) Gleitkommaraster mit Basts Mantissenlangé

und Exponent, mit: e<e<e, e e ecEZ
S(2,53,—1022,+1023) = S(2,53) |IEEE-Datenformatiouble

|_real Klasse der reellen staggered Zahlen

IX_real Klasse der erweiterten, reellen staggered Zahlen

|_interval Klasse der reellen staggered Intervalle

Ix_interval Klasse der erweiterten, reellen staggered
Intervalle

(a.ex,a.li) Objekta der Klassdx_interval mit dem

Zweier-Exponenten.ex und dem staggered
Intervall a.li vom Typl_interval

|_cinterval Klasse der komplexen staggered Intervalle

Ix_cinterval Klasse der erweiterten, komplexen staggered
Intervalle

x,y reelle GréRen; =,y € IR

z,y reelle oder komplexe staggered Intervalle

{+, =/} exakte reelle Operatoren

{+,—, %/} Operatoren der C-XSC Sprache

{®,¢,0, 0} Gleitkomma-Intervalloperatoren;

zB.z,yc IR — z-yCzoy=2xxy
Minreal = 271922 = 2.225..-1073% kleinste positive, normalisierigoubleZahl
minreal = 27197 = 4.940.. - 1073**  kleinste positive, denormalisiertioubleZahl
Maxreal < 21924 = 1.797...1073% groRte, normalisiertdoubleZahl

U := (—Minreal, +Minreal) denormalisierter Zahlenbereich

Minreal < |z| < Maxreal normalisierter Bereich indoubleFormat
In(x), >0 reelle Logarithmusfunktion zur Basis

InpL(z) =In(1 +x), z > —1 reelle Logarithmusfunktion zur Basis
Ln2_Ix_interval() EinschlieRung voin(2) in hoher Genauigkeit,

vgl. Tabelle 2 auf Seite 18
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4 Aufgabenstellung

Mit den Beispielen ab Seite 8 entsteht sofort die Frage, wie die dortigen Skalierun-
gen zur Genauigkeitsoptimierung so systematisierennassess beim Aufruf geeigneter
arithmetischer Operatoren und Standardfunktionen dikakgBungen automatisch erfol-
gen. Fur eine erweiterte, reellen Staggered-IntervalihAretik ist dazu eine neue Klasse
Ix_interval zu implementieren, wobei ein Objekt dieser Klasse aus dgatpn Da-
tenelementenr vom Typint undii vom Typl_interval bestehen soll. Symbolisiert
man ein Objekt dieser Klasse ntitr, l7), so soll das entsprechende Staggered Intervall
definiert sein durch:

(ew,li) := 2% - li; —2%' = —2147483648 < ex < 2*' — 1 = +2147483647.

Mit dem obigen Exponentenbereich wird man in fast allen psaken Fallen auf kei-
ne Uberlaufprobleme stoRRen. In der Klagsdnterval sind die vier arithmetischen
Operatoren{+, —, %, /} und alle gangigen Standardfunktionen zu implementieren. B
den arithmetischen Operatoren ist durch geeignete Skatien eine moglichst maxi-
male Genauigkeit der Ergebnisse zu realisieren. Bei demd&tdfunktionen ist darauf
zu achten, dass Uber einem jeweils maximalen Definitioestfedie Funktionswerte in
maglichst hoher Genauigkeit und mit geringen Laufzeitergeschlossen werden.

Fur eine erweiterte, komplexe Staggered-Intervall-Aighik ist entsprechend eine
neue Klasséx_cinterval zu implementieren, wobei ein Objekt dieser Klasse aus
zwei privaten Datenelementen vom Tiyp interval bestehen soll. Symbolisiert man
ein Objekt dieser Klasse mite, im), wobei die privaten Datenelemente im vom Typ
IX_interval sein sollen, so ist das entsprechende komplexe Staggeezddih defi-
niert durch:

(re,im) :==re+i-im, i=+—1.

Wie bei der reellen Rechnung sind in der Klabsecinterval neben den Operatoren
{+, —, %, /} moglichst viele Konstruktoren und Standardfunktionenmplementieren.
Nach den Bemerkungen von Seite 7 sind die Standardfunktisaeu implementieren,
dass insbesondere fir hinreichend schmale Eingangsafitemine optimale Genauig-
keit erreicht wird. Bei zu breiten Eingangsintervallens] wird man jedoch eine gewisse
Uberschatzung der Funktionsweit@a, b]) nicht vermeiden kénnen.

5 Erweiterte reelle Staggered Intervall-Arithmetik

Zunéchst wird die neue Klassée interval implementiert, deren Objekte Staggered
Intervalle der Form 2¢* - [i reprasentieren. In dieser Klasse werden dann neben den
Konstruktoren die Intervall-Operatorefi¢, &, ¢, ¢} bereitgestellt, mit denen auf der
Maschine die Grundoperationen mit diesen Objekten in gdémGenauigkeit durchge-
fuhrt werden kénnen. Einfache Beispielprogramme zeigeriLdistungsfahigkeit dieser
Operationen. Neben den 42 Standardfunktionen werdenztigééauch noch 22 haufig
gebrauchte Intervallkonstanten vom Tiypinterval implementiert.

’In der C-XSC Sprache werden die Operatofen, <, &, ¢ } mit {+, —, , /} bezeichnet.
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5.1 DieKlassd x_i nterval
Die Klassdx_interval ist u.a. wie folgt implementiert:

#include <sstream>
#include <string>
#include <I_interval.hpp>
#include "Ix_real.hpp"

namespace cxsc {
class Ix_interval

{
private:
/[ —meemeeeeenee private Datenelemente ----------------
int ex;
|_interval li;
/I The mathematical value of an object of type Ix_interval is
/I interpreted as: 27(ex) * i
public:
[l —mmemememeeneeene Konstruktoren ------------------
Ix_interval(void) throw() {}
Ix_interval(int n, const |_interval& a)
throw() : ex(n), li(a) { }
Ix_interval(int n, const |_real& a)
throw() : ex(n), li(@) { }
Ix_interval(int n, const interval& a)
throw() : ex(n), li(@) { }
Ix_interval(int n, const real& a)
throw() : ex(n), li(@) { }
explicit Ix_interval(const |_interval& a)
throw() : ex(0), li(a) { }
explicit Ix_interval(const |_real& a)
throw() : ex(0), li(a) { }
Ix_interval(const | real& a, const | _real& b)
throw() : ex(0), li(a,b) { }
explicit Ix_interval(const interval& a)
throw() : ex(0), li(a) { }
explicit Ix_interval(const real& a)
throw() : ex(0), li(a) { }
Ix_interval(const real& a, const real& b)
throw() : ex(0), li(a,b) { }
Ix_interval(const Ix_real& a, const Ix_real& b) throw();
explicit Ix_interval(const Ix_real& a)
throw() : ex(expo(a)), li(Ir_part(a)) { }
Ix_interval(int, const string&) throw();
[* e and other member funktions of this class --------

}; /I class Ix_interval
} // end namespace cxsc

12



5 ERWEITERTE REELLE STAGGERED INTERVALL-ARITHMETIK 13

Analog zur Klassdx_interval liefert die eingebundene Klas$e real  Objekte
der Struktur(ex, ir) = 2°* - [r, wobei die privaten Datenelemente vom Typint und
Ir vom Typl_real sind. Die Klassdx_real  ermdglicht u.a. den Vergleich der er-
weitertenreal -Zahlen(ex, () und damit die Implementierung der Funktionef (...)
undSup(...) fur Objekte der Klassk_interval . Auf die Klassdx_real  wird hier
nicht weiter eingegangen.

5.1.1 Konstruktoren

Die zahlreichen Konstruktoren der Klasbke interval ermdglichen ein einfaches
Einbinden von Objekten der Klassérnnterval ,IX_real Il _real ,interval
undreal . Alle Konstruktoren sind auf Seite 12 zusammengestellsoBders wichtig
fur die Anwendung ist der letzte Konstruktor

Ix_interval(int p, const string& s) throw();

mit dessen Hilfe Uber den String) Objekte der Klasséx_interval in dezimaler
Form generiert werden kénnen, vgl. dazu Seite 33st dabei der Zehnerexponent.
Mit s = "[2.1,2.1]" undp = 700 generiert der Konstruktor ein Objekt mit:
10770 . [2.1,2.1] C a.

Ebenfalls wichtig fir die Anwendung ist der Konstruktor

Ix_interval(int ex, const |_interval &a) throw();

Mit ex = 12345 unda = | _interval(0.5,0.5) generiert der Konstruktor ein
Objektz vom TypIx_interval , mit: 212345105 0.5] = x, wobeiz ein Punktin-
tervall ist. Mit"[2.1,2.1]" >> a generiert der Konstruktor ein Objektvom Typ
Ix_interval , mit: 212345 .712.1.2.1] C z, wobei jedochr jetzt kein Punktintervall
ist, weil 2.1 auch im IEEE Staggered-Format nicht exakt esigjlt werden kann.

5.1.2 Zuweisungsoperatoren

In der Klassdx_interval sind die folgenden Zuweisungsoperatoren definiert:

Ix_interval & operator = (const Ix_interval &a) throw( );

Ix_interval & operator = (const |_interval &a) throw( );
Ix_interval & operator = (const | _real &a) throw( );
Ix_interval & operator = (const real &a) throw( );
Ix_interval & operator = (const interval  &a) throw( );
Ix_interval & operator = (const Ix_real &a) throw( );

Der fur die Anwendung wichtige Operator
|_interval & operator = (const Ix_interval& a) throw();

der inl_interval.hpp deklariert und inlx_interval.cpp implementiert ist,
liefert eine optimale EinschlieRung vandurch ein Intervalk vom Typl_interval

Falls dies wegen Overflow nicht moglich ist, erfolgt einespméchende Fehlermeldung.
Ganz analog wird der Zuweisungsoperator

interval & operator = (const Ix_interval& a) throw();
in interval.hpp deklariert und ifx_interval.cpp implementiert.
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5.1.3 Mengenvergleiche

In der Klassdx_interval

bool
bool
bool
bool

bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool

bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool
bool

bool
bool
bool
bool

bool
bool
bool
bool

bool
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bool

operator
operator
operator
operator

operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator

operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator
operator

operator
operator
operator
operator

operator
operator
operator
operator

operator
operator
operator
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>

(const
(const
(const
(const

(const
(const
(const
(const
(const
(const
(const
(const

(const
(const
(const
(const
(const
(const
(const
(const

(const
(const
(const
(const

(const
(const
(const
(const

(const
(const
(const
(const

sind die folgenden Mengenvergleiche definiert:

Ix_interval &a, const Ix_interval &b
Ix_interval &a, const Ix_interval &
Ix_interval &a, const Ix_interval &b
Ix_interval &a, const Ix_interval &

Ix_interval &a, const |_interval &b)
Ix_interval &a, const |_interval &b
|_interval &a, const Ix_interval &b)
|_interval &a, const Ix_interval &b
Ix_interval &a, const | interval &b)
Ix_interval &a, const |_interval &b
|_interval &a, const Ix_interval &b)
|_interval &a, const Ix_interval &b

Ix_interval &a, const interval &b);
Ix_interval &a, const interval &b);
interval &a, const Ix_interval &b);
interval &a, const Ix_interval &b);
Ix_interval &a, const interval &b);
Ix_interval &a, const interval &b);
interval &a, const Ix_interval &b);
interval &a, const Ix_interval &b);

real &a, const Ix_interval &b);
real &a, const Ix_interval &b);
Ix_interval &a, const real &b);
Ix_interval &a, const real &b);

|_real &a, const Ix_interval &b);
| real &a, const Ix_interval &b);
Ix_interval &a, const | _real &b);
Ix_interval &a, const |_real &b);

Ix_real &a, const Ix_interval &b);
Ix_real &a, const Ix_interval &b);
Ix_interval &a, const Ix_real &b);
Ix_interval &a, const Ix_real &b);

);
b);
);
b);

14

a < b bedeutet, dasa im Innern vonb liegt unda <= b bedeutet: € b bzw.a C b.
a > b bedeutet, dads im Innern vona liegt unda >= b bedeuteb € a bzw.b C «a.
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5.1.4 \Vergleichsoperatoren

In der Klassdx_interval sind die Operatoren== und != definiert fir Operanden
vom Typ

Ix_interval, |_interval, interval, Ix_real, |_real, real ;

wobei wenigstens einer der Operanden vom [kypnterval sein muss.

5.1.5 Arithmetische Operatoren

In der C-XSC Klasséx_interval sind neben den beiden unitaren Operatoren

mit nur jeweils einem Operanden vom Tl interval zusatzlich die arithmetischen
Operatoren{+, —, x, / } definiert, wobei wenigstens einer der beiden Operanden vom
Typ Ix_interval sein muss. Die Zuweisungsoperatofen=, — =, =, /= 1} sind
ebenfalls implementiert.

5.1.6 Der Negationsoperator !
In der Klassdx_interval ist der Operator
bool operator ! (const Ix_interval& a);

definiert. Er liefert 1, wen € a.li , sonst wird 0 zurtickgegeben.

5.1.7 Ein- und Ausgabefunktionen

Zur Eingabe von Objekten des Typs _interval stehen die folgenden Operatoren
zur Verfliigung:

string & operator >> (std::string &s, Ix_interval &a);

void operator >> (const std::string &s, Ix_interval &a);
void operator >> (const char *S, IX_interval &a);
istream & operator >> (std:istream &s, Ix_interval &a);

Mit den drei ersten Operatoren wird ein Striegler Form
{ -345678 , [0.1e-4,0.1e-4] }

in eine Variable vom Tyjx_interval kopiert, wobei-345678 als Exponent zur Basis
10 interpretiert wird. Der vierte Operator kopiert die Tagtaingabe mit dem gleichen
Format ebenfalls in eine Variabéevom Typlx_interval . Die Variablena sind dabei
stets EinschlieBungen der eingegebenen String-Intervall

Zur Ausgabe von Objekten des Tygs _interval stehen folgende Operatoren
zur Verfugung:

ostream& operator << (ostreamé& s, const Ix_interval& a);
string & operator << (string &s, const Ix_interval& a);

Der erste ermoglicht die Ausgabe in dezimaler Form und deitevechreibt ein Objekt
a vom Typlx_interval mit seinem Zweier-Exponentencz in eine Zeichenketts.
Weitere Informationen findet man im Abschnitt 5.2.5 ab Sé#e
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5.1.8 Standardfunktionen

16

Die Argumenter, y der 42 folgenden Standardfunktionen sind nicht zu breiteralle

vom Typlx_interval

. Beispiele findet man bei den Seitenangaben der letzteteSpal

Standardfunktionen vom Typ | x_i nt er val

Funktionsterm C-XSC Name Informationen Seite
|| absgz) Intervall der Betrage 20
x? sqr(x) Intervall der Quadrate 40
NG sqrt(x) Inf(z) >0 40
Y sqri{x, n) 2 <n < 42147483647 59
Vitzr—1 sqrtplmiz) Inf(z) > —1 119
V1— 122 sqrtimx2x) Sup(|z]) <1 89

1+ 22 sqrtlpx2x) Intervall = beliebig 80

x?2—1 sqrtx2mix) Inf(|z|) > 1 92

% 4+ y? sqrtx2y2z, y) x,y fast beliebig 145
™ powerx, n) x fast beliebig n € Z 42
xY pow(x, y) x,y fast beliebig 58
(14 x)Y xpl_pow_¥z,y) |x,y fast beliebig 60
e* exp(x) Sup(|z|) < 1.488521882-10° | 44
27 expAx) Sup(|z|) < 1.488521882-10° | 44
10 explQz) Sup(|z|) < 1.488521882-10° | 44
e —1 expmi(z) Sup(|z]) < 1.488521882-10° | 61
In(x) In(z) Inf(x) >0 48
In(1 + z) InpL(x) Inf(x) > —1 56
In(/22 + y?) In_sqrtx2y2z, y) | Inf(|z|) + Inf(|y|) > 0 150
sin(z) sin(x) Sup(|z]) < 10308 65
sin(nm + x) sin_nz, n) Sup|z]) < 103%, n € Z 74
cos(x) cogr) Sup(|z]) < 10308 75
cos((n+1/2)7 + x) | cos_riz,n) Sup|z]) < 103%, n e Z 76
tan(z) tan(z) Sup|z]) < 103% 77
cot(z) cot(x) Sup(|z]) < 10308 79
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Standardfunktionen vom Typ | x_i nt er val (Fortsetzung)
Funktionsterm | C-XSC Name Informationen Seite
arcsin(z) asinx) Suf(|z]) <1 95
arccos(z) acoszr) Suf(|z]) <1 98
arctan(z) atan(x) Intervall = beliebig 82
arccof(x) acofr) Intervall z beliebig 100
sinh(z) sinh(z) Sup(|z|) < 1.488521882-10° | 105
cosh(z) coshx) Sup(|z|) < 1.488521882-10° | 109
tanh(x) tanh(z) Intervall z beliebig 111
coth(x) coth(x) Intervall z beliebig,x # 0 115
arsinh(x) asiniz) Intervall z beliebig 122
arcoshz) acosliz) Inf(z) > 1 126
arcosh{l1 + z) | acoshplx) Inf(z) >0 130
artanh(z) atanhx) Inf(x) > —1, Sup(z) < +1 133
artanh(1 — z) | atanhlnx) Inf(x) > 0, Sup(z) < 2 136
artanh(—1 + x) | atanhml1pz) |Inf(z) > 0, Supz) < 2 138
arcoth(x) acothz) Intervall x beliebig,z # 0 139
arcoth(+1 + z) | acothplz) Inf(x) >0 142
arcoth(—1 — x) | acothmlniz) | Inf(z) >0 144

Tabelle 1: Standardfunktionen vom Tip interval

Hinweise

1. Der relative Durchmesser eines Intervallsollte bei einer sinnvollen Anwendung
einer Intervall Staggered-Arithmetik nicht zu grofl3 gewavérden, vgl. dazu auch
die Bedingung (4) auf Seite 7.

2. ’Intervall = beliebig’ bedeutet nicht, dassbeliebig breit sein kann, sondern dass
etwa folgendes gilt:—2T2147483647 — |nf(z) < Sup(z) < 2T2147483647 Genauere
Hinweise findet man bei den Beispielen auf den entsprecimeBdien mit den in
der Tabelle angegebenen Seitenzahlen.

3. ’Intervall x fast beliebig’ bedeutet ebenfalls nicht, daskeliebig breit sein kann,
sondern dass etwa folgendes gift2+2147182625.  |nf(y) < Sup(z) < 272147482625
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5.1.9 Intervallkonstanten

18

Intervallkonstenten vom Typ | x_i nt er val

Wert C-XSC Name Wert C-XSC Name
| Pi_Ix_interval() V2 Sqrt2_Ix_interval()
7/3 | Pid3_Ix_interval() V3 Sqrt3_Ix_interval()
1/7 | Pir_Ix_interval() V5 Sqrt5_Ix_interval()
V7 | SqrtPi_Ix_interval() V7 Sqrt7_Ix_interval()
1/y/m | SqrtPir_Ix_interval() In(2) Ln2_Ix_interval()
V27 | Sqrt2Pi_Ix_interval() In(10) Ln10_Ix_interval()
1/+/27 | Sqrt2Pir_Ix_interval( 1/1In(2) Ln2r_Ix_interval()
In(7) | LnPi_Ix_interval() EulerGamma= o.5772... | EulerGamma_Ix_interval
In(27) | Ln2Pi_Ix_interval() Catalan= 0.9159... Catalan_Ix_interval()
e E_Ix_interval() 14 272097 One_p_Ix_interval()
e™ | EpPi_Ix_interval() 1 — 272097 One_m_Ix_interval()

Tabelle 2: Intervallkonstanten vom Tyx interval

Die angegebenen 22 Intervallkonstanten sind in der Dateémath.hpp deklariert

und inIx_imath.cpp mit der Prazisiorstagprec = 39 definiert, so dass etwa 624

korrekte Dezimalziffern zur Einschliel3ung der KonstargenVerfliigung stehen.

Hinweise:

e 7 — Inf(Pi_Ix_interval()) = +4.1060273917 ... - 10793 gilt bei maxi-
maler Prazisiorstagprec = 39.

e Sup(Pi_Ix_interval()/2) — /2 = +1.4565141001 ... - 107932, dies gilt
bei maximaler Prézisiostagprec = 39. In Sup(Pi_Ix_interval()/2)
wird die Division durch 2 realisiert durdimes2pown(u,-1) , wobei inu vom
Typ Ix_interval die cxsc KonstantPi_Ix_interval() gespeichert ist.

e 7/2—Inf(Pi_Ix_interval()/2) = 4+2.053013695 . ..-107%3!, dies gilt bei
maximaler Prazisiostagprec = 39. In Inf(Pi_Ix_interval()/2) wird
die Division durch 2 realisiert durctimes2pown(u,-1) , wobei inu vom Typ
Ix_interval die cxsc KonstantPi_Ix_interval() gespeichert ist.

e Sup(Sqrt2_Ix_interval()) — /2 = +5.8078220004 . . . - 107932, dies gilt

bei maximaler Prazisiostagprec = 39.
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Weitere Hinweise:
¢ Die kleinste positive Zaht vom TypIx_real besitzt die Darstellung

T = IX_real (2—214’748364’77 |_real (2—1074)) — 2—2147484721.

Die punktférmige Intervallkonstan®ne_p_Ix_interval() aus Tabelle 2 schlief3t
fir 1 < stagprec < 38 die kleinste Maschinenzahl vom Ty real ein, die gro3er
1.0 ist, d.h. fur jede Maschinenzaht> 1 gilt

(6) r>1+2729 falls z > 1undz vom Typ Ix_real ist.

Um (6) nachzuweisen, betrachten wir zunachst die Prazstmgprec = 1, und die
kleinste Maschinenzahl > 1 kann mit einem zuléssigen Exponentanc Z dargestellt
werden als

r=Ix_real (27° | real (succ (2°))) =27 . (2 4 2°7%%) =1 4272

womit (6) bestatigt ist. Fustagprec > 2 kann eine Maschinenzahl > 1 dargestellt
werden als

r=Ix_real (—1023,|_real (2710%) 4 27107y =1 4 97102371074 _ 7 | 9=2097

Dieser Wert kann nicht weiter verkleinert werden, da der ®amdminreal = 27107
schon minimal gewahlt wurde. Eine Verkleinerung voware dann nur noch méglich,
wenn man dié_real -Mantisse z.B. durch real (2!92%) + 2197 weiter nach oben
verbreitern konnte, aber wegdtaxReal < 2192 ist dies naturlich nicht moglich. Falls
man jedoch

(7) x=Ix_real (—1024,]_real (MaxReal)+ 27177

wahlt, so wird wegerz~1924 . MaxReal < 1 die Maschinenzaht kleiner als der Dezi-
malwert0.99999999999999988898 und bleibt damit deutlich kleiner als 1. Damit haben
wir die Ungleichung in (6) bestatigt. Wir zeigen jetzt noch

(8) r<1—-27297" falls z < 1undz vom Typ Ix_real ist.

Zunéachst kdnnte man analog zu (7) mit= mant (MaxReal ) denl_real -Teil t wie
folgt konstruieren

t[1] = MaxReal ; t[2] =m - 29 t[3] =m - 2M918; ..

undt dabei so wahlen, dass gile 0% - (¢ +27107) = 1. Mit 27192 .4 = 1 — 27299 hjtte
man dann die groRte Maschinenzaht 2-1924.¢ < 1. Die so konstruierté real -Zahl
t hat jedoch den Nachteil, dass mit ihr die Grundoperatioalso,z.B.t = ¢ + 0.0, nicht
mehr alle durchfirbar sind, so dass die gréf3te Maschinénzah 1, mit der wirklich
gerechnet werden kann, wie oben gegeben ist durch

r=Ix_real (—1023,|_real (271023) 27107y — 1  9-1023-10T4 _ 1 9=2097

wobei dieses: durch die punktformige Intervallkonstan@ne_m_Ix_interval()
aus Tabelle 2 eingeschlossen wird.
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5.1.10 Friend-Funktionen
In der Klassdx_interval sind die folgenden friend-Funktionen deklariert:

1. int StagPrec(const Ix_interval &a);
liefert die Prazision des Objekés die gegeben ist durch die Prézision \ah

2. int expo(const Ix_interval &a);
liefert den Zweier-Exponentemex des Objekts.

3. Linterval li_part(const Ix_interval &a);
liefert bzgl. des Objekta das Intervala.li  vom Typl_interval

4. void scale_down(lx_interval &a);
scale_down(a); liefert ohne Wertanderung ein neues Objektwobei das
neuea.li mdglichst weit nach unten skaliert wird, ohne dass dabeirkistellen
verloren gehen.

5. void scale_up(Ix_interval &a);
scale_up(a); liefert ein neues Objeld, welches das alte Objekt garantiert
einschliel3t, wobei das al@li so weit nach oben skaliert wird, dass mit dem
neuera.li die Summea.1li + a.1i gerade noch keinen Overflow erzeugt.

6. bool point_intv(const Ix_interval &a);
liefert die Information, ob das Objektein Punktintervall ist.

7. void times2pown(Ix_interval &a, int n) throw();
multiplizierta rundungsfehlerfrei mi2™; —2147483648 < n < 4+2147483647.

8. void times2pown_neg(Ix_interval &a, int n);
Fur Intervallea, welche die Null nicht in ihrem Innern enthalten, wird einimE
schlieRung vom - 2" ohne integer-Uberlauf berechnet, fatls< 0.

9. |_real RelDiam( const Ix_interval &a );
Ir = RelDiam(a); liefert den relativen Durchmesser varli

10. Ix_real diam(const Ix_interval&a);
liefert den absoluten Durchmesser \@n

11. Ix_real mid(const Ix_interval&a);
liefert eine Approximation des Mittelpunkts ven

12. Ix_real Inf(const Ix_interval &a);
liefert das Infimum des Intervalks.

13. Ix_real Sup(const Ix_interval &a);
liefert das Supremum des Intervadis

14. Ix_interval abs(const Ix_interval &a)
b = abs(a); liefert ein Intervallb vom TyplIx_interval , das die Absolut-
betragegr| aller Elemente € a optimal einschlief3t.
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15. Ix_interval adjust(const Ix_interval &a);

passi@a.li  an die aktuelle durchtagprec vorgegebene Prazision an.

16. bool IsEmpty(const Ix_interval &a);
liefert 1, wenninf(a) > Sup(a) , sonst wird O zurlickgegeben.

21
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5.1.11 Aul3erhalb der Klassé x_i nt er val deklarierte Funktionen

Fur Testrechnungen sind die folgenden viebininterval.hpp deklarierten Funk-
tionen nuatzlich, da sie Punktintervalle oder nur leichtgalfidhte Intervalle vom Typ
|_interval liefern, wobei nahezu alle bindren Mantissen-Bits adn  gesetzt sind.

1. | _interval point_max(void);
a = point_max(); liefert ein Punktintervall mit.ex = 1020, wobei ina.li
fast alle bindren Mantissen-Bits gesetzt sind.

2. |_interval point_any(int n);
a = point_any(n); liefert ein Punktintervald mit dem Zweier-Exponenten
n, —1074 < n < 1020, wobei nahezu alle Mantissen-Bits varli  gesetzt sind.

3. |_interval wide_max(void);
a = wide_max(); liefert ein leicht aufgeblahtes Intervalmit a.ex = 1020,
wobeiina.li  fast alle binaren Mantissen-Bits gesetzt sind.

4. |_interval wide_any(int n);
a = wide_any(); liefert ein leicht aufgeblahtes Intervall mit dem Zweier-
Exponentem, —1074 < n < 1020, wobei nahezu alle Mantissen-Bits vadi
gesetzt sind.

Es folgen weitere Funktionen und Operatoren, didxninterval.hpp aul3erhalb
der Klassdx_interval deklariert sind. Zur Beschreibung dienen folgende Mengen:
T :={l_interval, interval, Ix_real, |_real, real} ,

R :={Ix_real, |_real, real}

1. Ix_interval expo2zero(const Ix_interval &a);
b = expo2zero(a); lieferta C b, mitb.ex = 0, falls kein Overflow auftritt.

2. int Disjoint(const Ix_interval& a,const Ix_interval&b);
Disjoint(a,b) liefert 1, wenna N'b = (), sonst wird 0 zurtickgegeben.

3. Ix_interval operator | (const Ix_interval& a,
const Ix_interval& b);
c = a | b; liefert mitc die konvexe Hulle vora,b . Ist einer der Operanden
vom Typ IX_interval , SO kann der Typ des anderen OperandenZasin.
Es kénnen auch beide Operanden vom Typeal gewahlt werden. Zusatzlich
stehen auch die Operatorfen zur Verfiigung, wobei der jeweils erste Operand vom
Typ Ix_interval sein muss.

4. Ix_interval operator & (const Ix_interval& a,
const Ix_interval& b);
c = a & b; liefert mitc den Durchschnitt voa,b . Giltanb = (), so erfolgt
eine Fehlermeldung. Ist einer der Operanden vom [Xyjnterval , SO kann
der Typ des anderen Operanden @ausein. Es stehen auch die Operato&enzur
Verflgung, wobei der jeweils erste Operand vom Bygnterval sein muss.
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10.

11.

. Ix_interval & SetInf(Ix_interval& a, const Ix_real& r);

c = Setinf(a,r); liefert mitc vom TypIx_interval das Intervalla, je-
doch mit dem neuen Infimum. Der Operand kann alle Typen aug& annehmen.
Gilt Inf(c) =r > Sup(c) = Sup(a) , so erfolgt eine Fehlermeldung.

. Ix_interval & SetSup(Ix_interval& a, const Ix_real& r);
c = SetSup(a,n); liefert mit c vom TypIx_interval das Intervalla, je-
doch mit dem neuen Supremum Der Operand kann alle Typen au& anneh-
men. Gilt Inf(c) = Inf(a) > Sup(c) =r, so erfolgt eine Fehlermeldung.

. int in(const Ix_interval &a, const Ix_interval &b);

int j = in(a,b); liefertj = 1, wenna ganz im Innern vorb enthalten
ist, sonst wirdj = 0 zuriickgegeben. Der Typ des ersten Argumentsann ein
Element der folgenden Menge sein:
{ Ix_interval, |_interval, interval }.

.int in (const Ix_real &a, const Ix_interval &b);

int j = in(a,b); liefertj = 1, wenna in b enthalten ist, d.ha € b, sonst
wird j = 0 zurickgegeben. Der Typ des ersten Argumentsaann Element der
folgenden Menge seid: Ix_real, |_real, real }.

. Ix_interval Blow(const Ix_interval&x, const real& eps);

y = Blow(x,eps); liefert mity einec-Aufblahung des ersten Arguments
Ix_real AbsMin (const Ix_interval &x);
R = AbsMin(x); liefert das Minimum(|z]) aller Betragselemente ajis.

Ix_real AbsMax (const Ix_interval &x);
R = AbsMax(x); liefert das Maximurmj[z]| aller Betragselemente ajig.
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5.2 Algorithmen der Operatoren und Standardfunktionen
5.2.1 Der Additionsoperator+

Es sind zwei Objekte der Klasée interval zu addieren:
(a.ex,a.li) + (b.ex,b.li) = 2°°7 - a.li + 2>°° - b.14,

wobeia.li undb.li vom Typl_interval sind.

Ist einer der Operanden gleich Null, so ist der jeweils aad@perand als Summe
zurtckzugeben. Wir nehmen daher an, dass jetzt beide Qjemraon Null verschieden
sind.

Algorithmus:

1. Bestimme zuerst den betragsmaRig groRten Operandsey diE:  (a.ex, a.li).

2. Beim Objekt(a.ex, a.li) wird das Intervall a.li vom Tyd_interval SO mit
2P p = 1022 — expo_gr (a.li), multipliziert, dass « := 2P - a.li dicht am
Uberlaufbereich liegt:

(a.ex,a.li) = (a.ex — p, 2P - a.li) = (n,a), «vom Typl_interval

Mit dieser Skalierung erreicht man, dass bei der nachfalgerAdditiona + 3
maoglichst viele Stellen zur Verfligung steherpo_gr (a.li) ist dabei der Zweier-
exponent des betragsmalfiig grof3ten Summaden.YorMit der obigen Wahl von
1022 anstelle von 1023 oder 1024 wird erreicht, dass 5 stets ohne Uberlauf
berechnet wird.

3. Die Addition (n, «) + (b.ex, b.l7) ist nur moglich, wenr.li so mit2? multipliziert
wird, dassh.ex — p = n erfullt wird, d.h. firp = b.ex — n undg := 27 - b.l; gilt:

(n, )+ (b.ex,b.li) = (n,a) + (b.ex —p, 2P - b.li) = (n,a) + (n, B) = (n,a+ B).

Mit diesem Algorithmus erreicht man maximale Genauigk&egnn die Additiona +

mit der Prazisiorstagprec = 39 erfolgt, da dann etwa6 - 39 = 624 Dezimalziffern
zur Verfligung stehen.
Der — Operator fur zwei Objekte der Klasse interval wird mit Hilfe des+

Operators Uber die Beziehung
(a.ex,a.li) — (b.ex,b.li) = (a.ex, a.li) + (b.ex, —b.17).

realisiert.

Im ersten Programm-Beispiel ist mit den Punktintervalles 1.12285 ... - 107307
undb = 5.6689 ... - 107278, jeweils vom Typl_interval , folgender Ausdruck einzu-
schlie3en:

9) yi= (2 .a+b) -2 g,

wobeia undib durch die Funktionen
|_interval point_max(void) und |_interval point_any(int n)

realisiert werden. Bei jeder Prazision gilt:a;,b; #0, i=1,2, ... stagprec + 1.
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Das nachfolgende C-XSC Programm

/[ Programm Ix_testl.cpp zum Test der -+ Operatoren:

#include <iostream> /I Wegen cout
#include "Ix_interval.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39; // Prazision: ca. 16 *39 = 624 Dezimalziffern
|_interval a(point_max()),b(point_any(926)),yi;
Ix_interval A)Y;

Ix_interval(1200,a); // Konstruktor-Aufruf
(A + b) - A;
Y; /I Zuweisung an den Typ |_interval;

. <X >

cout << "RelDiam(yi) = " << RelDiam(yi) << endl;
cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;

cout << "yi = " << yi << endl;

}
liefert die folgenden ErgebnisseRelDiam(yi) = 1.8757937551E-0241 und

y EYi =5.668972 ... 44608495 joa - 10727,
240 De‘z,.-Ziffern

Hinweise
1. point_any(926) liefert ein Punktintervalb mit der Zweierpoten2+926,

2. A=21120.q = 91200, (1 1228 ... -10737) ist nicht inl_interval darstellbar,
so dass der Ausdruck rechts in (9) nur mit der Kldgsenterval ausgewertet
werden kann.

3. Die garantierte EinschlieBung vgrkann mit der Anweisungyi = Y;  wieder
in |_interval mit 240 korrekten Dezimalziffern dargestellt werden.

4. Verkleinert marstagprec = 39 auf z.B. 35, so wird die Einschliel3ung vgmur
noch mit 179 korrekten Dezimalziffern berechnet.

5. Die Genauigkeit der EinschlieBung nimmt weiter ab, weram fitir A anstelle des
Punktintervalls ein nur leicht aufgeblahtes Intervall Wah
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5.2.2 Der Multiplikationsoperator x

Fur zwei Objektes, b der Klassdx_interval ist der Operator * zu implementieren,
so dass bei vorgegebener Prazision (ait¢x, a.li) * (b.ex, b.li) eine EinschlieBung von

(10)  (a.ex,a.li) - (b.ex,b.li) = (2% - a.li) - (2"°7 - b.li) = 2%"F0<* (g 15 - b.17),

in maximaler Genauigkeit berechnet wikdii und b.l7 sind dabei Staggered Intervalle
vom Typ |_interval , die als von Null verschieden vorausgesetzt werden. dvit
und exb werden die Zweier-Exponenten der betragsmailig grol3tek-Edhlena;, by,
der Staggered Intervalteli bzw. b.li bezeichnet.

Algorithmus:

1. Im ersten Schritt werded.l: und b.l: jeweils mdglichst weit nach unten skaliert,
ohne dabei jedoch einen zuséatzlichen Genauigkeitsvdraiger Operanden zu be-
wirken. Bei dieser Skalierung darf der mathematische Waiddy Operanden nicht
verandert werden. Nach der Skalierung werden die Operanigein (10) bezeich-
net. FUr eine optimale EinschlielBung des Produktes is¢ @&alierung notwendig,
um einen vorzeitigen Uberlauf bei der Berechnung (i - b./i) zu vermeiden.

2. Wir betrachten zunachst den Falla + exb < 1022, so dass ein Uberlauf nicht
auftreten kann.

e Im Fall exa < 0 wird der erste Operand ohne Wertanderung so nach oben
skaliert, dassxa = 0 gilt, und der zweite Operand wird ohne Wertanderung
so nach oben skaliert, dass danaafb = 1022 gilt.

e Im Fallexa > 0 bleibt der erste Operand unverandert und der zweite Operand
wird so nach oben skaliert, dass danach sein Zweier-Expahgohezb =
1022 — exa gegeben ist.

In beiden Fallen gilt nach der Skalierung:exa + exb = 1022, so dass fur das
Produkt(a.li - b.17) die maximale Stellenzahl zur Verfligung steht, aber ein [abér
stets vermieden wird.

3. Wir betrachten jetzt den Fadlca + exb > 1022, so dass ein moglicher Uberlauf
durch geeignete Skalierungen der Operanden nach untenmeiden ist. Die bei
diesen Skalierungen auftretenden Aufblahungen der Oderamtervalle sind auf
ein Minimum zu reduzieren, wenn maximale Genauigkeit ehteiverden soll. Wir
betrachten zusatzlichea > exb. Der analoge Faltxa < exb bleibt dem Leser
Uberlassen. Es gelte: d := exa + exb — 1022 >0 und D :=exa — exb > 0.

e Im Fall d < D wird der erste, betragsmalig gréRere Operand um den Faktor
2~ nach unten skaliert. Daraus ergibt siehu = 1022 — exb. Der zweite,
betragsmalig kleinere Operand bleibt unveréandert. Aus D folgt direkt
exb < 511, und damit: exa > 511. Dadurch bestimmt der erste Operand mit
seiner groReren Genauigkeit die maximale Genauigkeit cetuRts.
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e Im Falld > D werden beide Operanden so nach unten skaliert, dass aschli
Rend die Zweier-Exponenten der jeweils betragsmallig gndEEE-Zahlen
beide den Wert 511 annehmen. Dadurch erhalt auch das Prdiduggteiche
maximale Genauigkeit der beiden nach unten skaliertenadplen.

Mit dem obigen Algorithmu$erhalt man mistagprec = 39 die groRtmaogliche Ge-
nauigkeit fur die EinschlieRung vda.ex, a.li) - (b.ex,b.li) C a * b.

Im zweiten Programmbeispiel ist mit den Punktintervatles 6.66384 ... - 10724
undb = 2.58063546 ... - 107!2°, jeweils vom Typl_interval , folgender Ausdruck
einzuschliel3en:

(11) Y= (2—40000 _a> . (2—60000 . b),

wobeia undib mit Hilfe der Funktion
|_interval point_any(int n) ;

realisiert werden. Bei jeder Prazision gilt dabej; b; # 0,7 = 1,2, ... stagprec + 1.
Das nachfolgende C-XSC Programm

/[ Programm Ix_test2.cpp zum Test des * Operators:

#include <iostream> /I Wegen cout
#include "Ix_interval.hpp"

using namespace CXsc;
using hamespace std;

int main()

{
stagprec = 39; /I Prazision: ca. 16 *39 = 624 Dezimalziffern
|_interval a(point_any(800);),b(point_any(400));
Ix_interval A,B,Y;

A = Ix_interval(-40000,a); // Konstruktor-Aufruf

B = Ix_interval(-60000,b); // Konstruktor-Aufruf

Y = A* B;

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;

cout << Y = " << Y << end|

liefert flr y die optimale Einschliel3ung
y € 2799822, 4.488615046109 ... 499767875216 535 - 10137
510 De‘z,.-Ziffern

mit maximal 511 korrekten Dezimalziffern. Es ist zu beanoht#ass sowoh undB als
auch das Produkt = A * Bnicht als Werte vom Typ interval darstellbar sind.

8Der Quelltext des * Operators befindet sich im Anhang ...
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5.2.3 Der Divisionsoperator/

Fur zwei Objektez, b der Klassdx_interval ist der Operator / zu implementieren,
so dass bei vorgegebener Prazision (@i¢x, a.li) /(b.ex, b.li) eine Einschliefung von
(12) (CL.@JZ‘, CLZZ) — (2(1.61‘ ) CLlZ) — 2a.ex—b.e:c . CL_lZ)

(b.ex,b.li)  (2be= . b.li) b.li

in maximaler Genauigkeit berechnet wirdl/i und b.li sind dabei Staggered Intervalle
vom Typ |_interval , die als von Null verschieden vorausgesetzt werden. dWit
und exb werden die Zweier-Exponenten der betragsmaRig groRtek-Edhlena;, by
der Staggered Intervaltel: bzw. b.li bezeichnet.

Algorithmus:

1. Im ersten Schritt werded.l: und b.l: jeweils mdglichst weit nach unten skaliert,
ohne dabei jedoch einen zuséatzlichen Genauigkeitsvdréiger Operanden zu be-
wirken. Bei dieser Skalierung darf der mathematische Weittds Operanden nicht
verandert werden. Nach der Skalierung werden die Operanigein (12) bezeich-
net. Wie bei der Multiplikation ist diese Skalierung auch &ine optimale Ein-
schlieRung des Quotienten notwendig, um einen vorzeitigjeerlauf bei der Be-
rechnung vor{a.li/b.li) zu vermeiden.

2. Im Zahlera wird ohne Wertanderung vandas Intervalk.li so nach oben skaliert,
dass danach gt exa = 1022.

3. Istb.li ein Punktintervall, so wird wie folgt verfahren:

e ImFall 0 <exb <511 bleibt der Nenneb unverandert.

e Im Fall exb < 0 wird ohne Wertdnderung vondas Intervallb.li so nach
oben skaliert, dass danach gilt:ezb = 0.

e Im Fall exb > 511 wird das Intervalb.li so nach unten skaliert, dass danach
gilt:  exb = 511. Bei dieser Skalierung wirbl/: nattrlich mit einem Verlust
an korrekten Ziffern leicht aufgebléht. Wegerb = 511 bleibt fir eine op-
timale EinschlieBung voa/b jedoch eine ausreichende Genauigkeit ¥dh
erhalten.

4. Istb.li ein echtes Intervall, dann wirdli so skaliert, dass danach gikkzb = 511.

5. Im letzten Schritt wird die Differenz.ex — b.ex und die EinschlieBung.li ¢b.li
der skalierten Operanden berechnet.

Hinweise

1. Ist einer der Operandenb ein echtes Intervall, so kann der relative Durchmesser
des Quotienten/b nicht kleiner werden als das Maximum der relativen Durchimes
ser beider Operanden. Ist z.B. der Zahia&in Punktintervall und der Nennérein

%Im Fall exa > 1023 wird nach unten skaliert, wobei es nur zu einer minimaleerallaufblahung
kommen kann.
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echtes Intervall mit 600 korrekten Binarziffern, so kane HinschlieBung von/b
hochstens mit 600 korrekten Binarziffern berechnet werden

2. Der obige Algorithmus liefert fla /b optimale Genauigkeit, d.h. eine Maximalzahl
korrekter Binarstellen. Betrachtet man z.B. den Fall, das$Punktintervalle sind,
mit exb = 511 + k, k > 0, so wirdb mit etwa (511 + k) + 1022 = 1533 + k
Binarstellen dargestellt. Der Quotienti/b.li besitzt dann den Zweier-Exponenten
1022 — (511 + k) = 511 — k, so dass fur den Quotienten nur maxirfiall — k) +
1022 = 1533 — k Binarstellen Zur Verfigung stehen. Fkir= 0 erh&lt man daher
maximale Genauigkeit, d.lh./i muss aukzb = 511 runterskaliert werden.

3. Ist b ein echtes Staggered Intervall, so miads nach obigem Algorithmus auf
exb = 511 skaliert werden, um optimale Genauigkeit fir den Quotierte er-
reichen. Der Nachweis wird in den folgenden Abschnitt getiih

Wir nehmen zunachst an, das®in Punktintervall und ein echtes Staggered Intervall
ist. Dann gilt nach Hinweis 1. auf Seite 28:a/b kann mit hochstens? := exb + 1022
korrekten Binarziffern berechnet werden.

Im Algorithmus wirdb.li aufexb = 511 skaliert, so dass fur den Quotienten maximal
m := (1022 — 511) + 1022 = 1533 Binarstellen zur Verfugung stehen. FiikK m <=
exb < 511 wird dann a/b optimal berechnet, wobeirb der Zweier-Exponent voh.li
vor der Skalierung ist. Bleibt der Fall > m <= exb > 511, d.h.exb = 511 + k, mit
k > 0. Dann kanm:/b nach Hinweis 1. auf Seite 28 mit hochstehs= (511+%)+1022 =
1533 + k korrekten Binarziffern berechnet werden, und weif aufeza = 1022 skaliert
wurde, stehen fir den Quotientefb hochstensn := 1022—(511+k)+1022 = 1533 —k
Binarstellen zur Verfigung. Optimale Genauigkeit fir demo@enten liefert daher die
Forderung = m <= 1533+ k = 1533 — k, d.h.k = 0. Daher muss auch im Fall
exb > 511 das Intervalb.li aufexb = 511 skaliert werden.

Bleibt noch der Fall, dass auehein echtes Intervall ist:  Im Falxa > exb kann
dann nach Hinweis 1a/b auch nur mit hochstens = exzb+ 1022 korrekten Binarziffern
berechnet werden, so dass die obigen Uberlegungen direktdammen werden konnen,
und im Falleza < exb gelten diese Uberlegungen erst recht!

Im dritten Programmbeispiel ist mit den Punktintervalles 10+3%, b = 273 und

¢ = 278 jeweils vom Typl_interval , folgender Ausdruck einzuschlieRen:
10+300 —850 +300 —50
(13) Yy o= 20 =1000 2

= 8.8817841970012523233890533447265625 - 10%%*.

Beachten Sie bitte, dass rechts in (13) die Auswertung dasreBruchs in der Klas-
sel_interval zum Overflow fiihrt, obwohl das Endergebpis= 10+3% . 2750 in
einer Variablen vom Typ interval darstellbar ist. Zu beachten ist ferner, dass im
Programm durch string("[1€300,1e300]") >> a; der Wert103% durch
das Punktintervalh exakt eingeschlossen wird, so dass aych |_interval exakt
darstellbar ist. Das nachfolgende C-XSC Programm
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/[ Programm Ix_test3.cpp zum Test des / Operators:

#include <iostream> /I Wegen cout
#include "Ix_interval.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39; /I Prazision: ca. 16 *39 = 624 Dezimalziffern
|_interval a,b,c,y;
Ix_interval A;

string("[1€300,1e300]") >> a; // a: Punkt-Intervall
b = comp(0.5,-799); ¢ = comp(0.5,-849);

A = Ix_interval(a); // Konstruktor-Aufruf
y=A/b) =* ¢

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;
cout << "y = " << y << endl;
}
liefert mit:
y = [8.88178419...7265625E+0284,8.88178419...7265625E +0284]

eine optimale EinschlieRung van+3% . 2-°° durch das Punktintervayl.

5.2.4 Die komplexe Division

Mit den bisherigen C-XSC Programmen haben wir die vier Gopedationen mit Ope-
randen vom Typx_interval meist nur einzeln getestet. Die komplexe Division ist
ein geeignetes Beispiel aus der Praxis, um die Leistunmggf@it der neuen Staggered
Arithmetik mit allen vier Operanden vom Tyg_interval zu testen. Mit den kom-
plexen Zahlen
z=a+1i-b, w=c+i-d, 1=+v-1
gilt fur den Imaginarteil des komplexen Quotientefw
b-c—a-d

(14) S(z/w) = TEr R
Mit den Werten

a=b=10"" ¢=10", d=10"" -1,

die sich bei der gegebenen Prazisgtagprec = 39 alle durch Punktintervalle vom
Typ |_interval einschlie3en lassen, liefert das nachfolgende C-XSC Bnogr
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/I Programm Ix_test4.cpp, Komplexe Division:
/I Berechnung des Imaginarteils.

#include <iostream> /I Wegen cout
#include "Ix_interval.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39; /I Prazision: ca. 16 *39 = 624 Dezimalziffern
|_interval a,c,y;

Ix_interval Im,A,B,C,D;

string("[1€300,1e300]") >> a; // a: Punkt-Intervall

A = Ix_interval(a); B = A

string("[1e155,1e155]") >> c; // c: Punkt-Intervall

C = Ix_interval(c);

D=C-1; /I D: Punkt-Intervall

Im = B*xC - AxD) / (C *C + D:D);

y = Im;

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;

cout << "y = " << y << endl;

mit: 'y =5.000 ... 5000 ... 2355 -107'"  eine optimale Einschlieung véi(z/w)
311 De‘z,.-Ziffern
mit 311 korrekten Dezimalstellen.

Hinweise
1. Nur mit derl_interval -Arithmetik erzeugen rechts in (14) schon alle auftre-
tenden Produkte einen Uberlauf, der bei Anwendung des iDhdsperators in
der Klassé_cinterval durch geeignete Skalierungen vermieden wird. Benutzt

man im obigen Beispiel jedoch die OperandeB,C,D fir dielx_interval -
Arithmetik, so braucht man sich um diese Skalierungen moélr zu kimmern,
da diese notwendigen Skalierungen bereits in den entsgmdein Operatoren der
Klasselx_interval implementiert sind.

2. Ersetzt man die Programmzei® = C - 1; durchD = C - 1e-300; und
gibt statty die Ix_interval -Variablelm aus, so wird3(z/w) immer noch mit
176 korrekten Dezimalziffern eingeschlossen. Wiod*® jedoch durch ein echtes
Intervall eingeschlossen, so reduziert sich die genanetea@gkeit auf nur noch
15 korrekte Dezimalstellen.
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5.2.5 Ein-und Ausgabe

Ein Objekta der Klassdx_interval wird symbolisiert durch
a = (a.ex,a.li) = 2% - a.li,

wobei die Datenelementeex unda.li jeweils vom Typint bzw.|_interval sind.
Mit dem Datentydx_interval steht daher dem Anwender wegen

—2147483648 < a.ex < +2147483647

im Vergleich zum Tyd_interval ein stark erweiterter Zahlenbereich zur Verfligung.
Bei den bisherigen Beispielen, vgl. z.B. (11) auf Seite 2arem bei den vier Grund-
operationen die Operanden und die Ergebnisse stets vorodar F

a=2%.qli, bzw. a=2° a.li =a.li,

d.h. fir den ausschlie3lich mit dem Dezimalsystem vertrastnwender sind Objekte
vom Typlx_interval nur lesbar, wenm.ex = 0 gilt. Damit wéare dann aber der fur
uns lesbare Zahlenbereich wieder sehr stark reduzierti¥Wémschaut z.B. spontan, dass
die Zahl 12 durch das folgende Produkt

12 & 2737577 . 7.6441343508258533586317546528568944017 . . . - 101306

mit 38 korrekten Dezimalziffern approximiert wird? Die @ldreiche Anwendung der
Ix_interval -Arithmetik erfordert daher die Umwandlung eines Produkt¥' - a.li
in einen direkt lesbaren dezimalen Ausdruck und umgekehrt.

Fur ein sinnvolles Arbeiten mii_interval -Objekten ist es daher erforderlich,
fur die folgenden Aufgabenstellungen

1. Optimale EinschlieRung von Dezimalzahlen, wie z:B- 1.2345678 ... - 10730111
oder entsprechenden Intervallen in dezimaler Darstelilumgh Intervalle vom Typ
IX_interval

2. Optimale EinschlieBung eines Ergebnisses vomiXymterval durch ein In-
tervall z in dezimaler Darstellung, wobeials Variable vom Tystring  zur Ver-
fuigung gestellt werden soll.

3. Um die Genauigkeit einer Rechnung direkt kontrolliereké@nnen, soll ein Ergeb-
nis a vom Typ IX_interval mit seinem Zweier-Exponentenex und seinem
Intervall a.li vom Typl_interval in eine Zeichenkette geschrieben werden.

4. Falls moglich, ist eine Variablevom TypIx_interval optimal in eine Variab-
le b vom Typ | _interval zu transformieren, wobei C b erflllt sein muss.
Die letzte Bedingung lasst sich nur dann nicht realisieveenn der Wert voru
betragsmaRig groRer ist dkaxReal = 1.797...- 107308,

entsprechende Werkzeuge zur Verfiigung zu stellen.
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Die 1. Aufgabewird geldst mit dem Konstruktor
Ix_interval(int n, const string& s);

wobein der Zehnerexponent urgdeine Zeichenkette ist, die ein Intervallin dezimaler
Form reprasentiert. Istdas vom Konstruktor erzeugte Objekt vom Typinterval ,
so gilt

10" -m C a.

Zur besseren Lesbarkeit sollte:| ~ 1 gelten, was jedoch nicht zwingend notwendig
ist. s muss die eckigen Klammern enthalten, und Infimum und Supmesind durch ein
Komma zu trennen. Erlaubte Zeichenketten sind damit:

"[-1.51e-13,-1.51e-13]";

s = "[0,0; s = "[1.2,1.3]"; s
= "[-1e-200,+1e+200]";

s = "[0,0.12345]"; s

Nicht erlaubte Zeichenketten sind:
s = "1.234"; s = "[-1.51e-13,-1.51e-13";

s = "[0,0.12345]" ist zwar erlaubt, das Intervall besitzt jedoch fiir eine gaiie
Staggered Intervallarithmetik einen viel zu groR3en re@tiDurchmesser, vgl. dazu die
Bedingung (4) auf Seite 7.

Fur die Féallen = 0 undn # 0 noch die folgenden Hinweise:

1. Im Falln = 0 und z.B. s = "[0.5,0.5]" liefert der obige Konstruktor ein
Punktintervall, da 0.5 ir¥(2, 53) exakt darstellbar ist.

2. Im Falln = 0und s = "[0.51,0.51]" liefert der obige Konstruktor kein
Punktintervall, da 0.51 it5(2, 53) nicht exakt darstellbar ist.

3. Im Falln # 0 generiert der Konstruktor fig # 0 kein Punktintervallk:, da die
Bedingungl0™ - m C 2%¢* . ¢.li durch logarithmische Intervallrechnung realisiert
wird, bei der minimale Uberschatzungen unvermeidlich sind

Im nachfolgenden Programm findet man entsprechende Anwegeduwzur 1. Aufgaben-
stellung.

Die 2. Aufgabewird geldst mit dem Operator
ostream & operator « (ostream& s,const Ix_interval& a);

wobei das Objekt: in dezimaler Darstellung aléa in den Ausgabekanal geschrieben
wird. Auch hierbei gilt: a C da. Der in den Ausgabekanal geschriebene Werhat
die folgende Struktur:

(15) {-13, [2.1756...e+1,2.1756...e+1]}

und beschreibt dabei das Intervalll0~'3 - [2.1756... - 10™!,2.1756... - 10T1].
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Die 3. Aufgabewird geldst mit dem Operator
string & operator « (string &s, const Ix_interval& a);

der ein Objekta vom Typ Ix_intervall mit seinem Zweier-Exponentenex und
dem Intervalla.li vom Typl_interval in eine Zeichenkette schreibt. Da hierbei loga-
rithmischen Rechnungen nicht nétig sind, kann jetzt dierimé Genauigkeit vom direkt,
d.h. ohne zusatzliche Uberschatzungen, abgelesen wevean, die Zeichenketts auf
dem Bildschirm ausgegeben wislhat dabei die Struktur:

{(a.ex),[Inf(a.li), Sup(a.l)]}

Zur notwendigen Unterscheidung von der dezimalen Dawstglin (15) wird also jetzt
der Zweier-Exponent.ex in runde Klammern gesetzt!

Die 4. Aufgabewird geldst mit dem Zuweisungsoperator
| interval & operator = (const Ix_interval & a);

der inl_interval.hpp deklariert und inlx_interval.cpp implementiert ist.

Der Zuweisungsoperator erzeugt eine Fehlermeldung, wenn wegen eines drohenden
Uberlaufs ein Objekt nicht in|_interval darstellbar ist. Bei einem drohenden Un-
terlauf kanna natirlich nur mit groRen Uberschatzungen eingeschlosseten.

Das folgende Programmx_In-Out_1.cpp demonstriert die dezimale Ein- und
Ausgabe entsprechend der Aufgabenstellungen 1. und 2.

/[ Programm Ix_In-Out_1.cpp;
/l Test der dezimalen Ein- und Ausgabe:

#include <iostream>
#include "Ix_interval.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 20;
Ix_interval Y;

Y = Ix_interval(646456684,"[1,1]") /
Ix_interval(6684,"[3,3]");
cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;
cout << Y = " << Y << endl;
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Das Programm liefert auf dem Bildschirm fur den Quotienteft95°°% /3 die folgende
EinschlielBung mit 299 korrekten Dezimalziffern:

10646450000

3

N~

€ Y = 1546449998 (3.333333 ... 3.333333 535 . 101> :

299 korrekte Dez.-Ziffern

Das néchste C-XSC Programm zeigt, wie ObjekieX2 vom TypIx_interval in
der Form(X1.ex,X1.li) zu realisieren sind und wie ein Ergebnisvom gleichen
Typ zur Kontrolle seiner Genauigkeit in der Foifvi.ex,Y.li) und zusatzlich zur
besseren Lesbarkeit in dezimaler Form ausgegeben werden ka

/[ Programm Ix_In-Out_2.cpp;
/[ Test der Ein- und Ausgabe:

#include <iostream> /I Wegen cout
#include "Ix_interval.hpp"

using namespace CXsc;

using namespace std;

int main()

{
stagprec = 20;
IX_interval X1,X2,Y;
|_interval v;
string s;

X1 Ix_interval(12345,| _interval(10.5));
X2 Ix_interval(12345,|_interval(10.5));
Y = X1/ X2;
if (point_intv(Y))
cout << "Y ist ein Punktintervall* << endl;
cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;
s <<Y,;
cout << "(2"Y.ex * Y.l) = " << s << endl;
cout << Y = " << Y << end|
y =Y,
cout << "y = " <<y << endl

}

Das Programm liefert folgende Ergebnisse:
Y ist ein Punktintervall.

(2AY.ex *Y.i) = {(-1022),[4.49...40...E+0307,4.49...04...E+03 07]
Y = {1, [9.99999...9999873...E+0000,1.00000...0000115 ...E+0001]

y = [1.000000000000...00000E+0000, 1.000000000000...00 000E+0000]
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Hinweise
1. X1,X2 sind Punktintervalle mit gleichen Werten:
X1 = X2 =225 .110.5,10.5)],

so dass fir den exakten Quotienten giltx1/X2 = 1.
Beachten Sie dabei bitte, das$,X2 vom Typlx_interval wegen ihrer grol3en

Zweier-Exponenten ih interval nicht darstellbar sind.

2. Wegen der Ausgabe Y ist ein Punktintervall wird Y intern auch
als Punktintervall berechnet. Umin der Form(Y.ex,Y.li) ohne zusatzliche
Uberschiatzungen auszugeben, wirdunéchst durcls « Y in eine Zeichenkette
s geschrieben. Dabei muss vorher @étDotPrecision(...) die Breite des
Ausgabeformats fir das Intervadlli - vom Typl_interval festgelegt werden.

Zur Kontrolle der Genauigkeit erfolgt die Ausgabe der Zeiukettes durch:
cout << "(2"Y.ex * Y.i) = " << s << end|

wobei auf dem Bildschirm direkt abzulesen ist, ddssn Punktintervall ist.

3. Die Ausgabe des Punktintervalflsn dezimaler Form erfolgt durch
cout << Y = " << Y << endl;

Wegen der notwendigen internen Umrechnung auf die neus B&dtann man we-
gen der dabei auftretenden unvermeidbaren aber nur miamatherschatzungen
die Ausgabe des Punktintervals 1] nicht erwarten. Vielmehr erhalt man fur das
exakte Intervall1, 1] eine nur leicht uberschétzte EinschlieRung mit 301 koerekt
Dezimalstellen.

4. Mitder Anweisung y = Y;  wird das PunktintervalY rundungsfehlerfrei in

den Typl_interval transformiert.
5. Wahlt man im Programm den Konstruktor-Aufiuinterval(10.1) anstelle
vonl_interval(10.5) , S0 erhalt man fUY ebenfalls das Punktintervall, 1.

Jedoch gilt jetzt nichK1 = 2!23%5 . [10.1, 10.1], da im Gegensatz zu 10.5 die Dezi-
malzahl 10.1 nicht irt(2, 53) darstellbar ist. Bedeutet die zu 10.1 nachstgelege-
ne Rasterzahl, so gilt vielmehix1 = 22345 . [, a]. Soll jedochX1 das Intervall
212315 110.1, 10.1] wirklich einschlieBen, so gelingt dies mit den Anweisungen

| interval x; "[10.1,10.1]" >> x;
X1 = Ix_interval(12345,x);

Allerdings sind daniX1 und somit aucly undy keine Punktintervalle mehr, wovon
sich der Leser mit einem entsprechenden Programm leicinzébgen kann.
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Unter Punkt 5. der vorhergehenden Seite 36 wurde gezeigtnan z.B. das Intervall
212315 110.1,10.1]

durch ein IntervalX1 vom Typlx_interval bez. der vorgegebenen Prazision optimal,
d.h. ohne wesentliche Uberschatzungen, einschlieRen Kmnder obige Intervallwert
wegen der Basis 2 nicht unmittelbar abgelesen werden karohjetzt noch gezeigt, wie
ein in dezimaler Form gegebenes Intervall

u:=10"%.[10.1-107*,10.1- 107"

durch ein Intervall vom Typx_interval in ausreichender Genauigkeit eingeschlos-
sen werden kann. Eine erste Losung haben wir bereits aid S&imit Hilfe des Kon-
struktors

Ix_interval(int n, const string& s);

kennengelernt. Im nachfolgenden Progratnin-Out_3.cpp wird das Intervallu
durch string("{(12345),[10.1e-1,10.1e-1]}") >> U, in das ObjektU
kopiert, wobeu C U garantiert ist. Im zweiten Teil des Programms wird die Tas&n-
gabe mittelgin ebenfalls in die Variable kopiert und anschlieRend auf dem Bildschirm
ausgegeben.

/[ Programm Ix_In-Out_3.cpp,

#include <iostream> /I Wegen cout
#include "Ix_interval.hpp"

using namespace CXsc;
using nhamespace std;

int main()
{
stagprec = 3;
IX_interval U;
cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec)

<< Scientific;
string("{12345,[10.1e-1,10.1e-1]}") >> U;
cout << "U = " << U << endl;

cout << "Ix_interval u = ?" << endl;

cin >> U;
cout << "U = " << U << end|
}
Das obige Programm liefert die erste Ausgabe
U = {12344,1.00999...999159...E+0001,1.0100...000816 ...E+0001}}

mit 44 korrekten Dezimalziffern. Beachten Sie, dass beiklar und Ausgabe interne
Umrechnungen notwendig sind, wodurch nur 44 der moglichem6 = 48 korrekten
Dezimalziffern ausgegeben werden.
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Hinweise
1. In der obigen string-Anweisung ist2345 der Exponent zur Basis 10;

2. Die Anweisung string("{12345,[10.1e-1,10.1e-1]}") >> U,
wird realisiert durch den Operator

void operator >> (const string &, Ix_interval &) throw();

vgl. dazu den entsprechenden Quelltexkinnterval.cpp

3. Wahlt man die Prazisionsvariabd¢gagprec > 20, so erhalt man bei der obi-
gen Ein- und Ausgabe wegen der notwendigen interne Umregjemunicht mehr
als etwa 300 korrekte Dezimalziffern, was in der numerisdBeaxis meist vollig
ausreichend ist. Wahlt man bei der Eingabe jedoch Punktaite, die inS(2, 53)
exakt darstellbar sind, so liefert z.B. die Anweisung

string("{0,[10.1e0001,10.1e0001]}") >> U;

ein PunktintervallJ, das[101, 101] in der jeweils vorgegebenen Prazision optimal
einschliel3t. Diese optimale EinschlieRung kann kongdllverden, wenn man das
IntervallU Gber einen string auf dem Bildschirm ausgibt, vergleiche dazu z.B. das
Programmix_In-Out_2.cpp auf Seite 35. Wird dieses Punktintervltiurch

cout << "U = " << U << endl;

wieder in dezimaler Form auf dem Bildschirm ausgegeben risaélteman dabei
wegen der schon genannten internen Umrechnungen leictees¢Hiitzungen und
im Fall stagprec > 20 maximal nur noch etwa 300 korrekte Dezimalziffern.
Es ist also zu beachten, dass durch eine Uberschatzungrifgigidnisausgabe in
dezimaler Form die tatsachliche interne Genauigkeit dRemhnung, insbesondere
fur stagprec > 20, nicht mehr am Bildschirm direkt abgelesen werden kann!

4. Die Ubergabe der Tastatureingabe an das Intedvdilrch
cout << "Ix_interval u = ?" << endl; cin >> U;
wird realisiert durch den Operator
std::istream & operator >> (std:istream &, Ix_interval &)

und garantiertu C U. Wie bei der string-Eingabe unter Punkt 2. muss die Tasta-
tureingabe das folgende Format besitzen:

{12345,[10.1e-1,10.1e-1]}

wobei z.B. vor und nach einem Komma oder einer Klammer bigjeebeerzeichen
erlaubt sind.
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5.2.6 Zu breite Eingangsintervalle

Auf Seite 7 hatten wir schon die Bedingung
(16) RelDiam (x) < 10~!6*@-1

fur den relativen Durchmesser eines Intervallangegeben, die erflillt sein sollte, um
mit einer vorgegebenen Prazisistagprec = p, d.h. also mit etwa6 - p Dezimal-
stellen, eine sinnvolle staggered Intervallrechnungseaen zu kénnen. Wir zeigen jetzt
anhand der Exponentialfunktion, dass bei den Standardémdn die Algorithmen unter
der Pramisse schmaler Eingangsintervalle entwickelt emurets muss also damit gerech-
net werden, dass bei zu breiten Eingangsintervalldas einzuschliel3ende Intervall der
Funktionswerte® := {y |y = e’ At € z} deutlich Uberschatzt werden kann. Um dies zu
zeigen, wahlen wigz = [—600, +600] und erhalten mit den Anweisungen

stagprec = 3;
Ix_interval X,Y;

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  *stagprec+3)
<< Scientific;

X = Ix_interval(0,l_interval(-600,600));

Y = exp(X);

cout << "exp(X) = " << Y << endl

die Einschliel3ung
(17) e® CY=10"*.[0.000...000 - 10°,3.774367778 ...- 10*"].
Mit X = Ix_interval(0,l_interval(-600,-600)); erhalt man
e® C Y =10"2%".[2.65039...270147...-10°,2.65039...270160. .. - 10°],
und mit X = Ix_interval(0O,l_interval(600,600)); erhalt man
e® CY=10".[3.773020...31350969. . .- 10',3.773020 . ..31350974. .. - 10%].

Aus diesen beiden letzten EinschlieBungen kann jetzt dittidee Uberschatzung in (17)
direkt abgelesen werden.

Ganz analog kann man z.B. fur das Eingangslintervali= [1,6] zeigen, dass auch
das Intervalln(z) deutlich Uberschétzt wird.

Wenn der relative Durchmesser vendie Bedingung (16) annahernd
erfullt, so liefert die erweiterte staggered IntervalltAmetik Gber einen
sehr grofl3en Zahlenbereich EinschlieBungen in hoher Ggkeiti
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5.2.7 Die Funktionenz? und /z

Die Quadrat-Funktioix_interval sqr(const Ix_interval &a); wird mit
Hilfe der Beziehung
sqr (2°" - a.li) = 2% . sqr (a.li)

implementiert, wobei vorhei.li flr eine optimale Genauigkeit so zu skalieren ist, dass
danach gilt: exa = 511. exa = expo_gr(a.li) ;

Die Quadratwurzellx_interval sqrt(const Ix_interval &a); wird
mit
Hilfe der Beziehung

V(2eer - q.li) = 292 . \/a i

implementiert, wobei vorhei.li flr eine optimale Genauigkeit so zu skalieren ist, dass
danach gilt: exa = 1024. Bei dieser Skalierung ist zusatzlich darauf zu achtens das
a.ex durch 2 teilbar ist. Bei einer maximalen Prazisistagprec = 30 kann+/a.li

mit hochstens30 - 16 = 480 korrekten Dezimalstellen berechnet werden, so dass die
Quadratwurzel auch in der Klasbke interval nicht genauer eingeschlossen werden
kann. Ein Test beider Funktionen erfolgt mit Hilfe der bekizm Beziehung

Va2 = |z, mit 2= —4.107100
Das folgende C-XSC Programm

/[ Programm Ix_test5.cpp, Test der Funktionen:
Il sqgr(...) und sqrt(...).

#include <iostream> /I Wegen cout
#include "Ix_interval.hpp"
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 19;
Ix_interval X,Y;

X = Ix_interval(-40000,"[-3.1,-3.1]");
Y = sart( sar(X) );

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;
cout << Y = " << Y << end|

liefert mit Y eine garantierte EinschlieBung vonz| = 4 - 107190 mit 301 korrekten
Dezimalziffern, d.h. eine nahezu optimale Einschliel3ung.
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Die Quadratwurzelfunktion kann mit der maximalen Prazistagprec = 30 ange-
wandt werden. Dazu darf man jedoch nicht die dezimale Eiagaibdem Konstruktor

Ix_interval(int p, const string& s);

waéhlen, wobeip der Zehner-Exponent ist, da dann wegen der internen |bgairit
schen Umrechnung auf die Basis 2 Uberschatzungen schonetaeh300 Dezimal-
stellen auftreten. Im nachfolgenden Programm muss mameial den Konstruktor
benutzen, bei dem der Zweier-Exponenten -7654321 einmmgéi. Das Programm
Ix_test5a.cpp berechnet furz = 277954321 . [4.1 . 10%3% 4.1 . 1073%] eine ga-
rantierte EinschlieRung voviz2 mit maximal 510 korrekten Dezimalstellen.

/I Programm Ix_testSa.cpp, Test der Funktionen:
/I sqr(...) und sqrt(...).

#include <iostream>
#include "Ix_interval.hpp"
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 30;
|_interval X;
string s;

Ix_interval X,Y;

string("'[4.1e300,4.1e300]") >> x;
X = Ix_interval(-7654321,x);

Y = sqgrt( sqr(X) );

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16 = stagprec)
<< Scientific;

cout << Y = " << Y << endl; // Dezimale Ausgabe

s << Y; [/l Zur Ausgabe in maximaler Genauigkeit

cout << "string s = " << s << endl;

}

Die Ausgabe der Einschliel3ung erfolgt in maximaler Genlaitgiber den String und
in wirklich lesbarer dezimaler Form in geringerer Genaeighknit dem IntervallY:

Va2 € 2779383411 026067 ... 2499 . ..999505, 1.026067 . .. 2500 . .. 000495] - 10'%*,

510 korrekt‘e,Dez.-Ziffern
Va2 e Y = 1072309880 . [9 4850958065 . . . 5059670098, 2.4850958065 . . . 5059670206].

~
299 korrekte Dez.-Ziffern

Nur wenn der Eingabewert= [4.1 - 1073% 4.1 - 1073%] mit dem Zweier-Exponenten 0
vorliegt, liefert auch der string eine lesbare EinschlieBung in maximaler Genauigkeit!
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5.2.8 Die Funktionz™

Die Potenzfunktion Ix_interval power(const Ix_interval &a, int
n);
ist fir n € Z mit Hilfe des nahezu optimalen Algorithmus von A.M. Legendi798)
implementiert. Da neben integer-Operationen nur Mukgtiionen und Divisionen mit
Ix_interval -Operanden auftreten, kann mit der maximalen Prazisiagprec =
39 gerechnet werden. Als Anwendung ist der Ausdruck

(10300 + 1)2000001

_ _ 10300
(18) Y= (10300 4 1)2000000 =10 +1

rechts in (18) mit Hilfe der Potenz-Funktion einzuschlie/i@as nachfolgende Programm

/[ Programm Ix_test6.cpp, Test der Funktion:
Il Ix_interval power(const Ix_interval &, int);
#include <iostream> /I Wegen cout
#include "Ix_interval.hpp"

#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;

using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39; /I Maximale Prazision
|_interval Xx,y;
IX_interval X;

string("[1e300,1e300]") >> x; // x: Punkt-Intervall
X = Ix_interval(x) + 1; /I X: Punkt-Intervall

y = power(X,2000001) / power(X,2000000);
cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec)

<< Scientific;
cout << "y = " << y << endl;

liefert mity eine EinschlieRung vor0*3% + 1 mit 471 korrekten Dezimalstellen.

Hinweise
1. Wahrend in der Klasseinterval bereits die Berechnung van0™% + 1)2
zum Uberlauf fihrt, kann der Bruch in (18) mit déc interval power-

Funktion in hoher Genauigkeit eingeschlossen werden.

2. Schreibt man das Progranim test6.cpp so um, dasg definiert wird durch

(10300 + 1)2000001
(10300 + 2)2000000 ’
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so lieferty eine EinschlieBung vommit 470 korrekten Dezimalstellen.
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5.2.9 Die Funktione®

Ein Nachteil der Exponentialfunktion fir die Typamterval und|_interval ist
der recht kleine Definitionsbereigh| < 709,78... , da sonst die Funktionswerte in
den Uberlaufbereich fallen. In der Kladseinterval kann dieser Definitionsbereich

auf|z| < 1488521882 ganz erheblich erweitert werden, wobei auch die Genauigleei
FunktionswerteinschlieBungen deutlich verbessert wurde

Algorithmus
Der Algorithmus basiert auf der Identitat

_a\ 27
e“f:(e“> C n=0,1,2,3,...

wobei wie folgt vorgegangen wird:

1. Zunéachst wirch so berechnet, dass giltz| - 27" ~ a := 107°. Im Falln < 0 wird
n = 0 gesetzt. Mit dieser Argumentreduktion kanh?™" auch bei einer vorge-
gebenen Prazisiostagprec = 40 noch sehr effektiv mit einem abgebrochenen
Taylorpolynom approximiert werden. Es ist zu beachtens ahs Multiplikation
des Argumentintervalls mit 27" in der Klassdx_interval mit der Funktion
times2pown(x,-n) rundungsfehlerfrei und sehr schnell erfolgt.

2. Zur Ergebnisanpassung ist dann nach= ¢*2™" mit 2" zu potenzieren. Mit der
folgenden Schleife

for (int k=1; k<=n; k++)
u = sqr(u);
kann dies im Gegensatz zpower (u, 2")-Funktion sehr effektiv realisiert werden.

Der absolute Approximationsfehlérwird mit Hilfe der geometrischen Reihe wie folgt
abgeschatzt:
1 2

e _q1.% T —
e —1+1!+2!+...—P00(x), z € R,
. A N
e %1+i+§+---+m:PN(x)
o Tk |l,|N+1 e xk_N_l-(N—Fl)!
B = IPe(e) = Pv@) = | 32 )=y | 2 g
k=N+1 k=N+1
|{L’|N+1 00 l’n(N+1)' |IL’|N+1 1 | ‘<1
N+ [=m+N+DI| = N+ 1—[af

Bedeutet jetzf” = z - 2" das reduzierte Argumentintervall, mie T und|T| = R < 1,
so gilt fir den absoluten Approximationsfehler

RN+1 1

|Pso(t) — Pn(t)| < (N+1) 1-R

<S5, WVteT.
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Im n&chsten Schritt wird der Polynomgratbestimmt. Wege®y (¢) ~ 1 sollte bei einer
gewahlten Prazisiop = stagprec der absolute Fehler betragsmal3ig nicht grof3er sein
als1-275%?, Wir verlangen daher:

RN+1 1

. —53p
(N +1)! 1—R—2 '

Wegen|T| = R < 1 kann dies noch vereinfacht werden zu

RN—l—l 3
—99p
B 1)!<2 , bzw.

(19) (N+1)-In(R) —In(N +1)! < —=53p - In(2).

Um die Berechnung vom(R) zu vermeiden, schreibt man= A-2™, m € Z, wobei fur
die MantisseV/ gilt 0.5 < M < 1. Die Ungleichung (19) kann damit weiter vereinfacht
werden zu

(N+1)-m-In(2) —In(N +1)! < =53p-In(2).

Mit D(N) := (N +1)-m-In(2) — In(N + 1)! und mit
In(N +2)! =In(N + 1)! + In(N +2)
folgt die Rekursionsformel
D(N+1)=D(N)+m-In(2) —In(N+2), N=0,1,2,...
und (19) kann damit wie folgt geschrieben werden
(20) D(N) < —53p - In(2).

Man beginnt mitN = 0, vergrof3ertN schrittweise um 1 und berechnB{ N + 1) mit
Hilfe der Rekursionsformel, bis die Ungleichung (20) difigt. Dadurch wirdN ohne
wesentliche Uberschatzungen berechnet. Speichert maealie-Werteln(N + 2) fir
N =0,1,2,...als Konstanten, so kann die Laufzeit noch wesentlich redtaierden.

Die Auswertung des Polynoni’y (T') erfolgt in bekannter Weise nach dem Horner-
Schema. Bezeichnet man das MaschinenergebniB(it, so gilt Py (T') € P(T'). Mit
der Oberschrankg wird der absolute Approximationsfehléy,(t — Py(t) eingeschlos-
sen durchP,.(t — Py(t) € [-5,+S] und es gilt:

e' eu:=Py(T)&[-S,+95], vteT.

Die garantierte EinschlieRung vai® C u und damitvon e* € u Ve € z erfolgt dann
durch intervallmafige Auswertung dier -Schleife von Seite 44, wobei das Maschi-
nenergebnis dieser Schleife ist.

Abschliel3end noch Anmerkungen zum Laufzeitverhalten.vidithsender Prazision
wachst die Laufzeit etwa quadratisch. Verkleinert mas 10~° z.B. auf10~!!, so wird
die Laufzeit zwar etwas geringer, aber wegen der notwendRygenzierungen mz"
wird die Genauigkeit mit wachsendemdabei etwas reduziert. Testrechnungen haben
ergeben, dass = 10~? ein guter Kompromiss ist.
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Als erste Anwendung wird der sehr groe Funktionsweet 1488521882 mit folgendem
Programm in hoher Genauigkeit eingeschlossen.

/I Programm Ix_test7.cpp, Test der Funktion:
Il Ix_interval exp(const Ix_interval &x);

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using nhamespace std;

int main()

{
stagprec = 40;
|_interval Xx,y;
IX_interval X,Y;
string s;

|_interval(1488521882.0);
Ix_interval(0,x);

X
X
X = adjust(X);

Y

exp(X);

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;

cout << "exp(X) = " << Y << endl;

s <<Y;

cout << "exp(X) = " << s << endl;

Iy =Y,;

Y vom Typlx_interval liefert die Einschliel3ung in dezimaler Form

y = eMI88OI882 y — 1046456838 . 3 506253825318 . . . 48077351349202775 $55- - 10",

425...

~
299 korrekte Dez.-Ziffern

Naturlich kann dieses grol3e Intervall nicht durch ein waéirvom Typ|_interval
eingeschlossen werden. Mit der obigen Anweisyng Y erhalt man daher eine ent-
sprechende Fehlermeldung.

Bei der zweiten Ausgabe Uber den Strigvird die volle Genauigkeit geliefert, mit
der intern die EinschlieBung berechnet wurde:

y = elMB8OBEZ ¢y  2UTSALIG . 9 99837667210223 . .. 77446182629586 505 - 10°7.

457 korrekte Dez.-Ziffern

Bei der ersten Ausgabe im lesbaren Dezimalformat mussitbgasch auf die Basis 10

umgerechnet werden, was mit einem Genauigkeitsverlucfenur bei der Ausgabe,
verbunden ist.
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Das zweite Beispiel zeigt, dass z.B. die Funktipr= ¢~*" nicht extra implementiert
werden muss, sondern mit Hilfe der Exponentialfunktionriche Anweisungen

Ix_interval X,Y; Y = exp( -sqr(X) );
sehr einfach realisiert werden kann.

/[ Programm Ix_test8.cpp, 2. Test der Funktion:
Il Ix_interval exp(const Ix_interval &x);

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 40;
|_interval X;
Ix_interval X,Y;
string s;

x = |_interval(38581);
X = Ix_interval(0,x);

Y = exp(-sqr(X));

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;
cout << Y = " << Y << end|
s << Y;
cout << Y = " << s << end|
}
Y vom Typlx_interval liefert die Einschlie3ung in dezimaler Form:

y = e (8B ¢y — 104644540 | | 985815419687065 . . . 4980749307270 239 - 10°.

299 korrektg Dez.-Ziffern
Bei der zweiten Ausgabe Uber den Strigvird die volle Genauigkeit geliefert, mit
der intern die EinschlieBung berechnet wurde:

y = e~ B8581%) oy — 9= 2THI0 . 9 4935845507781 . ..65459119714718 532 . 10°°7.

457 korrekte Dez.-Ziffern

Bei der ersten Ausgabe im lesbaren Dezimalformat mussitbgasch auf die Basis 10

umgerechnet werden, was mit einem Genauigkeitsverlucfenur bei der Ausgabe,
verbunden ist.
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5.2.10 Die Funktionln(x)

Bei der Berechnung der Logarithmusfunktion mit Ergebmssgam Typl_interval

tritt u.a. das Problem auf, dass in der Nahe der Nullstellee IFFdnktionswerte so klein
werden, dass sie nur noch mit wenigen korrekten Dezimbdsteingeschlossen werden
kénnen. Zur Lésung dieses Problems wird zunachst die diifgion

Ix_interval Lnpl(const Ix_interval &x)

implementiert, die Funktionswerte(1 + =) vom Typ IX_interval , Mitz ~ 0, in
ausreichender Genauigkeit berechnet. Der Algorithmuetiasuf folgender Reihenent-
wicklung:

(21) In(l+2x) = (::2+x, x>-1, |¢|<1.

. <2 . al .
Mit  P(¢) ::;2k+1~(g ¥ und Py(¢ > ,N>0  wird
In(1 + z) approximiert durch
(22) In(l+z)~ (- Pn((), N >0.

Der absolute Approximationsfehléwird definiert durch

[e.e]

5= IPQO-PuQl= 3 o (=Y (e

k:N+12k+1 — 2n+2N +3
> 2 2 1
_ 2\N+1 | (2 < ()N .
(<) ;2n+2]\7+3 ()" = (&) 2N +3 1—¢2

und die letzte Oberschranke kann weiter abgeschétzt welaeh

(C2)N+1
(23) 5= |P(Q) ~ Px(0) < S
denn es gilt
2 1 1 < 1

IN+3 1-C " N+1 ON 13
Die letzte Ungleichung ist bei allen praktischen Anwendemgicher erfillt, denn fir
z.B. |z| ~ 1077 gilt auch|¢| ~ 1077 und wie wir sehen werden, ist dann der maximale
PolynomgradV,,.., = 42, so dass die Oberschrankg(2N + 3) nicht kleiner werden
kann alsl /(2N,0e + 3) = 1.14 ... - 1072, d.h. sie ist sicher groRRer al& ~ 1074,

Wir betrachten jetzt ein Intervadl, mit° |z| < 1. Mit R := |z/(2 + z)| = || gilt
dann fir den absoluten Fehler die Abschatzung
R2N+2 T

=A, V(e(:=

(24) 0= IP(Q) = Pn(Ol = 7 2+

10 —
2] := max{{r]}
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Als nachstes wird fur die Approximation in (22) der geeigneblynomgradVv bestimmt.
Fir [¢] < 1gilt: P(¢) =~ Py(¢) = 2, und bei einer vorgegebenen Prézisjpn=
StagPrec(x)  sollte der absolute Approximationsfehledie GroRenordnung!—>37
besitzen. Nach (24) verlangen wir daher

R2N+2 1-53 2N+2 1-53
2 =2 7P =(N+1)-27P,
(25) N1 <~ R (N+1)
Zur Berechnung votV muss die rechte Seite in (25) noch weiter vereinfacht wensn
xi = li_part(x); ex = expo_gr(xi) gilt zunachst

2| A 20 Fexel@ — om  d.h. m = ex + expo(x).
Weiter gilt: R ~ |z|/2 = 2™! und das ergibt
2(m—1)-(2N+2) _ (N + 1) 3 21—53-]07
und wegen(N + 1) = 2"°52(N+1) folgt weiter

(m—1)-(2N+2) =logs(N+1)+1—-53-p
53-p—1—10g2(N+1)’ .

2N 4+ 2=
1-m

Die Bedingungm # 1 ist dabei wegen der Forderumg| < 1 sicher erfullt. Fur den
Bereich 0 < N <42 gilt 0 <logy(N + 1) < 5.43, so dass fup > 2

53-p—1—1logy(N+1)~5b3-p—4
zur Berechnung voV eine gute Naherung ist. Wir erhalten damit

53-p—4 53-p—4
p N 93P

— < — — 1.
1—-m 2-(1—=m)

2N 42 =
Um N > 0 zu gewdhrleisten, wirdV noch um 1 vergréRert, und wir erhalten damit zur
Berechnung des Polynomgrad€die sehr einfache Formel:

53-p—4
2-(1—m)’

Die C-XSC Funktiorexpo(z) liefert dabei den Zweier-Exponentenex des Intervalls
x vom Typlx_interval

Bei der Auswertung des Nennegs: (1 —m) in (26) kann es zum integer-Overflow
kommen, wennz| hinreichend klein bzw—m hinreichend grof3 ist. Diesen Overflow
kann man vermeiden, wenn im Fall- (1 —m) > 53 - p — 4 der PolynomgradV = 0
gesetzt wird.

Da bei der Auswertung voR- (1 — m) der besagte Overflow auftreten kann, muss die
letzte Bedingun@ - (1 — m) > 53 - p — 4 weiter umgeformt werden. Es gilt

(26) N = m = ex + expo(z), N >0.

2-1—=m)>5b3-p—4 <<= 2m<6-53-p bzw.

53 -
2-(ex+expo(z)) <6—-53-p <=  expo(zr)<3— Tp —ex.
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Die letzte Ungleichung ist nun sicher erfullt, wenn gilt:
(27) expo(x) <3 —27-p— ex.

Ist daher (27) erfiillt, so wirdV = 0 gesetzt, sonst wirdV nach (26) berechnet, wobei
dann kein integer-Overflow mehr auftreten kann.

Wir kommen jetzt zur Auswertung der Schrankedes absoluten Approximations-
fehlers in (24), wobelV = 0 gesondert zu behandeln ist. In diesem Fall&il= R?, und
jetzt kann bei der Auswertung va®’ ein integer-Overflow entstehen, den es zu vermei-
den gilt. Wir formulieren zunachst den folgenden Satz zu Angung der Funktion

Ix_interval sqgr(const Ix_interval& Xx);

Sei Ix_interval x; |_interval y(li_part(x)); ex =
expo_gr(y);
dann wird unter der Voraussetzungz + expo(z) > —1073741313 sqr(x) ohne
integer-Overflow berechnet.

Esgiltt R~ |z|/2~ 2(c*~D+expol@  ynd nach obigem Satz wird bei der Berech-
nung vonRk? ein integer-Overflow vermieden, wenn gilt:

(ex — 1) 4+ expo(x) > —1073741313 <=  expo(x) > —1073741312 — ex.

Die SchrankeA des absoluten Approximationsfehlérs= |P(¢) — Py(¢)| wird daher
wie folgt definiert:

R, expo(z) > —1073741312 — ex, N =0,
(28) A= R expo(z) < —1073741312 — ez, N =0,

R2N+2

N+1’ Nzl

In (28) kbnnen jetzt die rechten Seiten ohne integer-Owerdlosgewertet werden. In der
zweiten Zeile ist die gewéhlte Schrank® = R sicher grol3er als der eigentliche Wert
A = R?. Die FunktionLnpi(...) ist implementiert durch:

Ix_interval Lnpl(const Ix_interval &x)
throw(ERROR_LINTERVAIx_STD_FKT_OUT_OF_DEF)
/I Calculating an inclusion of In(1+x);
{
Ix_interval res(0),z2,zeta,Ri;
|_interval xli;
int m,N,ex,p,expox;

p = StagPrec(x); xli = li_part(x);
ex = expo_gr(xl);
if (ex>-100000) // x <> 0O
{
expox = expo(x);
if (expox<0)
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if (expox+2147482626 < -ex) // zeta calculation
/I with int-Overflow!
cxscthrow(ERROR_LINTERVAIx_STD FKT_OUT_OF DEF(
"Ix_interval Lnpl(const Ix_interval &)");
if (expox < 3-27 *p-ex) N = 0;
else
{
m = ex + expox; // m = ex + expo(X);
N = (33+*p-4)/(2 *(1-m));
}
/I N: Polynomial degree, 0<=N<=42;

zeta = x [ (2+x); /I int-Overflow impossible!
Ri = Ix_interval( Sup(abs(zeta)) );
if (N==0)
{
res = Ix_interval(2.0);
if (expox >= -1073741312-ex)
Ri = sqr(Ri); // Without int-Overflow!

}
else // N >= 1:
{
z2 = sqr(zeta); // z2 = zeta"2
/I Evaluating the polynomial:
res = Ix_interval(2.0) / (2 *N+1); // res = a_(N)
for (int i=N-1; i>=0; --i)
res = res *=z2 + Ix_interval(2)/(2 *+1);
/[ Calculating the absolute approximation error:
Ri = sgr(Ri); Ri = power(Ri,N+1)/(N+1);
}

/I Implementing the approximation error:
res += Ix_interval(Ix_real(0),Sup(Ri));
res *= zeta;

} I x <> 0

return res;
} // Lnpl(...)

Hinweise

1. Es ist zu beachten, dass nach Definition des abs. Apprtiginséehlers) in (23)
die Addition seiner Oberschranke\ vor der Multiplikation mit¢ zu erfolgen hat.

2. WegenPy(¢) < P(¢) wird der absolute Approximationsfehler nicht durch
Ix_interval(-Sup(Ri),+Sup(Ri)) , sondern mit einer sehr viel geringe-
ren Uberschatzung durch Ix_interval(Ix_real(0),Sup(Ri))
eingeschlossen.

1m Quelltext gilt: A := Sup(Ri) .
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Im 1. Beispielwird fur z = 271%™ ¢ §(2,53) mit Hilfe der FunktionLnp1(...)  eine
garantierte Einschlie3ung von

y=1In(1+xz)~27""=49406 ... - 1073
in hoher Genauigkeit berechnet. Die Anweisungen:

stagprec = 39;
|_interval x(comp(0.5,-1073)); Ix_interval X(0,x),Y;
Y = Lnpl( X );

liefern mitY die gewuinschte Einschliel3ung

In(1+2) €Y =2"20%.22471164185778 ... 58984375000 ... 000 goo- - 10307,

P
477 Dez.-Ziffern

mit 477 korrekten Dezimalziffern. Schliel3t marjedoch durch ein Intervailt vom Typ
|_interval ein, so erhalt man mit = [0,9.881312 ... - 1073%!] eine nur sehr grobe
und damit praktisch unbrauchbare EinschlieRung des Famddiertes = In(1 + x).

Im 2. Beispielwird fir z = 10762345678 /3 mit der FunktiorLnp1(...)  eine garantierte
EinschlieBung von

y = ln(l + JJ) ~ 10—623456789/3
in hoher Genauigkeit berechnet. Die Anweisungen:

stagprec = 20;
Ix_interval X,Y;
X = Ix_interval(-623456789,"[1,1]")/3;
Y = Lnpl( X );

liefern mitY die gewiinschte Einschliel3ung:

In(1+ ) € Y = 10702346790 . 3 333333333333 .. . 3333333333 {82 - 10°.

~
300 korrekten Dez.-Ziffern

mit 300 korrekten Dezimalziffern. Schliel3t man jetzt dehrskleinen Funktionswert

y ~ 10762315678 /3 mit einem Intervally vom Typ |_interval ein, so erhalt man
mity = [0,4.94065 ... - 1073** eine sehr grobe und véllig unbrauchbare EinschlieBung
des Funktionswerteg= In(1 + ).

Mit Hilfe der Lnp1 -Funktion kann jetzt die Logarithmus-Funktion
Ix_interval In(const Ix_interval &x);

implementiert werden. Gilt zunéchst~ 1, d.h.|x — 1| < 1077, so wirdIn(x) einge-
schlossen durch: In(x) C Lnpl (x &1). Im Fall|x — 1| > 10~7 geht man aus von der
ldentitat

In(z) = In((z-27")-2"), z€R, nez,
In(t) +n-In(2); t:=x-27"€R.
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Beim ersten reduzierten Argument x - 2= wird n so gewahlt, dass~ 1 mdglichst
gut erfullt ist, umin(¢) mit Hilfe derLnp1() -Funktion moglichst effektiv auswerten zu
konnen. Im Fallh < 0 wird n = 0 undt = z gesetzt. Zu beachten ist, dass z - 27" in
der Klasséx_interval intervallmanRig sehr schnell und rundungsfehlerfrei benet
werden kann.

Umt =~ 1 weiter zu verbessern, benutzt man

In(t) = 2* - In (ﬂ) . omit Jim =1,

d.h. fur hinreichend grof3és € N liegt dann das zweite reduzierte Argumeni= A/t
hinreichend dicht bei 1. Fur z.B. = 22 ware die Berechnung von sehr aufwendig,
wennwu mit Hilfe einer 2*-ten Wurzel berechnet werden sollte. Sehr viel effektiggr i
jedoch die folgende Schleife

u=r=t,;
for (int j=1; j<=22; j++)
u = sqrt(u);

die mit dem letzter den Wert3/# ~ u sehr gut approximiert.

Zur Berechnung vor: wird zunachst der Zweier-Exponemtvonxz = M - 2™, mit
0.5 < M < 1 berechnet. Wahlt man damn:= m, so giltt = M. Setzt mant = 1 — ¢,
so erhalt ma® < ¢ < 0.5 und damit in guter N&herung

u= Nt= 2\’71—5%1—%.

Um mitu = 1+ 6 die Funktionln(u) = In(1 + §) effektiv auswerten zu kénnen, verlangt
man z.B.

£ <100 = e<2.107°

ok
In(e) 4+ 6 - In(10)
— k> n(2) )

Fire < 1 wird der obige Bruch negativ und soniit= 0 gesetzt, d.h. die 2. Argument-
reduktionu = /% entfallt. Im Fallk > 1 gilt

(29) In(z)=n-In2)+2" -In(u), t=2-27", u= 2%, kE=1,2,3,...

undln(u) = In(1 + (v — 1)). UmIn(x) einzuschlieen, muss die rechte Seite von (29)
intervallméRig ausgewertet werden:

In(z) € ne<In(2)> ¢2"oLnpl(uol), Vo € X.

<In(2) > bedeutet dabei eine garantierte EinschlieRunglu) in hoher Genauigkeit
und wird realisiert durch die C-XSC Intervallkonstahie? _|x_interval() . uist
das Ergebnis der intervallmafig ausgewertéten-Schleife, wobei vor dieser Schleife
t € R durchx ¢ 27" zu ersetzen ist. Die Multiplikation mit* erfolgt rundungsfehlerfrei
und sehr effektiv mit Hilfe der Funktiotimes2pown(...)
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Im 1. Beispielwird fir = =1+ 2719 der Funktionswerty = In(x) mit folgendem
Programm in hoher Genauigkeit eingeschlossen:

/[ Programm Ix_test9.cpp, Test der Funktion:
Il Ix_interval In(const Ix_interval &x);

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
|_interval X,y;
Ix_interval X,Y;
string s;

X = | interval(1) + minreal,
X = Ix_interval(0,x);

Y = In( X);
cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;
cout << Y =" << Y << endl;
y =Y,
cout << "y = " << y << endl;
s <<Y;
cout << "Y = " << s << endl;
}
Das Programm liefert miY vom TypIx_interval die gewiinschte Einschlieung

In(z) € Y =10"%2*. 4.9406564584124654417 . .. 238565591171026658 57\ - 10°

401... °
~
297 Dez.-Ziffern

mit 297 korrekten Dezimalziffern. Im Gegensatz dazu ennélh mit dem Intervaly vom
Typ |_interval die sehr grobe EinschlieRungi(z) € y = [0,9.881312...-1073%].
Wahlt man stagprec = 39 und gibt manY mit der Anweisung s << Y; Uber
den Strings aus, so erkennt man, dagsntern sogar mit 477 korrekten Dezimalstellen
berechnet wird. Bei der obigen lesbaren dezimalen Ausgaib® kdnnen jedoch wegen
notwendiger logarithmischer Umrechnungen nur 297 Deztalién angegeben werden,
was in der Praxis meist vollig ausreichend ist.
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Im 2. Beispielliefert das gleiche Programm nstagprec = 39 und der Anweisung
x = |_interval(2); fir y = In(2) die EinschlieBung in dezimaler Form:

In(2) € Y=10""-(6.931471805599453 . . . 391578149520437404 533 . 10°)

301 korrekte Dez.-Ziffern

mit jeweils 301 korrekten Dezimalziffern. Gibt man jedo¢hiber den String aus, so
kann man eine interne Genauigkeit von 472 korrekten Dezi@igdn ablesen.

Im 3. Beispielwird fur z = 1 + 107°%°/3 der Funktionswerty = In(x) mit folgendem
Programm eingeschlossen.

/[ Programm Ix_test10.cpp;
#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 19;
Ix_interval Y;

Y = In( 1+Ix_interval(-500,"[1,1]")/3 );

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;
cout << Y = " << Y << end|
}
Das Programm liefert miY vom TypIx_interval die folgende Einschlief3ung

In(z) € Y=10""""3.3333333333333333 . . . 3333333333333 595 - 10"
128 De?.-Ziffern

mit nur 128 korrekten Dezimalziffern, da(z) Uber die Beziehung
In(z) =In(1+(x—1)) e Lnpl(z 1)

berechnet wird und bei der Auswertung des Argumentsl wegenz ~ [1, 1] mit ent-
sprechender Ausléschung zu rechnen ist. Mit der neuen Aungi

Y = In( 1+Ix_interval(-628;"[1,1]")/3 )
wird diese Ausloschung weiter verstarkt und man erhalt
In(z) € Y =10"7.[3.1001177993. . .,3.5178641694347] - 10°

mit nur noch einer einzigen korrekten Dezimalziffer. Lielgis nicht darstellbare noch
dichter bei 1, so sollte die folgende Funktibiil + =) zur Anwendung kommen.
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5.2.11 Die FunktionIn(1 + z)

Mit Hilfe der Lnp1(...)  -Funktion, vgl. Seite 48, ist die Implementierung der Fimrkt
Ix_interval Inpl(const Ix_interval &x);

zur EinschlieBung der Funktionswegte= In(1 + 2) denkbar einfach:

Ix_interval Inpl(const Ix_interval &x)
{
const real r = le-7;
int stagsave = stagprec,
stagmax 39;
if (stagprec>stagmax) stagprec = stagmax;
Ix_interval res;

res = (Inf(x)>-r && Sup(x)<r)? Lnpl(x) : In(1.0+x);

stagprec = stagsave;
res = adjust(res);

return res;

}

Im 1. Beispielwird mit x = 107939 /3 flir den Funktionswernj = In(1+x) eine garantierte
EinschlieBung in hoher Genauigkeit berechnet. Das nagériole Programm

/[ Programm Ix_testll.cpp: Zum Test der
/I Funktion In(1+x).

#include <iostream> /I Wegen cout
#include "Ix_interval.hpp"
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 19;
IX_interval Y;

Y = Inpl( Ix_interval(-630,"[1,1]")/3 );
cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec)

<< Scientific;
cout << "Y =" << Y << endl;
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liefert mitY die Einschliel3ung

In(1+42) € Y=10"%".3.3333333333333333 . . . 3333333333333 154~ - 10°
300 korrekt;zr Dez.-Ziffern

mit 300 korrekten Dezimalziffern.

Im 2. Beispielwird eine garantierte EinschlieBung von= (1 + 1075°°)1°" berechnet.
Benutzt wird die ldentitat

y = (14 107600)10 = 107 In(1+107%%)

und mit den neuen Anweisungen

Y = Ix_interval(600,"[1,1]"); // 107600;
Y = exp(Y * Inpl( Ix_interval(-600,"[1,1]") ));

liefert das obige Programm die Einschliel3ung

10600

y = (141075010 ¢y — 101 . 2.7182818284500452 . . . 753907774 30019~ . 10

~
294 korrekte Dez.-Ziffern

mit 294 korrekten Dezimalziffern. Es ist zu beachten, daten10+%%° auch10-5% nicht
exakt darstellbar ist und mit dem Konstrukborinterval(-600,"[1,1]") durch

ein echtes Intervall eingeschlossen wird. Selbst wenn raherddie obige Einschliel3ung
vony mit der gréReren Prazisimtagprec = 39 berechnet, so kann man keine gré3ere
Genauigkeit erwarten. Tatsachlich erhalt man bei dies&ision auchur eine interne
Genauigkeit von 299 korrekten Dezimalziffern. Zu beachgererner, dass die Berech-
nung vony mit Mathematica wegen Overflow scheitert und daher nur gelingt, wenn
das Argument: der Exponentialfunktion zundchst separat ausgewerteetstddanach
Exp[a] berechnet wird, a := 105 .1In(1 + 107%%9) ~ 1.
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5.2.12 Die Funktionz¥
Die C-XSC Funktion

Ix_interval pow(const Ix_interval &x, const Ix_interval & y)

ist ganz analog zur gleichnamigen Funktion der Kldssgerval implementiert, so
dass der Algorithmus hier nicht ausfuhrlich diskutiert @er muss.

Gilt y € Z und|y| < 2147483647, so kommt die Funktiopower(x,n)  von Seite
42 zur Anwendung, andernfalls wird folgende Identitat kietu

g¥ = ev@ - nf (z) > 0.

Wegen des grof3en Definitionsbereiches der benutzten Expalfienktionexp (z), mit
|x| < 1488521882, vgl. Seite 44, wird auch die Potenzfunktipow(x,y) nur in ganz
extremen Ausnahmeféllen einen Overflow liefern.

Im 1. Beispielwird mit dem folgenden Programm eine garantierte EinsBhiig der
Potenzy = 1.1201000000 herechnet.

/[ Programm Ix_testl2.cpp zum Test der
I/l Potenzfunktion pow(x,y):

#include <iostream>
#include "Ix_interval.hpp"
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using hamespace std;

int main()

{
stagprec = 20;
Ix_interval X,E,Y;

X = Ix_interval(0,"[1.1,1.1]");

E = Ix_interval(8,"[2.01,2.01]");

Y = pow(X,E);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;

cout << Y = " << Y << end|

}

Das obige Programm liefert mit dem Interva&ltie gewtinschte Einschliel3ung:

y = 11201000000 ¢y — 18319928 . 5 99586256931927 . .. 5628903152655110 553 - 10,
292 korrekt‘e,Dez.-Ziffern
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Im 2. Beispielwird mit dem folgenden Programm die Identitat

5 nql/n 5
{(5) } =3 = 1.6666..., mit n = 1071000000

Uberpruft.

/[ Programm Ix_testl3.cpp zum Test der
/I Potenzfunktion pow(x,y):

#include <iostream> /I Wegen cout
#include "Ix_interval.hpp"
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 20;
Ix_interval X,N,Y;

Ix_interval(0,"[5,5]")/3;
Ix_interval(0,"[1.071e9,1.071e9]");
pow(X,N); /I (5/3)"(1071000000) < Y
pow(Y,1/N); // 5/13 < Y;

<< ZX

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;
cout << Y = " << Y << end|

}

Das obige Programm liefert mit dem Intervéltie folgende Einschliel3ung

5
SEY= 107" - 1.666666666666 . . . 6666666666666 532 - 10*.

302 korrekte Dez.-Ziffern

mit 302 korrekten Dezimalziffern.
In der folgenderUbungsaufgabewird die bekannte Potenzregel benutzt:

(a-b)Y=a’-b, a,b>0,yeR.

Wahlen Siex = 2.1 undb = 1/2.1 und schreiben Sie ein Programm, das(fir b)Y und
a¥ - b¥ mit y = 50000.1 EinschlielBungen berechnet und zeigen Sie, dass dies sghr en
EinschlieBungen von 1.0 sind. Uberlegen Sie vorher, welthtervall die 1 am engsten
einschlielRen wird.

Beachten Sie, dass mit der Potenzfunktion garantiertecBlieRungen von/z, n =
3,4,5,...z.B. furz = 5.12 - 102°°9% problemlos in hoher Genauigkeit berechnet werden
kénnen.
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5.2.13 Die Funktion(1 + x)¥
Die C-XSC Funktion

Ix_interval xpl pow_y(const Ix_interval&x, const Ix_int erval&y);

berechnet eine EinschlieBung der Funktionswerte
flz)=(14+=2z)Y, Inf (1+z)>0.

Der Algorithmus benutzt die Identitatf (v) = (1 + x)¥ = ev™(+2) " wobei die Funk-
tionswerteln(1 + =) mit Hilfe der C-XSC Funktionnp1(x) eingeschlossen werden.

Im 1. Beispielwird eine garantierte Einschlie3ung von
(1 - 10~600000000)10FERENI0 o o — 9 71828182845 . . .

berechnet. Das folgende Programm

/[ Programm Ix_testl14.cpp;
/[ Zum Test der Funktion (1+x)"y;

#include <iostream> /I Wegen cout
#include "Ix_interval.hpp"
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 20;
Ix_interval X,Y,A;

X = Ix_interval(-600000000,"[1,1]");

Y = Ix_interval(+600000000,"[1,1]";

A = xpl_pow_y(X,)Y);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;

cout << "A = " << A << end|;

}

liefert mit A die gewiinschte garantierte Einschliel3ung:

(1 - 10600000000 10FEWENRE o A — 10=1. 9 718281828459 . .. 0777449920 736 . 10"
299 korrekt‘e, Dez.-Ziffern

Vergleichen Sie dazu auch das Beispiel von Seite 57. VeesuSie, die obige Potenz mit
dem Algebra-SysterMathematicazu berechnen!
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5.2.14 Die Funktione® — 1
Die C-XSC Funktion
Ix_interval expml(const Ix_interval &x);
berechnet eine Einschliel3ung der Funktionswerte
flz)=¢e"—1.

Furxz — 0 wird die Taylorreihe

oo k
X
¢ —l=z-Y ———=u P().
2 (k+1)!

benutzt, die zunachst in der C-XSC Funktiexpm1(...)  realisiert wird. Mit

N gk 1+93+9:2+x3+
k+1)! 276

PN(ZE) =
k=0

wird der Betrag des absoluten Approximationsfefdler, N') definiert und abgeschétzt
durch

e M| = Pole) - el =| 3 i
LM (N (N2
- '<N+2> {1 EEE R i “H
xN-i—l . ) xN-i—l 1
< ('N‘T [ faft + [+ ) = ]'V‘+2)!-1_|x‘, 2] < 1.

Wir betrachten jetzt ein Intervall, mit!? |z| < 1. Mit R := |z| gilt dann flr den Betrag
des absoluten Fehlef$x, N) die Abschatzung

RN+1 1
Wir kommen jetzt zur Berechnung des geeigneten Polynonegrsidwenn das Intervall
z und die mitp bezeichnete Prazision varvorgegeben sind. Wegey (z) ~ 1 sollte
bei gegebener Prazisigndie SchrankeA des absoluten Approximationsfehlers kleiner
bleiben alsl - 27537;

(J?-V:;) 1—13 <27, R=lal <1
Wegen|z| < 1 kann dies weiter vereinfacht werden zu
RN+1
(31) ) <27 R=lz| <1,

12 —
2] := max{{r]}
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wobei der linke Term in (31) monoton fallend i¥ ist. Da2=°3? schon fiirp = 21 in
S(2,53) nicht mehr darstellbar ist, muss die Berechnung Xonach (31) logarithmisch
erfolgen:

(N+1)-In(R) —In (N +2)! < —53-p-In(2).

Mit R = |z|, ex = expo_gr(x), expo(x) = x.ex gilt: R ~ 2¢7+ex°() = 2™ ynd damit

(32) (N+1)-m-In(2) —In (N +2)! < =53-p-1In(2).

Mit der Bezeichnun@(N) := (N + 1) - m - In(2) — In (N + 2)! und mit der Beziehung
In(N+1)!=In Nl'+In(N+1), N=0,1,2,...

erhalt man die Rekursionsformel

(33) D(N+1)=D(N)+m-In(2) —In(N+3), N=0,1,2,3,...

die sehr einfach auszuwerten ist, wenn die Werté/ + 3) zusatzlich als einfachreal -
Konstanten gespeichert werden. Nach (32) lautet damit ddéri§jung zur Bestimmung
des Polynomgrady’:

(34) D(N) < =53-p-1n(2).

Man startet mitN"- = 0 und vergroRRertV schrittweise um 1, bis (34) erfillt ist. Damit
erhalt man einen Polynomgrad, der praktisch ohne Uberaghéén berechnet wird und
damit auch die Laufzeit bei der Horner-Auswertung voy(z) optimiert.

Zur Berechnung einer garantierten Oberschranke des aesdohpproximationsfeh-
lers ist nach (30 intervallmafig auszuwerten und vom entsprechenden kitans-
druck die Oberschranké& zu bilden. Bezeichnen wir miPy(z) den auf der Maschine
intervallmaRig ausgewerteten Polynomausdrigkz), so gilt:

PN(JJ) c PN(m) und POO(JJ) c PN(m) <+>[—S, +S] Vr € x.
Die EinschlieBung der Funktionswertér) = e* — 1 wird daher realisiert durch:

e” — 1€ expml(z) := {"’@(PN(”?) &[=8,+5]), Veex, |z[<107,

exp (z) o1, Veex, |z|>107".
FUr z =1[9.9999 - 107,9.9999 - 10~%] und mit der Prézisiorp = 40 bendtigt man den
maximalen Polynomgrady,,.... = 75. Dieser lasst sich zwar verkleinern, wenn die Grenze
107 ebenfalls, z.B. aufl0~® mit N = 68, verkleinert wird, aber wegen wachsender
Ausléschungseffekte geht bei der Auswertung eap (z) © 1 zunehmend Genauigkeit
verloren, so dass die Wahl der Grerize” einen guten Kompromiss darstellt. Beachten
Sie bitte, dass wegen der intervallmaRigen Auswertung Mof) die EinschlieBung
Py (z) € Py(x) automatisch erfillt ist und damit die Berechnung eines Aarsstehlers
UberflUssig ist.
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Im 1. Beispielwird fur das Punktintervalt = [27123456789 9=123456789] mit der Prazision
stagprec = 40 eine EinschlieBung von = e* — 1 berechnet. Das folgende Programm

/[ Programm Ix_test16.cpp;
/I Zum Test der Funktion e”x - 1;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 40;
IX_interval X,Y;
string s;

X = Ix_interval(-123456789,|_interval(1.0));
Y =

expm1(X);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;

s << Y;

cout << "expml(X) = " << s << endl;

}

liefert mit der Zeichenketts fur den Funktionswert” — 1 die folgende Einschlie3ung

e — 1€ 27123457809 11 19355, ..7599...999505, 1.12355 . ..7600 . ..000494] - 1037,

~
631 korrekte Dez.-Ziffern

mit 631 von maximal308 + 324 = 632 moglichen korrekten Dezimalziffern. Das
Beispiel ist zwar rein akademisch, zeigt jedoch die intemaimale Genauigkeit bei
der EinschlieBung vor® — 1. Zu beachten ist dabei, dass das obige Punktintervall
x = [27123456789 [—123456789] in der Klassdx_interval exakt darstellbar ist. Wahlt
man jedoch ein leicht aufgeblahtes Interwglso kann die Genauigkeit der Einschlie3ung
vone® — 1 = «x natlrlich nicht gro3er sein als die varselbst!

Im 2. Beispielwird die Identitét
(35) (" —1)+1]-e*=1

mit dem sehr kleinen Wert = 10~2345678% getestet. Dabei wird die linke Seite in (35)
intervallmanig mit der Préazisiostagprec = 19 ausgewertet, so dass eine Einschlie-
Bung von 1 berechnet wird, die méglichst eng sein sollte félgende C-XSC Programm
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/[ Programm Ix_test17.cpp;
/I Zum Test der Funktion e”x - 1;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 19;
Ix_interval X,Y;

X = Ix_interval(-234567890,"[1,1]");
Y = (expml(X) + 1.0) *exp(-X);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;
cout << "1 enthalten in: " << Y << endl;

}

liefert mit Y die gewilinschte EinschlieBung

1eY=10""-19.999999...9999999038 . .., 1.000000...00000103. .. - 10']

3
302 korrekte Dez.-Ziffern

mit 302 korrekten Dezimalziffern. Beachten Sie bitte, d&ggtzt kein Punktintervall

ist, da10~2345678% gls Objekt der Klassk_interval nicht exakt darstellbar ist. Im
Gegensatz zur Klasgeinterval fallt jetzt die EinschlieBung voef — 1 nichtin den
Unterlaufbereich und wird in der Klasée interval mit Hilfe der C-XSC Funktion

expml1(X) in hoher Genauigkeit berechnet.
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5.2.15 Die Funktionsi n( x)
Die C-XSC Funktion

Ix_interval sin(const Ix_interval &x);

berechnet miy = sin(x) eine garantierte EinschlieBung aller Funktionswerte
f(z) =sin(z) €y, VzeXx.

Fur die Auswertung auf dem Rechner benutzt mar2di®eriodizitat

(36) sin(z) = sin(x —m - 2mw), m € Z,

und mit3 m := floor(x/27) gilt fur das reduzierte Argument := z — m - 27

(37) sin(x) =sin(t), 0<t <27,

Wir betrachten jetzt ein Intervall und definieren damit das reduzierte Intervallargument
t := x — m - 2w, wobei noch zu klaren ist, fur welches speziellee z die ganze Zahl

m := floor(z/2x) zu berechnen ist. Wahlt man z.B.= Inf (z), so muss insbesondere
bei breiten Intervallen die Beziehumig < 27 nicht mehr erfillt sein, wenm etwa um 1

zu grof3 oder zu klein ausfallt. Aber dies ist fur die Berectmainer Einschliel3ung von
sin(z) belanglos, da die Beziehurgh(z) = sin(x — m - 27) fUr jedesm € Z erfullt ist.

Es gilt damit

sin(z) € sin(z) =sin(t), t:=x—m- 27, Vzrezx.

Des weiteren muss geklart werden, wiguf der Maschine durch ein Intervdlivom Typ
Ix_interval einzuschliel3en ist. Um nicht zu groRe Werte ¥xjn zu benutzen, wird
im ersten Schritt durch xlI = x; das Eingangsintervall vom TyplIx_interval

durch ein Intervalkl vom Typl_interval eingeschlossen. Die Argumentintervalle
mussen dahgk | < 1073 erfullen, was in der Praxis jedoch keine wirkliche Einschra
kung sein durfte. Das Argumeiinf(x) /27) der obigen floor-Funktion kann jetzt mit
Inf(x) /27 =~ u :=Inf(x) © Inf(Pi2_L_interval()) sehr gut approximiert
werden, wobeiPi2_1_interval() eine C-XSC Intervall-Konstante ist, dier opti-
mal einschlief3t. Das Argumeuatliefert dann mit der C-XSC Funktion

| real floor(const |I_real &u);

den geeigneten Wert € Z. Im nachsten Schritt wird darin= x —m-2r eingeschlossen
durchT vom TyplIx_interval

t:=X—-m-2n CT:=xo&me (2 Pi_Ix_interval())

wobei das Interval? - Pi_Ix_interval() den Wert2r in hoher Genauigkeit mit ca.
630 korrekten Dezimalstellen einschliel3t. Diese hohe Gigkait ist notwendig, um das
reduzierte Argumerif mit moglichst geringer Uberschatzung berechnen zu kénnen.

Bfloor(a) liefert die nachst ganze Zahle Z, mitk < a.
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Nach dieser ersten Argumentreduktion gilt dann
(38) sin(x) € sin(z) C sin(T), T:=xo&m e (2-Pi_Ix_interval())

Um nun mit vertretbarem Aufwand eine EinschlieBung voriT) mit Hilfe einer abge-
brochenen Taylorreihe berechnen zu kdnnen, ist wébler 27 eine zweite Argument-
reduktion notwendig. Wir benutzen dazu

() = sin(5) L34 sim? (F
sin(x) = sm<3> {3 4 - sin <3)},
in (2) = sin(Z) - {3-4.gn2(2
8111(3) = sm(g) {3 4 - sin <9)}
Bei vorgegebenersin(z/9) kann man also mit der letzten Gleichung zunéehstr/3)
berechnen und anschlieBend mit der ersten Gleichung dektidiswertsin(x) selbst.
Dies kann verallgemeinert werden:
Gegeben sei, = sin(z/3"), dann liefert die Schleife

for (int k=1; k<=n; k++)
u = u *x (3—4xuxu);

den Wertu = sin(x). Ersetzt man jetzt durch unser reduziertes Intervallargumé&nso
erhalt man nach der Inklusions-Monotonie der Intervaliremg entsprechend:
Gilt sin(T/3™) C u, dann liefert die Schleife

for (int k=1; k<=n; k++)
u=ux* (3—4xsqr(u));

sin(T) C w. Bei der praktischen Anwendung wird also zunéachse N so gewahlt,
dass|T|/3" ~ 1078 erfullt ist, damit der Polynomgrad/ des auszuwertenden Taylor-
Polynoms nicht zu grof3 wird, und nach der obigen Schleifélerhan schlief3lich die
gewlnschte garantierte EinschlieRung #in(T) C w. In der obigen Schleife sind nur
wenige Rechenoperationen notwendig, so dass selbst it ~ 18 keine gro3eren
Uberschatzungen auftreten, da we@gn< 1 die bekannten Ausléschungseffekte vollig
vermieden werden.
Benutzt man bei dieser zweiten Argumentreduktion z.B. de2dung

sin(x) = sin (g) {5 205w (g) +16 - sin* (g)} ,

so erhalt man fur die gleiche Genauigkeit, dH,/5" ~ 1078, einen zwar kleineren Wert
nmaez, die Anzahl der notwendigen Grundoperationen ist jedoctienentsprechenden
for -Schleife deutlich groRer als in der obigiem -Schleife bez|T|/3" ~ 1075,

Im nachsten Schritt wird jetzt € N so bestimmt, dasgl|/3" ~ 1078 gilt. Dazu
schliel3t man zunach3tdurch ein Intervalz vom Typinterval ein und sucht dann
mit » := Sup(abs(z)) fir n eine optimale Lésung der Gleichung

T

3= 107% bzw. In(r) —n-In(3) = —8 - In(10).
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Berechnet man mit der Anweisung = expo(r) den Zweier-Exponenten van so
gilt 1/2 <r < 2P und man erhalt:

_ p-In(2) +8-1In(10)
B In(3)

Speichert mann(2),In(3),1n(10) alsreal -Konstanten, so kann die obige rechte Seite
schnell ausgewertet und zur ndchsten ganzenZah¥ gerundet werden. Dabei signali-
siertn < 0, dass eine zweite Argumentreduktion nicht notwendig silannT| < 108
schon vorher erfullt war. Testrechnungen habed 18 ergeben. Um im Falh > 0 das
reduzierte Argumenit /3" effektiv berechnen zu kénnen, werden die ganzzahligeneNert
3nfur1 <n < 20alsreal -Konstantempot3_n [k] = 31 k =0,1,...19 gespeichert.

Mit dem reduzierten Intervall-Argument T; := T ¢3" und|T3| < R ~ 1078  wird
jetzt mit Hilfe einer abgebrochenen Taylor-Reihe eine Eifis3ung flrsin(Ts) berech-
net. Furr € R gilt:

: — (CDF 2
sin(z) :xZ%x =:x - Py(z?).

k=0

N _1\k
Approximiert manP,, (xz?) durch Py (z?) := Z % 2%*, so gilt fir den Betrag des
k=0 '

absoluten Approximationsfehlefslie Abschatzung:

_ 2k 2kN\| __ = (_1)k 2k
6] = |Pocl(a™) = Py(a™)] = | D k1"
k=N+1
LN N3, N3,
=~ (2N 1 3) eN+5)!" TN+t T

Fur|z| < 1ist die letzte Reihe eine alternierende Leibniz-Reiheg&Wert kleiner oder
gleich 1 bleibt, daher gilt

ZL'2N+2
6] < ma x| < 1.
Fir ein beliebiges € T3 mit |T3| < R gilt daher
2N+2
(39) |0] < N3 <S5, VreTs, und
P (2®) € Py(T30T3) &[S, +5] ~
(40) sin(z) € sin(T3) C T3¢ (Pn(T3 0 T3) &[S, +S5]), Vx € Ts.

In (39) istS eine Oberschranke des absoluten Approximationsfehleedlé: € T, und
in (40) haben wir die gewiinschte EinschlieRungstii(Ts).

Wir kommen jetzt zur Berechnung des geeigneten Polynonegr&d wennT; und
die mit p bezeichnete Préazision vory vorgegeben sind. WegerPy (T3) ~ 1 sollte
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bei gegebener Prazisigndie SchrankeS des absoluten Approximationsfehlers kleiner
bleiben alsl - 27%37:

2N+2
R —53-p

<
(2N +3)! = ’

wobei der linke Term in (41) monoton fallend iM ist. Da2-5%? schon flirp = 21 in
S(2,53) nicht mehr darstellbar ist, muss die Berechnung Xonach (41) logarithmisch
erfolgen:

(41)

(2N +2)-In(R) —In (2N +3)! < =53 -p - In(2).
Mit R = |T3|, ex = expo_gr (T3), expo (T3) = Ts.ex gilt: R ~ 2¢v+eP0(T3) — 9k ynd
damit
(2N +2)-k-In(2) —In (2N + 3)! < =53 - p-In(2).
Mit der Bezeichnund@(N) := (2N +2) -k -In(2) —In (2N + 3)! und mit der Beziehung
In(2N + 3 +2)! = In(2N + 3)! + In(2N + 4) + In(2N + 5)
erhalt man die Rekursionsformel
D(N +1) = D(N) 42k -In(2) —In(2N +4) —In(2N +5), N =0,1,2,3,...

die sehr einfach auszuwerten ist, wenn die Warfe N + 4), In(2N + 5) zuséatzlich als
einfachereal -Konstanten gespeichert werden. Die obige Bedingung zstifBenung
des Polynomgrad¥’ lautet damit:

(42) D(N) < —=53-p-In(2).

Man startet die Iteration mitv = 0 und vergréRertV schrittweise um 1, bis (42) erfillt
ist. Damit erhalt man einen Polynomgrad, der praktisch dbimerschatzungen berechnet
wird und damit auch die Laufzeit bei der Horner-Auswertung ¥y (T3) optimiert.

Das in (40) auftretende PolynoRy (T; < T3) muss noch auf der Maschine nach dem
Horner-Schema ausgewertet werden. Dazu werden die Pokgoedfizienten:,, zunachst
durch intervallmaiige Auswertung der Rekursionsformel

_ —Qk-1
2k - (2k+1)’

eingeschlossen und in einem entsprechenden Feld beteltgddach intervallmaRiger
Anwendung des Horner-Schemas gilt dann mit dem MaschigebarsPy (T; ¢ Ts)

PN(Tg <>T3) C PN(T3<>T3) Vr € T3
und nach (40) erhalt man
(43)  sin(z) €sin(T;) CUu =T3¢0 (Py(Ts o T3) @[S, +S5]), VreTs.

Im Falln > 0istjetzt noch miu aus (43) im letzten Schritt die zweite Argumentreduktion
mit Hilfe der zweiterfor -Schleife auf Seite 66 zu bertcksichtigen, (Ergebnisasypay.
Bezeichnet man das Ergebnis dieser Schleife wiedeunsio gilt sin(T) C u und nach
(38) erhalten wir die gewtinschte Einschliel3ung:

ay a=1 k=1,2,... N

sin(z) € sin(X) C sin(T) Cu, Vzx €X.
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Fir ein Eingangsintervall, mit [v| = R, und hinreichend kleinenk, < 1 wird der
PolynomgradV = 0, und nach (39) muss dann fur den absoluten Approximatibiesfe
der Ausdruckr? /3! ausgewertet werden. Dabei kommt es bei der Berechnungyiir
R, — 0 zu einem internen integer-Uberlauf, der jedoch recht emfsermieden werden
kann. Es gilt

sin(z) 2?2t 2

- :l—y—‘—g—?, I'GR\{O},
und da die Reihe oben rechts fif < 1 eine alternierende Leibniz-Reihe ist, folgt direkt

2 .

1- % < sin(2) <1, 0<|z| <1, unddamit:

L

(44) Z - (1 — 5) <sin(z) <z, falls 0 <z <1;
1.2

(45) :cgsin(x)gx-(l—y), falls —1 <2 <0.

Die Einschlie3ungen (44) und (45) sind ideal fii—~ 0 und kommen zur Anwendung,
wennR, < 2271080 = 2107 Bej einer beliebigen Wahl des Intervalls= [v;, v5], mit
lv] = R, < 271 sind drei Félle zu unterscheiden:

1. 0 € v,d.h.v; < 0undwvy > 0. Mit (44) und (45) folgt dann direkt:

sin(z) € [vy,vq] YV € v.

2. v; > 0. Nach (44) gilt fur0 < v; < vy < 1 die Doppelungleichung

v3 ,
v (=g < sin(z) < vo.

Um die Berechnung vonZ/3! wegen drohenden integer-Uberlaufs zu vermeiden,
muss weiter vereinfacht werden. Mit= 1—-272%7 ¢ One_m_Ix_interval()
verlangen wir:

02
Ul-a§01~(1—3—2!>

2 2
0 _ v vi _
= 1—2209731—3—2' — §§22097 — <6272

und die letzte Ungleichung ist sicher erfullt, wenn gilt:
’Ug S 2. 2—2097 — 2—2096 PRI Vg < 2—1048.
Zusammenfassung
ImFall 0<wv; <wy, <27 qilt: sin(z) € [a-v1,v2] Vo €v = [v1,vy).

Zu beachtenist, dass < 271948 automatisch erfulltist, wenRR, < 2197 verlangt
wird.
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3. v, < 0. Nach (45) gilt fir—1 < v; < vy < 0 die Doppelungleichung

. v
vy <sin(z) < vy - 3 )

Um die Berechnung von?/3! wegen drohenden integer-Uberlaufs zu vermeiden,
muss weiter vereinfacht werden. Mit= 1—-2-2 ¢ One_m_Ix_interval()
verlangen wir:

vi
Vg - 1—5 <vy-a

2

2
v v
1— 3_1' S 1 _ 92097 3_1' < 92097 v? < 6272097

und die letzte Ungleichung ist sicher erfullt, wenn gilt:

v2<0

’U% <92. 2—2097 — 2—2096 S ‘Ul‘ =y < 2—1048 T v > _2—1048.

Zusammenfassung
Im Fall — 271 < o, < vy, <0 gilt: sin(z) € [v1,a-va) Vo €v = [v1,v3).

Zu beachten ist, dass271%*® < ¢, automatisch erfullt ist, wen®, < 2107
verlangt wird.

Im 1. Beispielliefert das Programrix_test27.cpp ~ von Seite 86 flir = 272147482624
mit den neuen Anweisungen

X = Ix_interval(-2147482624,|_interval(1)); Y = sin(X);

eine Einschlieung des Funktionswerges sin(x). Das Programnix_test27.cpp
liefert mit Y die folgende optimale Einschlie3ung

sin(z) € Y = 272147488646 14 4942328371557 ...303999 . .. 99980237 - 10307,
630 korrekEer Dez.-Ziffern
4.4942328371557 . .. 304000000000 . . . 000 - 10737

mit 630 korrekten Dezimalziffern. Mit dem etwas kleinerergAmenty = 22147482625
erhalt man einen vorzeitigen Programmabbruch wegen eibesaiifs bei den internen
integer-Berechnungen.

Zu beachten ist, dass das Algebra-Systdathematicaschon mity = 272147482624
wegen eines internen Underflows einen entsprechendenadnagabbruch liefert.
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Im 2. Beispielwird mit dem folgenden C-XSC Programm fur dashn interval
exakt darstellbare Argument= 10 eine garantierte EinschlieRung vgn= sin(z) be-
rechnet.

/[ Programm Ix_test18.cpp;
/l Zum Test der sin-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
Ix_interval X,Y;

string s;

X = Ix_interval(0,l_interval(10));

Y = sin(X)

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;

cout << "sin(X) = " << Y << endl

s <<Y;

cout << "sin(X) = " << s << endl;

}

Die erste Ausgabe erfolgt in dezimaler Form und liefert

sin(10) € Y = —107" - 5.4402111088936 . . . 579644817858541758 590 - 10°.

~
300 korrekte Dez.-Ziffern

Bei der zweiten Ausgabe wird vom Typ Ix_interval zuné&chst algn,Y.li) in
eine Zeichenketts geschrieben, wobei der Zweier-Exponent volY ist. Danach wird
diese Zeichenkette in den Ausgabekanal geleitet und aufBlkelschirm ausgegeben:

sin(10) € Y = —2719%2.2.44495754066497701 . . . 674445509359467 25 - 107307,

~
474 korrekte Dez.-Ziffern

Mit dem Punktintervall-ArgumerX = 10 wird dahersin(10) mit 474 korrekten Dezimal-
stellen eingeschlossen. Da bei der ersten Ausgabe im Diaimat intern auf die Basis
10 logarithmisch umgerechnet werden muss, reduziert sg&cAusgabegenauigkeit dabei
jedoch auf 300 Dezimalstellen.

Im 3. Beispielwird mit dem folgenden C-XSC Programm fir dashn interval
nicht exakt darstellbare Argument= 0.1 eine garantierte EinschlieRung vgr- sin(z)
berechnet.
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/[ Programm Ix_test19.cpp;
/I Zum Test der sin-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 19;
Ix_interval X,Y;

X = Ix_interval(0,"[0.1,0.1]";
Y = sin(X);
cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;
cout << "sin(X) = " << Y << endl
}
Das obige C-XSC Programm liefert mitbei einer Prazision vostagprec = 19 die

folgende EinschlielRung

sin(0.1) € Y = 1072 - 9.9833416646828152 . .. 90732984534800581449739 535 - 10°

~
299 korrekte Dez.-Ziffern

mit 299 korrekten Dezimalstellen.

Im 4. Beispielwird mit dem folgenden C-XSC Programm fir dashn interval
nicht exakt darstellbare sehr kleine Argument= 107123456789 /3 eine garantierte Ein-
schlieBung vory = sin(x) in hoher Genauigkeit berechnet.

/[ Programm Ix_test20.cpp;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 19;
Ix_interval X,Y;

X
Y

Ix_interval(-123456789,"[0.1,0.1]");
sin(X/3);
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cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;
cout << "sin(X) = " << Y << endl
}
Das obige C-XSC Programm liefert mitbei einer Prazision vostagprec = 19 die

folgende EinschlieRung

sin(107123496789 /3) € Y = 10712345671 . 3 33333333333 . .. 333333333333 505" - 10°

s
298 korrekte Dez.-Ziffern

mit 298 korrekten Dezimalstellen. Im Gegensatz zur Kldssgerval kénnen wir
jetzt mit der Klassdx_interval auch fur betragsmafig sehr kleine Argumente die
sin-Funktionswerte mit sehr hoher Genauigkeit einschle3

Im 5. Beispielwahlen wir im C-XSC Programnix_test18.cpp von Seite 71 die
Prazisionstagprec = 38 und berechnen mit

X = Ix_interval( Inf(Pi_Ix_interval()) );

eine EinschlieBung vosin(X), wobei das Punktargumedt < 7 sehr dicht beir liegt.
Das Programm liefert mit Y = sin(X); jedoch trotz der hohen Préazision eine nur
sehr grobe Einschliel3ung des exakten Funktionswertesgslintervally auch noch die
Null mit einschlie3t, obwohéin(X) > 0 gelten muss. Diese grobe Einschlie3ung lasst
sich jedoch nicht vermeiden, davon der Intervall-KonstanteRi_|_interval( )
zwar sehr genau, aber eben nicht durch ein Punktintervegesichlossen wird.

Wahlt man jedoch mit

X = Ix_interval(0,l_interval( Inf(Pi_l_interval()) ));

ein PunktintervalX < 7, das nicht mehr ganz so dicht beliegt, so erhalt man mit
X = Ix_interval(0,l_interval( Inf(Pi_l_interval()) ));

die folgende EinschlieRung mit nur 151 korrekten Dezinffae

sin(X) C Y = 107%2* . 4.7470749589991443 . . . 648736782019562 230 - 10°.

151 korrekte Dez.-Ziffern

AbschlieRend noch eiHinweis:
Soll z.B. furz = m + 1072090 /3 mit

X = Pi_l_interval() + Ix_interval(-20000,"[1,1]")/3;

eine Einschlieung fisin(x) berechnet werden, so fallt diese wiederum sehr grob aus,
da auch die Null mit eingeschlossen wird, obwsihl(z) < 0 gelten muss. Eine sehr gute
EinschlieRung erhédlt man jedoch bei Anwendung der Bezigham(r + z) = — sin(z),
siehe den folgenden Abschnitt.

14pi_Ix_interval( ) undPi_|_interval( ) sind Intervallkonstanten, welche in den Klassen
Ix_interval undl_interval die Zahlr jeweils optimal einschlieRen.
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5.2.16 Die Funktionsin(nm + z)

Die C-XSC Funktion
Ix_interval sin_n(const Ix_interval &x, int n);

liefert EinschlieBungen fly = sin(n - 7 + X). Die Implementierung beruht auf der fur
r € R,n € Z gultigen Beziehung:

+sin(x), fallsn gerade
—sin(x), fallsn ungerade,

sin(n -7+ x) = {
die sich auch direkt auf Intervalle Ubertragen lasst.

Im 1. Beispielwird fur ¢ := 30017 + 107209 /3 mit dem folgenden Programm eine
garantierte Einschlie3ung figr= sin(¢) berechnet.

/[ Programm Ix_test21.cpp;
/I Zum Test der sin_n-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 19;
IX_interval X,Y;

X = Ix_interval(-20000,"[1,1]"/3;
Y = sin_n(X,3001);

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;
cout << "sin n(X) = " << Y << endl;

}
Das obige Programm liefert mitdie sehr enge EinschlieRung
sin(30017 4+ 1072%°%0/3) € Y = —1072°%" . 3.33333333 . .. 333333333 ji - 10°
300 korrekEer Dez.-Ziffern

mit 300 korrekten Dezimalziffern. Berechnet man jedocredtinschlieRung fusin(¢)
mit den Anweisungen

X = 3001=*Pi_| interval() + Ix_interval(-20000,"[1,1]")/3;

Y = sin(X);
so enthalty die Null und liefert daher eine nur grobe Einschlieungsfiif¢). Die sehr
starke Uberschatzung ergibt sich aus der TatsacheRialss interval() zur Ein-

schlielung vomr kein Punktintervall sein kann.
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5.2.17 Die Funktioncos( x)
Die C-XSC Funktion
Ix_interval cos(const Ix_interval &x);

berechnet miy = cos(x) eine garantierte EinschlieBung aller Funktionswerte
f(z) =cos(z) €y, VxeX.

Fur die Auswertung auf dem Rechner benutzt man die Identitat
. m
cos(z) = sin <x + 5) , x€eR,
die sich auch direkt auf Intervalle Gbertragen lasst.

Im 1. Beispielwird mitdem C-XSC Programmx_test18.cpp von Seite 71 flrdasin
Ix_interval exakt darstellbare Argument= 10 eine garantierte EinschlieRung von
y = cos(z) berechnet, wenn im Programvh = sin(X) durchY = cos(X) ersetzt
wird. Die erste Programmausgabe erfolgt in dezimaler Farchliefert

cos(10) € Y = —107" - 8.390715290764524 . . . 2332529081478971258 757 - 10°.
301 korrengez.-Ziﬁern

Bei der zweiten Ausgabe wird vom Typ Ix_interval zunachst algn,Y.li) in
eine Zeichenketts geschrieben, wobei der Zweier-Exponent volY ist. Danach wird
diese Zeichenkette in den Ausgabekanal geleitet und auBlkelschirm ausgegeben:

cos(10) € Y = —2719%2. 3 77098281869791 . . . 3022477919027651 293 - 10737,

474 korrekte Dez.-Ziffern

Mit dem Punktintervall-ArgumerX = 10 wird dahercos(10) mit 474 korrekten Dezimal-
stellen eingeschlossen. Da bei der ersten Ausgabe im Diaimat intern auf die Basis
10 logarithmisch umgerechnet werden muss, reduziert s&cAwsgabegenauigkeit dabei
jedoch auf 301 Dezimalstellen.

Hinweise

1. Ubertragt man das 4. Beispiel von Seite 73 auf die cosfamkez.z = 7/2, so
erhalt man sinngemaf die gleichen unvermeidbaren grolmestiidie3ungen.

2. Soll z.B. fiurz = 7/2 + 1072099 /3 mit

X = Pi_l_interval(); times2pown(X,-1);
X = X + Ix_interval(-20000,"[1,1]")/3;

eine EinschlieBung flwos(x) berechnet werden, so fallt diese wiederum sehr grob
aus, da auch die Null mit eingeschlossen wird, obwek(xz) < 0 gelten muss.
Eine sehr gute EinschlielBung erhélt man jedoch bei Anwendian Beziehung
cos(m/2 + x) = —sin(x), siehe den folgenden Abschnitt.
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5.2.18 Die Funktioncos((n + 1/2)7 + x)
Die C-XSC Funktion

Ix_interval cos_n(const Ix_interval &x, int n);

liefert EinschlieBungen fly = cos((n + 1/2) - m + x). Der Algorithmus beruht auf der
fur x € R, n € Z gultigen Beziehung:

+sin(z), fallsn ungerade
—sin(z), fallsn gerade,

cos((n+1/2) -m+x) = {
die sich auch direkt auf Intervalle Ubertragen lasst.

Im 1. Beispielwird fir ¢ := (3001 + 1/2) - 7 + 1072°°% /3 mit dem folgenden Programm
eine garantierte EinschlieBung fiir= cos(t) berechnet.

/[ Programm Ix_test22.cpp;
!/ Zum Test der cos_n-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 19;
Ix_interval X,Y;

X = Ix_interval(-20000,"[1,1]")/3;
Y = cos_n(X,3001);

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;
cout << "cos n(X) = " << Y << endl;

}
Das obige Programm liefert mrt die sehr enge Einschlie3ung
cos((3001 4 1/2) - 7 + 10729%0/3) ¢ Y = 1072 . 3.333333 ... 333333 10 - 10°
300 korrekt\er Dez.-Ziffern

mit 300 korrekten Dezimalziffern. Berechnet man jedocledtinschlieung futos(t)
mit den Anweisungen

X = (3001+0.5) =*Pi_l interval() + Ix_interval(-20000,"[1,1]")/3;

Y = cos(X);
so enthalty die Null und liefert daher eine nur grobe EinschlieBungdis(t) > 0. Die
sehr starke Uberschatzung ergibt sich aus der TatsactePdas interval() zur

EinschlieBung vom kein Punktintervall sein kann.
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5.2.19 Die Funktiont an( x)
Die C-XSC Funktion
Ix_interval tan(const Ix_interval &x);
liefert EinschlieBungen fly = tan(x). Die Implementierung beruht auf der Identitét:

sin(x)
cos(x)’

die sich auch direkt auf Intervalle Ubertragen lasst.

tan(z) = reR\{z|x=(k+1/2) -7, ke€Z},

Im 1. Beispielwird mit dem folgenden C-XSC Programm fir dashn interval
exakt darstellbare Argument = 10'* eine sehr enge EinschlieBung vgn= tan(z)
berechnet.

/[ Programm Ix_test23.cpp;
/I Zum Test der tan-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using nhamespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
Ix_interval X,Y;
string s;

X = Ix_interval(0,"[1e135,1e135]");
Y =

tan(X);

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;

cout << "tan(X) = " << Y << endl;

s << Y,

cout << "tan(X) = " << s << endl;

}

Die erste Ausgabe erfolgt in dezimaler Form und liefert

tan(10'%) € Y = 107" - 1.4300631917329 . .. 926090179129699 307~ - 10".

302 korrekte Dez.-Ziffern

Bei der zweiten Ausgabe wird vom Typ Ix_interval zunachst algn,Y.li) in
eine Zeichenketts geschrieben, wobei der Zweier-Exponent volY ist. Danach wird
diese Zeichenkette in den Ausgabekanal geleitet und auBlklschirm ausgegeben:

tan(10'%) € Y = 2771 . 9.587006301217887813 ... 7081680175123896 S35 - 107172,

~
473 korrekte Dez.-Ziffern
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Mit dem Punktintervall-ArgumenX = 10'3* wird dahertan(X) sehr eng mit 473 korrek-
ten Dezimalstellen eingeschlossen. Da bei der ersten Aesiga Dezimalformat intern
auf die Basis 10 logarithmisch umgerechnet werden musszied sich die Ausgabege-
nauigkeit dabei jedoch auf nur noch 302 Dezimalstellen.

Zu beachten ist ferner, dass i — oo die Genauigkeit der berechneten Einschlie-
BungenY abnimmt, dar mit der Intervall-KonstanterPi_Ix_interval() zwar mit
etwa 630 Dezimalstellen sehr genau aber eben doch nur reit @mlichen Stellenzahl
eingeschlossen wird. FK| = 107 wird tan(X) C Y intern z.B. nur noch mit 331
korrekten Dezimalstellen eingeschlossen.

Im 2. Beispielwird mit dem folgenden Programm die Identitat

tan(2z) - (1 — tan®*(z)) _ 1
2 tan(z) o

reR\{z|z=Fk- -7, keZ}

tberprift, indem die obige linke Seite fiir= 10*1% intervallmaRig ausgewertet wird.
Bei einer Prazisiostagprec = 39 kannz = 1071% durch ein Punktintervalk vom
Typ Ix_interval rundungsfehlerfrei eingeschlossen werden.

/[ Programm Ix_test24.cpp;
/I Zum Test der tan-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
Ix_interval X,Y1,Y;
string s;

X = Ix_interval(0,"[1e100,1e100]");

Y1l = X; times2pown(Y1,1); /[ Y1 = 2 * X;

Y1 = tan(Y1); /I Y1 = tan(2 * X)

Y = tan(X)

Y = ( Y1x(1-sar(Y)) )(2 *Y);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16 = stagprec)
<< Scientific;

cout << Y = " << Y << end|

s << Y;

cout << Y = " << s << end|

}

Das obige C-XSC Programir_test24.cpp liefert mit der Ausgabe Uber den String
s eine EinschlieBung der 1 mit einer internen Genauigkeit4it® Dezimalstellen.
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5.2.20 Die Funktioncot ( x)

Die C-XSC Funktion
Ix_interval cot(const Ix_interval &x);
liefert EinschlieRungen fiy = cot(x). Die Implementierung beruht auf der Identitat:

tan(z) = ijé;”; zeR\{z|z=k- m keL}

die sich auch direkt auf Intervalle Ubertragen lasst.

Im 1. Beispielliefert das folgende Programm fir = 1.1 - 107209090 eine garantierte
EinschlieRung des Funktionswertes- cot(z).

/[ Programm Ix_test25.cpp;
/I Zum Test der cot-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using hamespace std;

int main()

{
stagprec = 19;
Ix_interval X,Y;

X = Ix_interval(-200000,"1.1,1.1]");
Y =

cot(X);
cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;
cout << "cot(X) = " << Y << end|
}
Das berechnete Intervaflvom Typlx_interval ist die gesuchte Einschliel3ung

cot(1.1-10720%%) ¢ ¥y = 10199998 . 9.090909090909090 . . . 909090909090 255 - 10"
298 korrekt;rDez.-Ziﬁern
mit 298 korrekten Dezimalziffern. Es ist noch zu beachtassdier obige Konstruktorauf-
ruf

X = Ix_interval(-200000,"[1.1,1.1]");
formal auch ersetzt werden kann durch
X = Ix_interval(-199700,"[1.1e-300,1.1e-300]");

Damit wird jedoch[1.1 - 1073% 1.1 - 1073%] beim Konstruktoraufruf in der Nahe des
Unterlaufbereichs der Klasseinterval intern nur noch mit 24 korrekten Dezimal-
stellen eingeschlossen, so dass auch die EinschlieBungtar) nicht genauer ausfallen
kann. Der letzte Konstruktoraufruf sollte daher stets ved®an werden!
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5.2.21 Die Funktiony/1 + 2
Die C-XSC Funktion
Ix_interval sqrtx2pl(const Ix_interval &x);

liefert EinschlielBungen fiy = v/ 1 + x2.
Furz € R gilt ganz allgemein

Vi+a2=/1+[z]2, VzeR,
so dass man sich auf> 0 beschranken kann. Im Fall— 0 beweist man elementar
1<V1+a22<1+z, Vz>0.

Ist nunw ein beliebiges Intervat mit Inf (u) > 0, so gilt wegen der Monotonie der
Terme in der oberen zweiten Ungleichung

V1422 €[l,14+Sup(u)] =v:=[1,1]+ [0,Sup(u)], Vz € u.

Die EinschlieBung vor/1 + z2? € v wird dabei um so enger, je kleiner die Intervallober-
grenzeSup(u) > 0 gewahlt wird. Der Vorteil vorv ist nicht nur seine denkbar einfache
Struktur, sondern auch die Tatsache, dass in

v :=[1,1] 4 [0, Sup(u)] C [1,1] ¢ [0, Sup(u)]

die rechte Seite schon fi@up(u) < 2732!° auch beistagprec=39 eine hinreichend
gute EinschlieBung liefert.

Fast noch einfacher kann eine Einschlie3ung ydm- z2 fur Inf (u) — 400 ange-
geben werden. Wir gehen dazu aus von der einfach zu beweiséhthleichung

r<vV1i+ax2<1l+4+xz, Vr>0.
Wegen der Monotonie der oberen drei Terme igilt damit
V1422 e[Inf (u),Sup(u)+1]=w:=u+[0,1], Vrecu.

Die EinschlieBung vor/1 + 22 € w wird dabei um so enger, je gro3er die Intervallunter-
grenzelnf (u) > 0 gewahlt wird. Der Vorteil vorw ist auch jetzt nicht nur seine denkbar
einfache Struktur, sondern auch die Tatsache, dass in

w:=u+[0,1] Cuel0,1]

die rechte Seite schon fimf (u) > 273219 auch beistagprec=39 eine hinreichend
gute EinschlieRung liefert.

In den ExtrembereicheBup(u) — 0 undInf (u) — +oco erhélt man also mi¥wnd
w optimale EinschlieBungen fiy'1 4+ 22 ohne einen sonst moéglichen integer-Overflow
bei den Grundoperationen. Im restlichen Zwischenberatért dann die intervallmaRige
Auswertung vony/1 + z2 die gewtiinschte EinschlieBung, ebenfalls ohne einen intege
Overflow.

157ur besseren Lesbarkeit bezeichnen wir das Argumentiaitgetzt nicht mitx sondern mit.
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Im 1. Beispielliefert das folgende Programm fir = 1 . 272147483647 gine garantierte
EinschlieBung des Funktionswertes- v/1 + 2.

/[ Programm Ix_test26.cpp;
/[ Zum Test der sqrt(1+x"2)-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
Ix_interval X,Y;
string s;

X = Ix_interval(-2147483647,| _interval(1));

Y = sqrtlpx2(X);

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec+10)
<< Scientific;

s << Y;

cout << "sgrtlpx2(X) = " << s << endl;

}

Das Programm liefert miY die folgende optimale Einschliel3ung

V1422 €Y =2719".2247116418577 ...41203028017152000 . ..000 500" - 10°°7
631 korrekt‘e,Dez.-Ziffern

mit 631 korrekten Dezimalziffern. Mit dem Algebra-Systéfathematic&kann man z.B.
leicht Uberprifen, dass247 ... 715200 ... 000 - 103°7 genau der Wer2 +102! jst,

Im 2. Beispielliefert das gleiche Programm fiir= 1 - 22147483646 mjt der Anweisung
X = Ix_interval(+2147483646,|_interval(1));

eine ebenfalls optimale Einschlie3ung des Funktionswerte /1 + x2:

V1422 € Y = 224826259 947116418577 . .. 41203028017152000 . .. 000 505 - 1037

631 korrekte Dez.-Ziffern

mit ebenfalls 631 korrekten Dezimalziffern. Mit dem AlgabBystemMathematic&kann
wieder leicht Gberprift werden, dagd€47 ... 715200 ... 000 - 103Y7 genau der Wer2 1921
ist, wie es wegen des vorgegebenen Arguments22147483616 sein muss.
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5.2.22 Die Funktionarctan(z)
Die C-XSC Funktion
Ix_interval atan(const Ix_interval &x);
liefert garantierte EinschlieBungen fir das Interwah= arctan(x).
Es gelten die folgenden Reihenentwicklungen:
2 4

B 22 R N G DA
(46) arctan(z) = = (1 3 + : +...)—x 22k+1 x

k=0
= z-Pyo(2?), |z|<1;
™ 1 1 1

47) arctan(z) = §—E+@—$+—..., x> 1.

Da die Reihe rechts in (47) eine alternierende Leibniz-R&h gilt die Ungleichung

1
(48) g —-< arctan(z) < g, x> 1.

Es soll jetzt ein Intervall,, mit u; := Inf (u) > 0 angegeben werden, so dass gilt
1 . .
(49) arctan(x) € 3" Pi_Ix_interval() , Vo eu=|uy,uy.

Pi_Ix_interval() ist dabei ein Maschinenintervall vom Typ interval , das
die Zahlr sehr eng einschliel3t:

7 — Inf(Pi_Ix_interval()) = 4+4.1060273917 ... - 107%1,

Um (49) zu realisieren, muss nach (48) die folgende Unglaigterfullt sein:

1 o 1

~ . Inf(Pi_Ix_interval() <I_ =

2 2 Uy
2

m — Inf(Pi_Ix_interval())
4.87088810 - 107930 = 22992 8 5675613601 . ...

uy > = o := 4.87088810. . .- 1016%0:

Fur Intervallew = [uy, us], Mit u; > « ist damit eine enge EinschlieBung fiictan (u)
gefunden. Im Restbereithd < u; < o wird nach B. Rothmaier die folgende Argument-
reduktion benutzt, [29].

tm—l
50 to =z € R, tm = , m=1,2 ...
(50) ’ 1+1+2

~ arctan(z) = 2™ - arctan(t,,).

Die obige Rekursionsformel basiert dabei auf der Identitat

arctan(z) = 2 - arctan (

A
1+\/1+x2>’

B\Wegen der Punktsymmetrie kann man sich@auf> 0 beschranken.
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die lediglichm-mal sukzessiv anzuwenden ist. Neben dem Nachteil einexsedwfwen-
digen Auswertung der Transformationsformel (50) fir dasizgerte Argument,, besitzt
diese jedoch auch die folgenden Vorteile:

1. In (50) kénnen keine Ausloschungseffekte auftreten.
2. Furltg| = |z| > 1 gilt schon nach nur einem Transformationsschriitf| ~ 1.

3. Fur|ty| = || < 1 wird das reduzierte Argument bei jedem Iterationsschtitiae
halbiert, so dass ein hinreichend kleines Approximatiatesiall, z.B.|¢,,| < 1074,
mit nur wenigen Iterationsschritten erreicht werden kann.

4. Bei der Ergebnisanpassung ist lediglich mit der Zweigrpn2™, m > 1 zu mul-
tiplizieren, und wegen der Implementierung der Klalssenterval wird dies
mit nur einer integer-Addition realisiert.

Nach 2. und 3. kann man fit,,| nachm > 1 Transformationen die folgende grobe
Néaherung angeben
] ~ {2"”“, falls |to] > 1,
" lto| - 27™, falls |to] < 1,
mit der anschlie3end die notwendige Iterationszalilir ein vorgegebenes Approxima-
tionsintervall, z.B/t,,| < 10~*, sehr einfach angegeben werden kann:

In(2) + 4 - In(10)

M= ex- 1nl(r§()21 4 -1n(10)

In(2) ’

> 1, falls|to| > 1,

falls |to] < 1,

dabei ist ex der Zweierexponent des Startwetges x, mit |x| ~ 2.

Zur Approximation vorarctan(z) wird nach (46) die Reihe

0 Nk
Poo(xQ):Z( 1) 2k

approximiert durch

2L (—1)k

L2k + 1 3 5 7

Da P, (z?) fur |z| < 1 eine alternierende Leibniz-Reihe ist, gilt fir den absaiuEehler
0 die Abschéatzung:

PN(ZIZ'z) =

22 (N+1)

2N +3
Ist jetztu ein vorgegebenes Argumentintervall, mit = R, und istu ein Teilintervall des
Approximationsintervalls, so gilt:

6] = | P (2?) — Pn (%) <

R2(N+1)
(51)  |0] = |Px(a®) — Pn(a”)] < INT3 Vreu, N=0,1,2,....
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Es muss jetzt noch zu einer vorgegebenen Préazsioon u der geeignete Polynomgrad
N bestimmt werden. WegeRy (z%) = 1 verlangen wir analog zu (41)

R2~(N+1)
< 275%P —
2N +3 —
(2N +2) - In(R) — In(2N + 3) < =53 - p - In(2);

Mit R ~ 2¢* ergibt sich dann aus der letzten Ungleichung die Forderung
(52) (2N +2)-ex-In(2) —In(2N +3) < -53-p-In(2), N=0,1,2,...

Man startet mitV = 0 und vergrof3erfV schrittweise um 1, bis obige Ungleichung erfullt
ist und erhalt damit den geeigneten Polynomgkad

Die Iterationszahin sollte wegen der aufwendigen Quadratwurzelauswertunigén n
zu grol3 sein, d.h. das Approximationsintervall sollte hioinotig klein gewahlt werden.
Im Programm wird flr das reduzierte Argumept das Intervalllt,,| < 10~* verlangt,
womit ein guter Kompromiss getroffen ist.

Die Maschinenauswertung vdpy (z?) nach dem Hornerschema und die Berechnung
einer Schranke des Approximationsfehlers nach (51) musswiAbschnitt 5.2.15 inter-
vallmafig erfolgen, um garantierte EinschlieBungenatemn(u) berechnen zu kdnnen.

Fur ein Eingangsintervadl, mit |u| = R und hinreichend kleinen < 1 wird der
PolynomgradV = 0, und nach (51) muss dann fur den absoluten Approximatibtesfe
der Ausdrucki? /3 ausgewertet werden. Dabei kommt es bei der Berechnungg¥diir
R — 0 zu einem internen integer-Uberlauf, der jedoch recht emfzermieden werden
kann. Nach (46) gilt

arctan(x) D e

-1, 1
. 3+5 - 0<lz| <1,

und da die Reihe oben rechts eine alternierende LeibnizeRsi, folgt direkt

2
1-L < M <1, unddamit:
3 x
2
(53) x- (1 — %) < arctan(z) <z, falls 0 <z <1;
2
(54) x < arctan(z) < x - (1 — %) , falls —1<z<0.

Die EinschlieRungen (53) und (54) sind ideal fii— 0 und kommen zur Anwendung,
wennR < 2.271080 — 9~107 Bej einer beliebigen Wahl des Intervalls= [u;, u,], mit
lu| = R < 27197 sind drei Falle zu unterscheiden:

1. 0 € u, d.h.u; < 0unduy > 0. Mit (53) und (54) folgt dann direkt:

arctan(x) € [uy, us] Vo € u.
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2. u; > 0. Nach (53) gilt fur0 < u; < us < 1 die Doppelungleichung
u2
Uy - (1 - ;) < arctan(x) < us.

Um die Berechnung von2/3 wegen drohenden integer-Uberlaufs zu vermeiden,
muss weiter vereinfacht werden. Mit= 1—-2-297 ¢ One_m_Ix_interval()
verlangen wir:

Uy - a < Uy - - =
3

us us
3 = < 92097 ul < 3. 272097,

und die letzte Ungleichung ist sicher erfullt, wenn gilt:

w9207 £ _

W2 < 2.0 — 92096 Uy < 271048,
Zusammenfassung
ImFall 0<u; <uy <27 gilt: arctan(z) € [a-uy,us] Vo € u = [uy, ug].

Zu beachten ist, dags < 271948 automatisch erfillt ist, wenk < 2719 verlangt
wird.

3. us < 0. Nach (54) gilt fur—1 < u; < uy < 0 die Doppelungleichung

2
Uy
uy < arctan(z) < ug - < —3 ) )

Um die Berechnung von?/3 wegen drohenden integer-Uberlaufs zu vermeiden,
muss weiter vereinfacht werden. Mit= 1—-272%7 ¢ One_m_Ix_interval()
verlangen wir:

ui
Uy - —5 < U2-a

2 2
<0 u - U - -
“€2 S 1 >1—2 2097 S 1 <9 2097 - U/% <3.92 20977

3 3
und die letzte Ungleichung ist sicher erfullt, wenn gilt:
u% < 9.972097 _ 92096 . lug| = —up < 9-1048 s 91048
Zusammenfassung

Im Fall —271% < u; <wuy <0 gilt: arctan(z) € [uy, a-up] Vo € u = [uy, uy].

Zu beachten ist, dass2~1%4® < v, automatisch erfillt ist, wen® < 27197 ver-
langt wird.
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Im 1. Beispielliefert das folgende Programm fiir= 2-2147482626 gine EinschlieBung des
Funktionswerteg = arctan(x).

/[ Programm Ix_test27.cpp;
/I Zum Test der atan-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
IX_interval X,Y;
string s;

X = Ix_interval(-2147482626,|_interval(1));
Y =

atan(X);

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec+10)
<< Scientific;

s <<Y,;

cout << "atan(X) = " << s << endl;

}

Das Programm liefert miY die folgende optimale Einschliel3ung

arctan(z) € Y = 27217183648 .14 4942328371557 ...303999 . .. 99980237 - 10707,
630 korrekEer Dez.-Ziffern

4.4942328371557 . .. 30400000000 . . . 000 - 10+37]

mit 630 korrekten Dezimalziffern. Mit dem etwas kleinerergdmenty = 272147482627
erhalt man einen vorzeitigen Programmabbruch wegen eibesaiifs bei den internen
integer-Berechnungen. Zu beachten ist, dass das AlgefstaifBMathematicaschon mit
x = 271073741570 \wegen eines internen Underflows einen entsprechendena@nagab-
bruch produziert.

Im 2. Beispielliefert das folgende Programm fiir= 1.3 - 105464572% ejne EinschlieRung
des Funktionswerteg = arctan(z).

/[ Programm Ix_test28.cpp;
/I Zum Test der atan-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
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using nhamespace std;

int main()

{
stagprec = 19;
IX_interval X,Y;

X = Ix_interval(646457298,"[1.3,1.3]");
Y = atan(X);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;
cout << "atan(X) = " << Y << endl

}

Das Programm liefert miY die folgende EinschlieRung

arctan(1.3 - 10%4045729) ¢ Y = 107 . 1570796326794 . . . 8036301245706368 199 - 10*

~
302 korrekte Dez.-Ziffern

mit 302 korrekten Dezimalziffern. Beachten Sie, dass der Klassdx_interval

nicht exakt darstellbar ist, so dass das EingangsinteXvallz kein Punktintervall sein
kann. Wahlt man das nur um den Faktor 10 groRere Argument1.3 - 1054645729 ' so
erhalt man eine Fehlermeldung mit Programmabbridthematicdiefert schon fur das
erste Argument eine Overflow-Fehlermeldung.

Im 3. Beispielwird die folgende Gleichung benutzt
m
(55) arctan <\/§ — 1) =3

Zur Uberpriifung wird die linke Seite durch ein Intervall> arctan (\/§ — 1) einge-
schlossen und /8 durch ein Intervalb > 7/8. Dabei kannr/8 mit Hilfe der Intervall-
KonstanterPi_Ix_interval() > 7 vom Typlx_interval sehr eng eingeschlos-
sen werden. Nach der Berechnung woandw sollte danrv C u realisiert werden kon-
nen. Das folgende Programm

/[ Programm Ix_test29.cpp;
/I Zum Test der atan-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 19;
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Ix_interval X,u,v;

X = Sqrt2_Ix_interval()-1;
u = atan(X);

v = Pi_l_interval();

times2pown(v,-3); // v: inclusion of pi/8;

if (v<u) cout << "v ist in u enthalten." << endl;
else cout << "v ist NICHT in u enthalten." << endl;

}

bestéatigt die vermutete EinschlieRung u. Zu beachten ist, dass das Argumef2 — 1
nicht exakt darstellbar ist und somit das einschlieRentErvall X kein Punktintervall
sein kann. Aus diesem Grund muss der relative Durchmessar deutlich grof3er sein

als der vory.

Hinweis:

Zur EinschlieRung vomr /4 kann man eine Einschlieung verctan(1) berechnen, die
mitstagprec = 39 auf 475 korrekte Dezimalstellen geliefert wird. Laufzéititng deut-
lich schneller und noch sehr viel enger kanfi jedoch mit Hilfe der Intervallkonstanten
Pi_l_interval() /4 eingeschlossen werden, die eine maximale Genauigkeitaion c

630 Dezimalstellen liefert.
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5.2.23 Die Funktiony/1 — z2
Die C-XSC Funktion
Ix_interval sqrtlmx2(const Ix_interval &x);

liefert garantierte EinschlieBungen fur das Interwal= /1 — x2, |x| < 1. Zur besseren
Lesbarkeit bezeichnen wir das Eingangsargumentintemietit mit x sondern miuw =
[uq, us]. Bei der Implementierung wird der Funktionsterm

y=V1—2a% zeR, |z|/<1

intervallméaRig ausgewertet, so dass nach der Inklusionstoaie der Intervallrechnung
die folgende EinschlieRung realisiert wird:

(56) V1i—az2esqrt(l osqgr(u) , Vreuwu

Fur Intervalleu, mit |u| < 1, also z.B.|Ju| = 27211783000 Jiefert die Funktionsqr(u)
rechts in (56) wegen eines internen integer-Uberlaufsneimezeitigen Programmab-
bruch, der jedoch sehr einfach verhindert werden kann. &ugspunkt ist die Doppel-
ungleichung

(57) 1—|z|<V1—-22<1, falls|z| <1,

wobei die obige EinschlieBung vajil — 2 um so enger wird, je kleiner mam| wahit.
Wir betrachten jetzt ein Eingangsintervallmit R := |u| < 1, dann folgt direkt mit (57)

(58) V1—a22€[l1—-R,1], Vrxeu, falls:0<|ul=R<1.
In der Klassdx_interval ist eine sehr grol3e darstellbare Zahk 1 gegeben durch

—1— 2—2097

. o—1023 +1023 _ 5—1074
= 2710% (2 9~1074)

Fir 2 < stagprec < 39 wird mit den folgenden Anweisungen

IX_interval a;

|_interval Ii;

a = Ix_interval(-1023,l_interval(comp(0.5,1024)));
li = li_part(a);

li += 0O; /I To get the actual precision;
lifStagPrec(li)] = -minreal;

a = Ix_interval(-1023,li);

das Intervalla = [1 — 27297 1] vom TypIx_interval realisiert. Das Eingangsinter-
vall u, mit [u| = R, soll jetzt so gewahlt werden, dass gilt:

1-R>a=1-2""" «— R<272%97
Fur allex € u gilt dann nach (58)

(59) Vi—-22€1-R/1]C[1-2"271], falls R <2727
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Wir brauchen jetzt noch ein einfaches Verfahren, um zu einergegebenen Staggered

Intervallu vom TypIx_interval eine Oberschrankg fur R := |u| < S zu bestim-
men. Fur ein Objeki vom TypIx_interval gilt:

u=2%-2z,  mit exr=expo(u), z=Ii_part (u);
z ist dabei ein Staggered Intervall vom Tiypnterval , und mit der Anweisung

exl = expo_gr (z);

erhalt man den Zweier-Exponenten der betragsmafig gré&emponentez; von z. Es
gilt dann|z;| < 2% und wennz nach Voraussetzung im Staggered Format vorliegt, so
gilt |z| < 2. 2¢¢! = 2¢21+1 Der zusatzliche Faktor 2 beriicksichtigt dabei die Betdaye
restlichen Komponenten van Man erhalt schlie3lich fif den einfach auszuwertenden
Ausdruck:

R:= |u| = 2°7 . |z| < 2¢vtealtl —. g

Verlangt man jetzt

R < S = 2emtealtl < 972097 0 o < 2098 — exl,
so gilt nach (59) fur alle: € u die Einschlie3ung
(60) V1—a22e[1—27297 1], falls ex < —2098 — exl.

Beachten Sie bitte, dass der integer-Ausdru2R98—ezx! stets ohne Uber- oder Unterlauf
ausgewertet werden kann. Auch fur sehr kleine Eingangsaidte in der unmittelbaren
Umgebung des Ursprungs kénnen jetzt die Funktionswgétte- 22 effektiv und sehr eng
fur allez € u eingeschlossen werden.

Im 1. Beispielliefert das folgende Programm fiir= 2-2147483647 gine EinschlieBung des
Funktionswerteg = /1 — 22.

/[ Programm Ix_test30.cpp;
/[ Zum Test der sqrt(1-x*2)-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
Ix_interval X,Y;
string s;

X = Ix_interval(-2147483647,|_interval(1));
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Y = sqrtlmx2(X);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec+10)
<< Scientific;

s <<Y;

cout << "sgrtlmx2(X) = " << s << endl;

}

Das Programm liefert miY die folgende optimale Einschliel3ung

V1—22€Y=2"1%.[809884656743...8607999...9995059 - 10737,
631 korrengez.-Ziﬁern

8.9884656743 . . . 86080000000 . .. 000 - 10+37]

mit 631 korrekten Dezimalziffern, dabei hat das Supremusibégen Ausgabeintervalls
Y genau den Wert 1.

Im 2. Beispielliefert das folgende Programm fiir= 0.57 eine garantierte EinschlieRung
des Funktionswerteg= /1 — 22.

/[ Programm Ix_test31.cpp;
/[ Zum Test der sqrt(1-x"2)-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using hamespace std;

int main()

{
stagprec = 19;
Ix_interval X,Y;

X = Ix_interval(0,"[0.57,0.57]");
Y = sqrtlmx2(X);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16 = stagprec)
<< Scientific;
cout << "sgrtlmx2(X) = " << Y << end|

}

Das Programm liefert miY die folgende garantierte Einschlie3ung

V1—0572€Y=10"""8.2164469206585884205 . ..3019161616334 335 - 10°

> 129...

~
302 korrekte Dez.-Ziffern

mit 302 korrekten Dezimalziffern. Es ist zu beachten, dass0.57 im Binarsystem nicht
exakt darstellbar ist, so daX¥kein Punktintervall sein kann.
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5.2.24 Die Funktionv/22 — 1
Die C-XSC Funktion

Ix_interval sqgrtx2ml(const Ix_interval &x);

liefert garantierte EinschlieRungen fur das Interwal= v/x2 — 1, |x| > 1. Zur besseren
Lesbarkeit bezeichnen wir das Eingangsargumentintemietit mit x sondern miu =
[uq, us]. Bei der Implementierung wird der Funktionsterm

y=vat—-1, zeR, |z|>1

intervallméaRig ausgewertet, so dass nach der Inklusionstoaie der Intervallrechnung
die folgende EinschlieRung realisiert wird:

(61) vz—ley:=sqrt (uol)o(uel)), Vrecu.

Fur Intervalleu, mit ju| > 1, also z.B u| = 21211718300 |iefert das Produkt rechts in (61)
wegen eines internen integer-Uberlaufs einen vorzeitRy@grammabbruch, der jedoch
sehr einfach verhindert werden kann. Ausgangspunkt ist dezDoppelungleichung

(62) || =1 < Va2 —-1<|z|, falls|z|>1,

wobei die obige EinschlieRung vapz2 — 1 um so enger wird, je groRer méan| wahit.
Wegeny(—z) = y(+x) kann man sich auf > 1 beschranken.

Wir betrachten jetzt ein Eingangsintervall= [uq, us], mitu; > 1, dann folgt direkt
mit (62) die Einschlie3ung

(63) Va2 —1€ [u,u) &[—1,0], Vreu=u,us, uy >1,

und im Gegensatz zwgr(u) -Funktion erfolgt jetzt in (63) die Addition des Intervalls
[—1, 0] auch fur sehr groRe,-Werte ohne einen internen integer-Uberlauf. Zu beachten
ist auBerdem, dass die Auswertung in (63) sehr effektivastyeder eine Multiplikation
noch die Quadratwurzel-Funktion bendtigt wird. Aus diesgrmand sollte man in (63),
maoglichst klein wahlen, ohne dabei jedoch unnétige Gerkaiigverluste zu erkaufen.
Testrechnungen haben ergeben, dass 27154 eine gute Wahl ist. Beachten Sie bitte,
dass sowohl (61) als auch (63) fiay > 1 stets garantierte Einschliel3ungen liefern, die
aber teilweise mit stark unterschiedlicher Genauigkei¢tienet werden.

Mit Punktintervallenu = [uq, u,] und mit einer Prazisiostagprec = 39 liefert
(61) etwa 477 korrekte Dezimalziffern, wahrend man mit @B)schlie3ungen mit bis zu
615 korrekten Dezimalziffern erhalt.

Schliet man/z2 — 1 fir z € u = [uy, us] undu; < 2'%%* pach (61) ein, so erhalt
man firu; — +1 starke Uberschatzungen. Mit= [u, 4] und der MaschinenzaH|
uy = 1+ 272997 Jiefert die EinschlieBung nach (61) die Unterschrahie (y) = 0,

74, = 1 4 272097 jst die kleinste Maschinenzahl, die groRer 1 ist.wird mit dem Punktintervall
One_p_Ix_interval() eingeschlossen, vgl. Seite 18 und (6) auf Seite 19.



5 ERWEITERTE REELLE STAGGERED INTERVALL-ARITHMETIK 93

wahrendy/u? — 1 = 3.315. .. - 107316 natirlich positiv ist. Um diese Uberschatzung zu
vermeiden, geht man im Fdif (y) <=0 A x > +1 aus vonr > 1+ 272997 und erhalt

Vit 1=z - D@ +1)> /227 (z +1), fallsz > 1.

Fir ein gegebenes Maschineninterwal- [uq, us], mitu; > 1, gilt dann wegen: >
die Ungleichunge + 1 > u; + 1, und damit

Va2 — 1> a = /272097 . (y; + 1) furallez € u = [uy,us], mit u; > 1.

Wertet man dahex mit dem Punktintervalk, > wu; intervallméRig aus, so erhalt man mit
Inf () eine positive, garantierte Unterschranke {{ir2 — 1 fur alle r € u = [uy, uy],
mitu;, > 1. Diese verbesserte Unterschramike (a) kommt jedoch nur zur Anwendung,
wenn bei der intervallmaRigen Auswertung wpr= /(u — 1) - (u + 1) im Fall u; > 1
Inf (y) verschwindet.

Im 1. Beispielliefert das folgende Programm fiir= 272147483646 gjne EinschlieRung des
Funktionswerteg = v/x2 — 1.

/[ Programm Ix_test32.cpp;
/[ Zum Test der sqrt(x"2-1)-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
Ix_interval X,Y;
string s;

X = Ix_interval(2147483646,|_interval(1));
Y = sqrix2m1(X);

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec+10)
<< Scientific;

s << Y;

cout << "sgrtx2ml(X) = " << s << endl;

}
Das Programm liefert miY die folgende garantierte und optimale Einschliel3ung

Va2 — 1Y = 22482625 19 94711641857789 ...17151999 . ..9997774 - 107307
615 korrekt‘e,Dez.-Ziffern

2.24711641857789 ... 171520000000 . .. 000 - 10137]

mit 631 korrekten Dezimalziffern, dabei hat das SupremumY¥genau den optimalen
Wert 22147183646 Dje Berechnung voy/z2 — 1 z.B. mit Mathematicascheitert an einem
internen Overflow.



5 ERWEITERTE REELLE STAGGERED INTERVALL-ARITHMETIK 94

Im 2. Beispielliefert das folgende Programm fiir= 1 + 272997 eine EinschlieRung des
Funktionswertey = V22 — 1 = 3.315618423383237992361 ... - 10731%, wobei diese
Naherung mitMathematicéberechnet wurde.

/[ Programm Ix_test32a.cpp;
/[ Zum Test der sqrt(x"2-1)-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
Ix_interval X,Y;

X = One_p_Ix_interval(); /| X = 1+2"(-2097)
Y = sqrtx2ml1(X);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16 = stagprec+10)
<< Scientific;
cout << "sgrtx2ml(X) = " << Y << end|

}

Das Programm liefert miY die folgende, immer noch etwas grobe EinschlieBung
Va2 —1€Y=10"".[3.31561842338519 . . ., 6.6312368467693145746011 . . ],

wobei die Unterschranke mit 12 korrekten Dezimalzifferreo@inet wurde, wahrend die
Oberschranke um den Faktor 2 zu grol3 ausfallt. Diese graiseHiel3ung ist begriindet
durch das sehr dicht bei 1 liegende Argument 1 + 272097,

Eine sehr viel bessere Einschlielung liefert das Progrdmtest31.cpp mit
den neuen Anweisungen

X = Ix_interval(0,"[1.0001,1.0001]"); Y = sqrtx2m1(X);

Dabei ist zu beachten, dass= 1.0001 im Bin&rsystem nicht exakt darstellbar ist, so dass
das einschlieRende Intervadl> 1.0001 kein Punktintervall sein kann. Au3erdem ist im
Vergleich zum 2. Beispiet = 1.0001 jetzt sehr viel gro3er als 1, so dass Ausléschungs-
effekte kaum eine Rolle spielen.
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5.2.25 Die Funktionarcsin(z)

Fir alle reellenc € [—1, +1] ist der Graph des Hauptzweiges detsin-Funktion darge-
stellt in Abb. 1.

N

Abbildung 1:y = arcsin(x)

Die C-XSC Funktion
Ix_interval asin(const Ix_interval &u);

liefert garantierte Einschlieungen fiir das Intergal arcsin(u), u = [uy, s, |u| < 1.
Die Implementierung daasin -Funktion erfolgt mit Hilfe der bereits realisiertanctan-
Funktion:

(64) arcsin(z) = arctan (\/%) , x| <0.75;
1= 22
(65) arcsin(x) = g — arctan < ° ) , 075 <z <1,
T
N
(66) arcsin(x) = —g — arctan ( ’ ) , —1<|z] < —=0.75;
T

Um fur allex € u EinschlieBungen fliircsin(z) zu erhalten, werden die rechten Seiten
von (64), (65), (66) intervallmalig ausgewertet, indent daturchu ersetzt wird. Wenn
der Fallo € u erledigt ist, kann man sich wegen der Punktsymmetrie.dgin-Funktion
beschranken auf; > 0, so dass dann nur noch (64) und (65) zur Anwendung kommen.
Der Vorteil von (65) besteht darin, dass man i~ 1 im Vergleich zu (64) genauere
EinschlieBungen erhalt. Dabei ist jedoch zu beachten wdagsn der vertikalen Tangente
die EinschlieRungen fir — 1 mit erheblichen Uberschatzungen behaftet sind. So erhalt
man mit der Préazisiostagprec=39 fir x = 0.875 eine EinschlieBung voarcsin(z)
mit stolzen 476 korrekten Dezimalziffern, wahrend fik= 1 — 272%7 die EinschlieRung
mit nur noch 315 korrekten Dezimalziffern berechnet wird.

Die intervallmaRige Auswertung voyil — x2 erfolgt mit Hilfe der schon implemen-
tierten C-XSC Funktiosgrtlmx2(...) , vgl. Seite 89.
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Im 1. Beispielliefert das folgende C-XSC Programm fir das betragsmalfligldeine
Argumenty = 272117182626 gjne EinschlieRung des Funktionswertgs- arcsin(z).

/[ Programm Ix_test33.cpp;
Il Zum Test der asin(x)-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
Ix_interval X,Y;
string s;

X = Ix_interval(-2147482626,| interval(1));
Y -

= asin(X);
cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec+10)
<< Scientific;
s << Y;
cout << "asin(X) = " << s << endl;

}

Das Programm liefert miY die folgende EinschlieRung

arcsin(z) € Y = 272147483648 . 14 4942328371557 ...303999 . .. 99980237 - 107307
4.4942328371557 . .. 30400000 . .. 9936 . .. - 10137]

~
477 korrekte Dez.-Ziffern

mit 477 korrekten Dezimalziffern. Mit dem etwas kleinerergdmenty = 22147482627
erhalt man einen vorzeitigen Programmabbruch wegen eibesdiifs bei den internen
integer-Berechnungen.

Das Algebra-SystemMathematicdiefert jedoch schon mit = 27107371820 wegen
eines internen Underflows einen entsprechenden Prograbmocdh

Im 2. Beispielliefert das folgende Programm fiir das im Binarsystem niehsillbare
Argumentz = 0.901 eine garantierte EinschlieBung des Funktionswegtesarcsin(z).

/[ Programm Ix_test34.cpp;
Il Zum Test der asin(x)-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;
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int main()

{

stagprec = 19;
Ix_interval X,Y;
string s;

X = Ix_interval(0,"[0.901,0.901]";
Y -

= asin(X);
cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec+10)
<< Scientific;

s <<Y,;

cout << "asin(X) = " << s << endl;

cout << "asin(X) = " << Y << endl;
}
Bei der ersten Ausgabe widdvom Typlx_interval zunachst alén,Y i) in eine

Zeichenkettes geschrieben, wobei der Zweier-Exponent volY ist. Danach wird diese
Zeichenkette in den Ausgabekanal geleitet und auf dem @&iids ausgegeben:

arcsin(0.901) € Y = 271921 2.521419973326051 . .. 9365970841841322 35 - 10397,

303 korrekte Dez.-Ziffern

Die zweite Ausgabe erfolgt in lesbarer, dezimaler Form ugfe it

arcsin(0.901) € Y = 107" - 1.12206913379314446 . . . 30426875316715532 575 - 10"

~
302 korrekte Dez.-Ziffern

Ubungsaufgaben

1. Uberprifen Sie die Beziehung

arcsin 1+v3 —5—7T
20/2 | 127

indem Sie bei maximaler Prézision nstagprec = 39 zeigen, dass die Ein-
schlieBung voryr /12 in der EinschlieBung descsin-Funktionswertes enthalten
ist. Benutzen Sie fiir, v/2, v/3 die entsprechenden Intervallkonstanten aus Tabelle
2 auf Seite 18.

. Uberprufen Sie die fih < |z| < 1 geltende Identitat

. 2
arcsin
2+ 1 —1

2 -arctan(z)

indem Sie zeigen, dass z.B. fUr die darstellbaren Weete—0.25, +0.5, +0.75, 1
die sehr engen Einschliel3ungen der linken Seite stets aacall 1 enthalten.
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5.2.26 Die Funktionarccos(z)

Fir alle reellene € [—1, +1] ist der Graph des Hauptzweiges detcos-Funktion darge-
stellt in Abb. 2.

T

N

Abbildung 2:y = arccos(x)

Die C-XSC Funktion
Ix_interval acos(const Ix_interval &u);

liefert garantierte EinschlieBungen fur das Intergal arccos(u), u = [uq, ug], |u| < 1.
Die Implementierung deacos -Funktion erfolgt mit Hilfe der bereits realisiertenctan-
Funktion:

m T
67 = — —arct 2
(67) arccos(x) 5 ~arc an(m), |z < 0.25,

1 — 22
(68) arccos(xr) = arctan < . < ) , 025 <z <1,
V1 — 22
(69) arccos(x) = =+ arctan ( ° ) , —1<x<-0.25.
x

Um fir allex € u EinschlieBungen fiiirccos(x) zu erhalten, werden die rechten Seiten
von (67), (68), (69) intervallmallig ausgewertet, indent daturchu ersetzt wird. Wenn
der Fall0 € u erledigt ist, kann man sich wegen der Punktsymmetri@zu/2) bei der
arccos-Funktion beschranken awfi > 0, so dass dann nur noch (67) und (68) zur An-
wendung kommen. Der Vorteil von (68) besteht darin, dassfinanz| — 1 im Vergleich
zu (67) genauere EinschlieBungen erhalt.

Es ist verbluffend, mit welch hoher Genauigkeit die Funksiwertearccos(z) fur z.B.
x — —1 trotz der vertikalen Tangente eingeschlossen werden kor8eerhalt man mit
stagprec=39 fur x = —0.875 eine EinschlieRung voarccos(z) mit 476 korrekten
Dezimalziffern, und fler = —1 + 272%% wird die EinschlieBung sogar mit 629 korrek-
ten Dezimalziffern berechnet. Erst mit= —1 + 272%7 sinkt die Genauigkeit auf 315
Dezimalstellen, da dan{/1 — 22 nur noch mit starken Uberschatzungen eingeschlossen
werden kann.
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Im 1. Beispielliefert das folgende Programm fiir= —1 + 2729 eine EinschlieRung
des Funktionswerteg = arccos(x).

/[ Programm Ix_test35.cpp;
Il Zum Test der acos(x)-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
IX_interval X,Y;
string s;

X = -1 + Ix_interval(-2095,|_interval(1));

Y = acos(X);

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec+8)
<< Scientific;

s << Y;

cout << "acos(X) = " << s << endl

}

Das Programm liefert miY die Einschliel3ung

arccos(—1 4 2720%) ¢ Y = 271920 3 529762216182 . . . 778492245567 3261 . 107397

~
629 korrekte Dez.-Ziffern

mit 629 korrekten Dezimalstellen.

Zeigen Sie, dass mit dem etwas kleineren Argumesat —1 + 272%7 die Einschlie-
Bung vonarccos(x) nur noch mit 315 korrekten Dezimalstellen berechnet wekdem.
Der Grund fiir die geringere Genauigkeit ist die unvermeidpgroRere Uberschatzung
bei der Einschlie3ung von

Vi—a22=\/(1—-2x) (1+x).

Ubungsaufgabe
Uberpriifen Sie die Identitat

arccos(z)

< 1_x>
2 - arctan
1+2x

indem Sie zeigen, dass z.B. fur die darstellbaren Werte —0.75, —0.25, +0.5, +0.75
die sehr engen EinschlieBungen der linken Seite stets aa&atl 1 enthalten.

=1, —-1<z<+I1,
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5.2.27 Die Funktion arccof(x)

Betrachtet man die Funktiofiz) = cot(z) im BereichO < = < 7, so erhalt man fur die
stetige Umkehrfunktiony = arccotx), mit —oco < = < 400, den Graph in Abb. 3.

N

Abbildung 3:y = arccot(z)

Beachten Sie bitte, dass der Hauptzweig der arccot- Funkad. im Algebrasystem
Mathematicaoft auch anders definiert wird, wobei der Ast filr 0 um 7 nach unten
verschoben wird® Der Nachteil dieser Definition ist die Unstetigkeit bei= 0, die bei
der obigen Definition fir die C-XSC Funktion mit dem Wertedieh0 < y < 7 nicht
auftritt. Die C-XSC Funktion

Ix_interval acot(const Ix_interval &u);

liefert garantierte EinschlieBungen fir das Intervall= arccot(u), u = [uy, ug], Mit
—o00 < u; < up < +o00. Die Implementierung deacot -Funktion erfolgt mit der bereits
realisierterarctan-Funktion:

(70) arccot(z) = g —arctan(z), 0<|z| <1,
1
(71) arccofx) = arctan (—) , x>1,
T
1
(72) arccot(x) = m+ arctan <E) , < —1.

Um fir allex € u EinschlieBungen flr arccot) zu erhalten, werden die rechten Seiten
von (70), (71), (72) intervallmaRig ausgewertet, indent daturchu ersetzt wird. Wenn
der Fall0 € u erledigt ist, kann man sich wegen der Punktsymmetri¢(zur/2) bei
der arccot -Funktion beschranken ayf > 0, so dass dann nur noch (70) und (71) zur
Anwendung kommen. Der wesentliche Vorteil von (71) bestemt darin, dass man fur
x — +oo im Vergleich zu (70) viel genauere EinschlieBungen erhalt.

18f(x) = cot(x) wird dabei betrachtet in den Teilbereichen /2 < x < 0und0 < z < +7/2.
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Der Ausdruck rechts in (70) liefert genaue EinschlieRurfiienz| — 0, besitzt jedoch
einen Schonheitsfehler, da diectan-Funktion nach Seite 86 nur big = 22147482626
ohne Fehlermeldung ausgewertet werden kann. Damit liaterth (70) fUr0 < = < xg
eine entsprechende Fehlermeldung, die jedoch durch djerfden Uberlegungen leicht
vermieden werden kann. Nach (53) auf Seite 84 gilt:

2
T - (1 - %) < arctan(z) <z, falls 0 <z <1.

Wegen arccatr) = 7/2 — arctan(x

~—

folgt daraus direkt

T x?
§—x§arccol(:c)§ —x-<1—§), falls 0 <z < 1,

| X

und mit einer nur etwas grofReren Oberschranke erhalt méieSkth:

(73) g —z < arccotx) < E, falls 0 <z < 1.

2
Fir ein vorgegebenes Argumentinterval= [uq, us], mit0 < u; < u2 < 1, gilt dann die

Einschlie3ung
m

(74) arccotz) € [g — Ug, 5} Ve € u=|up,ug), 0<u <u2<1.

Bei maximaler Prazisiostagprec = 39 wird 7/2 mit Hilfe der Intervallkonstanten
Pi_Ix_interval() /2 mit ca. 630 korrekten Dezimalstellen in hoher Genauigkeit
eingeschlossen.

Inf (2) z := Pi_Ix_interval() /2

| _ | i
2

ﬂ—_
7 U2

Abbildung 4: EinschlieBung von/2

Dabei gilt:  — Inf (z) = 2.0530136...- 10793 = 271507769 < 9-1507 Nach Abb. 4
verlangen wir

g —uy > Inf (2) <= wy< g —Inf (2) < 27157,

Wahlt man dahen, < 27157, so gilt die folgende EinschlieRung:

(75)  arccotx) € Pi_Ix_interval() /2 Vo €u=[ul,us, up < 27157,

Mit ex = expo (u) und exl = expo_gr (li_part(  u)) gilt nach den Uberlegungen
von Seite 90 die Abschatzung < 2¢*+e*+1 \erlangt man dahepestesi+l < 2-1507
bzw.exr < —exl — 1508, so gilt die Einschliel3ung

(76) arccotzr) € Pi_Ix_interval() /2 Yz €eu=|u,uy, er < —exl— 1508.

Damit konnen jetzt auch fur Argumentevom Typ Ix_interval , Mit0 < = < x,
garantierte EinschlieRungen fir arcgof sehr effektiv mit nur einer zusétzlichen integer-
Abfrage berechnet werden.
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Im 1. Beispielliefert das folgende Programm fiir= 2-2147483647 gine EinschlieBung des
Funktionswertesy = arccof(z).

/[ Programm Ix_test36.cpp;
Il Zum Test der acot(x)-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
Ix_interval X,Y;
string s;

X = Ix_interval(-2147483647,|_interval(1));

Y = acot(X);
cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec+9)
<< Scientific;
s << Y,
cout << "acot(X) = " << s << endl;
cout << "acot(X) = " << Y << end|
}
Bei der ersten Ausgabe widdvom Typlx_interval zunachst alén, Y .li) in eine

Zeichenkettes geschrieben, wobei der Zweier-Exponent volY ist. Danach wird diese
Zeichenkette in den Ausgabekanal geleitet und auf dem @&iids ausgegeben:

arccot( 221483647y ¢ y — 9-1021 . 3 5997622161826 . . . 7849224556730 625 - 10737,

631 korrekte Dez.-Ziffern

Die zweite Ausgabe erfolgt in lesbarer, dezimaler Form ugfe it

arccot 2783647y ¢ v — 1071 . 1.570796326794896 . . . 36301245706368 325 - 10"
302 korrekt;zr Dez.-Ziffern

Bei dieser letzten dezimalen Ausgabe erhalt man wegen t&gnan Umrechnungen mit
der Logarithmus-Funktion nur noch 302 korrekte Dezimédzif, die jedoch Uber die
interne Genauigkeit von 631 Dezimalziffern keine Auskuiefiert!

Im 2. Beispielliefert das folgende Programm fiir= 22147182625 eine EinschlieBung des
Funktionswertesy = arccof(z).

/[ Programm Ix_test37.cpp;
/I Zum Test der acot(x)-Funktion;
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#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
IX_interval X,Y;
string s;

X = Ix_interval(2147482625,|_interval(1));

Y acot(X);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec+9)
<< Scientific;

s << Y;

cout << "acot(X) = " << s << end|

}

Das Programm liefert miY die folgende optimale Einschliel3ung

arcco(z) € Y = 2721783647 14 4942328371557 ...303999 . ..9998023 - 10137,
630 korrekEer Dez.-Ziffern

4.4942328371557 . .. 3040000000 . . . 000 - 1073%7]

mit 630 korrekten Dezimalziffern. Mit dem etwas groReremumenty = 22147482626
erhalt man einen vorzeitigen Programmabbruch wegen eibesaiifs bei den internen
integer-Berechnungen. Zu beachten ist, dass das AlgsfstaifBMathematicaschon mit
dem sehr viel kleineren Argument = 2+107371437 wegen eines internen Underflows
einen entsprechenden Programmabbruch produziert.

Im 3. Beispielliefert das folgende Programm fiir das im Binarsystem niehsillibare
Argumentz = 0.7501 eine EinschlieBung des Funktionswertgs- arccot(x).

/[ Programm Ix_test38.cpp;
/I Zum Test der acot(x)-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 19;
IX_interval X,Y;
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string s;
X = Ix_interval(0,"[0.7501,0.7501]";
Y = acot(X);
cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec+2)
<< Scientific;
s <<Y;
cout << "acot(X) = " << s << endl;
cout << "acot(X) = " << Y << endl;
}
Bei der ersten Ausgabe widdvom Typlx_interval zunachst alén, Y .li) in eine

Zeichenkettes geschrieben, wobei der Zweier-Exponent volY ist. Danach wird diese
Zeichenkette in den Ausgabekanal geleitet und auf dem @&iids ausgegeben:

arccot(0.7501) € Y = 2% . 2.0835965006924088 . . . 168107571747687 559 - 10137

304 korrekte Dez.-Ziffern

Die zweite Ausgabe erfolgt in lesbarer, dezimaler Form usfeit

arccot(0.7501) € Y = 107" - 9.272312210735521 . . . 2271105068065357 {2 - 10,
301 korrekt‘e,Dez.-Ziffern

Bei dieser letzten dezimalen Ausgabe erhalt man wegen t&gnan Umrechnungen mit
der Logarithmus-Funktion nur noch 301 korrekte Dezimédzif, die jedoch uUber die
interne Genauigkeit von 304 Dezimalziffern keine Auskuiefiert!

Ubungsaufgabe
Uberpriifen Sie die speziellen Funktionswerte

arccof2 + v'3) = 1—7;; arccot<\/5 +2- \/5) f—o; arccot(v/3) = %;

1 s 2 s o
arccot{ — | = —; arccot|,/1+— ) =—; arccof2—+v3)=—;
(ﬁ) 3 ( i \/5> 5 2= v3) =3

indem Sie bei maximaler Prazisiatagprec = 39 zeigen, dass die Einschlie3ungen

der rechten Seiten in den EinschlielBungen der jeweils tirftkénktionswerte enthalten
sind. Benutzen Sie fiir, v/3, /5 die entsprechenden Intervallkonstanten aus Tabelle 2
auf Seite 18.
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5.2.28 Die Funktionsinh(z)
Firz € [—4, +4] ist der Graph der hyperbolischeim-Funktion dargestellt in Abb. 5.

25¢

10+

10 ¢

251

Abbildung 5:y = sinh(x)

Die Funktionf(z) = sinh(z) ist fur allez € R definiert durch

x —x

€ —c€

2 Y

(77) sinh(z) = r e R.

Die C-XSC Funktion
Ix_interval sinh(const Ix_interval &u);

liefert garantierte EinschlieBungen fir das reelle Irabrgy = sinh(u), v = [uq, usl,

mit —oco < u; < uy < +oo. Bei der Implementierung ist dabei zu beachten, dass nach
(77) Ausléschung fur — 0 vermieden wird. Dies kann z.B. mit Hilfe der Taylorreihe
realisiert werden, wobei dann ein ganz ahnlicher Algoritsrwie bei desin-Funktion

von Seite 65 zur Anwendung kommt. Um die Ausléschungafir- 0 zu vermeiden,
kann man anstelle der Taylor-Reihe i) := e¢~* — 1 auch die folgende sehr einfach
auszuwertende ldentitat benutzen

(78) sinh(z) = —% : (1 + L) ;x| <1, t(z)=e"— 1> —1,

die insbesondere fur — 0 zur optimalen Einschliel3ung veinh(z) geeignet ist. Der
Vorteil von (78) besteht darin, dasgr) durch die bereits vorhandene C-XSC Funktion
expml(—z) eingeschlossen wird, deren Laufzeit im Vergleich gurFunktion mit der
sehr ahnlichen Taylorreihe sogar etwas geringer ist.

Fir|x| > 1 wird die rechte Seite von (77) benutzt. Im Rall — oo tritt dabei jedoch
das Problem auf, das die Auswertung des Quotienten nypis 744261295.0 gelingt,
wahrend die exp-Funktion selbst in dem sehr viel groRerarifle|r| < 1488521882
ohne internen integer-Uberlauf berechnet werden kann. lésed Bereich auch fir die
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sinh-Funktion zu realisieren, gehen wir aus von der fir alle 0 gultigen Doppelunglei-
chung?®

e 1 e’
— — = <si — >
(79) 5 5= sinh(z) < 5 x>0,
wobei die obige EinschlieBung veimh(z) fir x — oo beliebig eng wird. Betrachtet man
jetzt ein Eingangsintervall = [uy, us] vom Typlx_interval ,Mit0 < uy < uy < 00,
so gilt
ell el .
5 73 < sinh(z) < - Vo € u = [uj,us], u; >0, unddamit:
(80) sinh(z) € exp (u) ®2&[—0.5,1] Ve € u = [ug,us, u; > 0.

Die notwendige Intervall-Addition rechts in (80) kann jefus u; = uy < 1488521882
ohne vorzeitigen integer-Uberlauf ausgefiihrt werden. Zistzliche Division durch 2
wird dabei mit times2pown(exp(u),-1) problemlos und sehr effektiv realisiert.
Bei maximaler Prazision mgtagprec = 39 erhalt man schon fit; > 4096.0 mit
(80) optimale EinschlieBungen fiimh(z) Vz € u.

Im 1. Beispielliefert das folgende Programix_test39  fir das maximale Argument
x = 1488521882 eine garantierte EinschlieRung des Funktionswegtessinh(z).

/[ Programm Ix_test39.cpp;
Il Zum Test der sinh(x)-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
IX_interval X,Y;
string s;

X = Ix_interval(0,l_interval(1488521882));

Y = sinh(X);

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec+2)
<< Scientific;

s <<Y,;

cout << "sinh(X) = " << s << endl;
cout << "sinh(X) = " << Y << end;

1%Wegen der Punktsymmetrignh(—x) = sinh(—z) kann man sich auf > 0 beschrénken.
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Bei der ersten Ausgabe widdvom Typlx_interval zunachst alén,Y i) in eine
Zeichenkettes geschrieben, wobei der Zweier-Exponent volY ist. Danach wird diese
Zeichenkette in den Ausgabekanal geleitet und auf dem @&iids ausgegeben:

sinh(1488521882) € Y = 2217482115 . 9 998376672102 . . . 446182629586 505 - 10737,

~
457 korrekte Dez.-Ziffern

Die zweite Ausgabe erfolgt in lesbarer, dezimaler Form ugfe it

sinh(1488521882) € Y = 10046456838 . 1 753126912659 . . . 5674601387776 gas - 10"

302 korrekte Dez.-Ziffern

Bei dieser letzten dezimalen Ausgabe erhalt man wegen t&¥nen Umrechnungen mit
der Logarithmus-Funktion nur noch 302 korrekte Dezimédzif, die jedoch Uber die
interne Genauigkeit von 457 Dezimalziffern keine Auskuiefiert!

Im 2. Beispielliefert das folgende Programm fiir= 22147482625 gjne EinschlieRung des
Funktionswertesy = sinh(z).

/[ Programm Ix_test40.cpp;
/I Zum Test der sinh(x)-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using nhamespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
IX_interval X,Y;
string s;

X = Ix_interval(-2147482625,|_interval(1));

Y = sinh(X);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16 = stagprec+2)
<< Scientific;

s <<Y;

cout << "sinh(X

cout << "sinh(X

" << s << endl;
" << Y << endl;

) =
) =
}

Wie beim 1. Beispiel wird bei der ersten Ausgabeit dem FaktoR® = 272147483645 jn
maximaler Genauigkeit mit 477 korrekten Dezimalstellegegeben.

sinh (272147482025 ¢ 'y — 9—2147483045 11 193558209 . ..575999...999834 ... - 10707,
477 korrekt;rDez.-Ziﬁern

1.123558209 ... 576000 . ..000331 . .. - 10137
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Die zweite Ausgabe erfolgt wieder in lesbarer, dezimalentond liefert

sinh (272147482625 ¢ 'y — (646456656 . 5 1024063801 . . . 8709337887001 ¢ - 10,
301 korrekt‘e,Dez.-Ziffern

Bei der letzten dezimalen Ausgabe werden wegen der intdgmerechnungen nur 301
korrekte Dezimalziffern ausgegeben, die jedoch Uber dséthliche interne Genauigkeit
von 477 Dezimalziffern keine Auskunft liefern!

Ubungsaufgabe
Uberpriifen Sie die Identitat

sinh(3z) = sinh(z) - {3+4-sinh*(z)}, z€R.

Zeigen Sie bei maximaler Prazision ratagprec = 39, dass fur im Staggered-Format
darstellbare Argumente x die EinschlielBungen der linkete®én den EinschlieRungen
der jeweiligen rechten Seite enthalten sind.
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5.2.29 Die Funktioncosh(z)
Firz € [—4, +4] ist der Graph der hyperbolischess-Funktion dargestellt in Abb. 6.

15

10

Abbildung 6:y = cosh(x)

Die Funktionf(z) = cosh(z) ist fur allez € R definiert durch

(81) cosh(z) = ‘ +2€ , xeR

Die C-XSC Funktion
Ix_interval cosh(const Ix_interval &u);

liefert garantierte EinschlieBungen fur das reelle Irdlbry = cosh(u), u = [uq, ug], Mit

—00 < uy < up < 4o00. Da im Gegensatz zuinh(x)-Funktion jetzt furr — 0 keine
Ausldschung auftritt, wird bei der Implementierung diehecSeite der Definitionsglei-
chung (81) benutzt, wobei man sich wegen der Achsensymaraific > 0 beschranken
kann. Wie bei desinh(z)-Funktion muss man sich auch jetzt wieder Gedanken machen,
wie man den Quotienten rechts in (81) auch noch im Bereich

744261295 < x < 1488521882

ohne internen integer-Uberlauf auswerten Kanwir betrachten dazu die sehr einfach zu
beweisende Doppelungleichung

e’ e 1

— h ~ 4

5 < cos (x) < 5 +2, x>0,
wobei die obige Einschlieung vensh(z) fir z — oo beliebig eng wird. Betrachtet man
jetzt ein Eingangsintervall = [uy, us] vom Typlx_interval ,Mit0 < uy < uy < 00,
so gilt

Ul u

1 .
% < cosh(x) < % + 3 Vo € u = [uy,us], u; >0, unddamit:

(82) cosh(z) € exp (u) ©2¢1[0,0.5] Vo €u = [uy,us), uy > 0.

2Dje Exponentialfunktion selbst kann bis= 1488521882 ohne integer-Uberlauf berechnet werden.
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Die notwendige Intervall-Addition rechts in (82) kann jetus u; = uy < 1488521882
ohne vorzeitigen integer-Uberlauf ausgefiihrt werden. Zigtzliche Division durch 2
wird dabei mit times2pown(exp(u),-1) problemlos und sehr effektiv realisiert.
Bei maximaler Prazision mgtagprec = 39 erhalt man schon fit; > 4096.0 mit
(82) optimale EinschlieBungen aller Funktionswertéh(x), Vz € u.

Im 1. Beispielliefert das folgende Programix_test41l  fir das maximale Argument
x = 1488521882 eine garantierte EinschlieBung des Funktionswegtescosh(z).

/[ Programm Ix_test41.cpp;
Il Zum Test der cosh(x)-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
Ix_interval X,Y;
string s;

X = Ix_interval(0,l_interval(1488521882));

Y = cosh(X);
cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec+2)
<< Scientific;
s <<Y;
cout << "sinh(X) = " << s << endl;
cout << "sinh(X) = " << Y << endl;
}
Bei der ersten Ausgabe widdvom Typlx_interval zunachst alén,Y.li) in eine

Zeichenkettes geschrieben, wobei der Zweier-Exponent volY ist. Danach wird diese
Zeichenkette in den Ausgabekanal geleitet und auf dem @&iids ausgegeben:

cosh(1488521882) € Y = 221782115 . 9 998376672102 . . . 446182629586 5o5— - 107307,

457 korrekte Dez.-Ziffern

Die zweite Ausgabe erfolgt in lesbarer, dezimaler Form usfe it

cosh(1488521882) € Y = 10946456838 . 1 753126912659 . . . 5674601387776 a4 - 10™.

o~
302 korrekte Dez.-Ziffern

Bei dieser letzten dezimalen Ausgabe erhalt man wegen t&gnan Umrechnungen mit
der Logarithmus-Funktion nur noch 302 korrekte Dezimédzif, die jedoch Uber die
interne Genauigkeit von 457 Dezimalziffern keine Auskuiefiert!
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5.2.30 Die Funktiontanh(x)
Firz € [—4, +4] ist der Graph der hyperbolischem-Funktion dargestellt in Abb. 7.

y
1t
X
-4 -2 2 4
1t
Abbildung 7:y = tanh(x)
Die Funktionf(z) = tanh(x) ist fur allez € R definiert durch
tanh(x) = c ¢ , xR,
61’ + 6—1’
1— 6—21’
(83) = m, r € R,
—t(x) —2
84 = tr) =e " —1 R.
(84) Ty (W , TE€

Dabei ist (83) geeignet fur — 400, und (84) ist geeignet flr — 0, wobeit(z) mit der
schon vorhandenen Funkti@xpml1(...) sehr eng und auch effektiv eingeschlossen
werden kann. Die C-XSC Funktion

Ix_interval tanh(const Ix_interval &u);

liefert garantierte EinschlieBungen fur das reelle Irabry = tanh(u), u = [u, us], Mit
—00 < up < uy < +o0o. Bei der Implementierung kommt im Fall € u zunéchst (84)
zur Anwendung. Danach sind zwei Falle zu unterschéfden

1. Furaller € u = [ug, ug], mit0 < uy < uy < 1 gilt:

—t(x)
2+t(x)’

(85) tanh(x) = t(z) == e 2 — 1;

2. Furaller € u = [uy, us], Mit0 < uy < ug Unduy > 1 gilt:

1— 6—21:

2Wegen der Punktsymmetrie zum Ursprung kann man sich jetat,ax+ 0 beschranken.
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Nach 1. und 2. sind auch sehr breite Intervallmdglich, die jedoch in der Praxis einer
Staggered-Arithmetik keine Rolle spielen. Um Einschliegen furtanh(z) zu erhalten,
sind die rechten Seiten von (85) und (86) intervallmaRigzawerten, wobei x jeweils
durch das Eingangsintervall= [uy, us] zu ersetzen ist.

Der Quotient rechts in (86) kann wegerp(—2 - ) ohne integer-Uberlauf nur bis
2uy < 41488521882 ausgewertet werden, obwohl mamh(u) fur hinreichend grol3e
Werte vonu; durch das Intervally := [1 — 27297 1] einschlieBen kénnté Um dies zu
erreichen, muss wegen der einfach zu beweisenden Doppeicingng

et —e™®

1—e_x§tanh(x):+7 <1l, zeR
er +e*

folgende Bedingung erfllt sein:

l—e ™ >1-27297 0 o7 <2727 0y < 2097 - In(2)
< wuy; >2097-In(2) = 1453.5296. . . ,

d.h. die Bedingung ist erfullt fi; > 1454. Damit erh&lt man die Einschlie3ung:
tanh(z) € [1 — 2727 1] Va € u = [ug,uy], falls u; > 1454.

Da die Uberpriufung der Bedingung > 1454 fiir sehr groRey; > 1 zu einem integer-
Uberlauf fiihren kann, wird jetzt gezeigt, wie dieser Ubefrizermieden werden kann. Mit
dem staggered Wett; vom TypIx_real  bestimmt man zunachst die beiden Zweier-
Exponenterex undexa mit den Anweisungen

ex = expo(ul); exa = expo_gr( Ir_part(ul) );

Bezeichnet mair_part(ul) mit a, dann istexa der Zweier-Exponent der betrags-
maRig grofiten Komponentgj], d.h. es gilt wegem; > 0

a[j] = m- Qema7 ~ CL[]] Z 05 . 2ezpa — Qema—l;

Da einige Komponente|i| auch negativ sein kénnen, gilt:a > 0.5 - 2¢z¢~1 = geza=2,
und damitu, > 2¢% . 2¢7a=2 = geztezra=2 Dje Bedingungy; > 1454 ist also erfillt, wenn

gertera=2 o 1454 = 21050581 "d h wenn ex + exa > 13.

Die Uberprufungz > —exa + 13 funktioniert jetzt auch noch mit dem maximalen Wert
uy = 22148647 MaxReal = 21214783647 . 1 79769 . ... 1073%8 und ist auBerdem sehr
viel schneller als die obige Abfrage, > 1454, bei der vergleichsweise sehr aufwendige
idotprecision -Ausdriicke auszuwerten sind.

22 := [1 — 272097 1] kann mit der Punktintervall-Konstant@ne_m_Ix_interval() sehr einfach
realisiert werden.
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Im 1. Beispielliefert das nachfolgende Programm fur das in der Klassiterval
maximale Argument = 22147483647 MgxReal = 2+2147483647.1 79769 . ..-10*3% eine
EinschlieRung des Funktionswertgs= tanh(z).

/[ Programm Ix_test42.cpp;
/[ Zum Test der tanh(x)-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
Ix_interval X,Y;

string s;

X = Ix_interval(2147483647,_interval(MaxReal,MaxReal );
Y = tanh(X);

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec+10)

<< Scientific;

s << Y;
cout << "tanh(X
cout << "tanh(X

" << s << endl:
" << Y << endl:

):
):

Das obige Programrix_test42.cpp liefert bei der 1. Ausgabe mit die folgende
optimale EinschlieRung

tanh(z) € Y = 271922 . [4.4942328371557 ... 303999 . .. 9995059 - 1037,
631 korrekt;rDez.-Ziﬁern

4.4942328371557 ... 3040000000 . . . 000 - 10737

mit 631 korrekten Dezimalziffern. Die zweite Ausgabe egfah lesbarer, dezimaler Form
und liefert

tanh(z) € Y = 1071 - [9.999999 . .. 9999999873 . . ., 1.000000 . . . 00000115 . . . - 10]
301 korrekt‘e,Dez.-Ziffern

mit nur 301 korrekten Dezimalziffern. Bei dieser letzterzidealen Ausgabe erhalt man
wegen der internen Umrechnungen mit der Logarithmus-komkiur noch 301 korrekte

Dezimalziffern, die jedoch tber die interne Genauigken ¥31 Dezimalziffern keine

Auskuntt liefert!
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Im 2. Beispielliefert das folgende Programm fiir= 22147482626 gine EinschlieBung des
Funktionswertesy = tanh(z).

/[ Programm Ix_test43.cpp;
/[ Zum Test der tanh(x)-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
Ix_interval X,Y;
string s;

X = Ix_interval(-2147482626,| _interval(1));

Y = tanh(X);

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec+10)
<< Scientific;

s << Y,

cout << "tanh(X) = " << s << endl;

}

Die folgende Ausgabe vo¥ Uiber die Zeichenkette liefert mit dem Faktop 2147483137
die EinschlieBung vomanh(z) mit der intern berechneten Genauigkeit von 477 korrekten
Dezimalstellen:

tanh(z) € Y = 272178137 .16 70390396497129 . . . 047999 . . . 9995059 . . . - 107173,
477 korrekt‘e,Dez.-Ziffern

6.70390396497129 ...048000...0001482. . .- 1071%]

Wegen der Division durck2 + ¢(x)) in (85) erhalten wir jetzt eine Genauigkeit voor
477 Dezimalstellen, wahrend z.B. bei dettan(z)-Funktion mity = 272147482626 gjne
Genauigkeit von 630 Dezimalstellen erreicht wird, vgl.t&&6.

Ubungsaufgabe
Uberpriifen Sie die folgenden Identitaten

2 sinh?(z)
—tanh(z) =1, — W
oz tanh() 1+ sinh?(z)
tanh(z) - cosh(z) = sinh(z);

= tanh®(2);

indem Sie fur darstellbare Punktargumente, wie z.B- —0.5, +0.75, +2.0, . . ., zeigen,
dass die EinschlieBungen der rechten Seiten in den Eiegcigen der entsprechenden
linken Seiten enthalten sind.
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5.2.31 Die Funktioncoth(z)
Firz € [—2,+2] ist der Graph der hyperbolischest-Funktion dargestellt in Abb. 8.

Abbildung 8:y = coth(x)

Die Funktionf(z) = coth(z) ist fur allex € R\{0} definiert durch

et +e”

coth(z) = = ¢ € R\{0},
6—2:(:
®7) = L sem(),
(88) = 2;:2;?), t(x):=e 2 -1, zeR\{0}.

Dabei ist (87) geeignet fur — 400, und (88) ist geeignet flr — 0, wobeit(z) mit der
schon vorhandenen Funkti@xpml1(...) sehr eng und auch effektiv eingeschlossen
werden kann. Die C-XSC Funktion

Ix_interval coth(const Ix_interval &u);

liefert garantierte EinschlieBungen fir das Intergall= coth(u), wobeiu = [uy, uy]
die Null nicht enthalten darf, und wegen der Punktsymmeuii Ursprung kann man
sich aufu; > 0 beschranken. Bei der Implementierung sind dgr> 0 zwei Falle zu
unterscheiden:

1. Furaller € u = [ug, ug], mit0 < uy < uy < 1 gilt:

(89) coth(z) = 2+ ) t(z) == e 2 — 1;

2. Furaller € u = [uy, us], Mit0 < uy < ug unduy > 1 gilt:

1+e 2
90 th(z) = i
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Nach 1. und 2. sind auch sehr breite Intervallmdglich, die jedoch in der Praxis einer
Staggered-Arithmetik keine Rolle spielen. Um Einschliefen flrcoth(z) zu erhalten,
sind die rechten Seiten von (89) und (90) intervallmaRigzawerten, wobei x jeweils
durch das Eingangsintervall= [uy, us] zu ersetzen ist.

Der Quotient rechts in (90) kann wegerp(—2 - ) ohne integer-Uberlauf nur bis
2uy < +1488521882 ausgewertet werden, obwohl masth(u) fur hinreichend grof3e
Werte vonu, durch das Intervally := [1,1 + 27297] einschlieBen kénnt& Um dies zu
erreichen, muss wegen der Doppelungleichung

e’ +e7*

(91 1 <coth(z)=— <14, z>1
61’ — 6—1’

und wegen der Monotonie desth-Funktion folgende Bedingung erfullt sein:

T+e™ <1427 = e <2729 e gy < —2097 - In(2)
<= wuy >2097-In(2) = 1453.5296 . . . |

d.h. die Bedingung ist erfullt fie; > 1454. Damit erhalt man die EinschlieBung:
coth(x) € [1,1 42727 1] Vr € u = [u1,uy], falls u; > 1454.

Da die Uberprifung der Bedingung > 1454 fiir sehr groRe:; > 1 zu einem interger-
Uberlauf fiihren kann, wird jetzt gezeigt, wie dieser Ubefrizermieden werden kann. Mit
dem staggered Wett; vom TyplIx_real  bestimmt man zunachst die beiden Zweier-
Exponenterex undexa mit den Anweisungen

ex = expo(ul); exa = expo_gr( Ir_part(ul) );

Bezeichnet mair_part(ul) mit a, dann istexa der Zweier-Exponent der betrags-
maRig grofiten Komponentgj], d.h. es gilt wegem; > 0

a[j] =m- Qema7 ~ CL[]] Z 05 . 2ezpa — Qema—l;

Da einige Komponente|i] auch negativ sein kénnen, gilt:a > 0.5 - 2¢z¢~1 = geza=2,
und damitu, > 2¢ . 2¢7a=2 = geztezra=2 Dje Bedingungy; > 1454 ist also erfillt, wenn

gertera=2 o 1454 = 21050581 "d h wenn ex + exa > 13.

Die Uberprufungz > —exa + 13 funktioniert jetzt auch noch mit dem maximalen Wert
wy = 2214783647 . MaxReal = 212147483647 . 1 79769 . ... 1073%8 und ist auBerdem sehr
viel schneller als die obige Abfrage; > 1454, bei der vergleichsweise sehr aufwendige
idotprecision -Ausdricke auszuwerten sind. Der aufmerksame Leser wirtebd
haben, dass die Herleitung der Bedingung> —exa + 13 die gleiche ist wie bei der
tanh-Funktion. Der Beweis der rechten Ungleichung in (91) kilddim Leser tberlassen.

2q 1= [1,1 + 272097 1] kann mit der Punktintervall-Konstant@ne_p_Ix_interval() sehr ein-
fach realisiert werden.
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Im 1. Beispielliefert das nachfolgende Programm fur das in der Klassiterval
maximale Argument = 22147483647 MgxReal = 2+2147483647.1 79769 . ..-10*3% eine
EinschlieRung des Funktionswertgs= coth(x).

/[ Programm Ix_test44.cpp;
Il Zum Test der coth(x)-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
Ix_interval X,Y;

string s;

X = Ix_interval(2147483647,_interval(MaxReal,MaxReal );
Y = coth(X);

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec+10)

<< Scientific;

s << Y;
cout << "coth(X
cout << "coth(X

" << s << endl:
" << Y << endl

):
):

Das obige Programrix_test44.cpp liefert bei der 1. Ausgabe mit die folgende
optimale EinschlieRung

coth(z) € Y = 271922 [4.4942328371557 ... 3040000 . .. 0000000 - 10737,
631 korrekt;rDez.-Ziﬁern

4.4942328371557 . .. 3040000 . . . 0004941 - 1037]

mit 631 korrekten Dezimalziffern. Die zweite Ausgabe egfah lesbarer, dezimaler Form
und liefert

coth(z) € Y =10""-[9.999999 . .. 9999999873 . .., 1.000000 . . .00000115. . .- 10']

302 korrekte Dez.-Ziffern

mit nur 302 korrekten Dezimalziffern. Bei dieser letzterzidealen Ausgabe erhalt man
wegen der internen Umrechnungen mit der Logarithmus-komkiur noch 302 korrekte

Dezimalziffern, die jedoch tber die interne Genauigken %31 Dezimalziffern keine

Auskunft liefert! Beachten Sie bitte, dass das Inter¥adin Punktintervall ist.
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Im 2. Beispielliefert das folgende Programm fiir= 22147482626 gine EinschlieBung des
Funktionswertesy = coth(z).

/[ Programm Ix_test45.cpp;
Il Zum Test der coth(x)-Funktion;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
Ix_interval X,Y;
string s;

X = Ix_interval(-2147482626,| _interval(1));

Y = coth(X);

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec+10)
<< Scientific;

s << Y,

cout << "coth(X) = " << s << endl;

}

Die folgende Ausgabe vo¥i Uiber die Zeichenkette liefert mit dem Faktop 2147482115
die EinschlieBung vonoth(z) mit der intern berechneten Genauigkeit von 476 korrekten
Dezimalstellen:

coth(x) € Y = 272178215 .16 70390396497129 . .. 047999 ... 9998517 ... - 107173,
476 korrekt‘e, Dez.-Ziffern

6.70390396497129 . ..048000...0001482. . .- 10715

Wegen des Zahler@ + ¢(z)) in (89) und wegen der notwendigen Division dureh(z)
erhalten wir jetzt eine Genauigkeit varur 476 Dezimalstellen, wahrend z.B. bei der
arctan(z)-Funktion mitz = 272147182626 ajne Genauigkeit von 630 Dezimalstellen er-
reicht wird, vgl. Seite 86.



5 ERWEITERTE REELLE STAGGERED INTERVALL-ARITHMETIK 119

5.2.32 Die Funktiony/1+ 2z —1
Firxz € [—1, +4] ist der Graph der Funktiogy1 + = — 1 dargestellt in Abb. 9.

y
11
X
-1 1 2 4
1!
Abbildung 9:y = V1 4+ 2 —1
X
Die Funktion =+1+2x—1=——— kann fur allex > —1 definiert werden
/(@) v Vi+z+1 v=
durch .

——, falls -1 <z<0.1,
flx) = vi+taz+1
Vvi+zx—1, fallsxz>0.1;

Ist dannu = [uq, us], mitu; > —1 ein Eingangsintervall, so wird die C-XSC Funktion
Ix_interval sqgrtplml(const Ix_interval& u)

implementiert durch

u
Y VrewC[-0.1,40.1],
flxye{ Vi+u+1 [ ]
Vitu—1, sonst

Um auf der Maschine garantierte EinschlieBungenffir), = € u, zu erhalten, werden
in sqrtplmi(...) die obigen voru abhangigen Terme intervallméaRig ausgewertet.

Im 1. Beispielliefert das nachfolgende Programm test46.cpp fir das maximale
Argumenty = 272147483646 gine EinschlieRung des Funktionswertgs) = /1 + z — 1.

/[ Programm Ix_test46.cpp;
Il Zum Test von sqrt(1+x)-1;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"
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using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 30;
Ix_interval X,Y;
string s;

X = Ix_interval(+2147483646,l_interval(1));
Y = sqrtplml(X);

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;

s << Y;

cout << "sgrtplml(X) = " << s << end|

}

Die folgende Ausgabe vo¥i Uiber die Zeichenkette liefert mit dem Faktop 1073740802
die EinschlieBung vorfi(z) = /1 + = — 1 mit einer intern berechneten Genauigkeit von
477 korrekten Dezimalstellen:

Vidtz—1eY=20mM802. 19 947116418577 ...151999 . ..9998343 - 107307
477 korrekt;rDez.-Ziﬁern

2.247116418577 ...152000...0001657 - 10*37)]

Im 2. Beispielliefert das nachfolgende Programnir test47.cpp fur das minimale
Argumenty = 22147482627 gine EinschlieRung des Funktionswertgs) = /1 + = — 1.

/[ Programm Ix_test47.cpp;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 30;
Ix_interval X,Y;
string s;

X Ix_interval(-2147482627,| interval(1));

Y = sqrtplml(X);

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;

s << Y;

cout << "sqrtplmil(X) = " << s << endl
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Die folgende Ausgabe vo¥i Uber die Zeichenketts liefert mit dem Faktop—2147483139
die EinschlieRung vorfi(x) = /1 + = — 1 mit einer intern berechneten Genauigkeit von
476 korrekten Dezimalstellen:

V1t —1¢Y =228 16 703903964971 ...047999 . ..99985178 - 101173

476 korrekte Dez.-Ziffern

6.703903964971 ... 048000 . ..00014822 - 1071%%]

Im 3. Beispielliefert das nachfolgende Progranim test48.cpp fur das Argument
r = 10730 . \/2 eine EinschlieBung des Funktionswertgg:) = /1 +z — 1.

/[ Programm Ix_test48.cpp;
/[ Test von sqrt(1+x)-1;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 30;
Ix_interval X,Y;

X = Sqrt2_Ix_interval() * |x_interval(-3000,"[1,1]");

Y = sqrtplm1(X);

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;

cout << "sgrtplml(X) = " << Y << end|

}

Das obige Programm liefert mit die folgende garantierte Einschliel3ung

VIt r—1€Y=10"""7.071067811865475244008 . ..30181399762570399 25 .10°
299 korrekt;rDez.-Ziﬁern

mit 299 korrekten Dezimalziffern. Es ist zu beachten, dasg$lz = 10730 als auch
v/2 im Binarsystem nicht exakt darstellbar sind, so déssd damit aucly keine Punkt-
intervalle sein kénnen. Es ist klar, dagér) wegen des Faktors0—2°% in der Klasse
|_interval nicht eingeschlossen werden kann und dass dieser Fakter ikldsse
Ix_interval auch noch sehr viel kleiner hatte gewahlt werden kénnen.

Mit Mathematicdassen sich die Beispiele 1. und 2. wegen entsprechendefl@we
Meldungen nicht nachrechnen. Die rMathematicdberechnete Approximation fir den
Funktionswertf (=) aus Beispiel 3. wird durch das Intervalljedoch eingeschlossen.
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5.2.33 Die Funktion arsinh(z)
Furz € [—4, +4] ist der Graph der Funktion arsifh) dargestellt in Abb. 10.

Abbildung 10:y = arsinh(x)

Zur hyperbolischen sin-Funktion kann deren Umkehrfunkii¢z) = arsinh(z) fur alle
x € R definiert werden durch

(92) arsinfz) = In(x + v1+22), zeR.
Die C-XSC Funktion
Ix_interval asinh(const Ix_interval &u);

liefert garantierte EinschlieBungen fur das reelle Iralirg = arsinh(u), v = [uy, us],
mit —oo < u; < uy < +oo. Bei der Implementierung wird zunéchst der Ral= 0
behandelt und danach der Falle u. Wegen der Punktsymmetrie zum Ursprung kann
man sich dann auf; > 0 beschranken.

Furu, — 0 ist (92) wegen starker Ausléschung nicht geeignet. Wirdnétien daher
zunéachst die Taylorreihe

+§:1-3-5-...-(21@—1)-(—1)’%2’““
= 2:4-6-...-(2K)(2k+1)
1—

A
6 40 836 S

Da in (94) die Reihe rechts in der Klammer eine alternierdrelbniz-Reihe ist, gilt flr
0 < z < 1 die Doppelungleichung

(93) arsinhz) = =z lz] <1,
T

(94) -

2
(95) x- (1 — %) <arsinhz) <z, 0<z<l1.
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Um in (95) den bei der Auswertung var? auftretenden integer-Uberlauf fiir— 0 zu
vermeiden, benutzt man die fiir> 0 allgemeingdiltige, etwas grobere Abschatzung

£ (-9 (109 e (=) =2 (1-5)

und erhéalt damit

s T .
(1= 2. )< < < .
(96) x <1 2) (1+2> <arsinhz) <z, 0<z<l1
In (96) wird dabei die EinschlieBung von arsifi) umso besser, je kleiner man> 0
wabhlt. Fir das Eingangsintervadl= [u, us], mit0 < u; < uy < 1 gilt dann

(97) arsinf{z) € [Inf (ue (1oud2) o (1eoud2)),us Vo € u.

Der Vorteil von (97) besteht nun darin, dass die Untersdtegetzt sehr effektiv und vor
allem firu, — 0 ohne vorzeitigen integer-Uberlauf berechnet werden ka@astrech-
nungen haben dabei ergeben, dass marstagprec = 39 und Punktintervallen,
mit u, < 277°°, eine maximale Genauigkeit der EinschlieBungen von cakdvkten
Dezimalziffern erhalt.

Im Fall 2= < u, < 1 kann mit (92) immer noch starke Ausléschung auftreten, die
man jedoch mit Hilfe der Identitat

(98) In(z + VIt a?) =In(l+{z+ I+ra2 -1}

vermeiden kann, wenn die innere Klamnigfl + 22 — 1) mit Hilfe der C-XSC Funktion
sqrtplmi(sqr(u)) intervallméRig auswertet und der ganze Term rechts in (98) m
Hilfe der C-XSC Funktionnp1( u+sgrtplml(sqr(u)) ) eingeschlossen wird.
Dabei ist zu beachten, dass jetzt wegen> 2~ bei nicht zu breiten Intervallen die
Auswertung vorsqr(u)  keinen integer-Uberlauf mehr verursachen kann.

Nur im letzten Fallu, > 1 kommt schlie3lich (92) direkt zur Anwendung, wobei
der Ausdrucky/1 + z2 mit Hilfe der C-XSC Funktiorsqrt1px2(u) ohne vorzeitigen
integer-Uberlauf eingeschlossen werden kann.

Im 1. Beispielliefert das nachfolgende Programm test49.cpp fir das maximale
Argumenty = 272147183645 gine EinschlieRung des Funktionswertgsr) = arsinh(z).

/[ Programm Ix_test49.cpp;
/[ Zum Test von asinh(x);

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;
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int main()

{
stagprec = 39;
Ix_interval X,Y;
string s;

X = Ix_interval(+2147483645,|_interval(1));
Y = sqrtplm1(X);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;

s << Y,

cout << "asinh(X) = " << s << endl;

}

Die folgende Ausgabe vo¥ Uiber die Zeichenkette liefert mit dem Faktop 1073740801

die EinschlieBung vorf(z) = arsinh(z) mit einer intern berechneten Genauigkeit von

477 korrekten Dezimalstellen:

arsinh(z) € Y = 27107370801 . 3 17790251538411 ... 160455478 522 - 1037

~
477 korrekte Dez.-Ziffern

Im 2. Beispielliefert das nachfolgende Programnir test50.cpp fur das minimale

Argumenty = 272147482626 gine EinschlieRung des Funktionswertggr) = arsinh(z).

/[ Programm Ix_test49.cpp;
/[ Zum Test von asinh(x);

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using nhamespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
Ix_interval X,Y;
string s;

X = Ix_interval(-2147482626,|_interval(1));
Y -

= sqrtplm1(X);
cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16 = stagprec)
<< Scientific;
s << Y;
cout << "asinh(X) = " << s << endl;
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Die folgende Ausgabe vo¥i Uber die Zeichenketts liefert mit dem Faktop—2147483138
die EinschlieBung vorf(z) = arsinh(z) mit einer intern berechneten Genauigkeit von
476 korrekten Dezimalstellen:

arsinh(x) € Y = 27214183138 16 703903964971 ... 047999 ... 999851 ... - 107173
476 korrekt‘e,Dez.-Ziffern

6.703903964971 . ..048000...000148 . .. - 107

Der Versuch, die Funktionswerte der beiden letzten Beispret Mathematicanachzu-
rechnen, scheitert an entsprechenden Overflow-Meldungen.

Im 3. Beispielwird die Identitat
arsinf( sinh(z) )=z, z€R
fir z = /2 benutzt. Dabei wird die nicht darstellbare Zah2 mit Hilfe der Intervall-

Konstanten Sqrt2_Ix_interval() > V2 in hoher Genauigkeit eingeschlossen.

/[ Programm Ix_test51.cpp;
/[ Zum Test von asinh(x);

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
IX_interval X,Y;

X = Sqrt2_Ix_interval();
Y = asinh( sinh(X) );

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;
cout << "asinh(X) = " << Y << endl;

if (X<Y) cout << "X in Y enthalten" << endl;
else cout << "X NICHT in Y enthalten" << endl;

Die Programmausgabe liefert nvieine EinschlieRung fiy/2 mit nurnoch 302 korrekten
Dezimalziffern

V2 e Y =10"""1.41421356237309504880 . . . 6279952514079896 920 - 10™

~
302 korrekte Dez.-Ziffern

und die Meldung: X in Y enthalten , da bei der Berechnung vohdie unver-
meidbaren Rundungsfehler zu einer etwas gréberen Eiegalrig von/2 fiihren.
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5.2.34 Die Funktion arcoshx)
Furxz € [1,4] ist der Graph der Funktion arco§h dargestellt in Abb. 11.

Abbildung 11:y = arcoshz)

Zur hyperbolischen cos-Funktion wird deren Umkehrfunktfdz) = arcosh(x) fur alle
x > 1 definiert durch:

(99) arcostiz) = In(x + Va2 —1), x>1.
Die C-XSC Funktion
Ix_interval acosh(const Ix_interval &u);

liefert garantierte EinschlieBungen fur das reelle Irabry = arcoshu), u = [uy, us],
mit 1 < u; < uy < +oo, wobei das Intervalls bei einer sinnvollen Anwendung der
Staggered Arithmetik nicht zu breit gewahlt werden darf.

Furz — +1 wird der Ausdruck rechts in (99) in der Nahe der Nullstelle e
Funktion ausgewertet, so dass starke Ausléschung zu emiatt Flirr — +1 betrachten
wir daher mit der Pochhammer-Symbolik

(2)0:=1;, (2)o:=2-(z+1)-(z24+2)-...-(z24+k—-1), k=1,2,3,...

d.h. mit (1) S L8 BRED ks a
2/, 2
die Taylorreihe um den Entwicklungspunkt = 1
@ -1
= . J— . < _ .
(100)rcosh ) V2 (x—1) R R 0<z—-1<2

k=0

rz—1 3 9
— m‘<1_ 5 +ﬁ~(x—1) —+...)
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Da die Reihe rechts in (100) fir< x — 1 < 2 eine alternierende Leibniz-Reihe ist, gilt
die Doppelungleichung

—1
\/293—2-(1—%) <arcosi(z) <v2r—2, 0<z—1<2,

wobei die linke Seite wegeh — (x —1)/12 > 2 — x fir eine effektive Auswertung noch
weiter vereinfacht werden kann:

(101) V2r—2-(2—2z) <arcoshz) <v2r—2, 0<z—-1<2,

Wir betrachten jetzt das Eingangsintervall= [uy, us], mit 1 < u; < uy < 2. Da die
obige Einschlie3ung von arco&h nur hinreichend eng ist fir — +1, kommt (101) nur
im Fall uy — 1 < 2716 zur Anwendung. Dabei werden die Terry@z — 2 - (2 — ) und
Vv2x — 2 intervallméaRig ausgewertet, indermrdurchu ersetzt wird. Die entsprechenden
Unter- und Oberschranken dieser EinschlieBungen liefenm dlie garantierte Einschlie-
Bung von arcosfy) Vo € u = [uy, us).

Danach wird im Falkiy, — 1 < 1 zur Vermeidung madglicher Ausléschungen in (99)
mit ¢ := x — 1 die folgende Identitat benutzt:

arcoshz) ::ln(x+m)zln<l+{t+m}>, t=x—12>0.

Zur Einschliel3ung von arcosgh) wird der obige rechte Term wieder intervallmaRig mit
Hilfe der C-XSC Funktionnpi(...) ausgewertet, wobet durchu zu ersetzen ist.
Erst im Fallu, — 1 > 1 kommt schlie3lich der einfachere Term in (99) zur Anwen-
dung, wobeivu? — 1 mit Hilfe der C-XSC Funktion sqrtx2m1(u) intervallmanig
auszuwerten ist, um einen vorzeitigen integer-Uberlaifdee Berechnung vom? zu
vermeiden.

Im 1. Beispielliefert das nachfolgende Progranim test52.cpp fur das Argument
r =1+ 2729% eine EinschlieBung des Funktionswertgg) = arcosh(z).

/[ Programm Ix_test52.cpp;
/[ Zum Test von acosh(x);

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
Ix_interval X,Y;
string s;

X = Ix_interval(0,l_interval(1));
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X += Ix_interval(-2095,|_interval(1));

Y = acosh(X);

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;

s <<Y,;

cout << "acosh(X) = " << s << endl;

}

Die folgende Ausgabe vo¥ Uber die Zeichenketts liefert mit dem FaktoR—2%° die
Einschlieung vory (z) = arcosh(z) mit einer intern berechneten Genauigkeit von 476
korrekten Dezimalstellen:

arcosh(z) € Y = 27299 . [4.4942328371557 ...303999 . .. 999876 . .. - 10137,
476 korrekt‘e, Dez.-Ziffern

4.4942328371557 . ..304000 . ..000331 ... 107307].

Der mit Mathematicaauf 490 Dezimalstellen berechnete Funktionswert wird lolulas
Intervall Y eingeschlossen.

Zeigen Sie mit dem obigen Programr test52.cpp , dass mity = 1 4 272060
die entsprechende Intervall-Addition

X += Ix_interval(-2060,|_interval(1));

kein punktférmiges Ergebnisintervall mehr liefert, so dass mit nur noch eine sehr

grobe EinschlieRung fur arcogh) berechnet werden kann. Sollen Funktionswerte auch
mit Argumentenz = 1 + 2¢, ¢t < —2059 in hoher Genauigkeit eingeschlossen werde, so
muss die Funktioracoshpl(...) benutzt werden, vgl. dazu den néachsten Abschnitt.

Im 2. Beispielliefert das nachfolgende Programm test53.cpp fir das maximale
Argumenty = 272147483646 gjne EinschlieRung des Funktionswertgs:) = arcoshz).

/[ Programm Ix_test53.cpp;
/I Zum Test von acosh(x);

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
IX_interval X,Y;
string s;

X
Y

IX_interval(+2147483646,|_interval(1));
acosh(X);
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cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;

s << Y;

cout << "acosh(X) = " << s << endl;

}

Die folgende Ausgabe vo¥ tber die Zeichenketts liefert mit dem FaktoR!073740802
die EinschlieBung vorf(x) = arcosh(xz) mit einer intern berechneten Genauigkeit von
477 korrekten Dezimalstellen:

arcosh(x) € Y = 2107370802 .9 9471164185778 ... 151999 ...999834 ... - 10137,
477 korrekt‘e,Dez.-Ziffern
2.2471164185778 ...152000 . ..000165. .. - 107°7].

Die Berechnung einer Naherung fur arc@gh?!47483646) scheitert mitMathematicaan
einer Overflow-Meldung.

Im 3. Beispielliefert das folgende Programm fiir das im Binarsystem niehsillbare
Argumentr = 2.001 eine garantierte EinschlieBung fur arc¢3i001).

/[ Programm Ix_test54.cpp;
/I Zum Test von acosh(x);

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
Ix_interval X,Y;

X = Ix_interval(0,"[2.001,2.001]");
Y -

= sqrtplm1(X);
cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16 = stagprec)
<< Scientific;
cout << "acosh(X) = " << Y << endl;

}

Das obige Programm liefert myt die folgende garantierte Einschlie3ung

arcosh(2.001) € Y = 10" - 1.3175350548400828 . . . 6977472596835510829 517 - 10*

301 korrekte Dez.-Ziffern

mit 301 korrekten Dezimalziffern. Eine mit dem Algebra-&ys Mathematicaauf 308
Dezimalstellen berechnete Naherung fiir arg@sbo1) wird durch das obige Intervalf
eingeschlossen.
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5.2.35 Die Funktion arcosh1 + x)
Firz € [0, 4] ist der Graph der Funktion arcosh+ =) dargestellt in Abb. 12.

Abbildung 12:y = arcosH1 + z)

Die Funktionf(z) = arcosh(1 + z) ist fur allex > 0 definiert durch:

(102) arcosfil +z) =In(1+{z ++/z-(2+2x)}), x>0,
dabei erhalt man (102), indem man in (999lurch1 + z ersetzt. Die C-XSC Funktion
Ix_interval acoshpl(const Ix_interval &u);

liefert garantierte EinschlieBungen fur das reelle Iralry = arcoshi{1+u),u = [uy, us],
mit 0 < u; < uy < +oo, wobei das Intervallh bei einer sinnvollen Anwendung der
Staggered Intervall-Arithmetik nicht zu breit gewahlt wen darf.

Fir z — 0 kann die rechte Seite von (102) mit Hilfe der C-XSC Funkiigpil {...}
in hoher Genauigkeit eingeschlossen werden, wenn im Argtde+ /z- (24 z)}
die Variablex durch das Intervall ersetzt wird. Fiihrt man in (101) die Transformation
x — 1 4 2 durch, so erhalt man

(103) V2z - (1 —z) <arcosh{l +z) <Vv2z, 0<z<2;

und flru, < 2719 liefert dies eine sehr effektive EinschlieRung fir arqdsh x), wenn
man die Termea/2z - (1 — x) und+/2z intervallmaRig auswertet und mit den entsprechen-
den Unter- und Oberschranken die EinschlieBung fur ar€bshz) Va € u realisiert.

Im Fall uy < 1 kommt dann die rechte Seite von (102) zur Anwendung, sorrsk zvir
EinschlieBung von arcogh + z) die rechte Seite von

arcosil+z) =In(t+Vvt?—-1), t:=1+z x>1,

intervallméaRig ausgewertet, indem wiededurch das Eingangsintervadlersetzt wird.
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Im 1. Beispielliefert das nachfolgende Programnim test55.cpp fur das minimale
Argumenty = 272147482626 gine EinschlieBung fif (x) = arcosi1 + x).

/[ Programm Ix_test55.cpp;
Il Zum Test von acosh(1+x);

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
Ix_interval X,Y;
string s;

X = Ix_interval(-2147482626,| _interval(1));
Y = acoshpl(X);

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;

s << Y,

cout << "acoshpl(X) = " << s << endl;

}

Die folgende Ausgabe vo¥ Uber die Zeichenkette liefert mit dem FaktoR—1073742335

die EinschlieBung vorf(x) = arcosh(1 + z) mit einer intern berechneten Genauigkeit
von 475 korrekten Dezimalstellen:

arcosh{1 + z) € Y = 27107372335 . 6 35580503076823 . . . 1231832091095 557 - 10737

~
475 korrekte Dez.-Ziffern

Im 2. Beispielliefert das folgende Programm fiir das im Binarsystem niehsillbare
Argumentr = ¢~°%0v7 gine garantierte EinschlieRung fiir arcosh- z).

/[ Programm Ix_test56.cpp;
/[ Zum Test von acosh(1+x);

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
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IX_interval X,Y;

X = exp(-50000 =+ SqrtPi_Ix_interval());
Y = acoshpl(X);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;
cout << "acoshpl(X) = " << Y << endl;

}

Das obige Programm liefert myt die folgende garantierte Einschliel3ung

arcosh(1 +z) € Y = 1072 . 9.491679975163393 . . . 896840259235745 o5~ - 10°
301 korrek?(;Dez.-Ziﬁern

mit 301 korrekten Dezimalziffern. Eine mit dem Algebra-&ys Mathematicaauf 308
Dezimalstellen berechnete Naherung fiir arcgsh- e~>°°°"v7) wird durch das obige
Intervall Y eingeschlossen.
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5.2.36 Die Funktion artanh(z)
Furz € (—1,+1) ist der Graph der Funktion artaqt) dargestellt in Abb. 13.

Abbildung 13:y = artanh(x)

Zur hyperbolischen tan-Funktion wird deren Umkehrfunitfdz) = artanh(x) fur alle
x € (—1,+1) definiert durch:

1 1
(104) artantiz) = 5 In (1 +x) , —l<z<+L
— X

Die C-XSC Funktion
Ix_interval atanh(const Ix_interval &u);

liefert garantierte EinschlieBungen fir das reelle Irdbry = artanh(u), v = [uy, us],
mit —1 < u; < us < +1, wobei das Intervalk bei einer sinnvollen Anwendung der
Staggered Intervall-Arithmetik nicht zu breit gewahlt wen darf.

Die Logarithmusfunktion rechts in (104) wird fir— 0 in der Nahe ihrer Nullstelle
xg = 1 ausgewertet. Um die dabei auftretenden starken Auslogemunu vermeiden,
kommt im Fall|us| < 0.25 folgende Identitat zur Anwendung:

2

1—=x

(105) artantix) = % -In (1 + ) , —l<oz <41,

dabei wird2z /(1 — z) intervallméRig ausgewertet und als Argument der bereitdam
mentierten C-XSC Funktiompl(...) verwendet. Im Fal).25 < |us| < 1 wird (104)

ebenfalls intervallméRig ausgewertet, indeturch das Eingangsintervallersetzt wird.

Liegt x z.B. zu dicht bei der Singularitét1, so wird bei der intervallmalligen Aus-
wertung vonl — z rechts in (104) die Null mit eingeschlossen, so dass diedfetdldung
DIV_BY_ZERO entsteht.

Wird das Eingangsargumemtals Differenzu = 1 © 277 berechnet, so erhalt man mit
mit p > 2096 eine Fehlermeldung, da in diesem Fall das Maschinenirtardie Eins
mit einschlief3t, wodurch eine entsprechende Fehlermgléureugt wird, vgl. dazu das
1. Beispiel auf der nachsten Seite.
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Im 1. Beispielliefert das nachfolgende Progranir test57.cpp fur das Intervall-
Argumentr = 1 — 27299 eine sehr enge EinschlieBung ffirr) = artanh(z).

/[ Programm Ix_test57.cpp;
/[ Zum Test von atanh(x);

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
IX_interval X,Y;
string s;

X = 1 - Ix_interval(-2095,_interval(1));

Y = atanh(X);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;

s << Y;

cout << "atanh(X) = " << s << endl;

}

Die folgende Ausgabe vo¥ Uber die Zeichenketts liefert mit dem FaktoR~1°'2 die
EinschlieRung voryf (z) = artanh(x) mit einer intern berechneten Genauigkeit von 473
korrekten Dezimalstellen:

artanh(z) € Y = 271°2.. 3.18817649531979839 . . . 9508193890254331 750 . 107307

473 korrekte Dez.-Ziffern

Wenn fur Argumenter, die noch dichter bei +1 liegen, eine Einschlieung flurrdrta)
in gleich hoher Genauigkeit zu berechnen ist, so muss digldiffe der C-XSC Funktion
atanhim(...) erfolgen, vgl. den nachsten Abschnitt.

Im 2. Beispielliefert das nachfolgende Programnir test58.cpp fur das minimale
positive Argumentr = 22147482627 gine EinschlieBung fuf (z) = artanh(z).

/[ Programm Ix_test58.cpp;
/[ Zum Test von atanh(x);

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using nhamespace std;
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int main()

{
stagprec = 39;
Ix_interval X,Y;
string s;

X = Ix_interval(-2147482627,|_interval(1));

Y = atanh(X);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;

s << Y,

cout << "atanh(X) = " << s << endl;

}

Die folgende Ausgabe vo¥ Uiber die Zeichenketts liefert mit dem Faktop 2147483647
die EinschlieBung vorf(xz) = artanh(z) mit einer intern berechneten Genauigkeit von
477 korrekten Dezimalstellen:

artanh(x) € Y = 272147483647 11 1235582092889 . .. 575999 ...999834 ... - 10137,
477 korrengez.-Ziﬁern

1.1235582092889 . .. 576000 . .. 000496 . . . - 1073%7].

Die Berechnung einer Naherung fur artgah?!47482627) scheitert mitMathematicaan
einer entsprechenden Overflow-Meldung.

Im 3. Beispielliefert das folgende Programm fiir das im Binarsystem niehsillbare
Argumentr = 0.51 eine garantierte Einschlie3ung fur art&als1).

/[ Programm Ix_test59.cpp;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
IX_interval X,Y;

X = Ix_interval(0,"[0.51,0.51]");

Y = atanh(X);
cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific << "atanh(X) = " << Y << endl;

}
Das obige Programm liefert mt die folgende garantierte Einschlie3ung

artanh(0.51) € Y = 107" - 5.6272976935214885 . .. 970881808742519631 75> - 10"

302 korrekte Dez.-Ziffern

mit 302 korrekten Dezimalziffern.
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5.2.37 Die Funktion artanh(1 — x)
Furz € (0,42) ist der Graph der Funktion artatth— =) dargestellt in Abb. 14.

0.5

[EY

15 2

Abbildung 14:y = artanh(1 — x)

artanh(z) ist dabei die im letzten Abschnitt behandelte Umkehrfumker hyperboli-
schen Tangens-Funktion. Die C-XSC Funktion

Ix_interval atanhlm(const Ix_interval &u);

liefert EinschlieBungen fir das reelle Intervajl = artanh(1 — u), u = [uy, ug), mMit
0 < u; < wug < +2, wobei das Intervall bei einer sinnvollen Anwendung der Staggered
Intervall-Arithmetik nicht zu breit gewahlt werden darf.egen2-2147482627 < 4, kann
mit Hilfe dieser Funktion die inverse hyperbolische Targgénnktion ganz in der Nahe
ihrer Singularitat-1 ausgewertet werden.

Mit Hilfe der Transformationr — 1 — z erh&lt man aus (104) direkt den Ausdruck

1 2
(106) artantil — z) = 3 In (—1 + E) , 0<z <2,

der furxz — 0 intervallméaRig sehr effektiv ausgewertet werden kann.

Im 1. Beispielliefert das nachfolgende Progranir test60.cpp fur das Intervall-
Argumenty = 272147182627 gine sehr enge EinschlieBung fitr) = artanh(1 — ).

/[ Programm Ix_test60.cpp;
/[ Zum Test von atanh(1-x);

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using hamespace std;
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int main()

{
stagprec = 39;
Ix_interval X,Y;
string s;

X = Ix_interval(-2147482627,|_interval(1));
Y = atanhlm(X);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;

s << Y,

cout << "atanh(1-X) = " << s << endl;

}

Die folgende Ausgabe voM Uber die Zeichenketts liefert mit dem Faktor2=%2 die
EinschlieRung voryf (z) = artanh(1 — z) mit einer intern berechneten Genauigkeit von
481 korrekten Dezimalstellen:

artanh(1 — z) € Y = 2792 3.1151633402305661 . . . 4593969135356039 5ra- - 10377

~
481 korrekte Dez.-Ziffern

Damit erhalten wir fiir den Funktionswert artafih— 2-2147482627) eine garantierte Ein-
schlieBung mit einer internen Genauigkeit von 481 Deziiffatn. Die Berechnung einer
Naherung fur artanfi — 2-2147182627) scheitert mit dem Algebra-Systemfathematicaan
einer entsprechenden Overflow-Meldung.

Hinweis:

Die intervallmaRRige Auswertung der rechten Seite von (1€1@)esonders gunstig, da die
Variablex nur einmal vorkommt und fir die Berechnung des Argumentsidéunktion
nur zwei Rechenoperationen erforderlich sind.
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5.2.38 Die Funktion artanh(—1 + x)
Firz € (0,+2) ist der Graph der Funktion artafth1 + =) dargestellt in Abb. 15.

0.5
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Abbildung 15:y = artanh(—1 + )

artanh(z) ist dabei die im vorletzten Abschnitt behandelte Umkehkfiom der hyperbo-
lischen Tangens-Funktion. Die C-XSC Funktion

Ix_interval atanhmlp(const Ix_interval &u);

liefert EinschlieBungen fur das reelle Intervall= artanh(—1 + u), u = [uq, ug|, Mit
0 < u; < wug < +2, wobei das Intervall bei einer sinnvollen Anwendung der Staggered
Intervall-Arithmetik nicht zu breit gewahlt werden darf.egen2-2147482627 < 4, kann
mit Hilfe dieser Funktion die inverse hyperbolische Targgénnktion ganz in der Nahe
ihrer Singularitat-1 ausgewertet werden.

Da die artanh-Funktion punktsymmetrisch zum Ursprungiit,

artanh(—1 + z) = —artanh(+1 —z), 0<z <2,

so dass die Funktioatanhm1p(...) direkt mit Hilfe der schon im letzten Abschnitt
implementierten Funktioatanhlm(...) realisiert werden kann.
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5.2.39 Die Funktion arcoth(z)
Furz & [—1, +1] ist der Graph der reellen Funktion arc¢th dargestellt in Abb. 16.

Abbildung 16:y = arcoth(x)

arcoth(z) ist die Umkehrfunktion der hyperbolischen Cotangens-fionk Die C-XSC
Funktion

Ix_interval acoth(const Ix_interval &u);

liefert EinschlieBungen fir das reelle Intervgll= arcoth(u), u = [uy, us], wobei weder
uy nochus in [—1, +1] enthalten sein darf. Bei einer sinnvollen Anwendung deg&teed
Intervall-Arithmetik darf das Intervatk nicht zu breit gewahlt werden.

Fir|xz| > 1 gilt die folgende Darstellung

1 2
(107) arcotiiz) = artanh(1/x) = 3 -In (1 + —1) .zl > 1L
x J—

Wegen der zusétzlichen Divisidriz wird artanh(1/z) nicht ausgewertet, und wegen der
Punktsymmetrie arcoth+x) = —arcoth(xz) kann man sich auf > 1 beschréanken. Das
Argumentl + 2/(z — 1) rechts in (107) kann Ubrigens fir= 1+ ¢, ¢ > 0 sehr viel
genauer eingeschlossen werden alsifis —1 — ¢, daher wird die rechte Seite in (107)
nur firz > 1 ausgewertet.

Im 1. Beispielliefert das nachfolgende Progranir test61.cpp fur das Intervall-
Argumentr = 1 + 27299 eine sehr enge EinschlieBung ff(tr) = arcoth(z).

/[ Programm Ix_test61.cpp;
!l Zum Test von acoth(x);

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
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using nhamespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
IX_interval X,Y;
string s;

X = 1 + Ix_interval(-2095,|_interval(1));
Y -

= acoth(X);
cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;
s <<Y;
cout << "acoth(X) = " << s << endl;

}

Die folgende Ausgabe voX Uber die Zeichenketts liefert mit dem FaktoR~112 die
Einschliel3ung voryf (z) = arcoth(x) mit einer intern berechneten Genauigkeit von 473
korrekten Dezimalstellen:

arcoth(1 +272°%) ¢ Y = 271012.. 3.1881764953197 . . . 08193890254331 202 . 107307
473 korrekt;rDez.-Ziﬁern

Damit erhalten wir fiir den Funktionswert arcgth+ 272°°%) eine garantierte Einschlie-
Bung mit einer internen Genauigkeit von 473 Dezimalziff@ai der intervallmaRigen
Auswertung des etwas kleineren Arguments: 1 + 27299 ¢ y := 1 ¢ [27209 27209]
wird die Singularitatz, = 1 mit eingeschlossen, so dass beim Aufruf von ar¢ejteine
entsprechende Fehlermeldung erfolgt. Wenn ar¢othiir Argumenter einzuschlie3en
ist, die noch dichter bet, = +1 liegen, so muss die C-XSC Funktiagothpl(...)
benutzt werden, vgl. dazu den néachsten Abschnitt.

Im 2. Beispielliefert das nachfolgende Programm test62.cpp fur das maximale
Argumenty = 272147482627 gine sehr enge EinschlieBung flitz) = arcoth(x).

/[ Programm Ix_test62.cpp;
/[ Zum Test von acoth(x);

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
Ix_interval X,Y;
string s;
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X = Ix_interval(+2147482627,l_interval(1));
Y -

= acoth(X);
cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;
s << Y,
cout << "acoth(X) = " << s << endl;

}

Die folgende Ausgabe vo¥ Uiber die Zeichenketts liefert mit dem Faktop 2147483647
die EinschlieBung vorf(x) = arcoth(z) mit einer intern berechneten Genauigkeit von
477 korrekten Dezimalstellen:

arcoth(x) € Y = 27214783647 1 1935582092889474 ... 575999 ...999834 . .. - 107307,
477 korrengez.-Ziﬁern

1.1235582092889474 ... 576000 . .. 000496 . .. - 107307].

Die Berechnung einer Naherung flr arc¢p2!47482627) scheitert mitMathematicaan
einer Overflow-Meldung.

Im 3. Beispielliefert das nachfolgende Progranim test63.cpp fur das nicht dar-
stellbare Argument = —3.01 eine garantierte EinschlieBung fur arcot3.01).

/[ Programm Ix_test63.cpp;
/[ Zum Test von acoth(x);

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
Ix_interval X,Y;

X = Ix_interval(0,"[-3.01,-3.01]");

Y = acoth(X);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16 = stagprec)
<< Scientific;

cout << "acoth(X) = " << Y << end|

}
Das obige Programm liefert mt die folgende garantierte Einschliel3ung

arcoth(—3.01) € Y = 107" - —3.4532825962374671739 . ..979645203397590 375 - 10°

302 korrekte Dez.-Ziffern

mit 302 korrekten Dezimalziffern. Eine mitathematicaauf 310 Dezimalstellen berech-
nete Naherung fir arcoth-3.01) ist in Y enthalten.
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5.2.40 Die Funktion arcoth(1 + z)
Furz > 0 ist der Graph der Funktion arcath+ =) dargestellt in Abb. 17.

0.5 1

Abbildung 17:y = arcoth(1 + x)

arcoth(z) ist dabei die im letzten Abschnitt behandelte Umkehrfumkiiler hyperboli-
schen Cotangens-Funktion. Die C-XSC Funktion

Ix_interval acothpl(const Ix_interval &u);

liefert EinschlieBungen fir das reelle Intervajl = arcoth(1 + u), u = [uq, us), Mit
0 < u; < wuy, wobei das Intervalk bei einer sinnvollen Anwendung der Staggered
Intervall-Arithmetik nicht zu breit gewahlt werden darf.egen2-2147483645 < 4, kann
mit dieser Funktion die inverse hyperbolische Cotangamnskton in der unmittelbaren
N&ahe ihrer Singularitdt, = +1 ausgewertet werden.

Mit Hilfe der Transformatiornr — 1 + x erhalt man aus (107) direkt den Ausdruck

1 2
(108) arcotifl + z) = 5 In (1 + —) , x>0,
x

der firz — 0 intervallméaRig sehr effektiv mit Hilfe der C-XSC Funktidmpl(...)
ausgewertet werden kann.

Im 1. Beispielliefert das nachfolgende Progranir test64.cpp fur das minimale
Intervall-Argumentr = 272117183645 gjne enge EinschlieBung fii{x) = arcoth(1 + ).

/[ Programm Ix_test64.cpp;
/[ Zum Test von acoth(x);

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;
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int main()

{
stagprec = 39;
Ix_interval X,Y;
string s;

X = Ix_interval(-2147483645,| interval(1));
Y -

= acothp1(X);
cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;
s <<Y,;
cout << "acothpl(X) = " << s << endl;

}

Die folgende Ausgabe voM (ber die Zeichenketts liefert mit dem Faktor2=%2 die
EinschlieBung vory (x) = arcoth(1 4+ =) mit einer intern berechneten Genauigkeit von
481 korrekten Dezimalstellen:

arcoth(1 +z) € Y = 2792 3.1151648169532361 . . . 5965825903019065 23g - 10737
481 korrekt;rDez.-Ziﬁern

Damit erhalten wir fiir den Funktionswert arcgth+ 2-2117483615) eine garantierte Ein-
schlieBung mit einer internen Genauigkeit von 481 Deziifiatn. Die Berechnung einer
Naherung fur arcotfl -+ 2-2117483645) gcheitert mit dem Algebra-Systebfathematicaan
einer entsprechenden Overflow-Meldung.
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5.2.41 Die Funktion arcoth(—1 — z)
Furz > 0 ist der Graph der Funktion arcath1 — =) dargestellt in Abb. 18.

0.5 1

Abbildung 18:y = arcoth(—1 — x)

arcoth(z) ist dabei die im vorletzten Abschnitt behandelte Umkehkfiom der hyperbo-
lischen Cotangens-Funktion. Die C-XSC Funktion

Ix_interval acothmlm(const Ix_interval &u);

liefert EinschlieBungen fur das reelle Intervayl = arcoth(—1 — u), v = [uy,usl,
mit 0 < u; < ugy, wobei das Intervalls bei einer sinnvollen Anwendung der Staggered
Intervall-Arithmetik nicht zu breit gewahlt werden darf.egen2-21474836145 < 4, kann
mit Hilfe dieser Funktion die inverse hyperbolische CotamgFunktion unmittelbar in
der N&he ihrer Singularitdt1 ausgewertet werden.

Da die arcoth-Funktion punktsymmetrisch zum Ursprungpist,

arcoth(—1 — z) = —arcoth(1 + z), x>0,

so dass die Funktioacothm1m(...) direkt mit Hilfe der schon im letzten Abschnitt
implementierten Funktioacothpl(...) realisiert werden kann.
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5.2.42 Die Funktion/z2 4 32

Furz € [-2,+2] undy € [-2,+2] ist der Graph der Funktiofi(z,y) = /22 + 32
dargestelltin Abb. 19.

Abbildung 19:f(z,y) = /22 + y?
Die C-XSC Funktion

Ix_interval sqgrtx2y2(const Ix_interval& x, const Ix_inte rval& vy);

liefert garantierte EinschlieBungen fur das reelle Irdbre = /22 + y2, £ = [x1, x9],
Yy = [y1, y2), Mitz;, y; € R, wobei die Intervaller, y bei einer sinnvollen Anwendung der
Staggered Intervall-Arithmetik nicht zu breit gewahlt wen sollten.

Bei der Implementierung wird zunachst vorausgesetzt, dagdie Intervalle der
jeweiligen Betragez|, |y| sind, d.h. es gilt:y, 3, > 0. Im Fall y, = 0 erhalt mare = z
und im Fallz, = 0 erhélt man entsprechend= y. Im folgenden kann also, > 0 und
yo > 0 vorausgesetzt werden. O.E.d.A. wird zusatzligh> y, vorausgesetzt, und fir
die Implementierung benutzt man die folgenden Darstebuang

(109) z = Vx?+y? falls0 € z,
2

(110) — )1+ (%) . falls0 &z
Da in (109) die Null inz enthalten ist und vorher, > 0 vorausgesetzt wurde, ist zu-
mindestz = [0, x»] ein sehr breites Eingangsintervall, so dass nach dem Quedrfeim
Radizieren sehr haufig eine Fehlermeldung nicht zu vermesgie

In (110) ist rechts der Quadratwurzelausdruck intervaligénit Hilfe der C-XSC
Funktionsgrtlpx2(...) mit dem Argumeny ¢x auszuwerten. Wegen

(111) y _ [w] _ {g @}

xr [1’1,372] .’,UQ’ I
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kann bei der Auswertung vog/z; ein integer-Uberlauf entstehen, wegn— oo und
x1 — 0. In diesem Fall wird dann aber weggn< =, das Intervalle = [z, x5 sehr breit
sein mussen, so dass eine sinnvolle Anwendung der Stageesdallarithmetik nicht
mehr moglich ist. Dieser integer-Uberlauf muss daher nighiter diskutiert werden.

Bei der Auswertung vom; /z, undys/x; in (111) kann es jedoch auch bei sehr engen
Intervallenz, y im Fall y, — 0 undz; — oo zu einem integer-Uberlauf kommen, der nur
verhindert werden kann, wenn man die Intervalldivisiopz vermeidet und durch die
Differenz entsprechender Zweier-Exponenten ersetzt.

Nach (111) gilt zunachst

Y\?2 2\
(112) 1+(—) c |1, 1+<—2)

x 1

Im nachsten Schritt verlangen wir, dass das Intervall eeoh{112) enthalten sein soll
im Maschinenintervall := [1,1 + 272°7], wobeia mit Hilfe der Intervallkonstantet

One_p_Ix_interval() einfach zu realisieren ist, d.h. es soll gelten:
2
(113) 1,41+ <@) C [1,1+ 27297,
T

Wir verlangen daher

2 2
1+ (&) < 14272097 <%) < 97209 49— 4194
T I

und die letzte Ungleichung ist sicher erftllt, wenn gilt

2
(114) (%) < 9209 Y2 < 91048,
1 x1

Wenn die letzte Ungleichung in (114) erfullt ist, dann gdtdlich

2

1+ (31) C 1,1 4 27207],
X

Im n&chsten Schritt wird jetzt, /x; mit den Zweier-Exponenten von Z&hler und Nenner

abgeschatzt, wobegi undz; Werte vom Typlx_real  sind.

Zunachst wird eine Oberschranke filr > 0 berechneéf. Bezeichnet man die erste
und damit auch gré3te Komponente wprmit y»[1], so gilt mit

exy = expo(y2); exyl = expo_gr(Ir_part(y2)) :
Yo[1] = 277V . - 2 < gemwrenyl 05 < < 1, ~
(115) Yo < 2. Qemy—l—e:vyl — 26my+e:vyl+1.

24Das C-XSC PunktintervalDne_p_Ix_interval() schlieRt den Wert + 272097 gin.,
25Der Fallyy = 0 liefert direktz = z.
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Der zusatzliche Faktor 2 in (115) berticksichtigt, dass rmélehfolgenden Komponenten
y2[7], = 2,3,...sehrviel kleiner sind und dabei auch alle positiv ausfati@nnen.

Jetzt wird noch eine Unterschranke fiir > 0 ganz analog berechnet. Bezeichnet
man die erste und damit auch gréf3te Komponentewyanit x;[1], so gilt mit

exx = expo(xl); exxl = expo_gr(Ir_part(x1)) ;
512'1[1] — 9EIT 4, 2e:p:pl Z 26$$+6$$l—1’ 0.5 S m < 1’ ~

(116) T > 0.5 - 265050-1-650:01—1 — 28xx+exxl—2.

Der zusatzliche Faktor 0.5 in (116) beriicksichtigt, daksreichfolgenden Komponenten
x1ljl, j = 2,3,4,...sehrviel kleiner sind und dabei auch alle negativ ausfatemen.
Aus (115) und (115) ergibt sich damit die folgende Abschidgzu

Y2 - -
Z2 L 9ery exxz+exryl e:v:vl+3.
1

Nach (114) ist damit die EinschlieRung

2
(117) 1+ (%) C 1,1+ 272097]

garantiert, wenn die folgende Bedingung erfullt ist:

gery—evrteayl—caaltd < 91048 o opy — ez + exyl — exxl < 1051

(118) — exy < exx + {(exxl — exyl) — 1051}.

Bei der letzten Ungleichung wirfl . .} ohne integer-Uberlauf und die ganze rechte Seite
nur in wirklichen Extremfallen mit einem integer-Uberldigrechnet, was gegebenenfalls
einen Programmabbruch zur Folge hat.

Wenn jedoch die Bedingung in (118) nicht erfillt ist, erfotle Auswertung nach
(110), da danry ¢x stets ohne einen integer-Uberlauf berechnet werden kann.

Damit kann jetzt nach (109) bzw. (110) das Interval: |/x2 + y2 fiir hinreichend
enge Eingangsintervalle y in einem sehr umfangreichen Bereich dery)-Ebene in
hoher Genauigkeit eingeschlossen werden. Die relativectiduesser vorx,y sollten
dabei die Bedingung (4) auf Seite 7 erfullen. Die Beispielieder folgenden Seite zeigen
z.B., dass fur die Punktintervalle = 272147482625 yndy = 272147482625 gine garantierte
EinschlieBung fig = /x? + y? berechnet werden kann.

Mit Mathematicaerhalt man eine Overflow-Meldung, wenn man flig 212147482625
undy = 272147482625 gine Naherung fux/z2 + 2 berechnen will.
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Im 1. Beispielliefert das nachfolgende Prograntn test65.cpp fur die Argumente
x = 2121782625 ndy = 272147482625 aine enge EinschlieBung fir den Funktionswert

Fz,y) = /22 + y? ~o 221742625

/[ Programm Ix_test65.cpp;
/[ Zum Test von sqrt(x*2+y"2);

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 39;
Ix_interval X,Y,Z;
string s;

X = Ix_interval(+2147482625,|_interval(1));

Y = Ix_interval(-2147482625,| interval(1));

Z = sgrtx2y2(X,Y);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16 = stagprec+10)
<< Scientific;

cout << "Z = " << Z << endl;

s << Z;

cout << "Z

" << s << endl

}

Die erste Ausgabe voa erfolgt in lesbarer dezimaler Form und liefert rditeine Ein-
schlieBung fur/z? + y2 mit 302 korrekten Dezimalstellen.

Va2 +y? € Z = 101101008 . 1.95985957505354115 . .. 939491187747718 335 - 10"
302 korrekt‘e,Dez.-Ziffern

Die zweite Ausgabe Uber die Zeichenkedtdiefert mit Z ebenfalls eine Einschlielung
fur /22 + y2, wobei man jetzt die interne Genauigkeit der Rechnung nfitl&8rekten
Dezimalstellen direkt ablesen kann.

Va2 +y? € Z = 2281005 . 1.1235582092889 . . . 514008576000 . .. 000 5007 - 10°°7.

631 korrekte Dez.-Ziffern

Zeigen Sie mit dem gleichen Programm, dassifi y = 27214782625 ynd flrz = y =
22147182598 dje Funktionswertg (z, y) in hoher Genauigkeit eingeschlossen werden.

Versucht man fur die obigen Beispiele mit dem Algebra-SysiéathematicaNéahe-
rungen der Funktionswertgx, y) zu berechnen, so erhélt man stets eine entsprechende
Overflow-Meldung.
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Im 2. Beispielwahlen wirz = 0.6, y = 0.8 und benutzen die Beziehung + y* = 1.
Um dies auf dem Rechner zu bestatigen, muss man jedoch beadass die Dezimal-
werte0.6 und0.8 auch im Staggered Format nicht exakt darstellbar sind uhdrddurch
maoglichst enge Intervalle einzuschlie3en sind. Mit dergdéolden Programm

/[ Programm Ix_test66.cpp;
Il Zum Test von sqrt(x"2+y”"2);

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 30;
Ix_interval X,Y,Z;

X = Ix_interval(0,"[0.6,0.6]");

Y = Ix_interval(0,"[0.8,0.8]");

Z = sqrtx2y2(X,Y);

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;

cout << "Z = " << Z << endl;

}

erhalt man die sehr enge EinschlieRung der Eins mit 302 kimeDezimalstellen.

coth(z) € Z =10""-[9.999999 . ..9999999021 . . ., 1.000000 . . .00000102.. . . - 10'].

302 korrekte Dez.-Ziffern

Zu beachten ist, dass mit den Zeichenket{ért,0.6]" und"[0.8,0.8]" die In-
tervalleX undY die nicht darstellbaren Dezimalzahlen 0.6 und 0.8 wirké&aschliel3en,
weshalb diese Intervalle auch keine Punktintervalle séimkn.
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5.2.43 Die Funktionln(y/x2 + y?)

Furz € [0.1,+1] undy € [0.1, +1] ist der Graph der Funktiofi(x, y) = In(y/22 + y?)
dargestellt in Abb. 20.

Abbildung 20:f(z,y) = In(y/2% + 42)

Die C-XSC Funktion

Ix_interval In_sqrtx2y2(const Ix_interval &x, const Ix_i nterval &y);

liefert EinschlieRungen fir das reelle Intervadl = In(\/z2 +¥?), * = [z1, 23],y =
[y1,y2], mit z;,y; € R, wobei die Intervaller,y bei einer sinnvollen Anwendung der
Staggered Intervall-Arithmetik nicht zu breit gewahlt wen sollten.

Bei der Implementierung der obigen C-XSC Funktion wird zthsi vorausgesetzt,
dasse, y die Intervalle der jeweiligen Betrage|, |y| sind, d.h. es gilt:y, y; > 0, mit ||+
ly| > 0, und wegen der Quadrate kann man sich auf den 1. Quadranten tesprung
gelochten(z, y)-Ebene beschranken. Zuséatzlich kann o.E.d:A.> y, vorausgesetzt
werden, wobei folgende Darstellungen benutzt werden:

(119) flz,y) = In(V/2? +y?),
(120) = In(1+{(z—1)-(z+1)+3°});

Im Fall z; > 100 oderz,; < 0.25 kommt (119) zur Anwendung, wobei die auftretende
Quadratwurzel direkt mit der bereits implementiersgntx2y2()  -Funktion intervall-
maRig ausgewertet wird. Daher braucht man sich um méglitiegeér-Uberlaufe bei den
Auftretenden Quadraten nicht zu kiimmern. Dieser Vortaithailerdings mit einer etwas
grol3eren Laufzeit erkauft, da in (119) zwei Funktionen ausgzten sind.

Im verbleibenden Fall kbnnen die Intervaitey in der unmittelbaren Nahe des Ein-
heitskreises liegen, so dass nach (119) bei der Auswertenigi-dFunktion in der Néahe
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der Nullstelle 1 starke Ausléschungen auftreten kbnners®iassen sich vermeiden,
wenn bei der intervallmaRRigen Auswertung von (120) die GS¥inktionlnp1(...)
mit dem Argumenty := {(z — 1) - (z + 1) + y*} zur Anwendung kommt.

Bei der Auswertung vom? kann es jedoch bei zu kleinema > 0 zu einem integer-
Uberlauf kommen. Im Falt = 1 ist dies wegein(/z2 + y2) = 0.5-In(1+y?) ~ 0.5-y>
kein Nachteil. Aber im Falk # 1 nimmt das Argumend auch dann noch endliche Werte
an, wenny? im Unterlaufbereich liegt und dadurch das Programm abgéiemwird. Um
dies zu vermeiden, wird die folgende Skalierung durchgefiih

a = {@xz—-1)-(z+1)+y*}
T IS ELRER R ECAE HEALET R

wobei N > 0 so zu wahlen ist, daga” -y) - (2" -y) gerade noch keinen integer-Uberlauf
erzeugt. Damit kdnnen wir jetzt in sehr gro3en Bereichen dgy)-Ebene die Intervalle
f(z,y) in hoher Genauigkeit einschlie3en.

Im 1. Beispielliefert das nachfolgende Progranixntest67.cpp fur die Argumente
x = 2T2T8625 nd 4 = 2+2147482625 @ine enge EinschlieBung fir den Funktionswert

f(z,y) = In(\/22 + y2).

/[ Programm Ix_test67.cpp;

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;
int main()
{
stagprec = 30;
Ix_interval X,Y,Z,
string s;

X = Ix_interval(+2147482625,|_interval(1));

Y = Ix_interval(+2147482625,|_interval(1));

Z = In_sqrtx2y2(X,Y);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16 = stagprec)
<< Scientific;

s << Z;

cout << "Z = " << s << endl;

}

Die folgende Ausgabe voA lber die Zeichenketts liefert mit dem Fakto2=%°! die
EinschlieBung vory (x,y) mit einer intern berechneten Genauigkeit von 481 korrekten
Dezimalstellen:

In(v/22 +y?) € Z=2""".3.115163336604036 . . . 32630875184551366 505~ - 10737,

v

~
481 korrekte Dez.-Ziffern
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Zeigen Sie mit dem gleichen Programm, dass mit den Argumente

T = 2-1—21474826257 Y= 2—2147483647 und mit = = 2—21474826277 y = 2—2147482598

ebenfalls sehr enge Einschliefungen der Funktionswértey) berechnet werden. Das
Algebra-SystemMathematicdiefert entsprechende Overflow-Meldungen, wenn N&he-
rungen zu derf(z, y) zu berechnen sind.

Im 2. Beispiel liefert das folgende Programiw_test68.cpp fur die Argumente
x = 1 und den minimalen Werj = 2-1973741313 gine enge EinschlieRung fir den Funkti-
onswertf(z,y) = In(y/1 + 22147482626 )

/[ Programm Ix_test68.cpp;
/[ Zum Test von In( sqrt(x*2+y”2) );

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 30;
Ix_interval X,Y,Z;
string s;

X = Ix_interval(0,l_interval(1));

Y = Ix_interval(-1073741313,|_interval(1));

Z = In_sqrtx2y2(X,Y);

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec+7)
<< Scientific;

s << Z;

cout << "Z = " << s << endl;

}

Die folgende Ausgabe vor Uiber die Zeichenkette liefert mit dem Faktop—2147483648
die EinschlieBung voim (/1 + 2-2147482626) mit einer internen Genauigkeit von 470 kor-
rekten Dezimalstellen:

flx,y) € Z =27 217483648 19 9471164185778 ...151999...999583 ... - 10137,
470 korrekt‘e,Dez.-Ziffern

2.2471164185778 ...152000 . ..000394 . . . - 107307].

Die Berechnung einer Naherung flir(y/1 + 2-2147482626) — (.5 . In(1 4 22147482626
scheitert mitMathematicgeweils an einer Overflow-Meldung.
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Im 3. Beispielliefert das folgende Programix_test69.cpp fur die Argumenter =
1undy = 3.1 - 10729 eine garantierte EinschlieRung fir den Funktionsvfért y) =
In(y/1 + (3.1 - 10-20000)2),

/[ Programm Ix_test69.cpp;
Il Zum Test von In( sqgrt(x*2+y”2) );

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using namespace CXsc;
using nhamespace std;

int main()

{
stagprec = 30;
Ix_interval X,Y,Z,

X = Ix_interval(0,l_interval(1));

Y = Ix_interval(-20000,"[3.1,3.1]");

Z = In_sqrtx2y2(X,Y);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16 = stagprec)
<< Scientific;

cout << "Z = " << Z << endl;

}

Die Ausgabe vor¥ erfolgt jetzt in lesbarer dezimaler Form und liefert mit d&aktor
10~400% die EinschlieBung vorf (z,y) = In(y/1 + (3.1 - 10-20000)2) mit einer internen
Genauigkeit von 300 korrekten Dezimalstellen:

f(z,y) € Z=107"0".14.8049999 ...999582...,4.805000...000417 .. ].

~
300 korrekte Dez.-Ziffern

Beachten Sie, dags= 3.1- 10729 nicht im Binarsystem darstellbar ist und daher durch
= Ix_interval(-20000,"[3.1,3.1]");
eingeschlossen werden muss, wo¥ei y kein Punktintervall sein kann.

Im 4. Beispielwird ein PunktP;(x1,y;) mit den Koordinaten:;,y; moglichst dicht
am Einheitskreis gewahlt. Danach soll bewiesen werders desser Punki; jedoch
nicht auf dem Einheitskreis liegt. Die Koordinaten y; sind dabei vom Typx_real
zu wahlen. Ausgangspunkt ist die bekannte Beziehtwog + 0.82 = 1. Im ersten
Schritt wird im folgenden Programir_test70.cpp die nicht darstellbare Dezimal-
zahl 0.6 durclincl_6_10 = Ix_interval(0,l_interval(6))/10; mit der
Préazisionstagprec = 29 in hoher Genauigkeit eingeschlossen. Ganz analog wird
auch0.8 durch das Intervallncl_8 10 eingeschlossen. Die Koordinate vom Typ
Ix_real wird dann durcHnf(Incl_6_10) bestimmt und durch das Punktintervall

= Ix_interval(Inf(Incl_6_10)) eingeschlossen. Ganz entsprechend wird
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danny; durch das Punktintervaftl. = Ix_interval(Sup(Incl_8_10)); einge-
schlossen. Es gilt dahet ~ 0.6 undy; = 0.8, und das folgende Programm soll zeigen,
dassP; (1, y1) nicht auf dem Einheitskreis liegt.

/[ Programm Ix_test70.cpp;
/[ Zum Test von In( sqrt(x"2+y”2) );

#include <iostream>
#include "Ix_imath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()
{
stagprec = 29;
Ix_interval Incl_6_10,x1,Incl_8 10,y1,Z;

Incl_6_10 = Ix_interval(0,l_interval(6))/10;
x1 = Ix_interval(Inf(incl_6_10));
if (point_intv(x1))
cout << "x1 ist ein Punktintervall* << endl;
Incl_8 10 = Ix_interval(0,l_interval(8))/10;
yl = Ix_interval(Sup(incl_8 10));
if (point_intv(yl))
cout << "yl ist ein Punktintervall" << endl;
stagprec = 30;
Z = In_sqrtx2y2(x1,yl);
cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;
cout << "Z = " << Z << endl;

}

Das Programm liefert die Ausgabe

x1 ist ein Punktintervall
yl ist ein Punktintervall

Z = —107%2. 3.0911264920%15

Die Nullist also in der EinschlieBungdes Funktionswertda (/2 + y?) nicht enthal-
ten, so dass wegert + y? # 1 der PunktP; (z1, y;) sicher nicht auf dem Einheitskreis
liegen kann. Uberlegen Sie, warum der obige Nachweis nigirmgefiihrt werden kann,
wenn die Punktintervallgl,yl mit der hbheren Prazisiostagprec = 30 bestimmt
werden. Natdrlich lasst sich der obige Beweis auch ohnéndiunktion flihren, wenn
z? + y? # 1 direkt bestatigt wird.
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6 Erweiterte komplexe Staggered Intervall-Arithmetik

Es wird eine neue Klasde cinterval

(re,im) = (2% - 1i,, 2% - [i;) = re + i - im,

mit Objekten der Form

i=+v—-1

implementiert. In dieser Klasse werden neben den Kongirektdie Intervall-Operatoren
{®, ¢, ©, ¢} bereitgestellt, mit denen auf der Maschine die vier Gruedationen in
optimaler Genauigkeit durchgefihrt werden konnen. Esestelie géngigsten Standard-

funktionen zum Datentyfx_cinterval

zur Verfigung, und einfache C-XSC Pro-

gramme demonstrieren die Leistungsfahigkeit der erwteiteklassdx_cinterval

6.1 Die Klassd x_ci nt erval

Die Klassdx_interval

#include
#include
#include
#include
#include
#include
#include

<iostream>
<string>
<except.hpp>
<l|_cinterval.hpp>
"Ix_interval.hpp"
"Ix_imath.hpp"
"Ix_complex.hpp"

namespace cxsc {
class Ix_cinterval

{
private:
A private data elements -----------------
Ix_interval re, im;
/I (re,im) is a complex number: re + i *im, i
public:
I -mmmmmememeee Constructors
inline Ix_cinterval(void) throw() { }
inline Ix_cinterval(const Ix_interval &,const Ix_interv
inline Ix_cinterval(const |_interval &, const |_interval
inline Ix_cinterval(const interval &, const interval &)
inline Ix_cinterval(const | real &, const |_real &)
inline Ix_cinterval(const Ix_real &, const Ix_real &)
inline Ix_cinterval(const real &, const real &)
inline Ix_cinterval(const |_cinterval &) throw();
inline Ix_cinterval(const cinterval &) throw();
inline Ix_cinterval(const complex &) throw();
inline Ix_cinterval(const |_complex &) throw();
inline Ix_cinterval(const Ix_complex &) throw();
inline Ix_cinterval(const Ix_complex&, const Ix_complex

ist u.a. wie folgt implementiert:

throw(ERROR_CINTERVAIX_EMPTY_INTERVAL);

inline Ix_cinterval(const |_complex&, const |_complex&)

throw(ERROR_CINTERVAIX_EMPTY_INTERVAL);

inline Ix_cinterval(const complex&, const complex&)

throw(ERROR_CINTERVAIX_EMPTY_INTERVAL);

inline Ix_cinterval(int, const |_interval&, int, const |_

throw();

sqrt(-1)
al&) throw();
&) throw();
th row();
throw( );
thro w();
throw();
&)
interval&)
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inline Ix_cinterval(int, const |_interval&) throw();

inline Ix_cinterval(int, const |_interval&,const Ix_int erval&)
throw();

inline Ix_cinterval(const Ix_interval&, int, const |_int erval&)
throw();

inline Ix_cinterval(int, const string&, int, const string &) throw();

explicit inline Ix_cinterval(const Ix_interval &) throw( );

explicit inline Ix_cinterval(const |_interval &) throw()

inline Ix_cinterval(const interval &) throw();

explicit inline Ix_cinterval(const Ix_real &) throw();

explicit inline Ix_cinterval(const |_real &) throw();

explicit inline Ix_cinterval(const real &) throw();
I and other member funktions of this class ------ - */
}; Il class Ix_cinterval } // end namespace cxsc

Analog zur Klassdx_real , vgl. Seite 13, liefert die Klasskx_complex Objekte
der Struktur(re,im) = re + i - im,i = \/—1, wobei die privaten Datenelemente im
beide vom Tydx_real sind. Die Klasséx_complex ermdglicht u.a. die Implemen-
tierung der Funktionemf (...), Sup(...), mid (...) unddiam (...) fir Objekte der Klasse
Ix_cinterval . Auf die Klassdx_complex wird hier nicht weiter eingegangen.

6.1.1 Konstruktoren

Die verschiedenen Konstruktoren der Klabseinterval ermdglichen ein einfaches
Einbinden von Objekten der Klassbenreal ,Ix_complex ,.... Alle Konstruktoren
sind ab Seite 155 zusammengestellt. Wichtig fur die Anwegdst der Konstruktor

Ix_cinterval(int pr, const string &sr, int pi, const string &si);

mit dem Uber die beiden Zeichenkettensi  flr Real- und Imaginarteil Objekte der
Klasselx_interval in dezimaler Form generiert werden konngm,pi  bedeu-
ten dabei die entsprechenden ZehnerexponentensiMit "[2.1e-1,2.1e-1]"

undpr = -700 generiert der Konstruktor z.B. fur den Realteil ein Objektom Typ
Ix_interval ,mit: 10770 .[2.1-107%,2.1-107"] C a. Zu beachten ist, dass wegen
notwendiger Umrechnungen die EinschlieRung durdkicht Gberschatzt wird, wobei
insbesondere fistagprec > 19 nur ca. 300 korrekte Dezimalziffern geliefert werden.
Ebenfalls wichtig fir die Anwendung ist der Konstruktor

Ix_cinterval(int p,const |_interval&a,int g,const |_int erval&b);
wobeip,q jetzt die Exponenten zur Basis 2 sind. Mit den Anweisungen
string("[0.1,0.1]") >> a; string("[0.3,0.3]") >> a;

und p=g=-8000; liefert dann der Aufruf z = Ix_interval(p,a,q,b); mit
z
eine garantierte EinschlieRung des komplexen Intervalls

278000.10.1,0.1] +4-27%%.[0.3,0.3] C z, i=+—1,
wobei diese Einschliel3ung durehbei jeder durctstagprec vorgegebenen Prazision

nahezu optimal erfolgt, weil jetzt Umrechnungen der ZepatanzenioP™ oder 10P!
wie beim ersten Konstruktor-Beispiel nicht erforderlichds
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6.1.2 Zuweisungsoperatoren

In der Klassdx_cinterval sind die folgenden Zuweisungsoperatoren definiert:
Ix_cinterval & operator = (const Ix_cinterval &a) throw( );
Ix_cinterval & operator = (const |_cinterval &a) throw( );
Ix_cinterval & operator = (const cinterval &a) throw( );
Ix_cinterval & operator = (const Ix_interval &a) throw( );
Ix_cinterval & operator = (const | interval &a) throw( );
Ix_cinterval & operator = (const interval &a) throw( );
Ix_cinterval & operator = (const Ix_real &a) throw( );
Ix_cinterval & operator = (const | _real &a) throw( );
Ix_cinterval & operator = (const real &a) throw( );
Ix_cinterval & operator = (const Ix_complex  &a) throw( );
Ix_cinterval & operator = (const |_complex  &a) throw( );
Ix_cinterval & operator = (const complex &a) throw( );

Der fur die Anwendung wichtige Operator
|_cinterval & operator = (const Ix_cinterval& a) throw();

der inl_cinterval.hpp deklariert und iflx_cinterval.cpp implementiert ist,
liefert eine optimale Einschlie3ung vardurch ein Intervalk vom Typl_cinterval

Falls dies wegen eines Overflows nicht mdglich ist, erfoigé@ntsprechende Fehlermel-
dung. Ganz analog wird der Zuweisungsoperator

cinterval & operator = (const Ix_cinterval& a) throw();

in cinterval.hpp deklariert und ifnx_cinterval.cpp implementiert.

6.1.3 Mengenvergleiche
In der Klassdx_cinterval sind die folgenden Mengenvergleiche definiert:
<, <=, >, >=

wobei wenigstens ein Operand vom Tigpcinterval sein muss. Der Typ des zwei-
ten Operanden muss ein Element der folgenden Menge sein:

{ Ix_cinterval,|_cinterval,cinterval,Ix_interval,l_i nterval,interval,
Ix_real,l_real,real,Ix_complex,|_complex,complex }

6.1.4 Vergleichsoperatoren

In der Klassdx_vinterval sind die Operatorea== und != definiert fir Operanden
vom Typ
Ix_cinterval,l_cinterval,cinterval,Ix_interval,l_in terval,interval,

Ix_real,l_real,real,Ix_complex,|_complex,complex

wobei wenigstens einer der Operanden vom [Kyginterval sein muss.
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6.1.5 Arithmetische Operatoren

In der C-XSC Klasséx_cinterval sind neben den beiden unitéaren Operatorer

mit nur jeweils einem Operanden vom TPp cinterval zusatzlich die arithmeti-
schen OperatorefH, —, %, / } definiert, wobei wenigstens einer der beiden Operanden
vom TypIx_cinterval sein muss. Die Zuweisungsoperatofepn=, —=, x=, /=}

sind ebenfalls implementiert.

6.1.6 Der Negationsoperator !

In der Klassdx_cinterval ist der Operator
bool operator ! (const Ix_cinterval& a);

definiert. Er liefert 1, wenf € a.re A0 € a.im , sonst wird 0 zurtickgegeben.

6.1.7 Ein- und Ausgabefunktionen

Zur Eingabe von Objekten des Typs cinterval stehen die folgenden Operatoren
zur Verfligung:

string & operator >> (std::string &s, Ix_cinterval &a);

void operator >> (const std::string &s, Ix_cinterval &a);
void operator >> (const char xS, Ix_cinterval &a);
istream & operator >> (std::istream &s, Ix_cinterval &a);

Mit den drei ersten Operatoren wird ein Strimgler Form
( {-345678, [0.1e-4,0.1e-4]} , {-345678, [-0.3e-4,-0.3e- a4 )

in eine Variable vom Typx_cinterval kopiert, wobei—345678 als Exponent zur
Basisl0 interpretiert wird. Der vierte Operator kopiert die Tagtaingabe mit dem glei-
chen Format ebenfalls in eine Variatdevom Typ IX_cinterval . Die Variablena
sind dabei stets EinschlieBungen der eingegebenen Sttiagyalle.

Zur Erzeugung von Objekten des Typs ciinterval konnen innerhalb eines
Programms auch die auf Seite 156 beschriebenen Konstemkterwendet werden.

Zur Ausgabe von Objekten des Typs cinterval stehen folgende Operatoren
zur Verfliigung:

ostream& operator << (ostreamé& s, const Ix_cinterval& a);
string & operator << (string &s, const Ix_cinterval& a);

Der erste ermoglicht die Ausgabe vann dezimaler Form in den Ausgabekanal und der
zweite schreibt ein Objekd vom Typ Ix_cinterval mit den beiden geklammerten
Zweier-Exponenten in eine Zeichenkette
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6.1.8 Weitere Funktionen und Operatoren

Innerhalb und auf3erhalb der Klagsecinteval sind die folgende Funktionen imple-
mentiert:

1.

10.

11.

12.

13.

Ix_interval abs(const Ix_cinterval &a);
liefert eine EinschlielBung des Absolutbetrags des konepléxtervallsa.

. Ix_interval Re(const Ix_cinterval &a);

liefert den Realteil des komplexen Intervadls

. Ix_interval Im(const Ix_cinterval &a);

liefert den Imaginarteil des komplexen Intervalls

. Ix_complex Inf(const Ix_cinterval &a);

liefert das komplexwertige Infimum des komplexen Intewvall

. Ix_complex Sup(const Ix_cinterval &a);

liefert das komplexwertige Supremum des komplexen Intksraa

. Ix_cinterval & SetRe(Ix_cinterval &a,

const Ix_interval &x);
liefert das komplexe Intervadl mit dem neuen Realted. Der Typ des Realteils
kann ein Element der folgenden Menge sein:
{Ix_interval,l_interval,interval,Ix_real,|_real,rea [}.

. Ix_cinterval & Setim(Ix_cinterval &a,

const Ix_interval &x);
liefert das komplexe Intervadl mit dem neuen Imaginarteil. Der Typ des Realteils
x kann ein Element der folgenden Menge sein:
{Ix_interval,l_interval,interval,Ix_real,|_real,rea [}.

. Ix_real InfRe(const Ix_cinterval &a);

liefert das reelle Infimum des Realteils des komplexen Vatésa.

. Ix_real Infim(const Ix_cinterval &a);

liefert das reelle Infimum des Imaginarteils des komplexeariallsa.

Ix_real SupRe(const Ix_cinterval &a);
liefert das reelle Supremum des Realteils des komplexemnaltsa.

Ix_real Suplm(const Ix_cinterval &a);
liefert das reelle Supremum des Imaginarteils des kompléxervallsa.

Ix_complex mid(const Ix_cinterval &a);
liefert eine Approximation der komplexen Mitte des kom@exntervallsa.

Ix_complex diam(const Ix_cinterval &a);
liefert den Durchmesser fur Real- und Imaginarteil des Kewgn Intervallsa.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

int expo_Re(const Ix_cinterval &a);
liefert den Zweier-Exponenten des Realteils des kompléxtemvallsa.

int expo_Im(const Ix_cinterval &a);
liefert den Zweier-Exponenten des Imaginéarteils des kengn Intervallsa.

|_interval li_part Re(const Ix_cinterval &a);
liefert von¥(a) den Intervallteil vom Tyg_interval

|_interval li_part_Im(const Ix_cinterval &a);
liefert von<(a) den Intervallteil vom Tyg_interval

Ix_cinterval adjust(const Ix_cinterval &a);
Anpassung des komplexen Intervalsn die aktuelle Prazisiostagprec

Ix_cinterval conj(const Ix_cinterval &a);
liefert das konjugiert komplexe Interval

void times2pown(Ix_cinterval &a , int n);
Das erste Argument liefert das komplexe Intervalt:- a.

bool ISEmpty(const Ix_cinterval &a);
liefert 1, wennR(a) und<¥(a) leere Mengen sind, sonst wird 0 zurtickgegeben.

Ix_cinterval operator | (const Ix_cinterval &a,

const Ix_cinterval &b);
liefert die konvexe Hulle der beiden Operandeh . Die mdglichen Typkombina-
tionen der Operanden findet mann cinterval.hpp

Ix_cinterval operator & (const Ix_cinterval &a,

const Ix_cinterval &b);
liefert den Durchschnitt der beiden Operandeln . Die méglichen Typkombina-
tionen der Operanden findet mann cinterval.hpp

blabla
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6.1.9 Standardfunktionen

161

Die Argumentez der folgenden Standardfunktionen sind nicht zu breitervaidée vom

Typ Ix_cinterval

. Beispiele findet man bei den Seitenangaben der letzteneSpal

Standardfunktionen vom Typ | x_ci nt er val

Funktionsterm C-XSC Name Informationen Seite
12| = \/(z.r€)2 + (z.im)? | abgz) |z| C abgz)
22 sqnz) EinschlieBung des Quadrats
NE sqrt(z) Berechnung des Hauptzweigs 163
Wz sqriz, n) 2 < n < +2147483647 163
arg(z) Arg(z) Analytische Argumentfunktion 164
arg(z) arg(z) Nicht analytische Funktion 165
In(z) Ln(z) Analytischer Logarithmus 166
In(z) In(z) Nicht analytische Funktion 167
2" power_fastz, n) | Schnelle Potenzfunktion 167
2" powel(z, n) Langsamere Potenzfunktion | 42
2P pow(z, p) Ix_cintervalz; Ix_intervalp; 169
2% pow(z, w) Ix_cintervalz, w 169
e* exp(z) IX_cintervalz
sin(z) sin(z) IX_cintervalz
cos(z) coqz) IX_cintervalz
tan(z) tan(z) IX_cintervalz
cot(z) cot(z) IX_cintervalz
arcsin(z) asinz) IX_cintervalz 172
arccos(z) acogz) IX_cintervalz 188
arctan(z) atar(z) IX_cintervalz 200
arccotz) acofz) IX_cintervalz
sinh(z) sinh(z) IX_cintervalz
cosh(z) coshz) IX_cintervalz
tanh(z) tanh(z) IX_cintervalz
coth(z) coth(z) Ix_cintervalz
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Standardfunktionen vom Typ | x_ci nt er val
Funktionsterm | C-XSC Name| Informationen | Seite
arsinh(z) asini(z) IX_cintervalz
arcosh(z) acostifz) IX_cintervalz
artanh(z) atanhiz) IX_cintervalz
arcoth(z) acothz) IX_cintervalz

6.2 Algorithmen der komplexen Standardfunktionen

Die EinschlielBung komplexer Funktionswerte der Standeudfonen mit rechteckigen
Intervallargumenter =z +i-y, & = [z1,22],y = [y1,v2], € IR, z,y; €ER, i = /-1
ist fir das einfache IEEE- und flir das Staggered Corredtmnmat beschrieben in [7],
[6], [8], [9], [16], [28]. Fur das Staggered Correction-Faat der Klassé cinterval

findet man die Implementierung der komplexen Standardfan&h inl_cimath.cpp

Die komplexen Standardfunktionen der erweiterten C-XS&sk#x_cinterval
sind ganz analog zu den entsprechenden Funktionen der CK¥&Gel_cinterval
aufgebaut. In sehr einfachen Fallen, z.B. bei der Logautifunktion, mussten ledig-
lich die Klassen-Nameh real, | interval, | _cinterval geandert werden
in Ix_real,Ix_interval,Ix_cinterval . Bei der Implementierung kamen au-
Rerdem die Standardfunktionen der erweiterten Klasgaterval zur Anwendung,
die in den Abschnitten 5.2.7 bis 5.2.43 ausfiuhrlich begtfem sind.

Bei den Standardfunktionen der Kladseinterval mussten in verschiedenen
Fallen geeignete Skalierungen vorgenommen werden, umstinfraten Teilbereichen
der komplexen Ebene eine hinreichende Genauigkeit zucheri Solche Skalierungen
sind bei Anwendung der Klasdg cinterval jedoch nicht mehr nétig, da diese
bei den vier Grundoperationen bereits eingearbeitet wundienn sich die Algorithmen
durch den Wegfall solcher Skalierungen wesentlich veageimén, werden die neuen Al-
gorithmen gesondert angegeben. Dies geschieht auch dann,die Algorithmen wegen
des erweiterten Zahlenbereichs, z.B. zur Vermeidung eioeitigen integer-Uberlaufs,
neu zu uUberarbeiten sind. So musste z.B. die Funktiotan(y/z) im Abschnitt 6.2.11
fir y/x — 400 undy/x — 0 grundlegend neu implementiert werden. Dadurch kénnen
jetzt EinschlieBungen dieser Funktionswerte fur alle Ratdrvalley, z # 0 der Klasse
IX_interval berechnet werden.
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6.2.1 Die Funktion/z

Der Verzweigungsschnitt der komplexen Quadratwurzel istiiblich die negative reel-
le Achse. Ein rechteckiges, komplexes Eingabeintervdlirf diesen Verzeigungsschnitt
nur von oben bertihren aber nicht in seinem Innern enthdtidsubte und nicht erlaublte
Intervallez sind in der folgenden Abbildung angegeben, wobei die nidateten Inter-
valle gestrichelt dargestellt sind. Es ist auch hier zu bt dass die erlaubten Intervalle
z nicht zu breit gewahlt werden sollten.

Abbildung 21: Erlaubte und nicht erlaubte Intervadléir \/z

6.2.2 Die Funktion {/z

Der Verzweigungsschnitt bei derten komplexen Wurzel ist wie bei der Quadratwurzel
die negative reelle Achse. Ein rechteckiges, komplexegdtiaintervallz darf keinen
Punkt dieses Verzweigungsschnitts enthalten. EQgiltn < +2147483647.

Als einfache Anwendung soll der Ausdruck

ti="YIn(2) +i-v2, i:=+v—-1,
mit der Prazisiorstagprec = 3 eingeschlossen werden. Mit den Anweisungen

Ix_cinterval Z,T; stagprec = 3;

Z = Ix_cinterval( Ln2_Ix_interval(), Sqrt2_Ix_interval( );
T = sgrt(Z,301);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec);

cout << "T = " << T << endl;

erhalt man mifl eine EinschlieBung vohe T mit etwa 45 korrekten Dezimalstellen.
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6.2.3 Die Funktion Arg(z)

Der Verzweigungsschnitt bei dieser Argumentfunktion istregative reelle Achse. Das
rechteckige Eingangsintervaldarf keinen Punkt dieses Verzweigungsschnitts enthalten.
Erlaubte und nicht erlaublte Intervallesind in der folgenden Abbildung angegeben,
wobei nicht erlaubte Intervalle gestrichelt dargestafitls

P2

- =

Abbildung 22: Erlaubte und nicht erlaubte Intervall&ir Arg(z)

Nach obiger Abbildung gilt zunachst:
1. Arg (2) == [¢,,¢,] C (—m,+m). AuBBerdem legt man fest:
2. Arg ([0+0-4) := [0, 0],
3. sonst wirdArg (z) definiert durch die konvexe Hulle der folgenden Menge

{arg (c)|ce CAceznc#0}, arg(c) €R.
Danach gilt z.B.
Arg ([0,0] 4+ -[0,2]) = Arg ([0,0] + - [1,2]) = [7/2],

wobei das Intervallr /2] zwar den Wertr /2 selbst, nicht aber die Null einschlief3t.
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6.2.4 Die Funktion arg(z)

Der Verzweigungsschnitt bei dieser Argumentfunktion istregative reelle Achse. Das
rechteckige Intervalk darf jetzt, im Gegensatz zur Afg)-Funktion, beliebige Punkte
dieses Verzweigungsschnitts enthalten, so dass jedasdlite € [ C zulassig ist. In
der folgenden Abbildung sind einige Eingangsintervallangegeben, wobei die Pfeile
festlegen, in welcher Richtung die analytische Fortsegzum Verzweigungsschnitt vor-
zunehmen ist.

2

|

/

Abbildung 23: Eingangsintervallefur arg(z)

Nach obiger Abbildung gilt zunachst:

1. arg (2) := [¢,,¥,] C (—m,+37/2). AuBerdem legt man fest:
2. arg ([0+0-4) :=[0,0],
3. arg (z) = Arg (z), falls Arg (2) existiert.
Danach gilt z.B.
arg ([0,0] +1i-[0,2]) =arg ([0,0] +i-[1,2]) = [x/2,7/2],
arg ([-2,—1] +i-[-1,0]) = [—7, —37/4],
arg ([—2,—1] +4-[0,+1]) = [3n/4, +7],
arg ([-2,—1] +i-[—1,1]) = [37/4, 57 /4],
arg ([-1,0] +i-[-1,+1]) = [r/2,37/2],
arg ([-1,+1] +i-[-1,+1]) = [-7, +7].
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6.2.5 Die Funktion Ln(z)

Der Verzweigungsschnitt der komplexwertigen Logarithfuoktion ist wie tblich die
negative reelle Achse. Ein rechteckiges, komplexes Eiggiatervallz darf den Ursprung
nicht enthalten, und der Verzeigungsschnitt darf nur vaendier berthrt werden. Erlaub-
te und nicht erlaublte Intervallesind in der folgenden Abbildung angegeben, wobei die
nicht erlaubten Intervalle gestrichelt dargestellt sigd.ist auch hier zu beachten, dass
die erlaubten Intervalle nicht zu breit gewahlt werden sollten.

Abbildung 24: Erlaubte und nicht erlaubte Intervall&ir Ln(z)

Die Anweisungen

stagprec = 3;

Ix_cinterval Z,W;

Z = Ix_cinterval( 0,l_interval(-1,-1),
-1073741313,l_interval(0,1) );

W = Ln(2);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec+3)
<< Scientific;

s << W,

cout << "Ln(Z) = " << s << end|

liefern eine garantierte und enge EinschlieRung fuin(—1 + 4 - [0, 271073741313])  Mit
dem Imaginartei[0, 2~1973741314] erhalt man wegen eines integer-Uberlaufs eine Fehler-
meldung.
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6.2.6 Die Funktion In(z)

Der Verzweigungsschnitt dieser komplexwertigen Loganitisfunktion ist ebenfalls die
negative reelle Achse. Das komplexe Eingangsintesvadinn jetzt aber beliebig gewahlt
werden, es darf lediglich den Ursprung nicht enthalten.|fi@rvallez, mit denen Liz)
berechnet werden kann, gilt:

In(z) =Ln(z), 0¢z.

Erlaubte und nicht erlaublte Intervaltesind in der folgenden Abbildung angegeben, wo-
bei die nicht erlaubten Intervalle gestrichelt dargessatid. Es ist auch hier zu beachten,
dass die erlaubten Intervaltenicht zu breit gewéhlt werden sollten.

Abbildung 25: Erlaubte und nicht erlaubte Intervadl&ir In(z)

Die Anweisungen

stagprec = 3;

Ix_cinterval Z,W;

Z = Ix_cinterval( 0,l_interval(-1,-1),

-1073741313,_interval(-1,1) );

W = In(2);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16 = stagprec+3)
<< Scientific;

s << W,

cout << "In(Z) = " << s << endl;

liefern eine garantierte und enge EinschlieBung fiir{—1 + 4 - 271073741313 . [_1 4 1]).
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6.2.7 Die Funktion power_fastz, n)

Die Funktion power_fagt, n) schlie3t die komplexen Intervallpotenzeh n € Z ein,
mit

;

0, z=0An>0,
, z2=0An=0,
2" =< o0, z=0An <0,
00, z#0AN0 €z, Abb. 25
@) 2 L 0OA0 ¢z, Abb. 25

In(z) ist dabei die Logarithmus-Funktion von Seite 167, wobei\dEzweigungsschnitt
wieder die negative reele Achse ist. Fur den kalt 0 findet man erlaubte und nicht
erlaubte Intervalle in Abbildung 25 auf Seite 162" = oo bedeutet Programmabbruch
mit einer entsprechenden Fehlermeldung.

Es istauch hier wieder zu beachten, dass die Interyalieht zu breit gewahlt werden
sollten, da man sonst, insbesondere/fiirs> 1, groRere Uberschatzungen erhalt.

6.2.8 Die Funktion powerz, n)

Die Funktion powefz, n) schlief3t die komplexen Intervallpotenzeh n € Z ein, mit

00, 0ezAn<0,
n )L n =0,
£ w:=z-z2-...-2, n>0,

1/w, n < 0.

2™ ist also nur dann nicht definiert, wefre z An < 0. Der Algorithmus von Neher [27]
bringt fur die EinschlieBung voit(z") und &(2™) die entsprechenden Extremalkurven
zum Schnitt mit der Berandung van Dadurch wird zunéchst eine Uberschatzung der
EinschlieBungen minimiert. Es ist jedoch zu beachten, Baszu breiten Intervallen

z und|n| > 1 die Intervallez™ selbst grol3e Durchmesser besitzen und daher mit Hilfe
einer Staggered Intervall-Arithmetik nur mit geringer @argkeit eingeschlossen werden
kdnnen. Zudem wachst mit zunehmendeirdie Laufzeit erheblich, so dass die Funktion
power_fastz, n) fast immer vorzuziehen ist. Mit den Anweisungen

stagprec = 30;
Ix_cinterval Z,W;

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16 = stagprec+3)
<< Scientific;
Z = Ix_cinterval(Ln2_Ix_interval(),Sqrt2_Ix_interval( ));
W = power_fast(Z,1234567);
cout << "power_fast = " << W << end|,

erhalt man firIn(2) +i-1/2)1234567 eine garantierte EinschlieRung bez. Real- und Imagi-
narteil mit mindestens 301 korrekten Dezimalstellen. Edveegleiche Genauigkeit liefert
die deutlich langsamere Funktion pogr1234567).
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6.2.9 Die Funktion pow(z, p)

Die Funktion powz, p) schlief3t die komplexen Intervallpotenzehmit Intervallen vom
Typ Ix_cinterval ein, wobeip der reelle Intervallexponent vom Tyxp interval

ist undz? definiert wird durch
2P = e”'Ln(Z).

Ln(z) ist dabei die auf Seite 166 definierte analytische Loganitsfomktion, so dass er-
laubte und nicht erlaubte Eingangsintervalieom Typlx_cinterval der Abbildung
24 auf Seite 166 entnommen werden kdnnen.

6.2.10 Die Funktion powz, w)

Die Funktion powz,w) schlie3t komplexwertige Intervallpotenzeti mit Intervallen

vom Typ Ix_cinterval ein, wobeiw der komplexe Intervallexponent vom Typ
Ix_cinterval ist undz? definiert wird durch
2V 6w~|_n(z).

Ln(z) ist dabei die auf Seite 166 definierte analytische Loganisfomktion, so dass er-
laubte und nicht erlaubte Eingangsintervalieom Typlx_cinterval der Abbildung
24 auf Seite 166 entnommen werden kdnnen.
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6.2.11 Die Funktionarctan(y/z)
Die C-XSC Funktion
Ix_interval Atan(const Ix_interval& y, const Ix_interval & X);

berechnet garantierte EinschlieBungen der Funktionswert
f(z,y) = arctan(y/z), z,y €R, v #0; =,y € IR;

Die FunktionAtan(...) ist nur fur den internen Gebrauch bestimmt und darf nur far
Punktintervalle y, 2 aufgerufen werden, wobei+# [0, 0] vorausgesetzt wird. AuRerdem
sollen die Funktionswerté¢(z, y) fur alle moglichen Punktintervalle, y des Datentyps
IX_interval ohne einen vorzeitigen integer-Uberlauf eingeschlossemlen. Daher
mussen die beiden Fallgx — +oo undy/xz — 0 gesondert behandelt werden. Wegen
der Punktsymmetrie derctan-Funktion kann man sich dabei agfz > 0 beschranken.

Wir betrachten zunéchst den Faflz — +oo.

Far hinreichend grol3e Quotientgp soll f(x, y) = arctan(y/x) eingeschlossen werden
durch die Intervallkonstantei_Ix_interval() /2, vgl. dazu Tabelle 2 auf Seite 18.
Um diese Einschlielung zu garantieren, muss nach (48) éef&efolgende Bedingung
erfullt sein:  y/x > 272092.85675. .., und wegerzt2%92 . 8 5675 ... < 2+20% gilt

(1) arctan(y/x) € Pi_Ix_interval() /2, falls y/z > 2+20%,

Im nachsten Schritt missen wir jetzt noch die Bedingyng > 220% garantieren, ohne
die Intervalldivisiony ¢ wegen drohenden integer-Uberlaufs wirklich auszufiihiém.

y undx bendtigen wir dazu eine geeignete Unter- bzw. Oberschrdnkker Darstellung

y = 2°°Y .yl ist yl das staggered Intervall vom Typinterval , und yl[1] sei die
betragsmaRig groRte Komponente ydnmit yi[1] = m - 2¢*¥ und0.5 < m < 1. Damit
gilt dannyl > 0.5-2¢*¥!.1/2, wobei der letzte Faktdr/2 berlicksichtigt, dass die nachste
Komponente,/[2] negativ sein kann. Fuy ergibt sich schlie3lich die Unterschranke

y > 2o vter =2 = on yex yl € 7.

Um jetzt mit den entsprechenden Bezeichnungen eine Obvardehflrz zu berechnen,
gilt zunachstzl[1] < 1 -2°** und damitzl < 1 -2°-*' . 2, wobei der letzte Faktor 2
beruicksichtigt, dassl[2] positiv sein kann. Fir erhélt man damit die Abschéatzung

< 2e:v_:t+e:v_:vl+17 ex_x, ex_g;l c Z, und fOlgllCh

) —ex z— _
Zs 2ex_y+ex_yl er_r—ex_xl 3.
x

Die Bedingungy/z > 2129 ist also erfillt, wenn gilt:

ex y+exr yl—exr x—ex_xl > 2099,
(2) — ex_y>er_x+ (ex_xl —ex_yl) + 2099.
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Mit einer zusatzlichen Oberschranke figr:_zl — ex_yl) kann noch eine etwas grébere
Bedingung angeben werden, die (2) zur Folge hateMitel < 1024 undex_y > —1073
ist diese Oberschranke gegeben dureh =1 — ex_yl) < 2097, und (2) ist erfullt, falls

3) er_y > ex_x + 4196.

Damit gilt dann

4) arctan(y/x) € Pi_Ix_interval() /2, falls ex_y > ex_x + 4196.

Im Programm kann man die rechte Seite von (3) ohne integeriallf berechnen, falls

ex_x < 42147479451 erfillt ist.

Wir betrachten jetzt den Fajl/x — 0.

Wenn mararctan(y/z) mit der C-XSC Funktioratan(...) von Seite 82 einschliel3en
will, so muss nach dem Programm von Seite 86 fir das Argumendidende Bedingung
erfullt sein:

(5) Yy < 92147482626
- .

Im Fall

(6) ¥ < 02147482625
2 S

muss man daher Uberlegen, wietan(y/z) ohne Intervalldivisiory ¢x eingeschlossen
werden kann. Zunachst wird geklart, wie die Bedingung (6)Pragramm zu realisie-
ren ist. Mit den gleichen Uberlegungen der vorhergehenadte 8ndet man fliy /= die

Oberschranke
g < 2ezp_y+e:v_yl—e:v_x—e:v_zl+3
X

Y

und (6) ist erflllt, wenn gilt

ex y+er yl—exr x—ex_xl+ 3 < —2147482625
(7 <  ex_y+ 2147482628 < ex_x + (ex_xl — ex_yl).

Um die rechte und linke Seite in (7) ohne integer-Uberlawswaerten zu konnen, sollte
man die entsprechenden Rechnungemaal -Format ausfiihren, indem mam_y und
ex_x indenreal -Variablenrl undr2 speichert. Es ist jetzt noch zu klaren, wie im Fall
y/x < 272147482625 der Funktionswerdrctan(y/x) moglichst eng eingeschlossen werden
kann. Nach (53) von Seite 84 kann diese EinschlielBung damgegeben werden:

(8) 0 < arctan(y/x) < 272147482625

wobei 272147482625 ainfach durchix_real(-2147482625,|_real(1)) zu reali-
sieren ist. Damit ist auch der Faglfx — 0 abgeschlossen, und im restlichen Bereich wird
dannarctan(y/z) mit Hilfe der C-XSC Funktioratan(...) von Seite 82 in sehr hoher
Genauigkeit eingeschlossen.
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6.2.12 Die Funktionarcsin(z)
Die C-XSC Funktion
Ix_cinterval asin(const Ix_cinterval& z);

berechnet fir ein gegebenes rechteckiges komplexes Ejsgaervallz eine garantierte
EinschlielBungen des Intervalls

f(Z) = a,I'CSiIl(Z)7 2= _|_Zy’ T,y € IR’ i = \/__1

Nach Walter Kramer gelten fiin = arcsin(z) = R(w) + ¢ - S(w), mitz =z +i-y € C
undz, y € R die folgenden Beziehungen, [15]:

@ % (Va1 v+ V@ -1+ )
(2) % { (x+1)2 +y2—\/(x—1)2+y2}

_ X _ 7T
© ﬁ_% {\/:c+1 + 32+ /(z —1)2 +y} o

4) R(w) := arcsin()

(+In(a+vVaZ—1), falls y>0

+In(a++va2—1), falls y=0 und z < —1

(5) S(w)=4¢ 0 , falls y=0 und — 1<z <+1
—In(a++va?2—-1), falls y=0 und z > +1
—In(a++va2—-1), falls y<0

Mit der Identitatin(a + va? — 1) = arcosh{a), o > 1, gilt auBerdem:

'+arcosl‘(a), falls y > 0
+arcosha), falls y =0 und x < —1
(6) F(w)=4¢ 0 , falls y=0und —1 <z <+1
—arcosha), falls y=0 und z > +1
| —arcosHa), falls y <0

Wegeno(x,y) > a(r,0) = (|x+1|+|x—1])/2 folgt mit einfachen Fallunterscheidungen
(lz] <1, 2 < =1, z > +1):

(7) a(=z,y) = a(z,y) = a(z, —y) = Max(1, |z]),
und unter den Voraussetzunggr- 0 und—1 < z < 41 gilt:
(8) a(z,0) =1, d.h.¥(w)=tarcosi1l) =0, R(w)= arcsin(z);

Es gilt aul3erdem
|6z, y)| < [B(z,0)] < 1
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Zum Beweis gilt nach (3):

2- ||

< = =:
3, 9)] < 18, 0)l = g gy = R,
und wegenR(—z) = R(z) kann man sich auf > 0 beschranken:

Im Algorithmus von Markus Neher wird fr das rechteckigemexe Intervallargu-
ment, [7]
VA :$+Zy = [.Tl,l’g] +1- [yl,yg]

eine garantierte Einschlieung fiircsin(z) berechnet, wobei die beiden reellen Funk-
tionenarcsin(f) und arcosiae) = In(a + va? — 1) fur Intervallargumente a und 8
auszuwerten sind. In (1) und (3) sind die reellen Wertedurch entsprechende Punktin-
tervallex = [zq,21], ¥ = [y1, ¥2], =i, y; € S(2,53) zu ersetzen, da nach W. Kramer die
Extremalpunkte des Real- und Imaginarteils won- arcsin(z) auf den Eckpunkten des
rechteckigen, komplexen Eingabeintervalleegen, [15].

In den folgenden Unterabschnitten werden die notwendigem€&ln zur Berechnung
einer garantierten EinschlieBung des Real- und Imagitgixen arcsin(z) zusammen-
gestellt. Um einen vorzeitigen integer-Uberlauf zu vedaim, kommen in verschiedenen
Teilbereichen der komplexen Ebene entsprechende Termmomafgen zur Anwendung.

6.2.12.1 Der Realteil des inversen SinusNach Seite 172 gelten fur den Realtg{lw)
die folgenden Darstellungen

©) gi= s AVET R - a1 ),
10 8= - ,
(0 %-{\/(x+1)2+y2+\/(x—1)2+y2}

(12) R(w) := arcsin(f), 1B(z,y)| < 1.

Wegens(—z,y) = —((z,y) kann man sich auf die rechte komplexe Halbebene, d.h. auf
x > 0 beschranken.

Wir betrachten zunéchst den Fall:z — 0, |y| — oo.

Wegenzr = 0 ~ [ = 0 setzen wir im folgenden # 0 voraus. Da nach (9) starke
Ausléschung zu erwarten ist, benutzen wir zur Einschligfiuom 5 die Darstellung (10),
aus der direkt abgelesen werden kann, dafis © — 0, |y| — oo beliebig kleine wird.
Um einen vorzeitigen integer-Uberlauf bei der Auswertung ¥ zu vermeiden, sollen
fur 5 — 0 die Funktionswerterrcsin(3) durch ein Intervall0, <] grob eingeschlossen
werden, wobek mdglichst klein zu wéhlen ist. Aus (10) ergibt sich férzun&chst die
Oberschranke .

B < —,
|y

y # 0.
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Testrechnungen haben ergeben, dass im#al)| > 272147482618 die Funktionswerte
arcsin((3) noch in hoher Genauigkeit eingeschlossen werden kénnen. Fu

(12) 3 < L« 9—2147482618
|

soll daherarcsin(/3) durch|0, €] grob eingeschlossen werden. Im nachsten Schritt suchen
wir dazu eine moglichst einfach auszuwertende Bedinguieg1®) garantiert, ohne den
Quotientenz/|y| wegen drohenden integer-Uberlaufs wirklich auswerten @asan. Mit

den Bezeichnungen von Seite 146, 147 gelten fur die staggdéablenz,y folgende

Abschatzungen

T < 2exx+exxl+l |y| > 2exy+exyl—2

Y

und (12) ist erfullt, falls gilt:

exx + exxl — exy — exyl + 3 < 27T
(13) exx < exy + exyl — exxl — 2147482621.

Damit die rechte Seite in (13) ohne integer-Uberlauf bemetkverden kann, verlangen
wir zusétzlich

exy + exyl — exxl — 2147482621 > —2147483647 <=
(24) exy + exyl — exxl > —1026.

Im Fall y = 0 kann g3 stets ohne integer-Uberlauf berechnet werden, soglas$) und
damit—1073 < exyl < 1024 vorausgesetzt werden kann. Schreibt man dann (14) in der
Form

(15) exy > exxl — exyl — 1026

so macht die Auswertung der rechten Seite jetzt keine Prablaehr. Wenn alsg # 0
und (13), (15) erfullt sind, so gilt auch (12) uacksin(3) kann wie folgt grob durchp, <]
eingeschlossen werden. Da nach (12) der Quotight sehr klein ist, gilt

arcsin(() < arcsin(z/|y|) < 2|~_|x7
)
und eine grobe Einschlieung fércsin(3) ist unter den Voraussetzunggn# 0 und
(13), (15) gegeben durch
arcsin() € [072—2147482617].

Damit kannarcsin(3) auch furz/|y| < 2721782618 zwar nur grob, aber ohne integer-
Uberlauf eingeschlossen werden.

Die Auswertung vons(z,y) mit Hilfe von (10) liefert ausreichende Genauigkeit,
wenn man den Bereich(z,y) — +1 vermeidet. Furg(z,y) — +1 wird die reelle
arcsin-Funktion in der Nahe ihrer Nullstellg = 1 ausgewertet, und wegen der dort
senkrechten Tangente erzeugen unvermeidbare Rundulegdfehder Auswertung von
B(z,y) starke Uberschatzungen bei der EinschlieBungatesin(3). Zur Vermeidung
dieser Uberschatzungen benutzt man im Ber8ich < 3(z,y) < +1 mit 3 = 1 — § die
folgende Darstellung:

(16) R(w) := arcsin(f) = arcsin(1l — 9) = g — arcsin < d-(2— 5)) :
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Wenn man das Argumeny/é - (2 —0) fir 6 — 0 geschickt auswertet, so kafit(w)
nach (16) mit nahezu optimaler Genauigkeit eingeschlosseden. Da die Extrema von
R(w) und (w) stets auf den Eckpunktéhdes rechteckigen Eingabeintervalls liegen,
sind3(z, y) undd(z, y) nur fir Punktintervallec, y auszuwerten.

Bevor wir fur die Félle:0 <z < 1, z =1, z > 1 zur Auswertung vom(z, y) bzw.
\/d(z,y) die jeweils geeigneten Terme angeben, soll zunéchst inataplexen Ebene
der Bereich bestimmt werden, in defn> 0.75 gilt. Aus (10) folgt unmittelbar, dass
B(x,y) fur festesz > 0 sein relatives Maximum bez. auf der reellen Achse, d.h. flr
y = 0 annimmt. Aus (10) erh&lt man fur diese Maximumwerte direkt:

r falls 0<z<1
17 0) = =Ts
(17 Bl 0) {1 falls 2>1 ~» §=0;

Dass furz > 0 die obigen Werte tatséchlich relative Extrema hegind, ergibt sich auch
direkt aus der nachfolgenden partiellen Ableitdhgfx, y)/dy, die fury = 0 verschwin-

det.
1 1

G R G R e VT
" (VT 1252+ /i 17 52)

Da die partielle Ableitung in der rechten Halbebeneglr 0 negativ und firy < 0
positiv ist, liegt in der komplexen Ebene der gesuchte Baren dems(z,y) > 0.75
gilt, innerhalb der H6henlinie

3 V11222 — 63
Bz, y) = 1 = |yl= 19

wobei die positive reelle Achse als Symmetrieachse durebedi Bereich lauft. Beachten
Sie bitte, dass durch die Funktionsgleichungen

Vil222 — 63
— g yos Y
y 12

eine Hyperbel mit ihrem rechten Hyperbelast beschriebed,wiessen Scheitelpunkt
durchz = 3/4 undy = 0 gegeben ist. Der gesuchte Bereighr,y) > 0.75 ist in
der Abbildung auf der folgenden Seite innerhalb dieses Hyglastes dargestellt.

Nach diesen Voruberlegungen wird jet#tr, y) > 0.75 vorausgesetzt, und wir be-
trachten denersten Fall: 0.75 < x < 1:

Zunachst gilt nach (9)

(18) 2.0=2-2-8=2+/1—2)2+y2— /(1 +2)2+42

26Das Eingabeintervall darf dabei die Singularitéten = +1 + 0 - ¢ nicht enthalten.
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Bereich in der komplexen Ebene bez.> 0.75

12y=++11222—-63

D

0.5 0.7

12y=—+11222—-63

y = 0 lieferto = (1 — x) > 0, und wegeny — 0 erweitert man zur Vermeidung von
Ausldschung die rechte Seite in (18) mit

(19) {2+\/—+y}+ O+ 272+

und erhélt nach einfachen Rechnungen

2- ( (1—x)2+y2+(1—x))
24 /= O+ e+
Im Bereich0.75 < x < 1 kann jetzt die rechte Seite von (20) fur fast aJt&\Verte der er-
weiterten Klasséx_interval ohne vorzeitigen integer-Uberlauf ausgewertet werden,
wenn man die obigen Wurzelwerte mit Hilfe der C-XSC Funktgmmtx2y?2(...)

einschliel3t.
Im Fall 0.75 < 8 <1undz =1 gilt nach (20)

2yl
2+ |yl + /22 + 2

und+/d lasst sich mit Hilfe dieses Ausdrucks auch jetzt wieder méraichender Genau-
igkeit und ohne vorzeitigen integer-Uberlauf einschligeenn rechts in (21) die Wurzel
wieder mit Hilfe dersqgrtx2y2(...) -Funktion ausgewertet wird.

(20)

(21)

Jetzt bleibt noch der Fall: 0.75 < 8 <1undz > 1.
Mit (9) und
{2+\/x—1 +y} (x+1)?

folgt ganz analog

(22) Sz, y) = fallsz > 1,
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wobei{...} mit Hilfe von sqrtlpm1(...) einzuschliel3en ist:

\/1 + <x g 1)2 — 1 € sqrtlpml ((%)2) .

Dabei kann das obige Argume(y/(z — 1))? fir x — 1 undy — oo keinen integer-
Uberlauf erzeugen, denn nach der Abbildung auf Seite 176 gil

1
[yl < 75V11222 — 63, und wegenz — 1> 0 folgt

L1122 — 63
r—1 r—1
Da in der Klasséx_interval x — 1> 107932 sicher erfullt ist, bleibt die rechte Seite

von (23) beschrankt, so dass auch(fiif(z — 1))? kein integer-Uberlauf auftreten kann.

Firy — Oundz — oo, d.h. furd(z,y) — 0, erzeugt das Argumetty/(z — 1))?
jedoch einen integer-Uberlauf, der wie folgt vermiedendeer kann. Nach (16) ist der
Ausdruckn/2 — arcsin(,/d - (2 —9)) fur § — 0 auszuwerten, und die Idee ist dabei,
d so klein zu wahlen, dass/2 — arcsin(4/0 - (2 — §)) mit Hilfe der Intervallkonstan-
ten Ph := Pi_Ix_interval() /2 durch das Intervallinf (Ph), /2] eingeschlossen
werden kann. M

e:=7/2—Inf (Ph)=2.053013695...-107%!

verlangen wir daher

g—arcsin( 5~(2—5))>g—€ =

(24) arcsin(4/0 - (2 —0)) < ¢,
und (24) ist erfullt, wenn gilt:
(25) arcsin(v/26) < e.

Im néchsten Schritt bestimmen wir eine Oberschranke\yoir, y), und mit (22) erhalt
man durch Erweitern mi/1 + (...)? + 1 zunachst

Ve — \/i‘y‘ _
\/N~\/(x—1)~{\/1+(x—21)2+1}

Mit den folgenden Abschéatzungen

VN >2 und (xl)-{\/1+(x?il>2+1}> z—1

27Sjehe Tabelle 2 auf Seite 18




6 ERWEITERTE KOMPLEXE STAGGERED INTERVALL-ARITHMETIK 178

erhalt man
V268 < lyl - V2
V-1
und (25) ist erflllt, wenn
-2
(26) arcsin (%) <e€
Dac < 1 erfullt ist, kann auf (26) die streng monotogie-Funktion angewandt werden:
-2 .
] \[1 < sin(e), und dies ist erflllt, falls
:L' —
V2
(27) 1 \/;<§ = 2V/2- |yl <Vr —1-¢
l’ —

und (27) ist erfullt, wenn gilt:
(28) 4-lyl <e-vr—1,

und beide Seiten in (28) konnen jetzt problemlos, d.h. olumeeitigen integer-Uberlauf
ausgewertet werden.

Zusammenfassung

ImFall 4-|y|<e-vVz—1 und z>1 gilt
g —aresin(y/9 - (2 — 0)) € Pi_Ix_interval()/2 ,
sonst wird §(z,y) nach (22) von Seite 176 berechnet.

Anmerkung:
Mit ¢ = 2.053013695...- 1079 ist4 - |y| < e - Vx — 1 erflllt, falls gilt

ly| < 5.1325-107%2 . /o — 1 =7.4699...- 27210 . /5 — 1,
und die obige Bedingund - |y| < ¢ - vz — 1 ist damit erfillt, wenn gilt:
(29) ly| < 7.4699 - 272190 . /5 —1.

Auch jetzt kann die rechte Seite von (29) ohne vorzeitigéeger-Uberlauf ausgewertet
werden.
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6.2.12.2 Der Imaginarteil des inversen Sinus Mit der schon bekannten Definition

1

(30) o= {VEr T+ V- 17+ )

gilt nach (5) von Seite 172 fur den Imaginart&ilw) vonw = arcsin(z), z = z+i-y € C

(+In(a++va?—1), falls y >0
+In(a++va2—1), falls y=0 und z < -1

(31) S(w)=4¢ 0 , falls y=0und — 1<z <+1
—In(a++va?2—-1), falls y=0 und z > +1

| —In(a+Va2-1), falls y<0.

Wie bei der Berechnung des Realteils kann man sich auchgetzt > 0 beschrénken,
wobeia = a(x,y) wieder nur fir Punktintervalle, y auszuwerten ist. Berechnet man

die Quadratwurzeln in (30) mit Hilfe der C-XSC Funktisgrtx2y2(...) und den
Ausdruckv/a? — 1 in (31) mit der Funktionsqrtx2ml1(...) , SO werden vorzeitige

integer-Uberlaufe weitgehend vermieden.

Bei der intervallmaRigen Auswertung des Term&x + /a2 — 1) treten jedoch fur
Sup(a) — +1 erhebliche Uberschatzungen auf, da dann die ohigeunktion in der
Nahe ihrer Nullstelle 1 zu berechnen ist. Man kann diese &#ibeéitzungen vermeiden,
wenn man mit

a=14+(a—-1)=146, d(z,y):=a(z,y)—1

die folgende Identitat benutzt:
(32) ln(a+\/a2—1):1n<1+\/5-{\/5+\/2+5}>.

Bevor wir auf die Berechnung von := « — 1 naher eingehen, bestimmen wir zunachst
in der komplexen Ebene diejenigen Bereiche, in deném + /a2 — 1) direkt oder mit
Hilfe der rechten Seite von (32) ausgewertet wird. Dazu lesvewir mitz =z +i -y

(33) [Z[ =22V [y =22 = alry) =2

Zum Beweis benutzen wirx(z,y) > «a(z,0) = (|z + 1| + |z — 1|)/2 =: r(z). Sei
zunachstz| > 2, dann folgt mit einfachen Fallunterscheidungefx) > 2. AuRerdem
gilt:  a(z,y) > a(0,y) = |y|, und mit der Voraussetzung| > 2 folgt der zweite Teil 4

Aul3erhalb eines Quadrats mit der Seitenlange 4 und deml|pittkt im Ursprung der
komplexen Ebene benutzen wir daher wegen (33) die linkee S®ih (32) direkt und
innerhalb dieses Quadrats gilix(cc + va2 — 1) = In(1 + V6 - {V/§ + vV2+6}), mit
iz, y) = a(z,y) — 1.

In den nachfolgenden Abschnitten wird der Bereioh< z <2 A |y| <2 indrei
Teilbereiche zerlegt. In jedem Teilbereich ist dann einigyester Ausdruck fuv(x,y)
anzugeben, der ohne vorzeitigen integer-Uberlauf ausgetweerden kann.
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Sei 0<z<1A |y <2

Nach (30) gilt zunachst mit := o — 1

20 = (r+1)2+¢? —i-\/x—l )2 +y? — 2

— et 1] { 22 1}+x1-{\/1+<xy1)221}
- e B () s e (25 ]

und mit der furt > —1 gultigen Identitat

Vi+t—1=

t
Vi+t+1

erhalt man schlief3lich

2 1 1
(34) 0=y { (x+1)2+y2+(x+1)+ (1—x)2+y2+(1—x)}/2’ mit
(35) Vo=l Vi 12

wobei jetzt die rechte Seite von (35) ohne integer-Uberkusggewertet werden kann,
wenn die Quadratwurzeln in (34) wieder mit der C-XSC Funksortx2y2(...)
berechnet werden.

Allerdings wird ein solcher integer-Uberlauf nach (34) wegles Faktorg? immer
noch auftreten, wenn in (32) die Summe- § ausgewertet wird. Um dies zu vermeiden,
betrachten wir jetzt den Fall:= v/§ — 0 und es gilt:

t+V24+ 2 —=V2, mit t+V2+2 > V2

Wir wollen jetzt firt — 0 die EinschlieRung des Funktionsterms rechts in (32) so ver-
einfachen, dass die Wurzel2 + 6(z, y) nicht mehr direkt berechnet werden muss. Mit
V2 € Sqrt2_Ix_interval() und Sup(Sqrt2_Ix_interval()) =V2+e¢
verlangen wir dahé?

(36) t+V2+12<V2+4¢, dh.
(37) t+ V2 +t2 € Sgrt2_Ix_interval()

Bedeutet danff’ die berechnete EinschlieBung vofé € T, so gilt

(38) In (1 +V6 - {\/c_S +V2+ 6}) € Inpl (T ¢ Sqrt2_Ix_interval() ).

282 = 5.8078220004 . .. 107632 = 4.226435019 . ..- 272099 ygl. Seite 18.
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Wir bendtigen jetzt noch eine Bedingung fiso dass die Forderung (36) und damit auch
(37) erfullt wird. Furt < 1 ist (36) erfullt, wenn gilt

(39) V2t <V2+e
Furt < egilt v2 +¢ < /2 + ¢, und (39) ist erfilllt, falls
t+V2+e<V2+e = t<V24+e—V2+e.

Wegeny2 + ¢ — /2 + ¢ > £/2 Ve > 0 erhalten wir schlieRlich

(40) 4+ V2H 2 < V2 +e, fallst:\/3<%,
sonst wird mit der EinschlieRurigvont = v/ € T der Funktionsterm

n (146 {V3+V2+0})

intervallmaRig ausgewertet, und erst jetzt k&nn é mit § = sqr (/) ohne vorzeitigen
integer-Uberlauf berechnet werden.

Sei z=1A |yl L2
Aus (30) von Seite 179 folgt mit = 1 fir 6 = o — 1 direkt

(41) 5(1,y):{ 1+(%)2—1}+%,

und mit der Identitat

Vitt—-1l=—— t>-1,
V1i4+t+1
erhalt man sofort
1 yl/4
@2) 519) = Iyl 3 5+

Mit 6(1,y) kannin(1+ {6 ++/6(2 + §)}) ohne vorzeitigen integer-Uberlauf ausgewertet
werden, wenn in (42) die Wurzel mit Hilfe vasgrtlpx2 (y/2) ausgewertet wird und
Inpl ({0++/6(2+ 0)}) bei der Einschlieung des Imaginérteils zur Anwendung kemm
Beachten Sie bitte, dass in (42) keine Ausloschungseftakteeten kdnnen, wahrend in
(41) bei Anwendung der C-XSC Funktiayrtplml (y%/4) wegeny? ein vorzeitiger
integer-Uberlauf eintreten wirde.
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Sei 1<z<2A |yl <2

Im Fally = 0 gilt §(z) = = — 1, und der Funktionstermn(1 + {6 + /(2 + 0)}) kann
problemlos berechnet werden.

Seialsol1<z<2A0< |y <2

Es gilt zunachst:

26 = V@+12+y2+/(z—1)2+y2 -2

- (x+1)-\/1+(xil)2+(x—1)-\/1+<xgl)2—2
- (x+1)-{\/1+<x11>2—1}+(x—1)-{\/1+(xgl)zq}

+2-(z —1).

Mit der Identitat

t
VidFt—1= ———, t> —1,
VIi+i+1
und mit den Abkirzungen
(43) u = vl ,
\/1 N (1 + a:)2 1+
y |y]
(44) v o= l ,
\/ (:c — 1)2 x—1
1+ +
y Y|
(45) w = 2-(zx—1)
erhalt man schlieflich:
(46) B, y) = o

Da « undv und damit auchi(x, y) fur |y| — 0 einen vorzeitigen integer-Uberlauf er-
zeugen, wahrend > 0 auf der Maschine die Schranke?'%° nicht unterschreitet, kann
die EinschlieRung vor(z,y) fur |y| — 0 durch die folgenden Uberlegungen so ver-
einfacht werden, dass der vorzeitige integer-Uberlaufmieden wird. Wir multiplizie-
ren dazuw = 2 - (z — 1) mit dem Intervall[1,1 + 272%7], das mit dem Punktintervall
One_p_Ix_interval() = 1 + 272097 |eicht zu realisieren ist. Es gilt dann

w=2-(r—1)€2-(x—1)-[1,1+ 27297,

und wir stellen die Forderung:

2y2

(47) 2-(x—1)-(1+2_2097)>2-(x—1)+m,



6 ERWEITERTE KOMPLEXE STAGGERED INTERVALL-ARITHMETIK 183

wobei2y?/(z — 1) eine Oberschranke van+ v ist. Zum Beweis gehen wir aus von

rz+1’ —x—-1
ut+v < gy?- 21
- (x —1)(z+1)
492
(x —1)(x+1)

22
ut+v < yl’ falls 1 <2 <2 g

xr —

und fir z < 2 gilt

ut+v <

und wegenx + 1 > 2 folgt

Wenn also (47) erfulltist, so gitt + v +w € 2+ (x — 1) - [1,1 + 272%7]. Die Forderung
(47) ist aquivalent mit
2
(z—1)- 92097 Y : = (z- 1)2 L9207 42
x J—

und die letzte Ungleichung ist erfiillt, wenn gilt

(CL’ _ 1)2 . 2—2098 > y2
(48) = (z-1)-27"" >y = (z—1)>2T .|yl

Wenn also (48) erfillt ist, so gilt

u+v+w

o(z,y) = 5

€ (x—1)-[1,1+27297),

sonst werdem, v, w nach (43),(44),(45) ohne vorzeitigen integer-Uberlauébknet. Die
EinschlieBung des Imaginarteils kann damit problemloshilyefihrt werden.
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6.2.12.3 Testrechnungen Nach Angabe der Algorithmen fir den Real- und Imaginéar-
teil der komplexenurcsin(z)-Funktion erhalt man mit der folgenden Tabelle einen groben
Uberblick Giber den groRen Definitionsbereich der genanRtarktion. Die Angaben in
der Tabelle beziehen sich auf die EinschlieBungadesin(z)-Funktion nur fur komple-

xe Punktintervallee = z + i - y, wobei die reellen Punktintervalte undy vom Typ
Ix_interval sind. Beachten Sie bitte, dass bei defsin(z)-Funktion die komplexe
Ebene langs der reellen Achse aufgeschnitten ist-vem bis —1 und von+1 bis +o0.

Die Definition der Funktionswerte auf den Verzweigungsgtémkann in der Abbildung
auf Seite 189 anhand der fettgedruckten Pfeile abgelesetewe

Auswertebereiche vorarcsin(z), z =z +1i-y
x Y Anmerkung
0 QT 2LATABA626 ) < 9F2147TA82625 | gptimale EinschlieRung
Q2147482625 Q7 214TAB061E ) < 975 optimale EinschlieBung
Q2147482625 275 < gy < QHRLATARI6T grobe Einschlg. des Realteils
0.5 QT 2LATABA626 ) < 9F214TAS619 | gptimale EinschlieRung
0.5 QTR0 o < 9F214TA82625 | grope Einschlg. des Realtells
1 — 2—2095 2—2147483645 S Yy S 2+2147482620 Optimale EinSChIieBung
1 — 272095 | QF2U4T482620 o, < 92147483647 | grobe Einschlg. des Realtells
1 QT 2LATABA625 o) < 9F214TA82620 | gptimale EinschlieRung
1 Q2147482620 o < 9 2UTABIAT | grobe Einschlg. des Realteils
1 4272095 | 92147483645 < ) < 9+2147482620 optimale EinschlieRung
14 272095 | 9F2147482620 o) < 9+2147483647 | grobe Einschlg. des Realtells
1.5 Q2147483645 o) < 9+2147482620 optimale EinschlieRung
1.5 QH2U4TAB2620 o) < 9F2147483647 | grobe Einschlg. des Realtells
2+2147482625 2—2147483645 S Yy S 2+2147482625 Optimale EinSChIieBlJng
Tabelle 3:arcsin(z), mogliche Auswertebereiche
Anmerkungen:

1. Die Anmerkunggrobe Einschlg. des Realteifgezieht sich auf den Algorithmus
von Seite 174, wobeircsin(3) grob durch|0, 2-2147482617] eingeschlossen wird.
Die Einschliel3ung des Imaginarteils erfolgt aber optimedilglich der gewahlten
Prazision.

2. Bei maximaler Prazisiostagprec = 30 erhalt man fur Punktintervalle Ein-
schlieBungen fur den Real- und Imaginarteil mit ca. 470édan Dezimalstellen.
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Im 1. Beispielliefert das folgende Programix_test71  fur das komplexe Argument
z = Q72147482625 4 ;. 92147482614 eine garantierte und sehr enge EinschlieRung fur den
Funktionswertf (z) = arcsin(z).

/[ Programm Ix_test71.cpp;
Il Zum Test von asin(2);

#include <iostream>
#include "Ix_cimath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 30;
Ix_cinterval Z,W;
IX_interval X,Y;

string s;

X = Ix_interval(-2147482625,|_interval(1));

Y = Ix_interval(-2147482614,| _interval(1));

Z = Ix_cinterval(X,Y);

W = asin(2);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec)
<< Scientific;

s << W;

cout << "asin(Z) = " << s << endl;

}

Die folgende Ausgabe vowuber die Zeichenkettg liefert die folgenden Einschliel3ung
des Real- und Imaginarteils vaicsin(z) in hoher Genauigkeit:

R(f(2)) € 272483647 14 4942328371557 ...303999 . ..999777 ... - 10737,
469 korrekt;rDez.-Ziﬁern

4.4942328371557 . ..304000 . . . 000555 . .. - 1073°7].

I(f(2)) € 2724783636 . 14 4942328371557 ... 303999 ...999791 ... - 10737
476 korrekt‘e,Dez.-Ziffern

4.4942328371557 ...304000...000198 . . .- 107307].

Zeigen Sie mit dem gleichen Programm, dass amit 272147483645 ;. 942147482625 gjar
Imaginarteil vonf(z) = arcsin(z) in sehr hoher Genauigkeit und der kleine Realteil
R(f(z)) < 1 nur noch grob eingeschlossen wird, #af(z)) selbst in der erweiterten
Klasselx_interval im Unterlaufbereich liegt.
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Im 2. Beispielliefert das folgende Programix_test72  fur das komplexe Argument
z = Q2147482625 4 5. 9+2147482625 aine garantierte und sehr enge EinschlieRung fur den
Funktionswertf (z) = arcsin(z).

/[ Programm Ix_test72.cpp;
Il Zum Test von asin(2);

#include <iostream>
#include "Ix_cimath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 30;
Ix_cinterval Z,W;
IX_interval X,Y;

string s;

X = Ix_interval(+2147482625,|_interval(1));

Y = Ix_interval(+2147482625,| interval(1));

Z = Ix_cinterval(X,Y);

W = asin(2);

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec+5)
<< Scientific;

s << W;

cout << "asin(Z) = " << s << endl;

}

Die folgende Ausgabe vowiiber die Zeichenkette liefert die folgende Einschliel3ung
des Real- und Imaginarteils vacsin(z) in hoher Genauigkeit:

R(f(z)) € 271928 . 7.059524432365321347574 . .. 47876180124119895 251 - 10737,

469 korrekte Dez.-Ziffern

I(f(2)) € 2792 6.2303266761092972251925 . . . 23548322255297464 115 - 107307,
479 korrekt‘e, Dez.-Ziffern

Zeigen Sie mit dem gleichen Programm, dass:mit 22147482625 ;. 9—2147483645 Rag|-
und Imaginarteil vonf(z) = arcsin(z) in nahezu gleicher Genauigkeit eingeschlossen
werden.

Versucht man miMathematicaNaherungen fir die in den Beispielen 1,2 angegebe-
nen Funktionswertercsin(z) zu berechnen, so wird das Programm jeweils wegen eines
Overflows abgebrochen.
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Im 3. Beispielliefert das folgende Programix_test73  fur das komplexe Argument

2z = 2.501 + i - 1.001 - 10730009 eine garantierte und sehr enge EinschlieBung fur den
Funktionswertf(z) = arcsin(z), dabei ist zu beachten, dass Real- und Imaginarteil von
z nicht im Staggered Format darstellbar sind und daher niéhtinvden vorhergehen-
den Beispielen durch Punktintervalle eingeschlossenevekénnen. Die EinschlieRung
von R(z) und (=) erfolgt durch das folgende Programm mit 324 bzw. 300 koemekt
Dezimalstellen, so dass die EinschlieBung woesin(z) nicht mit hdherer Genauigkeit
erfolgen kann.

/[ Programm Ix_test73.cpp;
/[ Zum Test von asin(z);

#include <iostream>
#include "Ix_cimath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 30;
Ix_cinterval Z,W,
Ix_interval X,Y;

X = Ix_interval(0,"[2.501,2.501]");

Y = Ix_interval(300000,"[1.001,1.001]");

Z = Ix_cinterval(X,Y);

W = asin(2);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16  * stagprec+5)
<< Scientific;

cout << "asin(Zz) = " << W << endl;

}

Die folgende Ausgabe vowin lesbarer dezimaler Form liefert die EinschlieBung des
Real- und Imaginarteils vofi(z) = arcsin(z) in hoher Genauigkeit:

R(f(z)) € 107209090 . 9 49850149850149850149850 . . . 149850149850 272 - 10°.
300 korrekt‘e, Dez.-Ziffern

I(f(2)) € 10* - 6.907762220448945982342400 . . . 2496809307736096 510 - 10*.
301 korrekt‘e,Dez.-Ziffern
Eine mit Mathematicainter hohem laufzeitmafRigem Aufwand berechnete Néahetiung f
f(z) wird durch das obige Intervall” eingeschlossen.
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6.2.13 Die Funktionarccos(z)

Die C-XSC Funktion
Ix_cinterval acos(const Ix_cinterval& z);

berechnet fiir ein gegebenes rechteckiges, komplexestijagdervallk eine garantierte
EinschlielBungen des Intervalls

f(z) = arccos(z), z=x+i-y, zy€clR, i=+v—1,

wobei mitarccos(z), z € C, der Hauptzweig bezeichnet wird. Zur Berechnung des inver-
sen Cosinus steht folgende Identitat zur Verfigung:

(1) arccos(z) = g —arcsin(z), z=az+i-y, x,y€eR

Mit w := arccos(z) = R(w) +i- I(w) kann dahef(w) tber den inversen Sinus optimal
berechnet werden. Im FallR(w) ~ 0, d.h. R(arcsin(z)) ~ /2, wird jedoch¥(w)
nach (1) wegen starker Ausléschung sehr fehlerhaft beetcbo dasst(w) nach (1)
nur grob eingeschlossen werden kann. Zur Berechnungyan muss also ein anderer
Algorithmus angegeben werden.

Zunachst wird skizziert, wie zu einem vorgegebenen, korgolédrgumentintervall

Z:X+i'Y:[x17x2]+i'[y17y2]7 x27y265(2753)
die Einschliel3ung voi(arccos(Z)) zu berechnen ist, [15]. Mit

b= s AVET T E - VEIE T2}, By <
2x .
) N CES EES N TS e Al=x,y) = =B(x,y) gilt
R(w) = R(arccos(z)) = arccos(3).

Die zur EinschlieBung voiit(w) bendtigten Extrema vosrccos(/3) Uber dem Argument-
intervall Z liegen auf seinem Rand, falls sich in seinem Innern keinekteugines Ver-
zweigungsschnitts befindeaccos(3) ist also auf den Extremalpunkten intervallméaRig
auszuwerten, wobei fir, y entsprechende Punktintervalley einzusetzen sind.

In den folgenden Abbildungen sind zu einigen Intervaliendie in der komplexen
Ebene als Rechtecke dargestellt werden, die Extremalpwarigegeben. Dabei sind die
Koordinaten vormdie Koordinaten des Extremalpunktes, an dem das Minimun®(ar)
angenommen wird. Entsprechend sind die KoordinaterWdie Koordinaten des Extre-
malpunktes, an dem das Maximum viiw) angenommen wird. Man erkennt, dass
und Mfast immer die Eckpunkte vod sind. Nur wenn der Koordinatenursprung im In-
nern vonZ enthalten ist, liegen die ExtremalpunkteM auf der reellen Achse, d.h. also
nicht auf den Eckpunkten vai.

Einige Besonderheiten liegen vor, weffrz.B. in der rechten Halbebene liegt und die
reelle Achse durch das Innere v@nauft. Dann liegtMauf demjenigen linken Eckpunkt
von Z, der die betragsmafRig maximajeKoordinate besitzt. Liegt jedocH in der lin-
ken Halbebene und lauft die reelle Achse wieder durch dasrénmonZ, dann liegtm
auf demjenigen rechten Eckpunkt vah der die betragsméaRig maximajekoordinate
besitzt.
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Zum Verstandnis der Abbildung ist weiter zu beachten, dasBall zweier Punktenauf
dem Rand vorZ auch alle Zwischenpunkte Extremalpunkte sind, auf déiden) sein
Minimum GberZ annimmt. Entsprechendes gilt im Falle zweier verschiedBoekteM
auf dem Rand vow.

m M
Vi
VA 2€7Z
R(arccos(z)) M
Vi n
l —1 M 0O m .
! n
M
m
M m
Vi
R(arccos(z))
M
Z
M l —1 M 1) Z l R
M T i’
2€Z
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In den beiden Abbildungen auf der vorhergehenden Seiteesimgie mogliche Lagen der
IntervalleZ angegeben. Die Pfeile auf die Verzweigungsschnitte begwmm, aus welcher
Richtung die Funktionswerte im Hauptzweig auf den Schmitie¢ approximieren sind.

Mit einem Algorithmus von Markus Neher werden die Extrema woccos(5(z, y))
an den StelleM(x,y) bzw.m(x,y) eingeschlossen, indearccos(3(z,y)) intervall-
malfig ausgewertet wird, dabei sind die Koordinaten durch ihre Punktintervalle, y
Zu ersetzen, [7]. Bei dieser Vorgehensweise sind Fehlexskan fir den Real- und Ima-
ginarteil vonarccos(z) nicht ntig, daarccos(f(x, y)) nur mit den in C-XSC schon exis-
tierenden Intervallfunktionen eingeschlossen wird.

Daarccos(f) fur 5 — +1 senkrechte Tangenten besitzt, treten0fab < |5| < 1 bei
der intervallmaRigen Auswertung vanccos(3(z, y)) starke Uberschatzungen &uf

Zur Vermeidung dieser Uberschatzungen wéahit man im@Fail < 3 < 1 die Trans-
formation

f=1—-6 bzw. i(z,y) =1— F(z,y) > 0 und benutzt die folgende Identitat
3 arccos(() = arccos(1 — ) = arcsin <\/6- (2 — 5)) :

Im Fall -1 < 8 < —0.75 verfahrt man analog, wahli(z,y) = —1 + 0(x,y) bzw.
=14 3=1-(—p) > 0 und benutzt folgende Identitat

arccos(f) = arccos(—1+ ) =7 — arccos(1l — 9)
4) = 7 — arcsin <\/5-(2—5)> :

Wahlt man dabei rechts in (3) und (4) fifx,y) < 1 einen geeignet Term, so dass
Vo(x,y) in maximaler Genauigkeit eingeschlossen werden kann,mo&ach der Funk-
tionstermarccos(5(x,y)) fur 3 — +1 ebenfalls in hoher Genauigkeit eingeschlossen
werden. In (3) und (4) istrcsin(4/0 - (2 — 0)) einzuschlielRen, wobéiin beiden Fallen
definiert ist durch

Um zu gegebenen Punktintervallery eine EinschlieBung voR(w) = arccos(5(z,y))
berechnen zu kdnnen, braucht man zunachst eine Einschjefdus, wobeis auRerdem
noch fur die notwendige Entscheidufiyj < 0.75 zur Verfigung stehen muss. Wenn man
in (2) die Quadratwurzeln mit Hilfe vosqgrtx2y2(...) berechnet, so erhalt man
nur in Extremsituationen einen integer-Uberlauf. Lediglfir z — 0 und |y| — oo
liefert der Quotient einen vorzeitigen integer-Uberlaign man bei der Berechnung von
arccos(f(x,y)) wie folgt umgehen kann.

Zundchst ergibt sich aus (2) fii#(x, y)| die folgende Oberschranke

2 |z|
2y

29Auf Seite 175 wird in der komplexen Ebene derjenige Bereiuegeben, der durgh(z,y) > 0.75
charakterisiert ist.

X

. Yy #0,
Y

(6) |6z, y)| <
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dabei ist die Oberschranke/y| umso besser, d.h. umso kleiner, je bedgérs- |z|
erfillt ist. Die Idee zur Vermeidung des integer-Uberlaoésteht nun darin, bei hinrei-
chend kleiner Oberschranke/y| den Wertarccos(3(x,y)) mit der Intervallkonstanten
Pi_Ix_interval() einzuschlieen und sonst das Argumgntach (2) dann ohne
integer-Uberlauf auszuwerten.

Pi_Ix_interval() /2
= arccos(3)
5 — €1 ’ 3 te2
Abbildung 26: Einschlieung vaixrccos(3) fur g(z,y) — 0.
Wir verlangen also fur hinreichend kleings/y|
arccos(f3) € Pi_Ix_interval() /2, falls |B] < 'g < +1.

Um eine Bedingung fifz/y| angeben zu kénnen, bendétigen wir noch eine zusatzliche
Abschatzung:

(7) arccos(f3) = g — arcsin(f3),
2 3
(8) arcsin(f) = (3 - <1+—+—64+...), 18] < 1,
6 40
(9) 1+—2+iﬁ4+ <1 1 falls 0 < |g] <1
6 40 ) 13- 1-p3 = '
Im Fall 5 > 0 verlangen wir jetzt nach Abb. 26
(10) z_ g1 < arccos(/3).

2
Aus (7), (8), (9) folgt dann
70 i T 16} s 1
= — — > _— — _— — . < —.
arccos([3) 5 arcsin((3) > 5 13 > 5 2.4, falls 0 << 5
Die Forderung (10) ist also erfullt, wenn gilt

™ ™ €1
5—51<§—2~ﬂ = ﬁ<§,
und weger|g| = 5 < |z/y] ist (10) erfillt, falls
i
Y 2
Zusammen mit (11) gilt daher im Fall< § < 1 die Ungleichungrr/2—¢; < arccos(f3).
Ganz analog findet man nach Abb. 26 fuK 0:  Fir|z| < |y|-e2/2und—0.5 < 5 <0
gilt die Ungleichungr/2 + ¢4 > arccos(3). Wir fassen zusammen:

(11) <= <= |z|< ly|.

(12) ImFall |z| < 52—0 “lyl, mitey := Min(ey,ep) = 1.45651410012.. .. - 10792 gilt:
/2 — ey < arccos(f) < m/2 4 g9, d.h.arccos(8) € Pi_Ix_interval() /2.
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Wir missen jetzt noch Uberlegen, wie die Bedingung (12) aufMaschine moglichst
effektiv realisiert werden kann, ohne dass dabei ein vigegiinteger-Uberlauf eintritt.
Wegene, /2 = 272099-9160... ~ 9=2100 st (12) erfillt, falls

(13) o] < 27 [y .

Wenn also (13) erfilllt ist, so giltirccos(3) € Pi_Ix_interval() /2. Da das Produkt
rechts in (13) nicht fur beliebigegohne integer-Uberlauf auswertbar ist, berechnen wir
zunéachst eine Oberschranke fiify|, ohne dabei den Quotienten wirklich auszuwerten.
Mit den Bezeichnungen von Seite 146, 147, gelten die folgambschéatzungen:

|.CE‘| < 2e:r::r:—|—e:r::r:l—l—17 |y| > 2exy+ea:yl—2 und damit

X

Y

< 26$:B+6:B:Bl —exy—exyl+3

Damit ist dann (13) erfullt, wenn gilt:

exx + exxl — exy — exyl + 3 < —2100
(24) < exx + exxl — exy — exyl < —2103.

Damit die linke Seite in (14) ohne einen integer-Uberlaufebbnet werden kann, ist
die Summe links mit Hilfe voreal -Variablen auszuwerten. Bei der Implementierung
wird 3(z, y) mit Hilfe der FunktionBETA_xy(...)  eingeschlossen, wobei im Fall (14)
B = 0 gesetzt wird. Damit vermeidet man einen integer-Uberlaifder notwendigen
Berechnung vop(z, y) zur Entscheidung voy(z, y)| < 0.75, undarccos((3) wird dabei
durch die C-XSC Intervallkonstani_Ix_interval() /2 garantiert eingeschlossen.

Im Fall 0.75 < |B(x,y)| < 1 muss jetzt nochurccos(/3) nach (3) bzw. (4) ausgewertet
werden, wobeb(x,y) definiert ist durchv(x,y) := 1 — |B(z,y)| und |5(x,y)| durch
x > 0 realisiert wird. Umarcsin(4/0 - (2 — 0)) in ausreichender Genauigkeit berechnen
zu kdnnen, mussen in den Teilbereichenis < z < 1,z = 1 undz > 1 jeweils
verschiedene Terme fid(z, y) angegeben werden.

Wir beginnen mit dem Bereich > 1 und0.75 < §(z,y) < +1, in dem zur hoch-
genauen EinschlieBung vanbzw. v/ und zur Vermeidung eines vorzeitigen integer-
Uberlaufs der groRte Aufwand erforderlich ist. Mit

2-B=+(z+1)2+y>—+/(z—1)2+y2 und

2:0=2-2:f=2+ (@ 12+ = V(@ +1)2 +4?

erhalt man zunéchst durch Erweitern iNit= {2+ /(z — 1)2+ y2} ++/(z + 1)2 + 42

_AE PP (-0}
N

(15) 2.4
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und durch nochmaliges Erweitern mjt(x — 1)? + y? — (1 — z) erhéalt man schlief3lich

2. 92
5=
(16) 2+ (@ -12+2+ /(= + 12+ - (V- 12+ 92+ (x - 1))
(17) - \/§-|y|

\/Q—i-\/(x—1)2+y2+\/(x+1)2+y2~\/ (x—1)2+y2+(x—1).

Um arcsin(4/90 - (2 — §)) fur Punktintervall-Argumente, y einzuschlie3en, ist (16) we-
gen des Zahlergy? wegen des damit verbundenen integer-Uberlaufsfiir- oo oder
ly| — 0 nicht geeignet. Aber auch Umformungen, wie z.B.

2
(z V (x—1)2 % (x+#f) (V (x—1)2 xl)
= 4+4/1+ +4/1+ 1+ +
Y Y Y Y Yy
l6sen die integer-Uberlaufproblematik nicht!

Besser geeignet ist dagegen die Auswertung\\/%:c, y) nach (17). Dabei kann der
ganze Nennerin (17) auch in den Féller» 0 A = — oo odery — oo A x — oo fast
immer ohne vorzeitigen integer-Uberlauf berechnet werBiény — 0 A = — oo liefert
der Quotientin (17) jedoch einen integer-Uberlauf, dectutie folgenden Uberlegungen
vermieden wird. Wir bendtigen dazu fifd zunéchst eine geeignete Unterschranke, mit

deren Hilfe derjenige Bereich abgegrenzt werden kann,imdé - /2 — § ohne integer-
Uberlauf berechenbar ist. Fiir> 0 und damit auch fur > 1 gilt: (z —1)? < (z + 1)?,

d.h.y/(z — 1)2+y2 < \/(z + 1)? + y2, und daraus folgt:
mo= 24/ @12+ e+ D)2+ 2 <242/ (a+ D)2+ 2
Y2 o= /(=124 P+ (z—-1)<V(xr+1)2+y2+ (x+1).
<1+m> ( (@ +1)? +y2+(x+1))

4~<1+\/(x+1)2—|—y2>~\/(x+1)2+ 2

42/ (z+ 12+ 92 (e + 12+ 2 =8 {(z+1)* + ¢},

und daraus erhélt man mit (17) die gesuchte Unterschranke

5=

IN

712

IA

IA

|y
(18) 5 ($+1)2+y23 5(z,y).

Wir beweisen jetzt noch die Ungleichung
(19) ly| <z + 1.
Wegen0.75 < 3 < +1 gilt nach der Abbildung von Seite 176

1 1
[yl < 5 V11202 — 63 und wegen — /11207 — 63 <z + 1

folgt sofort die Behauptung.
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Umin (17) firy — 0 A = — oo den integer-Uberlauf zu vermeiden, verlangen wir fir
ein geeignetes; nach (18)

(20) v .

2-\/(x+1)2 492

Wegen (19) und: + 1 < 2z gilt:

|y] Y| |y] |y] |y]

2-\/(x+1)2+y2>2-\/2~(x+1)2:2-\/§-(1’—|—1) >4-\/§-x 8z’

und (20) ist erfullt, wenn gilt:

(21) ‘gﬂ >e; <= |y| > (8) -z,
T

dabei kann die rechte Seite von (21) weger 1 problemlos auf der Maschine ausge-
wertet werden.

Zusammenfassung

Im Fall |y| > ¢ - = kann mit einem geeigneterder Ausdruck,/s nach (21) ohne integer-
Uberlauf ausgewertet werden. Mit:= 22147482624 errejcht man, dass auch das ganze
Argumenty/s - /2 — ¢ ohne integer-Uberlauf berechnet werden kann. Die Diffegens
muss jedoch umgeformt werden in

2-0=(V2-V5) (V2+V5),

das = (v/4)? zu einem integer-Uberlauf filhren wiirdecsin(/0 - (2 — 6)) ist also wie
folgt auszuwerten:

(22) arcsin(y/d - (2 — §)) = arcsin <\/5 \/(\/5 —V0) - (V2 + \/5)) .

Es bleibt jetzt noch der Faly| < ¢ - z, und es kann daher nicht mehr garantiert wer-
den, dass/s - v/2 — 6 ohne integer-Uberlauf auswertbar ist. Es soll aber aucleisedn
Fall eine garantierte EinschlieBung fiircsin(1/6 - (2 — 0)) berechnet werden kénnen.
Wegend =1 - A 0 < g < 1kann flrarcsin(y/0 - (2 — §)) zunachst die folgende
EinschlielBung angegeben werden:

arcsin(1/6 - (2 —9)) € [0,V2- 4],

wobei jedochy/2 - § nicht nach (17) ohne integer-Uberlauf berechnet werden kKas ist
also notwendig, fiK/2 - § eine geeignete Oberschranke anzugeben. Die beiden Faktore
im Nenner von (17) lassen sich wie folgt abschatzen:

\/2+\/(x—1)2+y2+\/(x+1)2+y22\/2+2\/(x—1)2+y22\/%,

V@D + (@ —1) > 2 —1).
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Nach (17) gilt dann

V2.6 < ¢ und damit

V(e —1)
arcsin(4/0 - (2 —9)) € [0, arcsin(|y|/+/z(x — 1))].

Fur0 <t < +1 gilt arcsin(t) < 2t, d.h.

(23) arcsin(4/0 - (2 —9)) € [O, %] .

(z—1)

Furz — oo liefertz(x — 1) einen integer-Uberlauf, der wie folgt vermieden wird. ImiFa
x > 2(giltx — 1 > x/2 und damit

(24) Al am W s s o

z(z —1) x x
Der letzte Ausdruck rechts in (24) kann ohne Multiplikatiamd Division weiter nach
oben abgeschatzt werden. Mit den Abschatzungen von Setel47 gilt:

4.y
| | < 2exy—e:ca:+ea:yl—exxl+5 — ger
X

Damit ist danr¢® eine etwas grobe aber garantierte Oberschranke, und es gilt

(25) arcsin(1/0 - (2 —10)) € [0,2%], falls |y|<e-x A x> 2.

BleibtnochderFall [y <e-2 A 1 <z < 2.

Bei der intervallméaRigen Auswertung der Oberschratkéy|//z(x — 1) in (23) kann
fir  — 41 der Fall Inf (sqrt (z ¢ (x<©1)) = 0 auftreten. Um die damit verbundene
Division durch Null zu vermeiden, wahlen wir wegbrf (x & 1) > 27209 die folgende
Abschatzung

9. 9 93001
(26) bl 2yl _ vl
\/x(x —1) V- 272097 93000 . /o . 92097

wobei die Skalierung mi2+3°% einen vorzeitigen integer-Uberlauf bei der Berechnung
des Quotienten rechts in (26) verhindert. Im Faif (sgrt (z < (z<¢ 1)) > 0 kann der
Ausdruck links in (26) direkt ausgewertet werden, womitmdar Fallz > 1 A 5 > 0.75
vollstandig behandelt ist.

ImFallz =1 A 8 > 0.75 erhédlt man direkt aus (14) fid(x, y) den Ausdruck

oz, y) = 2yl ~
T 24 [yl V2P
Wertet man, /22 + y2 mit Hilfe der C-XSC Funktiorsqrtx2y2(...) intervallmanig

aus, so kana(z, y) in hoher Genauigkeit eingeschlossen werden.
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Im letzten Fall0.75 < z < +1 A (8 > 0.75 erhalt man ebenfalls direkt aus (14) fur
d(z,y) den Ausdruck

B 2~< (1—x)2+y2+(1—x)>
BV (T LR (e el

Wertet man auch hier die auftretenden Quadratwurzeln nife idier C-XSC Funktion
sqrtx2y2(...) intervallméRig aus, so kanf(x, y) ebenfalls in hoher Genauigkeit
eingeschlossen werden. In den beiden letzten Fallen kamns(5) nach (3) direkt mit
Hilfe von arcsin(y/0 - (2 — §)) ausgewertet werden, ohne den sehr aufwendigen Aus-

druckvd - v2 =6 =0 - \/(\f —/6) - (v/2 ++/9) nach (22) benutzen zu miissen.

6(z,y)

6.2.13.1 Testrechnungen Nach Angabe der Algorithmen fiir den Real- und Imaginar-
teil der komplexerarccos(z)-Funktion erhalt man mit Hilfe der folgenden Tabelle einen
groben Uberblick tiber deren groRen Auswertebereich. Digahan in der Tabelle bezie-
hen sich auf die Einschliel3ung detwcos(z)-Funktion nur fur komplexe Punktintervalle
z =z + i -y, wobei die reellen Punktintervalleundy vom TypIx_interval sind.

Beachten Sie bitte, dass bei dercos(z)-Funktion die komplexe Ebene langs der
reellen Achse aufgeschnitten ist verbo bis —1 und von+1 bis +oc. Die Definition
der Funktionswerte auf den Verzweigungsschnitten kanreimAdbbildung auf Seite 189
anhand der fettgedruckten Pfeile abgelesen werden.

Auswertebereiche vorarccos(z), z =z +i-y

x Y Anmerkung
0 QT 2UATAB626 o) L OF2147482625 optimale EinschlieRung
92147482625 | 9-2UTAS626 < ) < Q+2147482625 optimale EinschlieRung
0.5 Q2147482626 o) < 9+2147482625 optimale EinschlieRung
1 — 272095 | 9-2UTASI6H5 < o) < 92147482625 optimale EinschlieRung
1 QT 2UTAB65 o) L QF2147482625 optimale EinschlieRung

14 272095 | 92147482628 ) < 9—2147T482624 | grope Einschlg. des Realtells
1 272095 | 9-214TA82624 4 < Q+2147482625 optimale EinschlieRung
1.5 Q2UTABA62 ) < 92147482624 | grobe Einschlg. des Realtells
1.5 Q2147482624 o) < 9 +2147482625 optimale EinschlieRung
Q+2147482625 QT 2UATABIOAT ) < OF1 grobe Einschlg. des Realtells

0 +2147482625 2+ < gy < QH2147482625 optimale Einschlief3ung

Tabelle 4:arccos(z), mdgliche Auswertebereiche
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Im 1. Beispielliefert das folgende Programix_test74  fur das komplexe Argument
z = QF2T82625 4 9 195. 4 i = /—1 eine garantierte und sehr enge EinschlieRung fur
den Funktionswerf (z) = arccos(z).

/I Programm  Ix_test74.cpp;
/' Zum Test von acos(z);

#include <iostream>
#include "Ix_cimath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 30;
Ix_cinterval Z,W;
IX_interval X,Y;
string s;

X
Y

Ix_interval(2147482625,|_interval(1));
Ix_interval(0,l_interval(2.125));

Z Ix_cinterval(X,Y);
W = acos(2);

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec+5)
<< Scientific;

s << W;

cout << "acos(Z) = " << s << end|

}

Die folgende Ausgabe vowiiber die Zeichenkette liefert die folgende Einschliel3ung
des Real- und Imaginarteils vamccos(z) in hoher Genauigkeit:

R(f(z)) € 2724T483646 14 7751223894780 . ..447999 . ..999598 .. .- 10737,
476 korrekt;rDez.-Ziﬁern

4.7751223894780 . .. 448000 . .. 000397 . .. - 107307].

S(f(2)) € 279+ (—6.230326674658685 . . . 100469879494246(0 5557 - 10727,

~
480 korrekte Dez.-Ziffern

Zeigen Sie mit dem gleichen Programm, dassamit 272147482625 4 9 . der Realteil von
arccos(z) nur noch grob eingeschlossen werden kann, vgl. Sie dazudiacrabelle 4
auf Seite 196.



6 ERWEITERTE KOMPLEXE STAGGERED INTERVALL-ARITHMETIK 198

Im 2. Beispielliefert das folgende Programix_test75  fur das komplexe Argument
z = 14 272095 4 4. oF2147482625 eine garantierte und sehr enge EinschlieBung fur den
Funktionswertf (z) = arccos(z).

/[ Programm Ix_test75.cpp;
/[ Zum Test von acos(z);

#include <iostream>
#include "Ix_cimath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 30;
Ix_cinterval Z,W;
IX_interval X,Y;
string s;

X

Ix_interval(0,l_interval(1)) +
Ix_interval(-2095,|_interval(1));

Y = Ix_interval(+2147482625,| interval(1));

Z = Ix_cinterval(X,Y);

W = acos(2);

cout << SetDotPrecision(16 * stagprec,16 = stagprec+10)
<< Scientific;

s << W;

cout << "acos(Z) = " << s << end|

Die folgende Ausgabe vowiiber die Zeichenkette liefert die folgende Einschliel3ung
des Real- und Imaginarteils vamccos(z) in hoher Genauigkeit:

R(f(2)) € 271922 7.0595244323653213 . . . 9520740025264746 551~ - 10737

483 korrekte Dez.-Ziffern

S(f(z)) € 2797+ (—6.23032667465868 . . . 1004698794942460 553 ) - 10727

480 korrekte Dez.-Ziffern

Zeigen Sie mit dem gleichen Programm, dass it 1 + 27209  j . 2+2147482626 gjp
integer-Uberlauf erfolgt; vgl. Sie dazu auch die Tabellei#Seite 196.
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Im 3. Beispielliefert das folgende Programix_test76  fur das komplexe Argument

2z = 2.501 + i - 1.001 - 10730009 eine garantierte und sehr enge EinschlieBung fur den
Funktionswertf (z) = arccos(z), dabei ist zu beachten, dass Real- und Imaginarteil von
z nicht im Staggered Format darstellbar sind und daher niéhtinvden vorhergehen-
den Beispielen durch Punktintervalle eingeschlossenevekénnen. Die EinschlieRung
von R(z) und (=) erfolgt durch das folgende Programm mit 324 bzw. 300 koemekt
Dezimalstellen, so dass die Einschlielung wesos(z) nicht mit hdherer Genauigkeit
erfolgen kann.

/[ Programm Ix_test76.cpp;
/[ Zum Test von acos(z);

#include <iostream>
#include "Ix_cimath.hpp"

using namespace CXsc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 30;
Ix_cinterval Z,W,
Ix_interval X,Y;

X = Ix_interval(0,"[2.501,2.501]");

Y = Ix_interval(300000,"[1.001,1.001]");

Z = Ix_cinterval(X,Y);

W = acos(2);

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec+5)
<< Scientific;

cout << "acos(Z2) = " << W << endl;

Die folgende Ausgabe vowin lesbarer dezimaler Form liefert die Einschlie3ung des
Real- und Imaginarteils vofi(z) = arccos(z) in hoher Genauigkeit:

R(f(z)) € 107" - 1.57079632679489661923132 . . . 8036301245706368 7o - 10T,
302 korrekt‘e,Dez.-Ziffern

S(f(z)) € 10* - (—6.90776222044894598234240 . . . 2496809307736096 555" - 10"
301 korrengez.-Ziﬁern

Eine mit Mathematicainter hohem laufzeitmafR3igem Aufwand berechnete Néahetiung f
f(z) wird durch das obige Intervall” eingeschlossen.
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6.2.14 Die Funktionarctan(z)
Die C-XSC Funktion

Ix_cinterval atan(const Ix_cinterval& 2z);

berechnet fir ein gegebenes rechteckiges komplexes Ejsgaervallz eine garantierte
EinschlieBungen des Intervalls

f(Z) = arctan(z), z2=x+1 Y, x,Y c IR’ i = /_1.

arctan(z), z € C, bedeutet dabei den Hauptwert der komplexwertigenan-Funktion,
wobei die Verzweigungsschnitte auf der imaginaren Acheggeln von+: bis+i - oo bzw.
von —i - oo bis —i. Die beiden Singularitaten liegen b&ii. Das komplexe Eingangs-
intervall z deratan -Funktion darf keinen Punkt eines Verzweigungsschnitthadten.
Beispielsweise sind die Intervalie = [0,0] + i - [—2, —1] oderzy = [0, 1072 +i - [2, 3]
nicht erlaubt. Nach der Bedingung (4) von Seite 7 ist aul$erde beachten, dass die
relativen Durchmesser der Intervalle fiir den Real- und iméteil nicht zu grofl3 sein
durfen, so dass auch schon deshalbicht als Eingangsintervall gewahlt werden sollte.

6.2.14.1 Der Realteil des inversen TangensNach W. Kramer ist zur Einschliel3ung
des Realteil®(f(z)) die folgende Funktion

1 2
Q) g(x,y) := = arctan v

_ ,y €R
2 1—a%—y? Y

auf den Extremalpunkten des rechteckigen, komplexen Boglatervallss =z +i -y
intervallmanig auszuwerten, wokein Maschinen-Punktintervall und= [y, y»|, mit
11 < yo ein echtes aber stets sehr schmales Maschineninterv@ketuere Einzelheiten
findet man in [15]. In [27] ist der Algorithmus zur intervaléiligen Auswertung ausfihr-
lich beschrieben, so dass hier nur die Einschliel3ung voteZ&ahd Nenner der Funktion

2) olz,y) = ——r

Ty

mit der erweiterten Staggered Intervall-Arithmetik zukdigeren ist. Dabei soll ein vor-
zeitiger integer-Uberlauf bei Auswertung der Quadugtey® verhindert werden, um die
inverse Tangensfunktion in einem moglichst weiten Definisibereich auf der Maschine
auswerten zu kénnen. Es sei nochmals betont, dass in (2)declyanze Quotient, son-
dern nur Zahler und Nenner einzuschlie3en sind. Die Eiref¢tihg der reellearctan-
Funktion in (1) erfolgt dann mit Hilfe der internen C-XSC Hdtilon

Ix_interval Atan( const Ix_interval& y, const Ix_interval & X))

die den inversen Tangens vgrnix berechnet, wobei die Intervaliex Punktintervalle
sein missen.

Auf der folgenden Seite werden einige Félle angegeben,rierd&ahler und Nenner
von a ohne integer-Uberlauf eingeschlossen werden kénnen.
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Im Fall z = 0 lautet der Nennet — y2. Da im Eingangsintervalt keine Punkte des
Verzweigungsschnitts liegen dirfen, muss geBep(abs (y)) < 1, so dass im Intervall
1 — y? nur positive Zahlen liegen und der Nenner damit auf 1 gesetmtien kann.

Im Fally = 0 gilt « = z/(1 — z?), und Z&hler und Nenner vom werden wie folgt
definiert:

! falls |z|
— X0
a = x = 1/'r_x 7 ’
1 —2? falls 0.
I-a)«(Ltz)
Im Fally # 0, |z| — oo, |y| — oo wird a(z,y) mit 2°, s < 0, SO erweitert
T x - 2%
@)

T2y @) e 2) -y )y 2)

dass ein integer-Uberlauf im Zahler und Nenner nicht mefreten kann. Dazu wird
s € 7 bestimmt durch

s+ max(ex_x,ex_y )= cl:=1073740000, s <0,

wobeiex_x,ex_y die Zweier-Exponenten vanundy sind.

Im Fally # 0, || — oo, |y| — 0 wird a(z,y) folgendermalen umgeformt:

x 1

Cl-2-y (I-y)(+y)
xr

o

wobei jetzt der Nenner rechts ohne vorzeitigen integerrldbéeingeschlossen werden
kann.

Im Fall sqr (y) = +1, d.h.y = [1,1] odery = [—1, —1] und zuséatzlichz| — oo kann
a(z,y) wie folgt umgeformt werden:
T —1
o= ——= —
—x? Tz’

so dass Zahler und Nenner problemlos eingeschlossen wiebdeen.
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Im Fall |z| — +o0 setzen wir voraus, dassg|r (y) jetzt ohne integer-Uberlauf berechnet
werden kann. Es gilt mitz| = abs ()

B x _sign (z)-|x|  —sign (z)
Cl—y2—22  1—y2-—22 9y —1 '
Y Y y‘x| y

(3) Q@

Definiert man R := Sup(abs (y*> — 1)), dann erhalt man mit, := 272%7 unter der
\Voraussetzung

R
(4) m+|z|<|z|-(1+so) — R<|z|* g

die EinschlieBung:

y’ -1
(5) |$‘ +|$‘ C ‘.’L’|~[1—€0,1+€0],
wobei die Wertdl — ¢4 und1 + ¢, durch die Punktintervall®ne_m_Ix_interval()
bzw.One_p_Ix_interval() eingeschlossen werden. Die Bedingung (4) ist erfullt,
wenn eine Oberschranke vdhkleiner ist als eine Unterschranke v@n? - ¢y. Es ist zu
beachten, dass zwdt, nicht aber|z|? - ¢, auf der Maschine auswertbar ist, so dass (4)
Uber die Zweier-Exponenten zu realisieren ist.

Zur Berechnung einer Unterschranke Vot - ¢, gilt mit den Bezeichnungen von Seite
146, 147:

23mm+emml—2 < ‘;1;|7 und daraus fOlgt

(6) 22-(emm+emml)—2101 < ‘.’L‘|2 €.
Zur Berechnung einer Oberschranke @gilt analog zu Seite 147 mit

exy = expo(R); exyl = expo_gr(Ir_part(R));

(7) R < Qexy—l—exyl—l—l.
Nach (6) und (7) ist die Bedingung (4) erfillt, falls
(8) 2ewvtenyltl o gX(exateasl)=2101 o oqy 4 eqyl < 2 - (exx + exxl) — 2102,

und die EinschlieBung erfolgt dann nach (5), sonst kannidie ISeite von (5) direkt
eingeschlossen werden. Die Einschlie3ung des Z&hlsign (z) rechts in (3) bereitet
keinerlei Probleme.

Wir betrachten jetzt den Fallly| — oo, aber|z| 4 oo. Um einen integer-Uberlauf bei
der Auswertung vom? zu vermeiden, wirdy(z,y) mit —22° erweitert:

B T B —(x-2%)-2°
e S R ECEa) e T

Mit den Anweisungen
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exy = expo(y); exyl = expo_gr(Sup(li_part(abs(y))));

ists € Z bestimmt durch
exy + exyl + s = c1 = 1073740000; <= s=cl — (exy +exyl), s<O0.

Der Zéhler—(z - 2%) - 2° in (9) kann durch zweimalige Anwendung der C-XSC Funktion
times2pown_neg(x,s) garantiert eingeschlossen werden, vgl. dazu auch Seite 20.
Um im Nenner von (9) auch die Summé& := {(z — 1) - (z + 1)} - 22 + (y - 2°)? ohne
integer-Uberlauf berechnen zu kénnen, benoétigen wir Zustaen Ausdruck

R :=Sup(abs ((x — 1) - (x + 1)),

der auch furr — 0 oderr — +1 problemlos berechnet werden kann. Aul3erdem gilt
nochR=0 <= 2z =+1.ImFall R = 0 erhalt man

—(x-2°)-2°
(y-29)*

wobei jetzt Zahler und Nenner ohne integer-Uberlauf barettverden kénnen.

SeiR > 0.InNe := {(z—1)-(x+1)}-2% + (y-2°)? ist jetzt zwar der erste Summand
durch zweimalige Anwendung vaimes2pown_neg({...},s) stets berechenbar,
aber die Summe selbst liefert einen integer-Uberlauf, waemerste Summand betrags-
mafig zu klein ist und sein einschlielendes Intervall dig Raull als Randpunkt besitzt.
Diesen integer-Uberlauf kann man vermeiden, wenn mammit (y - 2°)> den Nenner
Ne folgendermal3en einschlief3t:

az,y) =

(20) Ne C B&[1 —eo, 1 +eg], go:=27297,
wobei das Intervalll — gy, 1 + 4] in C-XSC realisiert wird durch:
Ix_interval(Inf(One_m_Ix_interval()),Sup(One_p_Ix_i nterval())) ;
Um (10) garantieren zu kdnnen, mussen folgende Bedinguaidélit sein:
1. Sup(B) - (14+¢e0) > Sup(B8) + R-2* <= Sup(B)-eo > R-2%,
2. Inf (B)-(1—¢gp) <Inf (B)—R-2* <= Inf (8) 0> R-2%,
und wegerSup(/3) > Inf () sind beide Bedingungen erftllt, wenn gilt
(11) Inf (B)-g0 > R-2%, [:=(y-2°)%

Unter der Voraussetzung (11) gilt damit die etwas grobe dhils3ung (10), wobei der
ganze Intervallausdruck rechts in (10) problemlos berettverden kann.

Die Bedingung (11) wird auf der Maschine mit Hilfe der Zweketponenten beider
Ausdrucke Uberprift. Ist eine Unterschranke vdnf () -, , d.h.Inf (3)-20 > aund
istb eine Oberschranke vai- 22¢, d.h.b > R-22%¢, soist die Bedingung (11) erfullt, falls

(12) a > b.

Berechnung vom: Mit U := Inf () und den Anweisungen
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exy = expo(V); exyl = expo_gr(Ir_part(V)); erhalt man
Inf (5) eg > gexy-+eryl—2-2097 _
Berechnung von:  Mit den Anweisungen
exx = expo(R); exxl = expo_gr(Ir_part(R)); erhalt man
R .92 o gezaterxltlt2s _. p

Mit diesen Abschatzungen ist dann (12) erfullt, falls

exy +exyl —2099 > exx+exzl+1+2s <+
(13) exy + exyl — 2100 > (exx + s) + (exxl + s).

Die Einschlie3ung (10) ist damit garantiert, wenn (13) #irist, sonst werden Zahler und
Nenner vom(z,y) direkt nach (9) ohne wesentliche Uberschatzungen eintyessen.

Wir kdnnen jetzt voraussetzen:z,y # [0,0] A |z|, |y| / oo und betrachten den Fall
ly| — 0, d.h.y? liefert einen integer-Uberlauf, der zu vermeiden ist. $@igchstz| = 1.
Dann gilt

—T
alr,y) = —.
(z,y) "
Um einen integer-Uberlauf bg# im Fall exy < —cl = —1073740000 zu vermeiden,

wird o mit 2% erweitert, wobek bestimmt wird durch

s=—cl —ery —exyl >0, ~~
—(x-2°)-2°

(y-2°)- (y-2°)

und jetzt kdnnen Z&hler und Nenner vafe,y) fur —2147481824 < exy ohne integer-

Uberlauf eingeschlossen werden.
Seil|z| # 1.

exy +exyl +s=—cl <=

a(z,y) =

—x
(x—1) - (x+1)+y?
Um jetzt einen integer-Uberlauf bgf zu vermeiden, benutzen wifz — 1| > 272097,

falls x # +1 staggered Maschinenzahlen sind, vgl. dazu auch die Seit®d%uch
|z + 1| > 272097 erfullt ist, folgt direkt

a(z,y) =

(@ —1)- (@+1)] =27,
so dass wegetrry < —cl = —1073740000 die folgende Beziehung

(14) (@ 1) (@+ 1) > [yl”
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so gut erfillt ist, dass eine EinschlieRung W := (z — 1) - (z + 1) + y* durch eine
leichte Aufblahung vonp := (2 & 1) ¢ (2 ¢ 1) nach rechts wie folgt realisiert werden
kann:

(15)

[Inf(p),Sup{Sup(p) *One_p_Ix_interval()}] , Sup(p) >0,
[Inf(p),Sup{Sup(p) *One_m_Ix_interval()}] , Sup(p) <O.

Hinweis:

Da in (15) bei der Aufblahung vom nach rechts der WeBup(p) nicht vergréRert wird,
kénnte man argumentieren, dass eine EinschlieBungNemach (15) nicht realisiert
wird. Liegt jedoch ein Intervalp vor, mitp = [a, 0], so wurde bei der Berechnung von
p auf der Maschine wegeftz — 1) - (z + 1)| > 27*9, d.h. also wegen der Unglei-
chungSup((z — 1) - (z + 1)) < 27191 diese Oberschranke so stark nach oben auf
Null aufgerundet, dass wegen (14) die EinschlieBung Mennach (15) dennoch ga-
rantiert ist. FUr die Punktintervalle = 1 + 27299 undy = 2214783647 . 10=323 erhalt
man fur Zahler und Nenner van(z,y) garantierte und enge Einschlieungen. Die Auf-
blahung vorne nach rechts erfolgt itx_cimath.cpp mit Hilfe der C-XSC Funktion
Ix_interval Blow_r( const Ix_interval& p )

Wir kommen jetzt zum Falk — 0, d.h.exx < —cl = —1073740000, zusammen mit
z,y #[0,0] A lz|, ly| # oo.
—T
y—1)-(y+1)+z*
Sei zunachsty — 1) - (y + 1) = [0, 0], dann gil&®
- -1
alz,y) = 2z
womit Zahler und Nenner problemlos eingeschlossen werdandn.
Seijetzt(y — 1) - (y + 1) # [0,0]. Wegenexz < —cl = —1073740000 gilt nach (115)
auf Seite 146 die Abschatzung:

|.’L'| < 2exx+exxl+l < 2—cl+ex:(:l+1

a(z,y) = (

und mits := —2 - ¢l + 2 - exzl + 2 folgt |z|* < 2* und daher
y-1)-@+)+2*Cly—1) (y+1)+[0,27,

womit dann Z&hler und Nenner veriz, y) problemlos eingeschlossen werden kdnnen.

Da jetztz?> undy? ohne integer-Uberlauf berechnet werden kénnen, lassanzsibler

und Nenner von .

l1—2z) (1+2)—y?

az,y) = (

problemlos einschliel3en.

30Beachten Sie, daasstets ein Punktintervall ist!
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6.2.14.2 Der Imaginéarteil des inversen Tangens Nach W. Kramer ist zur Einschlie-
Rung des Imaginarteil¥(f(z)) die folgende Funktion einzuschlie3en:

(16) O(z,y) == In (1 n ﬁ) .

Dabei isty = [y, y] ein Punktintervall mity > 0, undz = [z1, 2], Mit0 < 27 < o, ist
ein echtes staggered Intervall. Wede(x, 0) = 0 setzen wir daher voraus:

@an y>0A0<x < a5,

Ersetzt man in (16) das Punktintervaiformal durci! y = /1 + 22, so erhalt man nach
einfachen Umrechnungen die Beziehup@r, V1 + 22) = T'(z), wobeiT'(z) wie folgt
definiert ist

2

T'(z) ist dabei nach [27] einzuschlieRen fur Punktintervalle- [z, z], mitx > 0. Zur
EinschlieRung vorT'(z) betrachten wir zunachst den Fall— 0, mit z > 0. Im ersten

Fall exx := expo (z) < —cl := —1073740000 vermeidet man einen integer-Uberlauf
bei der Auswertung vom?, wenn man den Bruch in (18) mit1 + z2 + 1 erweitert:
(19) T(x)=n{2 - (1+V1+22)+2°} -2 -In(z), x>0.

Wegen{...} — 4 firz — 0 kann jetzt das Intervall - (1+ /1 + 22) +z? in (19) dadurch
eingeschlossen werden, dass man das Intesal] mit Hilfe der Blow_r() -Funktion
leicht nach rechts aufblaht, womit der integer-Uberlauinieden wird; vgl. dazu auch
die Gleichung (15) auf Seite 205.

Im Fall —c1 < exx < 1150 wird der Nenner in (18) wie folgt eingeschlossen:
(20) V1+22 — 1 C sqrtplmi(sqr(x))

Furexz > 1150 wahlt man zur Vermeidung eines integer-Uberlaufs

(21) V1+22—1Csqrtlpx2(x) —1.

Hinweise

1. LaufzeitmaRig ist die Einschlieung mit (21) optimag kefert allerdings nur fur
exx > 1150 eine ausreichende Genauigkeit.

2. Die EinschlieBung voff'(z) erfolgt inIx_cimath.cpp mit Hilfe der Funktion
Ix_interval T_atan(const Ix_real& x);

vgl. auch die Quelltexte ab Seite 212.

8y = +4/1 + 22 sind nach [15] die Extremalkurven des Imaginartsi(g (z)).
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Wir kommen jetzt zur Einschlie3ung von

4-y

(22) Q(z>y) =In <1 + m) , mity>0 A 0<z <z,

und betrachten zunéchst den Fgll= 1 und0 < z; < x,. Dabei ist zu beachten, dass
y = 1 undz; = 0 nicht eintreten kann, da sonst das Eingangsintegvaithe Singularitat
enthalten wirde. Es gilt

(23) Qz,1) =In (1 + %) .

Mit der Anweisungezz := expo(Sup(x))  betrachten wir jetzt den Fall — 0, d.h.
exx < —cl = 1073740000. Dann kanm)(z, 1) wie folgt geschrieben werden

Qz,1) =n(4+2*) — 2 In(z),
und furz — 0 kannz? folgendermaRen eingeschlossen werden

?C(z—-1)-(z+1)+1, dh.
(24) Qz,1)=InG+(x—1)-(x+1)) —2-In(z),

und die rechte Seite kann jetzt ohne vorzeitigen integegrlabf in hoher Genauigkeit
eingeschlossen werden.

Wir betrachten jetzt den Fajl = 1 undz — +o0o, d.h.exx > ¢l = 1073740000. Mit
den Anweisungen

R =Inf (z); exx =expo (R); exxl = expo_gr(lIr_part (R)); qilt:

(25) Inf (CL') > 28xx+exxl—2 und daher 2—2~(exx+exxl)+6 — 2dbl‘

4
Inf ()2 ~
Wir definieren noch
S = Q72MTME36I5  MinReal = 2724784667 — gup. 9 — 9147483645;

Der ganzzahlige Weidbl vom Typ doubleist negativ und kann durchaus kleiner werden
als —c2. Im Fall dbl < up gilt wegen (23), (25) und wegeh < In(1 + ¢) < t die
EinschlielBung

(26) Q(z,1) C [0,2] = [0, S].
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Wir betrachten jetzt den Fadbl > up.

dbl

1022 f
up —c2

Abbildung 27: Der Falldbl > up

Im Fall dbl > —c2 gilt dann
(27) Q(z.1) C [0,21],

wobeidbl jetzt direkt als integer-Zahl dargestellt werden kann.

Wir betrachten den verbleibenden Falb < dbl < —c2, in demdbl nicht als integer-
Zahl darstellbar ist. Mitlbl = —c2 + r bzw.r = dbl + 2 gilt » < 0 und|r| < 1022,
woraus unmittelbar folgt

(28) Qz,1) C 0,274 27,

wobei2®! = 2-¢2. 97 realisiert wird durc=**" = Ix_real (—c2,comp(0.5,7 + 1)).
Die EinschlieBungen (26), (27), (28) sind natiirlich mit tiudatzungen verbunden, die
in der Praxis jedoch keine grof3e Rolle spielen sollten.

Wir kommen jetzt zur Einschlieung vap(z,y) unter den folgenden Voraussetzungen
y>0,y#[1,1], 0 <z <z, undzeigen dabei zunachst, dass bei der Berechnung des
Quotienten
4-y
z?+ (1-y)?
in (22) kein Overflow auftreten kann, d.h. also, dass der i@nbbetragsmafig hinrei-
chend beschrankt ist. Fir Maschinenzahjesom TyplIx_real  gilt nach Seite 19

(29) |y _ 1| 2 2—2097 — |y _ 1|2 Z 2—4194.
: 4y 4-(1-9%
Mit = und f'(y) = —22 folgt:

f(y) ist monoton wachsend it < y < +1 und monoton fallend il < y < +oo. Im
Bereich0 < y < 1 folgt daher

dy 4. (1— 272097

fly) = 5 < ( 3 )
(1-y) (1—-y)

In 1 < y < +o0 erhalt man analog

4 4. (1427207

= 202 T
(1-y) (1-y)
so dass bei der EinschlieBung des Quotienteitz? + (1 —y)?) kein Overflow entstehen
kanng

Wegen (29) ist weiter zu beachten, dass bei der Einschlgg@am(1—y)? firy — +1
kein integer-Uberlauf auftreten kann. Aber dies ist nattihoch moglich fiiry, 2, — oo
oder flrzy — 0.

S 4 . (1 _ 2—2097) . 2+4194 < 2+4196.

S 4 . (1 + 2—2097) . 2+4194 < 2+4197’
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Wir betrachten daher zunéchst den kalb 0, y # [1,1] undzy — 00 V y — oo, d.h.
mit den Anweisungen

exx = expo(Sup(x)); exxl = expo_gr(Ir_part(Sup(x)));
exy = expo(y); und cl = 1073740000

setzen wir voraus: (exz > cl && exxl > —100000) | | exy > cl.

4.y . 4-y
—_ dfiar S —_
oS p—r — [0,0] wird fur Sup (m2 G
Oberschranke berechnet, mit der dann eine EinschlieRurng(ftl y) angegeben werden
kann. Mit den Anweisungen

Wegen ) zunachst eine Ober-

R=1Inf (z); exx=expo(R); exxl=expo_gr (Ir_part (R));
R=Inf (1—-y); exy=expo(R); exyl=expo_gr (Ir_part (R)); qilt:
‘l’1| Z 2em+e:v:vl—2; |1 o y| Z 26my+e:vyl—2; und damit

(30) |JZ‘1|2 > 22-(emm+emml)—4 — gexw |1 . y|2 > 22-(ezpy+emyl)—4 — 26$$l.

Im Fall z; = 0 folgt daraus: |z;]? + |1 — y|* > 2°#*! = 24 'und im Fallz; > 0 erhalt
man |z;]2 + |1 —y|? > 2¢2% 4 2¢22L  ynd mitdbl := Max(exz, exxl) folgt schlieRlich
lz1]? + |1 — y|> > 2%, und daraus ergibt sich die gesuchte Oberschranke

Sup 4-y < 4 . gewytenyl+l—dbl _ gexy+texyl+3—dbl _ odbl
2+ (1-y)?) "~ '

Der ganzzahlige Wertbl in der Oberschranke®”! ist negativ und kann durchaus kleiner

werden als-c2 = —2147483645. Die EinschlieBung vo®)(z,y) kann jetzt vollig analog

zu (26), (27), (28) ab Seite 207 berechnet werden.

Wir kommen jetzt zum Faly > 0, y # [1,1], 0 < x; < x5, wobeiz? und (1 — y)?
fur x5,y — oo keinen integer-Uberlauf erzeugen. Wegen- y|?> > 274194 liefert auch
(1 —y)? fur y — 1 keinen integer-Uberlauf, so dass dieser jetzt nur nochhdeidur
x9 — 0 erzeugt werden kann. Wir betrachten daher noch den letzién F

o >0 A 9 — 0.

Wegerezr < —cl und|1—y|? > 27419 |asst sich der integer-Uberlaufid ganz einfach

dadurch vermeiden, dass man das Interfdal y)? ganz analog zu (15) auf Seite 205 mit

Hilfe der C-XSC Funktionlx_interval Blow_r(const Ix_interval& p)

leicht nach rechts aufbléht und dadurch den Neamfer (1 — y)? garantiert einschlief3t.
Q(z,y) wird in IX_cimath.cpp eingeschlossen mit Hilfe der C-XSC Funktion

Ix_interval Q_atan(const Ix_interval& x, const Ix_interv al& vy),

vgl. die Quelltexte ab Seite 212.
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Im 1. Beispielliefert das folgende Programix_test77  fur das komplexe Argument
z = 0+i-(1—2720%) eine garantierte und sehr enge EinschlieRung fiir den Famsktiert
f(z) = arctan(z).

/I Programm Ix_test77.cpp;
/' Zum Test von atan(z);

#include <iostream>
#include "Ix_cimath.hpp"

using hamespace CXSC;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 30;
Ix_cinterval Z,W;
IX_interval X,Y;

string s;

X = Ix_interval(0,l_interval(0));

Y = 1 - Ix_interval(-2095,| interval(1));

Z = Ix_cinterval(X,Y);

W = atan(2);

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec+10)
<< Scientific;

cout << "atan(Z) = " << W << endl;

s << W;

cout << "atan(Z) = " << s << endl;

}

Die folgende Ausgabe vowin lesbarer dezimaler Form liefert die EinschlieBung des
Real- und Imaginarteils vofi(z) = arctan(z) in hoher Genauigkeit:

R(f(2)) € [0,0].
I(f(2)) € 10" - (7.26418245226822684269259 . . . 373900697418399 F51--) - 10"

~
301 korrekte Dez.-Ziffern

Eine mit Mathematicaberechnete Naherung fifi(z) wird durch das obige Intervall’
eingeschlossen. Die folgende Ausgabe Uber den Stringestligie interne Genauigkeit
der EinschlielBung mit 475 korrekten Dezimalstellen:

R(f(2)) € [0,0].
I(f(2)) € 271 . (6.37635299063959678061 . . . 1638778050866239 91%-) - 1037,

~
475 korrekte Dez.-Ziffern

Auch dieser Imaginarteil schliel3t eine Miathematicaberechnete Naherung ein.
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Im 2. Beispielliefert das folgende Programix_test78  fur das komplexe Argument
z = 272AT83AT 4 eine garantierte und sehr enge EinschlieRung fiir den Famsktiert

f(z) = arctan(z).

/[ Programm Ix_test78.cpp;
I/l Zum Test von atan(z);

#include <iostream>
#include "Ix_cimath.hpp"

using hamespace CXSc;
using namespace std;

int main()

{
stagprec = 30;
Ix_cinterval Z,W;
IX_interval X,Y;
string s;

X = Ix_interval(-2147483647,|_interval(1));
Y = Ix_interval(0,l_interval(1));
Z =1

W = atan(2);

cout << SetDotPrecision(16 *stagprec,16  * stagprec+10)
<< Scientific;

cout << "atan(z) = " << W << end|

s << W;

cout << "atan(Z) = " << s << endl;

}

Die folgende Ausgabe vowin lesbarer dezimaler Form liefert die Einschlie3ung des
Real- und Imaginarteils vofi(z) = arctan(z) in hoher Genauigkeit:

R(f(2)) € 107 - (7.85398163397448309615660 . . . 484018150622853184 371-) - 10°.

301 korrekte Dez.-Ziffern

I(f(2)) € 107 - (7.44261117954893017873903 . . . 68394444504619183 29%) - 10"
301 korrengez.-Ziﬁern
Die folgende Ausgabe vowliiber den String s liefert die interne Genauigkeit der beiden
EinschlielBungen fur Real- und Imaginéarteil mit 481 bzw. 48@rekten Dezimalstellen:

R(f(2)) € 27192 . (7.059524432365321347574 . . . 1198952074002526474 382 . 1037,

481 korrekte Dez.-Ziffern

I(f(2)) € 2799 - (6.2303296397089189917471 . . .995107260212732560 295--) - 1037,
480 korrekt‘e,Dez.-Ziffern

Die Berechnung einer Naherung fiifz) liefert mit Mathematicdur das gleiche Argu-
mentz = 272147483647 4 eine Underflow-Fehlermeldung.
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Ix_interval Blow_r( const Ix_interval& p )
/I Blowing up p to the right; Only Sup(p) is changed:

Il if (Sup(p)>=0) Sup(p) = Sup(p) * (1+27(-2097)),
/I if (Sup(p)< 0) Sup(p) = Sup(p) * (1-27(-2097)).
{

Ix_real I,S;

S = Sup(p); | = Inf(p);

S = ge_zero(S)? Sup(S *One_p_Ix_interval()) :
Sup(S * One_m_Ix_interval());
return Ix_interval(l,S);

}

bool sign_test(const Ix_interval& x, int s_org)
/I Only for internal use by function re_atan(...)
{
bool bll,bl2,alter;
int signx;
if (diam(li_part(x))>0)
{
bll = eq_zero(Sup(x)) && (s_org==1);
bl2 = eq_zero(Inf(x)) && (s_org==-1);
alter = bl1 || bl2;
}
else
alter = sign(Sup(li_part(x))) '= s_org;
return alter;
} /I sign_test(...)

void re_atan(const Ix_interval&y,Ix_interval&x,Ix_int erval&res)

/[ Calculating an inclusion res of 1 - y*2 - x"2;
/I x is always a point interval and y =[yl,y2], with yl <= y2;
/I Blomquist, 14.11.2007,;

{
const int c1 = 1073740000;
Ix_interval ya(abs(y)),One(Ix_interval(0,l_interval( 1))).xa;
Ix_real R,U;

int ex_x,ex_xl,ex_y,ex_yl,s,signx;
double exx,exxl,exy,exyl;

bool alter;

ex_x = expo(X);

ex_xlI = expo_gr(Inf(li_part(x)));
ex_y = expo(y);

ex_yl = expo_gr(Sup(li_part(ya)));
ya =y,

signx = sign(Inf(li_part(x)));

212
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if (ex_xI < -1000000)
res = 1.0;
else /I x <> O:
if (ex_yl < -1000000) //
if(ex_x > cl)

y == [0,0] and x <> [0,0];

{
res = 1/x - x;
X = -1
}
else
{
res = (1-x) *(1+x);
if (Sup(res)>1) // to avoid an overestimation
res = Ix_interval(Inf(res),Ix_real(1.0));
}

else // y <> [0,0] and x <> [0,0];
if (ex_x>cl) // |x| --> infty;

if (ex_y>cl1) //

x| --> infty and |y| --> infty;

{
s = cl - max(ex_x,ex_y);
times2pown_neg(One,s); // 2"s
times2pown_neg(x,s); // x * 21\
times2pown(ya,s); Iy * 21\
res = (One-x) *(One+x) - sqr(ya);
times2pown_neg(x,s); // x * 2128
}
else // |x| --> infty and |y| not--> infty;
if (ex_y<-cl)
{
res = (1-y) *(1+y);
res =res / X - X
X = 1;
}
else /I |x| --> infty and |y| normal;
{
res = sqr(y); xa = abs(x);
if (sqr(y) == 1.0)
res = xa;
else
{
res = res - 1.0; // res = y*2 - 1;
R = Sup(abs(res));
ex_y = expo(R);
ex_yl = expo_gr(Ir_part(R));
exy = ex_y;

exx = ex_X;
exxl = ex_xl; exyl = ex_yl;
if (exy+exyl < 2 * (exx+exxl)-2102)

213
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res = xa *
Ix_interval(
Inf(One_m_Ix_interval()),
Sup(One_p_Ix_interval()));
else
res = res/xa + xa;
}
X = (Sup(x)>0)? -1.0 : 1.0;
}
else // |x] not to infty
if (ex_y>cl) /I |y| --> infty;
{
s =cl - ex .y - ex/yl
res = (x-1) *(x+1);
R = Sup( abs(res) );
times2pown_neg(x,s); /I x * 21\
times2pown(ya,s); Iy * 21\
if (eq_zero(R))
res = sqr(ya);
else
{ I R >0
ya = sgr(ya); // ya = (y * 20512,
U = Inf(ya);
ex_y = expo(U);
ex_yl = expo_gr(Ir_part(U));
exy = ex y;, exyl = ex yl
ex_Xx = expo(R);
ex_xI = expo_gr(Ir_part(R));
exx = ex x; exxl = ex xl;
if (exy+exyl-2100 > (exx+s)+(exxl+s))
res = ya *Ix_interval(
Inf(One_m_Ix_interval()),
Sup(One_p_Ix_interval()) );
else
{
times2pown_neg(res,s);
times2pown_neg(res,s);
Il res = {(x-1) * (X+1)} *2/72s;
res = res + ya;
}
}
times2pown_neg(x,s); //(x *2\8) * 275 = X * 2/(2s)
X = =X
}

else // |x|,ly|] not to +infty
if (ex_y<-c1) /I |y|] ---> 0, y<>[0,0];
if (abs(x)==1)

{

214
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else

}

s =-cl-exy-exyl /l's>0Q0;
times2pown(x,s);

times2pown(x,s);

X = -X;
times2pown(ya,s);
res = sgr(ya);

res = (x-1) *(x+1);
res = Blow_r(res);

X = =X;

else // |x|,ly|] not to infty and |y|] not to O
if (ex x < -cl) // now: |x|] --=> O

{

}

res = (y-1) *(y+1);
if (res == 0.0) /I alpha = -1/x;
{

X = -1
res = x;
}
else
{
s = 2*(ex_xl-c1+1);
res += Ix_interval(
Ix_real(0),Ix_real(s,1.0) );
X = =X
}

else /I x*2 and y2 can now be evaluated

alter = sign_test(x,signx);
if (alter)

{
X = -X;
res = -res;
}
} /I re_atan

Ix_interval T_atan(const Ix_real& x)

/[ Calculating an inclusion of

/I without any integer overflow!
res = (1-x) *(1+x) - sqr(y);

Il In[ 1+2/(sqrt(1+x"2)-1) ].
/I x will be handeld as a point interval [x]=[x,x], with x>0.

/I Blomquist, 23.11.07,

{
const int c1 = 1073740000;

215
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Ix_interval res,
iX(X); /I ix is point interval with x>0;
int ex_x(expo(ix)), ex_xl(expo_gr(li_part(ix)));

if (ex_x<-cl)
{ /I preventing overflow
res = 1 + sqgrtlpx2(ix);

times2pown(res,1); /Il res = 2 * (1+sqrt(1+x72));
res += (ix-1) = (ix+1)+1; // res =

ix = In(ix);

times2pown(ix,1); /lix =2 *In(X);

res = In(res) - ix;

else // -c1 <= ex_Xx
if (ex_x<1150) /I -c1 <= ex_x < 1150
res = Inpl(2/sqrtplml(sqr(ix)));
else res = Inpl(2/(sqrtlpx2(ix)-1));

return res;
} /[ T_atan

Ix_interval Q_atan(const Ix_interval& X, const Ix_interv

{

2 * (1+sqrt(1+x12)) + x"2

/I x: abs(Re(z)); x is a real interval x=[x1,x2], with 0<=x1<

/l'y: Inf(Im(2)); y is a point interval, with y >= 0.

/I Q_atan returns an inclusion of In[1 + 4y/(x"2+(1-y)"2)]

/[l Tested in detail; Blomquist, 23.11.2007;

const int cl 1073740000;

const int c2 2147483645;

const Ix_real S = Ix_real(-c2,MinReal);
const double up = -2147484667.0;

int s,r;

double exx,exxl,exy,exyl,dbl;

Ix_real R;

Ix_interval res(0.0),Hlp;

int ex_y(expo(y)), ex_yl(expo_gr(li_part(y))),
ex_x(expo(Sup(x))),ex_xI;

ex_xl = expo_gr(Ir_part(Sup(x)));
if (ex_yl>-100000) //' y = [y,yl, y>0;
if (y==1.0) /'y = 1;
if (ex_x < -cl)
{
res = In(x);
times2pown(res,1); // res = 2
res = In(5+(x-1) * (x+1)) - res;

* [n(X)
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}

else
if (ex x > cl)
{
R = Inf(x);
exx = expo(R); exxl = expo_gr(Ir_part(R));
dbl = -2 *(exx+exxl) + 6;
if (dbl<up)
res = Ix_interval(Ix_real(0),S);
else
if (dbl>=-c2)

s = (int) dbl;
R = Ix_real(s,1.0);
res = Ix_interval(Ix_real(0),R);

r = (int) (dbl+c2);
R = Ix_real(-c2,comp(0.5,r+1));
res = Ix_interval(lx_real(0),R);

}

else /I x*2 now without integer overflow
res = Inp1(sqr(2/x));
else // Now: y>0 and y!'=1 and 0<=x1<=x2;
if ( (ex_x>cl && ex_xI>-100000) || ex_y>cl )
{
R = Inf(x);
exx = expo(R); exxl = expo_gr(Ir_part(R));
R = Inf(y-1.0); // R = O:
exy = expo(R); exyl = expo_gr(Ir_part(R));

if (exxl<-100000) // x1 = 0;
dbl = 2 *(exy+exyl) - 4;
else
{
exx = 2 *(exx+exxl) - 4;
dbl = 2 *(exy+exyl) - 4;
if (exx > dbl) dbl = exx; // dbl = Max(...)
}
dbl = exy + exyl + 3 - dbl;
/[ Now it holds: Sup{4y/(x"2+(1-y)*2)} < 2"dbl;

if (dbl<up)

res = Ix_interval(lx_real(0),S);
else

if (dbl>=-c2)

{
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}

s = (int) dbl;
R = Ix_real(s,1.0);
res = Ix_interval(Ix_real(0),R);

}
else
{
r = (int) (dbl+c2);
R = Ix_real(-c2,comp(0.5,r+1));
res = Ix_interval(Ix_real(0),R);
}

else // Now we have: y>0 and y!=1 and O0<=x1<=x2;
/[ and: x"2, (1-y)*2 produce no overflow for

}

return res;
} /I Q_atan

I

X2, |1-y| --> +infty;

/[ furthermore |1-y| produces no integer

/I overflow for y --> +1, and so only x*2 can
/I produce an integer overflow for x2 --> 0.
/[ Thus we now consider the case: x2 --> 0O:

R =
exxl

Sup(x);
= expo_gr(Ir_part(R));

if (exxI>-100000 && ex _x < -cl)
{ Il x2>0 and x2-->0;

else

res = vy;
times2pown(res,2); // res = 4 *Y;
Hlp = sqr(1-y);

Hlp = Blow_r(HIp);

res = Inpl(res/HIp); // inclusion of Q(x,y);

/I x2=0 or ex_x >= -cl,
/[ so x*2 and (1-y)*2 can now be calculated
/I without integer overflow!

res = vy;
times2pown(res,2); /l res = 4 *Y;
res = res/(sqr(x) + sqr(1-y));

res = Inpl(res); // res: inclusion of Q(Xx,y);
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