Bergische Universitat Wuppertal
Fachbereich C

Mathematik C

Vorlesung WS 07/08

von

Prof. Dr. MANFRED MENDEL

fiir
die Studiengédnge Diplom ET, Master EE, Master I'T

Das Skript enthélt die Kapitel 1 - 4 und 5% sowie im Anhang eine
Korrespondenztafel zur Laplacetransformation (Stand: 01.10.07). In Abschnitt
4.1 und 4.4 fehlen Skizzen, sie werden noch eingefiigt.



Inhaltsverzeichnis

1 Kurvenintegrale

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7

Kurvenin IR™ . . . . . . . . . ..
Das Kurvenintegral iiber ein Skalarfeld . . . . . . ... ... ...
Das Kurvenintegral iiber ein Vektorfeld . . . . . ... ... .. ..
Gradientenfelder und Potentiale . . . . . . . ... ... ... ...
Wann ist ein Vektorfeld ein Gradientenfeld . . . . . . .. .. ...
Praktische Bestimmung der Stammfunktion . . .. .. ... ...
Zusammenfassung . . . ... ..o

2 Flichenintegrale im IR 3

2.1
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7

Flichen im IR3 . . . . . . ... ... ... ... . ... ......
Das Flachenintegral eines Skalarfeldes . . . . . . . ... ... ...
Das Flachenintegral eines Vektorfeldes . . . . . ... ... .. ..
Die Integralsétze . . . . . . . . ... .. L.
Folgerungen aus den Integralsdtzen . . . . . . . . ... ... ...
Krummlinige Koordinaten . . . . . .. ... ... ... ... ...
Zusammenfassung . . . . ... L.

3 Funktionentheorie

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6

3.7

Einfihrung . . . . . . . . . ...
Elementare Funktionen . . . . . . . .. ... .. ...
Holomorphe Funktionen . . . . . .. ... .. ... ... .....
[solierte Singularitdten . . . . . . . . .. .. ... ... ..
Integration . . . . . . . ...
Potenzreihen und Taylorentwicklung . . . . . . .. ... .. ...
3.6.1 Potenzreihen im Komplexen . . . . . . .. ... ... ...
3.6.2 Eigenschaften von Potenzreithen . . . . . .. .. ... ...
3.6.3 Die Taylorreihe einer analytischen Funktion . . . . . . ..
Laurentreihen und Residuenkalkil . . . . . . .. ... ... .. ..
3.7.1 Darstellung durch Laurentreithen. . . . . . . .. .. .. ..
3.7.2  Klassifikation von Singularitdten . . . . . . . .. .. .. ..

U



INHALTSVERZEICHNIS ii

3.7.3 Residuenkalkdl . . . .. ... ..o 94
3.8 Zusammenfassung . . . . .. ... 100
4 Integraltransformationen 104
4.1 Fourierrethen . . . . . . . ... ... 104
4.1.1 'Trigonometrische Polynome und Reihen . . . .. ... .. 105
4.1.2 Darstellung von Funktionen durch Fourierreihen . . . . . . 107
4.1.3 Darstellung gerader und ungerader Funktionen . . . . . . . 114
4.2 Fouriertransformation. . . . . . ... ... L. 117
4.2.1 Einftthrung . . . . . ... ..o 117
4.2.2 Fouriertransformierte und Umkehrformel . . . . . . . . .. 118
4.2.3 Eigenschaften der Fouriertransformation . . . .. . .. .. 121
4.2.4 Gerade und ungerade Funktionen . . . . . . . .. ... .. 127
4.2.5 Riicktransformation mit dem Residuenkalkiil . . . . . . . . 129
4.3 Laplacetransformation . . . . . .. . ... .. .. ... ... ... 131
4.3.1 Einfithrung der Laplacetransformation . . . . .. . .. .. 131
4.3.2 Abbildungsgesetze . . . . . ... Lo 137
4.3.3 Methoden der Riicktransformation . . . .. ... .. ... 147
4.4 Z-Transformation . . . . . .. . ... ... ... ... 154
4.4.1 Definition der Z-Transformation . . . . . .. . .. ... .. 154
4.4.2 Elementare Transformationspaare . . . . . . . .. ... .. 156
4.4.3 Formeln zur Riicktransformation . . . . . .. .. ... .. 158
4.4.4 Abbildungsgesetze . . . . . ... L 160
4.5 Zusammenfassung . . . . ... ..o 167
5 Spezielle lineare Differentialgleichungen* 174
5.1 Theoretische Grundlagen iiber lineare DGLn . . . . . . . . . . .. 174
5.2 Die Eulersche DGL . . . . . . ... ... ... ... ........ 178
5.3 Die Legendresche DGL . . . . . .. ... ... ... ... ..... 179
5.3.1  Ermittlung der Losungsmenge . . . . . . .. .. ... ... 180
5.3.2 Legendre-Polynome* . . . . .. ... .. .......... 182
5.3.3 Ein Ansatz aus TE, der zu einer Eulerschen und einer Le-
gendreschen DGL fithrt . . . . . ... . ... ... ... .. 183
5.4 Die Besselsche DGL . . . . . ... ... ... ... .. ....... 184
5.4.1 Ermittlung von Losungen . . . . .. .. .. ... ... .. 185
5.4.2  Einschub: Die Eulersche Gammafunktion . . . . . . . . .. 187
5.4.3 Die Losungsmenge im Falme Ny . .. .. ... ... .. 188
5.4.4 FEin Ansatz aus TE, der zu einer Besselschen DGL fithrt . 189
5.4.5 Formeln iiber Besselfunktionen® . . . . . . . ... ... .. 190

A Laplace-Korrespondenzen 192



Kapitel 1

Kurvenintegrale

Neben Riemannintegralen [ f(x) dx, wie sie in Mathematik B, Kap 7 behandelt
wurden, treten in den physikalischen Anwendungen weitere Typen von Integralen
auf, mit denen wir uns in den folgenden Kapiteln beschéftigen. Von zentraler
Bedeutung ist der Begriff des Kurvenintegrals, mit dessen Hilfe z.B. die Arbeit, die
bei Bewegung eines Massenpunktes durch ein Kraftfeld zu leisten ist, dargestellt
werden kann. Vor Einfiihrung dieses Integralbegriffs ist zu klédren, was unter einer
Kurve im R™ zu verstehen ist.

1.1 Kurven in R”"

Gegeben sei ein Intervall [, 5] C R (mit a < ). Eine Funktion r : [o, 5] — R”
148t sich durch ihre Komponentenfunktionen x; in der Form

131<t)
r(t) = f (mit ¢ € [, 3])

T (t)

darstellen.! r ist in ¢ genau dann differenzierbar, wenn jede Funktion z; in t
differenzierbar ist. Die Ableitung 1(¢) ist gegeben durch

B(t) = (#1(t), @2(t), -, dn(1)"

Definition 1.1 Seir : [o, ] — R™ eine auf dem gegebenen Intervall stetig dif-
ferenzierbare Funktion mit ©(t) # 0 fir alle t € (o, 3). Dann wird die Bildmenge
C = r(la, B]) Kurve in R™ mit Anfangspunkt r(«) und Endpunkt v(3) genannt.

'Wir schreiben kiinftig einen Spaltenvektor r aus schreibtechnischen Griinden auch als Zei-
lenvektor mit Transponiertzeichen T
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Die Funktion r heifst Parameterdarstellung der Kurve C. Die Kurve C' heifit ge-
schlossen, wenn r(«) = r(B) ist (d.h. Anfangs- und Endpunkt stimmen tberein).

Beispiel 1.1 :

1) Der Rand eines Kreises im R? mit Mittelpunkt (0,0) und Radius R besitzt
folgende Parameterdarstellung:

r:[0,27] — R? | r(t) = (Rcost, Rsint)”
Die Ableitung lautet: ©(¢) = (—Rsint, Rcost)T.

2) Eine Strecke, die die Punkte a,b € R* mit (a # b) verbindet, wird be-
schrieben durch die Darstellung

r:[0,1] = R*, r(t)=a+t(b—a)
Die Ableitung ist gegeben durch #(t) = b — a.
3) Fir R > 0 und h > 0 beschreibt die Funktion
r:[a,8)] = R®, r(t) = (Rcost, Rsint, ht)"

eine Schraubenlinie um die x3-Achse. Es ist #(t) = (—Rsint, Rcost, h)T.

Skizzen dieser Kurven:

1) 2)

T2
/ r(t) L
\JR = /




KAPITEL 1. KURVENINTEGRALE 3

OO

3)

Beachte: Eine vorgegebene Kurve C' kann durch verschiedene Parameterdarstel-
lungen beschrieben werden. Wir verdeutlichen dies an einem Beispiel.

Beispiel 1.2 :
Die Funktion
r;: [0,7] — R?* | ri(t) = (Rcost, Rsint)”

beschreibt den unten skizzierten Halbkreis C'. Dies trifft aber auch auf die
folgenden beiden Funktionen zu:

ry: [0,1] = R?*, ry(t) = (Rcos(mt), Rsin(rt))"
r3:[0,v/7] = R? r3(t) = (Recos(t?), Rsin(t?))"

C r1(u)

—R | R

Kinematische Deutung (n = 3) : Ein Massenpunkt bewege sich im Zeitin-
tervall [a, 8] im R3. Seine Position zur Zeit ¢ € [, 3] werde beschrieben durch
den Vektor r(t) = (z1(t),x2(t), z3(t))T. Die von dem Punkt beschriebene Bahn
ist dann die Kurve C'. Der Geschwindigkeitsvektor

. .1
r(t) = lim 5 [r(t+ h) —r(t)]

—0

liegt parallel zur Tangente an C' im Punkt r(¢).
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r(t+h)—r(t) £(t)
=

r(t+h) C C
0 0

Verschiedenen Parameterdarstellungen von C' entsprechen dann unterschiedliche
Durchléufe des Massenpunktes (mit verschiedenen Geschwindigkeiten) durch die

Bahn C.

Definition 1.2 Seien r : [o, 3] — R" und r, : [v,0] — R" zwei stetig diffe-
renzierbare Funktionen derart, dass ihre Ableitungen nirgends den Wert null an-
nehmen. Ferner sollen die Bildmengen beider Funktionen tbereinstimmen, also
r([a, B]) = ru([v,6]); es soll aber gelten:

r.(v) =r(8), r.(6) =r(a)

Dann wird r, eine Orientierungsumkehrung von r genannt. Fine Kurve, die durch
Orientierungsumkehrung aus C hervorgeht, bezeichnen wir mit C\.

Bei einer Orientierungsumkehrung liegt also (mengenméfig) die gleiche Kurve
vor, der ,,Zeiger® durchlduft jedoch die Kurve in umgekehrter Richtung.

Beispiel 1.3 :
Die Funktion
r:[0,7] - R?, r(t) = (Rcost, Rsint)”
beschreibt den unten skizzierten Halbkreis C'. Die Parameterdarstellung
r.(u) = (Rcos(m —u), Rsin(r —u))", 0<u<n

stellt eine Orientierungsumkehrung von C' dar. Wie wir bereits angemerkt
haben, verwenden wir dafiir das Symbol Ci.

C rq(u) ra(u) C,
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1.2 Das Kurvenintegral iiber ein Skalarfeld

Zur Motivation des Kurvenintegrals iiber ein Skalarfeld betrachten wir eine Kur-
ve C, die mit Masse belegt sei (man denke etwa an einen diinnen Draht). Wir
nehmen an, in jedem Punkt P(z,y, z) € C sei eine stetige Massendichte ¢(x,y, z)
vorhanden und bekannt.

Eine Massendichte entlang einer Linie ist dabei wie folgt definiert: AC' sei
ein kleines Teilstiick von C, das den Punkt P(x,y, z) enthilt. Ferner sei
Am die Masse auf AC und As die Lange von AC.

P(x,y,2)

Der Quotient Am/As stellt die mittlere Dichte der Masse auf AC' dar. L6t
man AC auf den Punkt P(z,y,z) zusammenschrumpfen, so nennt man
den Grenzwert des Quotienten Am/As (fir As — 0) die Massendichte im
Punkt P(z,y, 2).

Um aus der Massendichte ¢(z,y, z) die Gesamtmasse M wiederzugewinnen, ge-
ben wir zunéchst einen Naherungswert fiir M an. Dabei legen wir fiir C' die Dar-
stellung r : [a, B] — R™ zugrunde. Wir gehen von einer Zerlegung des Intervalls
[a, (], also
Zm:a:t0<t1<t2<...<tm:ﬁ

aus. Die Bildpunkte r; := r(¢;) bilden eine , Zerlegung® der Kurve C. Jeder Ab-
stand || Ar; || := || r(t;) —r(t;—1) || von je zwei aufeinanderfolgenden Teilpunk-
ten ist ein Naherungswert fiir die Linge As; des Kurvenstiicks zwischen diesen
Teilpunkten. Damit ist ¢(r(¢;—1))|| Ar; || ein Nédherungswert der Masse des Kur-
venststiicks zwischen diesen Teilpunkten und damit

S, Z) = iw(r(ti_mn Ar| (L1)

ein Ndherungswert fiir die Masse M von C.

I‘(t1) I‘(tm)

I‘(to) \/(t3)
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Nun gilt fiir kleine At; folgende Ndherung (Taylorformel 1. Ordnung):
AI‘i = I’(tz) — r<ti—1) ~ I‘(tz_l)Atz

so dass es plausibel ist, den Wert (1.1) durch folgenden N#herungswert zu erset-
zen:

m

S, Zm) = D e(r(tia))l[ (i) | At (1.2)

i=1

Wir fithren nur folgenden Grenzprozefl durch: Die vorliegende Zerlegung Z,, wird
durch Hinzunahme weiterer Teilpunkte verfeinert. Auf diese Weise erhalten wir
eine Zerlegungsfolge (Z,,); die Verfeinerung soll so vorgenommen werden, dass
max{At; | i = 1,....,m} — 0 (flir m — oo0) geht. Die Summe (1.2) ist eine
Riemannsche Néherungssumme fiir die Funktion ¢ — o(r(¢))|| #(¢) ||, die unter den
angegebenen Voraussetzungen gegen das folgende Riemannintegral konvergiert:

8
| ew@lle lat

Dieses Integral stellt in diesem Fall die Gesamtmasse M von C' dar. Man kann
zeigen, dass dieses Integral nur von der Kurve C' (und natiirlich von ¢), nicht
aber von der Darstellung r, die diese Kurve beschreibt, abhéngt.

Definition 1.3 C' sei eine Kurve, dargestellt durch r : [o, 5] — R"™, und ¢ sei
ein Skalarfeld, das entlang C' stetig sei. Dann heift

[eds = [ oe)li)a (1.3
C «a

Kurvenintegral des Skalarfeldes ¢ lings C'.
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Beispiel 1.4 :
Die Schraubenlinie C', definiert durch

4cost
r(t)=| 4sint |, 0<t<d4r (1.4)
3t

sei mit der Massendichte p(z,y,2) = ¢(1 + 2) belegt. Wegen | 1(t)| =
V16 + 9 erhélt man die Gesamtmasse M dann wie folgt:

47

= 20mc¢(1 + 67)
0

4
M:/ws:/ c(1+3t)\/16+9dt:5c<t+zt2>
C 0

Im folgenden werden einige Anwendungsformeln des Integraltyps (1.3) vorge-
stellt.

1) Ist ¢ =1 (,Einsfunktion®) auf der Kurve C, so geht aus (1.1) hervor, dass

das Kurvenintegral
B
1d ::/ (1) ||dt
Lds:= [Tl

die Lange von C' ist, die wir mit L(C') bezeichnen.

2) o sei eine stetige Massendichte fiir die Kurve C'. Dann sind die Koordinaten
7,7, Z des Schwerpunktes von C definiert durch:

1 1 1
EZM/CxQ(w,y,Z)ds, yZM/CyQ(x,y,Z)dSa ?Zﬂfozé’@a%z)ds

3) o habe die gleiche Bedeutung wie in 2). g sei eine Gerade in R? und §(x, y, 2)
sei der Abstand des Punktes P(x,y, z) € C zu g. Dann heifit

I, = /Cé(x,y,z)zg(:v,y,z)ds (1.5)

Tragheitsmoment von C' beziiglich der Achse g. Ist g speziell die z-Achse,
so besitzt (1.5) wegen d(x,y, z) = /22 + y? die Form:

I, = /C(xz—kyz)g(x,y,z)ds (1.6)
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Beispiel 1.5 :

1. Wir berechnen die Lénge der in (1.4) definierten Schraubenlinie:

47

L(C’):/CIds:/[)4ﬂ\/16+9dt:5(t) — 207

0

2. Es wird das Tragheitsmoment derselben Kurve in Bezug auf die z-Achse
bestimmt, wenn die Kurve homogen mit der Dichte o = 1 belegt ist:

4T
/ (z* 4+ y°) ds = / (42 cos® t + 4%sin®t)y/16 + 9 dt = 3207
c 0

1.3 Das Kurvenintegral iiber ein Vektorfeld

Zur Motivation betrachten wir ein Kraftfeld f im R?, d.h. jedem Punkt x € R3
sei ein Kraftvektor f(x) zugeordnet. Ein Massenpunkt P moge sich unter der
Wirkung dieses Kraftfeldes auf der durch r : [o, 3] — R? dargestellten Kurve C
bewegen. Sind r(t;_1) und r(¢;) zwei nahe beieinander liegende Punkte auf C so
leistet, wie die Mechanik lehrt, das Kraftfeld f bei Bewegung des Punktes P von
r(t;_1) nach r(¢;) eine Arbeit, die ndherungsweise durch f(r(¢;_1))- (r(t;) —r(t;_1))
gegeben wird (s. Skizze unten). Die gesamte Arbeit, die das Kraftfeld f bei der
Bewegung von P langs C' leistet, wird dann angenéhert gleich

S E(t ) ((6) 1) = 3of{t ) - Ay (1.7)

k=1

sein, wenn Z,, eine Zerlegung o = to < t; < ... < t,, = [ von [«, ] ist.
Um einen exakten Begriff der Arbeit zu gewinnen, wird man nun in bekannter
Weise vorgehen: Man wird die Zerlegung Z,, unbegrenzt verfeinern. Wie oben
ausgefiihrt, kénnen wir in (1.7) bei der Grenzwertbildung Ar; durch #(¢;_1)At;
ersetzen, so dass wir an Stelle von (1.7) die Summe

mit At; = t; — t;_1 erhalten. (1.8) ist eine Riemannsche Summe der Funktion
t — f(r(t))-(t) von |o, §] nach R. Diese Funktion ist stetig, wenn wir f als stetig
entlang C' voraussetzen. Der Grenzwert dieser Summe ist daher gegeben durch

B
/ f(r(t)) - £(t) dt. Er stellt exakt die von f lings C' geleistete Arbeit dar.
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£(r(ti-1))

r(to)

Man kann auch hier zeigen, dass das obige Integral nur von der Kurve C' (und
von f), nicht aber von der Parameterdarstellung r : [o, 5] — R™ von C' abhéngt.

Definition 1.4 C sei eine durch die Funktionr : [a, 3] — R™ dargestellte Kurve.
Das Vektorfeld £ : C — R™ sei auf C' stetig. Man nennt dann

/Cf~dr = /jf(r(t)).f«(t)dt (1.9)

das Kurvenintegral des Vektorfeldes £ lings C. (Der ,Punkt® zeigt an, daf das
Skalarprodukt zu bilden ist.)

Bemerkung: Folgendes Schema beschreibt die Berechnung des Kurveninte-
grals (1.9)(fir n = 3):

- Parameterisierung von C, d.h. man gibt fiir C' eine Parameterdarstellung
r(t) = (z(t),y(t), 2(t))" mit ¢ € [a, §] an.

- Berechnung des Kurvenelements: dr = #(t) dt = (&(t),y(t), 2(t))T dt
- Berechnung des Integrals geméfl (1.9):

o [ (D) 0,
/C fdr = /a Rr@®) || o) |

f3(x(1))

Beispiel 1.6 :

Es ist das Kurvenintegral des Vektorfeldes

1 -y
fx)=———| = (mit 2 4+ y* # 0)

- I'2+y2 Tz
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langs eines zur xy-Ebene parallelen Kreises C' mit Radius R und Mittel-
punkt (0,0, h) zu berechnen.
Parameterdarstellung von C' und Angabe des Kurvenelements:

x(t) Rcost —Rsint
r(t)=1| y(t) | = Rsint [, 0<t<2m dr=| Rcost |dt
2(1) h 0

Berechnung nach der Formel (1.9):
ol )\ ([ i)
b= Ul ) (3]

1 o —Rsint —Rsint o
= —2/ Rcost . Rcost dt = 1dt =27
R? Jo 0

Rhcost 0

Bewegt sich ein Punkt P unter der Wirkung des Kraftfeldes f entlang C,
so entspricht die geleistete Arbeit im vorliegenden Fall dem Wert 2.

Ist r: [a, f] — R" eine Darstellung der Kurve C' und ist «y ein innerer Punkt des
Intervalls [, (], so werden durch

Ch = r([am]) Cy = I'(h/,ﬂ])

zwei Teilstiicke von C' definiert, die aneinander gehéingt gerade C ergeben. Wir
verwenden dafiir folgende Notation:

Cl C2

C=0 a0

Ferner sei daran erinnert, dass C, eine Kurve bezeichnen, die durch Orientie-
rungsumkehrung aus der Kurve C' entsteht.

Satz 1.1 (Grundlegende Eigenschaften des Kurvenintegrals)
f und g seien entlang der Kurve C stetige Vektorfelder und k sei aus R. Dann
gelten die folgenden Aussagen:

a) /(f+g)-dr:/f-dr+/g-dr, /kf-dr:k/f-dr
C C C C C
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b) [fodr= [ fode [ fodr (firC=C e Cy)
C 4 Co
c//fw:—/fdr
C C

d) ‘/Cf-dr

BEwEIS:  Die Aussagen lassen sich recht einfach mit Formel (1.9) begriinden,
wobei bekannte Eigenschaften des eindimensionalen Integrals benutzt werden:

< (max | £(x) ||) L (L Linge von C)

xeC

B [(re)de = [(Rr0) +glrlt) - E0)dr

«

B B
= [t it dt+ [ g()- i a

«

_ /f-dr+/g-dr
C C

Die zweite Formel in a) beweist man analog.

b) /Cf-dr:/j(f(r(t))'f(t)dt — /:f(r(t))-i“(t)dt+/6f(r(t))~f(t)dt

.
= f-dr+ f-dr
C Cs
c) Die Kurve C sei dargestellt durch die stetig differenzierbare Funktion
r : [o, 8] — R"™ Wir wéhlen nun eine stetig differenzierbare Funktion
¢ o, 0] — [a,f] mit p(a) = B,¢(8) = . Dann ist r o ¢ eine Para-
meterdarstellung von C,. Nun gilt:

fode = [ (Ele(0) - 5 (e(el) di

C*
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< IR 1e) fat

«

< (@gu £(x H) [ ) at

zeC

- (wu F(x) u) L

Dabei ist bei der vorletzten Abschéatzung die Cauchy-Schwarze’sche Ungleichung
eingegangen. []

Im Hinblick auf die Erfordernisse der Physik ist es geboten, den Kurvenbe-
griff etwas allgemeiner zu fassen. Wir wollen auch von einer Kurve sprechen,
wenn endliche viele Kurven im bisherigen Sinne aneinandergehéngt werden. Was
darunter zu verstehen ist, wird durch folgende Erklarung festgelegt.

Definition 1.5 a) Gegeben seien p Kurven (Kurvensticke) C; in den Parame-
terdarstellungen v : oy, ;] — R™ (i=1,...,p), so daf$ r;i(5;) = riz1(cis1)
(fir 1 <i<p-—1)ist. Dann wird auch

Kurve in R™ genannt, d.h. C' entsteht durch Aneinanderhdingen von endlich
vielen Kurven C; (im bisherigen Sinne) (s. Skizze).

b) Das Kurvenintegral von £ entlang der Kurve C gemdf (1.10) berechnet sich
nach der Formel:

/f—dr: fodrt-+ | f-dr
C C1 Cp

&

, o ;GG

Kurve C =C,®Co @ Cqy @ Cy @ Cs
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Beispiel 1.7 :
Zu berechnen ist das Kurvenintegral des Vektorfeldes

f(x) = (2%y)ey + (z +y)es + (vyz)es

13

entlang des Polygonzuges C, der die Punkte (0,0,0),(1,0,0),(1,1,0) und
(1,1,1) verbindet (s. Skizze). C' setzt sich aus drei Kurvenstiicken C; zu-

sammen, deren Parameterdarstellungen im folgenden angegeben sind:

\
Cli rl(t) = (t,O,O)T, 0<t<1 s } yd

Co:ra(t) = (1,4,0)7, 0<t <1

\

\

\

Oy ”j??y
Cy:rg(t) = (1,1,0)7,0<t <1 | S

x s
1 1 1
L:i/fuﬂwyfﬂﬂdﬁzé é) 8 dt = 0

0
J3 = 1f I's(t) dt = 1 ; 8 dt = 1d—1
= <r3<t>>-r3<t>t/0<t)- ) 1= [ =

/Cf-r:J1+J2+J3:2

1.4 Gradientenfelder und Potentiale

Zur Einfithrung betrachten ein einfaches Beispiel, das dem Leser aus der Elektro-
technik bekannt sein wird. Das elektrische Feld einer Punktladung von @ (Cou-

lomb), die im Koordinatenursprung platziert ist, ist gegeben durch

Q r .
E(I') = Fgoﬁ fllI"f’ # 0
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Wir setzen zur Abkiirzung k := %. Die folgende Beziehung haben wir bereits

in Mathematik B (s. Beispiel 6.7, 2)) verifiziert:

grad (1) = —ir (1.11)

r r3

Setzt man U(r) := k+ (r # 0), so kann man aus (1.11) ablesen, dass gilt:
E(r) = —gradU(r) (fiir r #0)

Das Vektorfeld E 148t sich im vorliegenden Fall als Gradient des Skalarfeldes —U
darstellen.

Definition 1.6 Sei G C R", G offen. Fin stetiges Vektorfeld £ : G — R™ heifst
ein Gradientenfeld, wenn es ein stetig differenzierbares Skalarfeld ¢ auf G gibt,
so dafs

f(x) = gradp(x) (fiir allex € G)

gilt. ¢ wird dann eine Stammfunktion und U = —¢ ein Potential von f auf G
genannt. (Man sagt dann auch, das Feld f besitzt ein Potential U auf G.)

FEine andere Bezeichnung fiir Gradientenfeld ist Potentialfeld oder auch konser-
vatives Feld.

Ist f ein Gradientenfeld auf G, so ist mit ¢ auch ¢ + ¢ (c eine beliebige reelle
Konstante) eine Stammfunktion von f auf G. Man macht sich klar, dafl man auf
diese Weise dann alle Stammfunktionen von f erhélt.

Eine offene Teilmenge G von R”, die zusammenhéngend ist, wird Gebiet genannt.
Zusammenhéngend bedeutet, dafl es zu je zwei Punkten a,b € G eine in G
verlaufende Kurve C' gibt, die a mit b verbindet. Besitzt f auf G' ein Potential
U (und ist ein solches bekannt), so bekommt man den Wert des Kurvenintegrals
von f als sog. Potentialdifferenz:

Satz 1.2 (Das Kurvenintegral als Potentialdifferenz)

G sei ein Gebiet von R™. Das stetige Vektorfeld f : G — R™ sei ein Gradientenfeld
und  sei eine Stammfunktion von f auf G. Fiir je zwei Punkte a,b € G und jede
Kurve C in G, die a mit b verbindet, gilt:

£ dr=e(b) = o(@) (= Ula) = U(b)
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BEWEIS:  Es geniigt, eine Kurve (', die durch eine stetig differenzierbare Funk-
tion r : [, 3] — G beschrieben wird, zu betrachten. (Der Fall mit dem verall-
gemeinerten Kurvenbegriff 148t sich daraus leicht ableiten.) Es gilt: r(a) = a,

1(8) = b.
Im der folgenden Beziehung wenden wir die Kettenregel auf folgende Weise an
(s. Math B, Satz 6.9):

©o(e(1))) = (grad o(x(1)"£(1)

Wegen f = grad ¢ ist dann

[edr = [ aradpte()) £y dr = [ Solr(t)

a

= p(r(8)) — ¢(r(a)) = ¢(b) — »(a)

Ist f ein stetiges Vektorfeld auf dem Gebiet G und hat fiir je zwei Punkte a,b €
G das Integral [~f - dr lings jeder ganz in G verlaufenden Kurve C' mit dem
Anfangspunkt a und dem Endpunkt b immer denselben Wert, so wird das Integral
iiber f wegunabhingig genannt. Da es in diesem Fall nicht von C' (sondern nur
von f und a, b) abhéngt, schreibt man es auch in der Form

/:f-dr

Der letzte Satz lehrt, dal das Kurvenintegral iiber ein stetiges Gradientenfeld in
einem Gebiet G wegunabhéngig ist. Der folgende Satz zeigt, dafi diese Eigenschaft
die stetigen Gradientenfelder vollstéandig charakterisiert.

Satz 1.3 (Charakterisierung von Gradientenfeldern)
G C R" sei ein Gebiet. Fir ein stetiges Vektorfeld f : G — R™ sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

a) f ist ein Gradientenfeld.
b) Fiir eine beliebige Kurve C' in G ist das Integral [ f - dr wegunabhingig.

c) Fir jede geschlossene Kurve I' in G gilt:

ff-dr:o
T
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BEWEIS:  a) = b): Nach Voraussetzung a) besitzt f ein Potenzial U auf G,
somit kann das Kurvenintegral nach Satz 1.2 als Potentialdifferenz U(a) — U(b)
dargestellt werden, es ist also von der Verbindungskurve C' unabhéngig.

b) = ¢): T sei eine geschlossene Kurve in G. Wir zerlegen I" in 2 Kurven I'y & I'y
(s. Skizze unten). I'y, gehe aus I'y durch Anderung der Orientierung hervor. Nun
gilt:

/f~dr: f-de+ [ f-dr= | f-dr— f-dr=20
r I,

Iy I Tas
Das letzte Gleichheitszeichen gilt, weil I'y und I'y, Kurven sind, die die gleichen
Punkte verbinden; nach Voraussetzung b) sind die Werte dieser beiden Integrale
gleich.
¢) = b): Seien Cy und Cy zwei Kurven, die die Punkte a, b verbinden. Sei
C = C @ Cy*. Nach Voraussetzung c) gilt, dass [ f-dr = 0 ist. Dies ist (s. oben)
dquivalent zu [, f-dr = [, f-dr .
b) = a): Fiir x,x9 € G (xg fest) wird ¢ definiert durch

p(x):= [ f-dr
X0
Da das Integral iiber f wegunabhéngig ist, ist diese Definition sinnvoll. Zu zeigen
ist: grad p = f.
Fiir kleine A € R liegt die gesamte Strecke, die x mit x 4+ hey verbindet, in G
(s. Skizze). Diese Strecke wird durch die Darstellung r(t) = x + they, 0 <t <1,
beschrieben. Wegen 1(t) = he; gilt nun:

x+he 1
o(x+ her) —p(x) = / 1f-dr:/ f(x +they) - hey dt
0

X

_ /01 fu(x + they)hdt = fi(x + They)h

Das letzte Gleichheitszeichen gilt nach Math A, Satz 3.6 (Mittelwertsatz). Dabei
ist t € [0, 1]. Aus der Beziehung

1 -
Lol + hey — o] = filx + Ther)
) N Iy N NN
erhélt man fiir h — 0: a—(x) = fi(x). Ebenso begriindet man fiir beliebigen
€1
Index i: O (x) = fi(x), womit grad ¢(x) = f(x) gezeigt ist. []

8272'
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o

e .
)/ /
/ /
// G bl x+hey /
/ /
/ . /
/ o /// /
e I,
Strecke [x,x + heq]| Fr=Tr,9I,

Beispiel 1.8 :
k
1) Das oben betrachtete elektrische Feld E(r) = —r, das auf G := R*\{0}
r

k

definiert ist, besitzt das Potential U(r) = — auf G. Ist C' eine Kurve in G
r

mit Anfangspunkt a und Endpunkten b, so gilt mit a := || a||,b:= || b/|:

/CE~dr:U(a)—U(b):k; (1_1>

a b
2) Sei G = {(z,y,2) € R? | 2* + y* # 0} (R® ohne z-Achse). Das Vektorfeld
1
. 3 _ T
f:G—-R f(x)= m(—y,x,())

integrieren wir iiber die geschlossene Kurve C, definiert durch r(¢) = (Rcost, Rsint, h)T,
0 <t <27 (Rand eines Kreises mit Mittelpunkt (0,0, ) und Radius R).
Man beachte, dass ©(t) = (—Rsint, Rcost,0)7 ist. Damit folgt:

2
¢ 0
1 2m
= ﬁ/ (—Rsint, Rcost,0) - (—Rsint, Rcost,0) dt = 2
0
Damit kann f nach Satz 1.3 kein Gradientenfeld sein.

1.5 Wann ist ein Vektorfeld ein Gradientenfeld

FEine Antwort auf diese Frage wurde schon im letzten Abschnitt gegeben: Das
stetige Vektorfeld auf dem Gebiet GG ist genau dann ein Gradientenfeld, wenn das
Kurvenintegral iiber f wegunabhingig ist. Die Uberpriifung dieses Kriteriums
wird aber im allgemeinen kaum durchfiihrbar sein. Es gibt aber ein sehr praktika-
bles , Differentiationskriterium®, das wir im folgenden vorstellen. Zunéchst geben
wir eine einfache notwendige Bedingung an.



KAPITEL 1. KURVENINTEGRALE 18

Satz 1.4 (Notwendige Bedingung)

FEin stetig differenzierbares Vektorfeld £ auf dem Gebiet G C R™ sei ein Gradi-
entenfeld. Dann ist die Jacobi-Matriz von f symmetrisch, d.h. fir alle x € G
qgilt:

ofi
ka

_0fi
(9:102-

Jr(x) = Jp(x)" oder dquivalent: (x (x) (i,k=1,---,n) (1.12)

Die Bedingungen (1.12) werden Integrabilitdtsbedingungen genannt.

BEwEIS:  Wir setzen also f als Gradientenfeld voraus und bezeichnen mit ¢
eine Stammfunktion von f auf G. Also gilt:

%

f =grady oder ausfithrlich f; = 3
Z;

Nach dem Satz von Schwarz folgt daraus:

ofp  Po P Ofi
Or,  Oxpdx; Ox;0x, O

]

Wir formulieren die Integrabilitdtsbedingung (1.12) explizit fiir die Fille n = 2
und n = 3:

n=2) 0f _ 9N

N 833'1 N 6172

_ Of 0fi Ofs 0fz 0Ofi  0fs
n=3) = = =

8:1:1 8:102’ 8:152 8903’ 81’3 8I1

Im Fall n = 3 sind nach Definition der Rotation diese letzten drei Gleichungen
dquivalent mit rotf = 0 (auf G).

Die Integrabilitdtsbedingung (1.12) allein ist aber keineswegs hinreichend
dafiir, daBl f auch ein Gradientenfeld ist. Folgendes Beispiel ist ein Beleg dafiir:

Beispiel 1.9 :
Sei G = {(z,y,2) | #* + y? # 0}. Das Vektorfeld

f:G— RS) f(X) = (_yrra O>T

x? + y?
ist kein Gradientenfeld, wie wir im vorhergehenden Beispiel gezeigt haben.
Andererseits wissen wir aus Mathematik B (s. Beispiel 6.18,2) und S.147),
daB rotf = 0 auf G ist.
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Die Bedingung (1.12) wird erst dann hinreichend, wenn eine zusétzliche Voraus-
setzung tiber die ,,geometrische Gestalt* des Definitionsbereichs GG von f hinzu-
kommt.

Definition 1.7 FEin Gebiet G C R™ heifit einfach zusammenhdngend, wenn jede
geschlossene Kurve C in G so auf einen Punkt zusammengeszogen werden kann,
dass die aus C hervorgehenden deformierten Kurven keinen Punkt treffen, der
nicht nicht zu G gehort.

Wir erliutern den Begriff an Beispielen mit G aus dem R? und R3:

a) Einfach zusammenhiingend in R? sind: G = R? (gesamte Ebene),
G = {(z,y) | 22 +y* < r?*} (Kreisgebiet), G = {(z,y) | y > 0} (Halbebene).
Nicht einfach zusammenhiingend in R? sind Gebiete mit ,,Léchern®, z.B.
G =R?\ {0}, G =R?*\ {(x,y) | 22 + y* < r?} oder ein Kreisring:
G={(z,y) ]| a® < z*+y* < b*}.

b) Einfach zusammenhingend in R? sind:
G=R} G=R*\{0}, G=R*\ {(x,y,2) | 2* +y* + 2% < r?}.
Nicht einfach zusammenhingend in R? sind Gebiete mit Durchbohrungen,
z.B. G =R3\ {(z,y,2) | 2* + y*> = 0} (R® ohne z-Achse), oder
ein Hohlzylinder: G = {(z,y, 2) | a® < 2* + y? < b?}.

Satz 1.5 (Charakterisierung der Gradientenfelder)

Das Vektorfeld £ sei auf dem einfach zusammenhdngenden Gebiet G stetig dif-
ferenzierbar. Unter diesen Voraussetzungen ist £ genau dann ein Gradientenfeld
auf G, wenn die Integrabilititsbedingung (1.12) auf G erfiillt ist.

Den noch ausstehenden Teil des Beweises, dal ndmlich die Bedingung (1.12)
unter den angegebenen Voraussetzungen hinreichend ist fiir das Vorliegen eines
Gradientenfeldes, wollen wir hier nicht fiithren.

1.6 Praktische Bestimmung der Stammfunktion

Wir illustrieren die Methode fiir den praktisch wichtigen Fall n = 3. G sei also
ein Gebiet in R® und f : G — R? sei stetig differenzierbar auf G. Nur wenn die
Bedingung

rotf =0 (auf G) (%)

erfiillt ist, kann f auf GG iiberhaupt eine Stammfunktion ¢ besitzen. Wir machen
dann mit einem unbekannten Skalarfeld ¢ den folgenden Ansatz:

B B
gradp=f dh. 0—i:f1,a—“0

y_

0
f2a 8_90

z

fs
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0
1) Die Gleichung a_go = f1 wird unbestimmt nach x integriert (wobei y, z wie
x

Konstante behandelt werden):

o(x,y,z) = /fl(x,y,z)dw+c(y,z) (1.13)

mit einer willkiirlichen , Integrationskonstanten® (d.h. einer Groe c(y, z),
die noch von y, z abhéngt).

0
2) Mit der Gleichung a—(p = fy verfahren wir dhnlich. Sie wird unbestimmt

nach y integriert (wobei x, z wie Konstante behandelt werden):

o(0,9.2) = [ falw,y.2) dy +(a,2) (1.14)

3) Ebenso wird 9 _ f3 unbestimmt nach z integriert (wobei x,y wie Kon-
2z

stante behandelt werden):
o(0.9.2) = [ folw.y,2)dz +cla,y) (1.15)

Wir haben damit drei Darstellungen fiir (o, wobei jede von ihnen einen unbekann-
ten Term enthélt. Durch Vergleich macht man sich klar, dass ¢(y, z) in (1.13) nur
aus jenen Termen in (1.14), die von y und z und dann nur aus jenen Termen in
(1.15), die von z abhéngen, bestehen kann. ¢(y, z) in (1.13) ist also durch diese
Terme zu ersetzen.

Ist G einfach zusammenhéngend, so ist das so ermittelte ¢ sicher eine Stamm-
funktion von f.

Andernfalls ist zu priifen, ob die konstruierte Funktion ¢ auf ganz G stetig diffe-
renzierbar ist und die Gleichung grad ¢ = f erfiillt.

Beispiel 1.10 :
Das Vektorfeld

f:R R f(x)=(r+z,—y—z,0—y)T

ist auf G := R3 stetig differenzierbar und erfiillt dort - wie man leicht nach-
rechnet - die Integrabilitdtsbedingung rot f = 0. Wir machen den folgenden
Ansatz:

oo . oo . do .
%_fl-—xWLZa ay—fQ-— y—z Gz—fs-—f Yy
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0 1
1) Aus 8_SO =z + z folgt: p(z,y,2) = §x2 +xz 4 c(y, 2).
T
0 1
2) Aus a_go = —y — z folgt: p(x,y,z) = —§y2 —yz + ¢(x, 2).
Y
dp _
3) Aus 9, =&Y folgt: p(x,y,2) = vz — yz + ¢(x, y).
z

In der ersten Gleichung ist also c¢(y, z) durch —1y? — yz + ¢ zu ersetzen.
Damit ergibt sich folgende Stammfunktion:

1 1
o(z,y,2) = §x2+wz—§y2—y2+c

Erginzung®*: Die oben beschriebene Methode wird hiufig auch (mathemati-
scher) wie folgt durchgefiihrt:

0
1) Die Gleichung 6790 = f1 wird unbestimmt nach z integriert (wobei y, z wie
x

Konstante behandelt werden):

o(w.9.2) = [ fil@y2)de+ely,2) (1.16)
mit einer , Integrationskonstanten® c(y, z).

2) Die Gleichung (1.16) wird partiell nach y abgeleitet:
/fly(xvf%z) dl‘ + Cy(ya 2) = (,Dy = f2
= Cy(wa) = fQ - /fly(xvyvz) dx =: g(yaz)

Unbestimmte Integration nach y ergibt mit einer willkiirlichen ,, Integrati-
onskonstanten“ h(z):

c(w.2) = [ol,2)dy+h(z) (1.17)
3) Wir setzen (1.17) in (1.16) ein und erhalten so die Beziehung

o(ey.2) = [fley2)det [gly.2)dy+hz)  (118)

in der noch h(z) zu bestimmen ist. Dies wird erreicht, indem wir die Glei-
chung (1.18) partiell nach z ableiten und ¢, = f3 einsetzen. Durch unbe-
stimmtes Integrieren nach z gewinnt man schliefllich h(z).
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1.7 Zusammenfassung

Kurvenintegrale

Eine KurvE C' iM RAUM wird durch eine Parameterdarstellung der Form angegeben:

r(t) = | y(@) | (mit ¢ € [a,f])

Der Tangentenvektor ist gegeben durch #(¢) = (i(t), (t), 2(t))".
Analog werden KURVEN IN DER EBENE durch zwei-dimensionale Vektoren dargestellt.

Héufig auftretende BEISPIELE fiir Parametrisierung: 1) Strecken, 2) Polygonziige, 3)
Kreise, 4) Schraubenlinien, 5) Kurven, die Graph einer Funktion sind (nur in R?).

DAs KURVENINTEGRAL EINES SKALARFELDES ¢ ldngs einer Kurve C' ist definiert durch

8
Leds = [ et a
ﬁ . . .
= [ elal®).y(t), =) a0 + 902 + 2(0)? de
Das Integral ist hier fiir n = 3 aufgeschrieben; es lautet analog fiir den Fall n = 2.

ANWENDUNGSFORMELN: g sei eine Dichtefunktion fiir eine Massenverteilung auf C.
1. Lange von C: L = [, 1ds.
2. Gesamtmasse M: M = [, o(x,y,z)ds.

3. Schwerpunktkoordinaten (z,7,2): = = ﬁ Jozo(x,y, 2)ds.
Analog fiir 7, z.

4. Trégheitsmoment T, bzgl. z-Achse: T, = [(2? + y?) o(z,y, 2) ds.

DAs KURVENINTEGRAL EINES VEKTORFELDES f ldngs einer Kurve C' (ARBEITSINTE-
GRAL) ist definiert durch

/Cf~dr - /jf(r(t))-f(t)dt
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Das Integral ist hier fiir n = 3 aufgeschrieben; es lautet analog fiir den Fall n = 2.
GRADIENTENFELD: Eine Vektorfeld f, stetig auf einem Gebiet G des R", wird Gradien-
tenfeld auf G genannt, wenn es Gradient eines auf G stetig differenzierbaren Skalarfeldes
@ ist, also:

f(x) =gradp(x) (V x€G)

Dann wird ¢ eine Stammfunktion von f und U := —¢ ein Potenzial von f auf G genannt.

Ist f ein Gradientenfeld und ¢ eine Stammfunktion von f auf G, dann gilt fiir jede
Kurve C in G mit Anfangspunkt a, Endpunkt b:

| £-dr=eb) = ola) (= Ula) ~U(b))

Es gilt folgende CHARAKTERISIERUNG von Gradientenfeldern:
G C R™ sei ein Gebiet. Fiir ein stetiges Vektorfeld f : G — R™ sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

a) f ist ein Gradientenfeld.
b) Fiir eine beliebige Kurve C' in G ist das Integral [ f - dr wegunabhingig.

c) Fiir jede geschlossene Kurve I' in G gilt:

%fdr:o
r

Eine weitere CHARAKTERISIERUNG von Gradientenfeldern erhélt man mittels der sog.
Integrabilitdtsbedingungen:

1. Ist f ein Gradientenfeld auf G, so ist die Jacobi-Matrix J¢(x) symmetrisch fiir
alle z € G.

2. Ist Jy(x) symmetrisch fiir alle # € G und ist G einfach zusammenhéngend, so ist
f ein Gradientenfeld auf G.

Fiir 3-dimensionale Vektorfelder gilt: J;(x) symmetrisch <= rot f(x) = 0.




Kapitel 2

Flichenintegrale im R

In diesem Kapitel werden Integrale iiber Flachen vorgestellt, die Teilmengen des
Raumes R? sind. Zunéichst geht es darum zu kliren, wie solche Fldchen im Raum
mathematisch dargestellt werden kénnen. Es werden dann Fldchenintegrale iiber
Skalarfelder und solche tiber Vektorfelder eingefiihrt, wobei letztere von grofierer
Bedeutung sind. SchlieBlich wird auf die Integralsédtze von Gaufl und und Stokes
eingegangen.

2.1 Flichen im R3

In diesem Abschnitt sei B eine beschriinkte, abgeschlossene Fliche in R?, deren
Rand 9B eine Kurve (i.S. von Definition 1.5) sei. Eine Funktionr : B C R? — R?
konnen wir in der Komponentendarstellung

z1(u,v)
r(u,v) = | x2(u,v) (mit (u,v) € B)
z3(u,v)

schreiben. Da r von zwei Parametern v und v abhéngt, ist zu erwarten, dass der
Wertebereich S := r(B) eine Fliche in R? darstellt (s. Skizze unten).

r sei auf dem Bereich B stetig differenzierbar. Die partiellen Ableitungen

Or(u,v)
ou

Or(u,v)
ov

r,(u,v) = und r,(u,v) =

sollen nun geometrisch gedeutet werden.

24
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VT z 4

X

Dazu betrachten wir nun einen (festen) inneren Punkt (u, v9) von B. Dann durch-
laufen die Punkte (u, vo) (fiir variables u) bzw. (ug, v) (fir variables v) Strecken in
B, die zur u- bzw. v-Achse parallel liegen. Die Bildvektoren r(u, vg) bzw. r(ug, v)
dieser Strecken beschreiben jeweils Kurven in der Fliche S, deren Tangential-
vektoren im Punkt (ug,vo) gegeben sind durch r,(ug,vo) bzw. r,(ug,ve). Das
Vektorprodukt

r. (U, vo) X 1, (ug, vo)

steht senkrecht auf diesen Vektoren (s. Mathematik A, Definition 4.2). Durch das
Vektorprodukt ist also ein Normalenvektor auf der Fliche S im Punkt r(ug,vp)
gegeben.

Definition 2.1 Seir : B C R? — R3 ecine stetig differenzierbare Funktion auf
B. Dann nennen wir das Bild S := r(B) ein regulires Flichenstick in R®, wenn
folgende Bedingungen erfillt sind:

1. r bildet B bijektiv auf S ab,

Oor(u,v)  Or(u,v)
- ou o

# 0 fir alle (u,v) € B.
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Die Funktion v heifst Parameterdarstellung der Fldiche S und B wird Parameter-
bereich des Flichenstiicks S genannt.

Anmerkung: Durch die 2.Bedingung ist also sichergestellt, dass in jedem Punkt
r(u,v) der Flidche S ein Normalenvektor r,(u,v) X r,(u,v) existiert.

Im Folgenden wird der Betrag || r, (1o, vo) X 1, (ug, vg) || geometrisch gedeutet. Da-
zu betrachten wir das Flachenelement AB in B mit den Eckpunkten (sh. Skizze
unten)

(uo,v0), (uo+ Au,vp), (ug,vo + Av), (ug+ Av,vo + Av)

dessen Fldcheninhalt durch |AB| := AuAwv gegeben ist. Die Bilder unter r der
vier Punkte sind die Eckpunkte des krummen Parallelogramms AS.

y

vo+Av z AS
AB

I I
A Yy
Uup wuo+Au z

Der Flécheninhalt |AS| von AS kann nun wie folgt approximiert werden (s. hierzu
Mathematik A, Definition 4.2 (Vektorprodukt)):

vo T

|AS| =~ || (r(ug + Au,vg) — r(ug, vg)) X (r(ug,vo + Av) — r(ug, vg)) ||
~ || ry(ug, vo) Au X ry,(ug, vg) Av ||
= || ru(ug,vo) X ry(ug, vo) || AuAv (2.1)

Zusammenfassend halten wir fest, dass unter den gegebenen Voraussetzungen gilt:

e Der Vektor r,(u,v) X r,(u,v) ist ein Normalenvektor auf der Fliche S im
Punkt r(u,v).

e Das Fliachenelement AS im Punkt r(u, v) ist ndherungsweise gegeben durch
|AS| &~ || vy (u,v) X ry(u,v) || AuAv

Die oben erlauterten Grofien sollen nun an einigen Beispielen, die in Anwendungen
hédufig auftreten, erldutert werden.
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Beispiel 2.1 :

a) Gegeben sei eine stetig differenzierbare Funktion A : B C R*> — R. Be-
kanntlich ist der Graph von h eine Fliche S in R?. Fiir S erhilt man eine
Parameterdarstellung im Sinne der Definition 2.1 wie folgt:

T
r(z,y) = Y , (z,y) € B

h(z,y)
Hier ist u = x, v = y. Fiir den Normalenvektor auf S im Punkt r(z,y) gilt:

1 0 —he(z,y)

r.(z,y) Xry(z,y) = 0 X 1 = | —hy(z,y)
ha(, y) hy(,y) 1

Ira(e,y) x ry(@y) | = 1+ ha(z,y)? + hy(z,y)?

b) Setze in Zylinderkoordinaten ¢ = a, wobei a > 0 konstant ist. Nach Mathe-
matik B (Abschnitt 7.4) wird durch

a cos ¢
r(p,2) = | asing |, 0<¢<2m, 0<2<b
z
eine Zylinderflaiche der Hohe b und dem Radius a mit der z-Achse als

Symmetrieachse definiert. Hier ist u = ¢ und v = z. Fiir das Normalenfeld
und dessen Betrag erhélt man folgende Ausdriicke:

—sinp 0 Cos
ro(p,2) xr(p,z)=a| cosp | x| 0 = a| singp
0 1 0
o, 2) xra(p,2) || = a

c¢) Setze in Kugelkoordinaten r = R, wobei R > 0 konstant sei. Nach Mathe-
matik B, Abschnitt 7.4 wird durch

Rsin ¥ cos ¢
r(0,p) =] Rsindsing [,0<d9<m 0<¢p<2rm
Rcosv

eine Parameterdarstellung der Kugeloberfliiche 22 +1° + 2* = R? erklirt.
Analog wie oben erhélt man:

sin ¥ cos ¢
ry(J,0) X 1,(9, ) = R*sind | sindsing
cos v

|| rﬂ(197 SO) X rcp(ﬁ; 4,0) ” = R2 Sin’l9
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2.2 Das Flidchenintegral eines Skalarfeldes

Zur Einfithrung betrachten wir ein reguldres Flachenstiick S, das in der Para-
meterdarstellung r : B C R? — R? vorliege. Die Fliche S sei mit Masse belegt
geméf einer stetigen Dichtefunktion f: S — R.

Uberziehen wir B mit einem Netz, das aus endlich vielen achsen-parallelen Strecken
gebildet wird, so wird dieses auf ein krummliniges Netz, bestehend aus Kurven
auf S, abgebildet.

NB;L SZI'(B)

w; wi+Au
i Uit z1

Das schattierte Rechteck AB;y := [u;, u; + Au) X [vg, vp + Av] besitze unter r das
Bild AS;;, dessen Masse angenédhert durch f(r(u;, vx))| ASi| gegeben ist. Die
gesamte Masse von S wird, wenn wir | ASi; | & || vy (us, vg) X 1y (us, vg) || Au;Avy
beriicksichtigen, ndherungsweise gegeben sein durch

Zf(r(ui,vk)) | v, vg) X vy (ug, vg) || Aug Avg, (2.2)

Man wird nun erwarten diirfen, dafl bei zunehmender Verfeinerung des Rechteck-
netzes die Summe (2.2) gegen das zweidimensionale Bereichsintegral

[ @)l ra(u,0) x v, 0) || dudo

konvergiert und dieses Integral exakt die Gesamtmasse M von S wiedergibt. Dies
gibt Anlaf zu folgender Definition.

Definition 2.2 Das requlire Flichenstiick S liege in der Parameterdarstellung
r: B CR?— R?® vor und f sei ein stetiges Skalarfeld auf S. Dann heifit

/Sde - /Bf(r(u,v)) It (u, v) X 1y (u, v) || dudo (2.3)

Fldchen- oder Oberflichenintegral der Funktion f iiber die Fliche S.
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Zur ERLAUTERUNG greifen wir auf die drei Flachen S zuriick, die wir in Beispiel
2.1 beschrieben haben und fiir die wir den Term | r,(u,v) X r,(u,v) || jeweils
konkret bestimmt haben:

a) Die Fliche S sei der Graph einer Funktion h : B C R? — R; ferner sei B als
Normalbereich gegeben: B = {(z,y) € R*|a <x < b, p(z) <y <¢(x)}:

/Sde — /fr:vy JI+ 02+ 12 d dy
//w(x ) /1 +h2+h2 dyde

b) Fiir die Integration iiber die Zylinderflache gilt:
/Sde = / f(r(p,2)) adpdz

27r
= / / ) adpdz

c¢) Die Integration iiber die Kugelfliche erfolgt nach der Formel:
/de - /f )) R?sind do) dy
S

271'
= // )) R?sin ¥ dy di

Bemerkungen :

1) Eine vorgegebene Fliche S im R? besitzt verschiedene Parameterdarstel-
lungen, d.h. dieselbe Fliche S kann durch unterschiedliche Funktionen r
dargestellt werden. Es sei ohne Beweis vermerkt, dass das Integral (2.3) nur
von S (und der Funktion f), nicht aber von der speziellen Parameterdar-
stellung der Flédche S abhéngt.

2) Wird in die Summe (2.2) f = 1 eingesetzt, so stellt sie eine Niherung fiir
den Fldcheninhalt von S das. Dieser ist exakt gegeben durch

\S]:/SldS

3) Die Anwendungsformeln aus Kapitel 7 (Mathematik B) (Schwerpunkt, Trégheits-
moment) kann man analog fiir Flachenintegrale formulieren.

Fiir jeden der oben angesprochenen drei Félle geben wir ein Zahlenbeispiel an.
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Beispiel 2.2 :

a)

Man berechne den Inhalt der Fliche z = h(z,y) = 1—(2®+y?), die zwischen
den Ebenen z = 0 und z = 1 liegt (Teil eines Paraboloids). S besitzt die
Parameterdarstellung:

r(z,y) = (z,y, h(z,y)" mit (z,y) € B={(z,y) |2*+y* <1}

S| = /SldSz/B,/lJrthrhfjdxdy (5. 2a)

2 1
= /\/1+4(x2+y2)dxdy:/ /\/1+4T2rdrd<p
B o Jo

1
= 5672 1)

1
= 27 (—(1 + 4r2)3/2>
0

12

Man beachte dabei, dass in der zweiten Zeile die kartesischen Koordinaten
durch Polarkoordinaten ersetzt wurden: x = rcos ¢,y = rsin .

Die Zylinderoberfliche 22 + y? = a?, 0 < z < b, sei homogen mit Masse
belegt. Die Flachendichte sei konstant . Zu berechnen sei das Tragheits-
moment beziiglich der z-Achse. Eine Parameterdarstellung der Fléche S
lautet:

r(p,2) = (acosp,asinp, ), 0< p<2m, 0< 2 <b

2w b
I, = /(x2+y2)7d52/ / a*ya dzdy (s.20)
S o Jo
2 b
= agv/ / dzdyp = 2ma’by
o Jo
Wegen M = | S|y = 2maby kann man auch schreiben: I, = a>M

Die Fliche 2? + y? + 22 = R?, 2 > 0 (Hilfte einer Kugeloberfléiche) sei
homogen mit Masse besetzt, ndmlich mit der konstanten Dichte 1. Man
berechne die Koordinaten des Schwerpunktes. Aus Symmetriegriinden gilt:
T =7y = 0, so da3 nur Z berechnet werden muf3. S besitzt folgende Parame-
terdarstellung:

sin ¥ cos ¢
r(v,p) =R| sinvsing 0<9v
cos

IN
N
o
IN
AS
IN
Do
)
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B 2r /2 5 .
Z~M—/SzdS = /0 /0 (Rcos ) (R sind) di dy (s.2¢)
w/2

=R

= 27TR? (1 sin? 19)
2 0

Nun gilt: M = |S|-1 = 27rR* Damit folgt: 7 = =% = IR,
Der Schwerpunkt ist somit der Punkt (0,0, R/2).

Die Linearititseigenschaft fiir Flachenintegrale:

Es seien f, g stetige reellwertige Funktionen auf S und es sei ¢ eine Konstante. Aus
der Definition des Flédchenintegrals folgt, wenn man die entsprechende Eigenschaft
fiir Bereichsintegrale beriicksichtigt, die folgende Linearitédtseigenschaft:

1)/5(f+g)d5:/sfd5+/sgd5', 2)/S(cf)dS:c/Sde

Verallgemeinerung des Flachenintegrals:

Si,...,S, seien regulire Flichenstiicke in R?, so daf sich zwei Flichenstiicke
Si, Sk fiir i # k, i,k € {1,...,m} hochstens in ihren Randkurven iiberschneiden.
Dann wird S = S1US;U...US,, eine regulire Fliche genannt und das Integral
einer stetigen Funktion f iiber S wird definiert durch:

/Sde::[glfd5+/g2fd3+...+[9mfd5

2.3 Das Flidchenintegral eines Vektorfeldes

Vor Einfithrung eines solchen Integrals soll an den Begriff der Projektion eines
Vektors v € R3 lings eines Vektors n € R3 erinnert werden (vgl. Mathematik
A, Beispiel 4.2). Wir setzen n als Einheitsvektor voraus. Die Projektion von v
auf den von n erzeugten Strahl ist der Vektor v, := (v -n)n. Die Zahl v - n
bezeichnen wir auch als Komponente von v léngs n.
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Gegeben sei nun das regulire Flichenstiick S, dargestellt durchr : B € R? — R3.
Ferner sei f : S — R? ein stetiges Vektorfeld. Der Vektor

r.(u,v) X r,(u,v)

n(u,v) : (2.4)

"~ [ra(u,v) X 1 (u,0) |

ist ein Einheitsvektor, der im Flachenpunkt r(u, v) normal auf der Fliche S steht.
Die skalare Grofie
£(x(u,v)) - n(u,0) (2.5)

ist die Komponente des Feldvektors f(r(u,v)) in Bezug auf den Normalvektor
n(u,v). Sie wird im Folgenden Normalkomponente des Feldvektors f(r(u,v)) ge-
nannt. Uber diese Normalkomponenten, niamlich iiber das Skalarfeld f - n, wird
nun integriert.

In die Formel (2.3) setzen wir f - n fiir f ein und beachten die Beziehung (2.4).
Dann erhalten wir:

/Sf-ndS — /Bf(r(u,v))-n(u,v) tu(u,0) X 1y (u, ) || dudv

— /B £(r(u, v)) - (ru(u, v) X to(u,v)) dudv

Definition 2.3 Die Fliche S sei wie oben angegeben definiert und £ : S — R3
sei ein stetiges Vektorfeld auf S. Dann heifst

/ f-ndS = / f(r(u,v)) - (ry(u,v) X ry(u,v)) dudv (2.6)
S B
Fluf$ des Feldes £ durch S (in Richtung n).

Anmerkung: Fiir das Integral benutzt man auch das Symbol / f.dS (d.h. es
S

wird dS :=n dS gesetzt).

Zur ERLAUTERUNG stellen wir die Integration eines Vektorfeldes iiber die drei

Fléchen S des Beispiels 2.1 dar, fiir die der Term (r,(u,v) X r,(u,v)) konkret

bestimmt worden ist. Wie die Integration iiber den entsprechenden Parameter-
bereich B aus R? auszufiihren ist, sollte nun klar sein:

—h,

) /Sf-ndS - /Bf(r(x,y))~ ( hy> dz dy

1
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cos

b) [ f-nds = /f(r(gp,z))-a sing | dpdz
s B 0
sin ¥ cos ¢
c) Sf-ndS = /f(r(z?,gp))- sindsinp | R? sind did dp
B
cos v

Physikalische Deutung: Eine Fliissigkeit moge sich in einem gewissen Raum-
bereich bewegen, und zwar so, dafl ein Partikel beim Durchgang durch den Punkt
x die Geschwindigkeit v(x) besitze. v sei also nur orts-, nicht zeitabhéngig. (Man
spricht dann von einer stationiren Stromung). An der Stelle x habe die Fliissigkeit
die Massendichte o(x). Der Vektor

wird als FluB8dichte an der Stelle x bezeichnet. Seine physikalische Dimension im

MKS-System ist
kg m kg

m3 sec m2sec
Dann ist f-n die Komponente von f in Richtung n, das Fldchenintegral / f-ndo
s
hat die physikalische Dimension

kg o kg
m° = —
m2sec sec
und gibt die Masse an, die durch die Fldche S in Richtung n pro sec fliefit.
Ist S die Oberfliche eines Bereichs (,Korpers®) im R3, so gibt j{ f-ndS den
S

Unterschied zwischen hinein- und herausflieBender Masse (pro sec) an. Ist dieses
Integral positiv, so bedeutet es, dass innerhalb der Oberfliache ,,Quellen® liegen,
ist es negativ, so befinden sich darin ,,Senken® (oder negative Quellen).

Grob gesprochen kann man das Flidchenintegral iiber f als Maflzahl fiir die Stérke,
mit der das Feld durch die Flache S ,,hindurchgreift®, ansehen. Sie héngt nicht
nur von der Grofle der Flache und der Stéarke des Feldes, sondern auch von der
Lage der Flidche zu den Feldlinien ab.

Beispiel 2.3 :

1) Berechne /(263) -ndS, wenn S der Teil des Paraboloids z = h(z,y) =
s
1 — (z* + y?) ist, der zwischen den Ebenen z = 0 und z = 1 liegt. S wird
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dargestellt durch r(z,y) = (x,y, h(z,y))T mit B = {(z,y) | 22 +y> < 1}.

2z

/S(ZGS) ‘ndS = /B(l — (2® +y*))es - ( 21y ) drdy (nach a)

_ /3(1 — (22 +1P)) dudy

2 rl
= / / (1—7r®)rdrdp =7 (Polarkoordinaten)
o Jo

2) Berechne / r-ndS fiir die Fliche S = {(z,y,2) |2 +y*=a?, 0< 2 < b}

s
(Zylinder mit Radius @ und Hohe b um die z-Achse). Eine Parameterdar-
stellung fiir S lautet:

r(p,2) = (acosp,asing, 2)T, mit 0 < <2r, 0< 2 < b

acos g acos p
/r~ndS = / asing |-| asing | dpdz (nachb)
s B
z

0
b 2w
= // a’dpdz
0o Jo

= 27ba?

3) Das Feld einer Punktladung im Ursprung, also f(r) = % soll iiber die
r
Kugeloberfliche 2% 4 y? + 22 = R? integriert werden. Die Oberfliiche S wird

dargestellt durch

sin ¥ cos ¢
r(d,p) =R | sindsing | mit ¢ € [0.27], ¥ € [0, 7]

cos v

Nach Beispiel 2.1),3) gilt:

sin ¥ cos ¢
Y
n(d, ) = | sindsingp | = r( ]%90)
cos v

Man kann hier den Normaleneinheitsvektor n auf S in der Form n = r/R
(mit |r| = R) angeben. Die Integration des Feldes f(r) = % 148t sich damit
r

sehr einfach bewerkstelligen:

cr cr r 1 c
a. d:%_._d: — :—]{161 —4
5 r3 n.ds s R3 RS ‘IR 5 R? Js 5 e
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Dabei ist zu beachten das r-r = R? und | S| = 47 R? ist.
Die Rechnung ist etwas aufwéndiger, wenn man strikt nach der Formel (2.6)
vorgeht.

Jede regulédre Flache S besitzt zwei Normalenfelder, n und das entgegengesetzte
Normalenfeld —n; das FluBiintegral (2.6) in Bezug auf die beiden Normalenfelder
unterscheidet sich nur durch das Vorzeichen.

2.4 Die Integralsitze

Die Integralsdtze von Gaufl und Stokes sind ein wichtiges Hilfsmittel fiir den
Naturwissenschaftler und Ingenieur. Urspriinglich sind sie auch aus naturwissen-
schaftlichen Fragestellungen hervorgegangen. Der Integralsatz von Gaufl lehrt,
dafl man ein Oberflichenintegral eines Vektorfeldes f in ein rdumliches Bereichs-
integral iiber div f umformen kann.

Satz 2.1 (Divergenzsatz von Gaufl)

V sei ein requlirer Bereich des R und seine Oberfliche S sei eine requlire Fliche.
f sei ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf V. Dann gilt bei nach Auflen ge-
richtetem Normalfeld n:

]{Sf-nds - /divfdxdydz (2.7)
1%

Ein nicht ganz allgemein gefiihrter ,,Beweis® fiir diesen Satz wird am Ende des
Abschnitts angegeben.

Wir erlautern den Satz, indem wir fiir konkrete Beispiele jeweils die beiden Inte-
grale der Gleichung (2.7) berechnen und bestéatigen, dass sich dasselbe Ergebnis
einstellt.

Beispiel 2.4 :

1) V sei die Kugel 22 + y? + 22 < R? und S ihre Oberfliche. Fiir das Feld
f(r) = r wird der Gauflsche Satz verifiziert. Wegen n = % (fir r € ) gilt:

/r-ndszfr-idS:R/mszzmm
s s R S

Bei der Rechnung wurde benutzt, dass r - r = R? fiir r € S ist.

Dadivr = Z(z) + a%(y) + 2 (z) = 3 gilt, folgt andererseits:

/divrdazdydz:?)/ ldrdydz = 3|V | = 47 R?
1% v
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2) S sei die Oberflache eines rotationssymmetrischen Zylinders um die z-Achse
mit Radius a und Hoéhe h, V sei der von S umschlossene Bereich. Das
Vektorfeld sei wie folgt gegeben:

f R =R, f(z,y,2) = (2® +9°) (ve; + yey)

Wir berechnen zunéchst das Oberflachenintegral; wir setzen fiir z und y
ein: x = pcosp und y = psin . Dann stellt sich das Feld wie folgt dar:

f(0, ¢, 2) := (0%) (0 cos pe; + osin pe,)

Die Flache S besteht aus der Mantelfliche S; sowie dem ,,Deckel Sy und
dem ,,Boden®“ S3 des Zylinders. Letztere haben die nach auflen gerichteten
Flachennnormalen n := e3 bzw. n := —ej3, die orthogonal auf den Feldvek-
toren stehen. Somit gilt fiir Punkte r aus Sy U S5: f(r) -n(r) = 0. Es ist also
nur die Integration iiber die Flache S; zu beriicksichtigen; beachte, dass fiir
Punkte aus S; gilt: o = a.

or b @ cos ¢ cos
/ f-ndS:/ / a®| asing |-a| sing | dzde = a*2nh

Wir berechnen nun das rechts stehende Integral in (2.7). Fiir div f erhalten
wir:
div £(z,y, 2) = 42 + )

Wir bilden nun das 3-dim. Bereichsintegral iiber den Zylinder V' (in Zylin-
derkoordinaten):

a 27 rh
/ 4(2* +yH) dedydz = 4/ / / 0*0 dzdpdo = a*2rh O
v o Jo Jo

Der Stokessche Satz, ein ftiir die Mathematik und Physik gleichermaflen wichtiger
Satz, erlaubt es, ein Kurvenintegral eines Vektorfeldes f in ein Fldchenintegral
iiber rot f umzuformen.

Satz 2.2 (Stokesscher Satz)

S sei ein requlires Flichenstiick in R3, dessen Rand durch die geschlossene Kur-
ve C' gegeben sei. Die Kurve C soll so durchlaufen werden, daf ihr Umlaufsinn
zusammen mit der Normalenrichtung n eine Rechtsschraubung ergibt. Das Vek-
torfeld £ sei auf S stetig differenzierbar. Dann gilt:

/Cf-dr - /Srotf-ndS (2.8)
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Bl

&

X

Ein nicht ganz allgemein gefiihrter ,, Beweis“ ist am Ende des Abschnitts angege-

ben.

Wir erlautern den Satz mit Hilfe eines konkreten Beispiels, fiir das wir die beiden
Integrale in der Gleichung (2.8) berechnene.

Beispiel 2.5 :

Die Fliache S sei die Kreisscheibe in der zy-Ebene mit Radius a und Mit-
telpunkt (0,0, 0). Das Vektorfeld sei durch f(x) = (—y, z,0)" gegeben. Wir
verifizieren den Stokeschen Satz. Eine Parameterdarstellung der Randkurve
C von S lautet:

T
cost
r(t)a(sint) , 0<t<2m

0

) T . T
on —asint —sint
/f-dr:/ acost -a cost dt = 27a®

c 0

0 0

Wiéhlen wir als Normale von S den Vektor n = es, so bildet n mit dem
Umlaufsinn von C' eine Rechtsschraubung. Man stellt fest: rot £ = (0,0, 2)7.

0

/Srotf~ndS[q(g)~(0)d§2/sld527m2

1
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e

C

Eng verwandt mit dem Gauflschen Integralsatz sind einige andere Integralumfor-
mungen, zum Beispiel die INTEGRALSATZE VON GREEN, die in der Feldtheorie
vielfach Anwendung finden. Sie werden in den Ubungen behandelt.

Spéter benotigen wir die Stokessche Formel noch in einer etwas spezielleren Fas-
sung. Zu diesem Zweck legen wir ein Vektorfeld zugrunde, das explizit nicht von
der Variablen z abhéngt und dessen es-Komponente null ist. Ein solches Feld
besitzt in kartesischen Koordinaten die Darstellung:

fl(xay)
f(r,y,2) = | folz,y)
0

Die Rotation von f ist (falls f differenzierbar ist) dann durch

_(0fa  Of
I‘Otf—<%—8—y>e3

gegeben. Sei B ein Bereich in der zy-Ebene, der von einer einfach geschlossenen
Kurve C berandet wird. C' sei positiv orientiert. Das Normalenfeld ez auf B bildet
dann mit C' eine Rechtsschraubung. Wir erhalten dann fiir f durch Einsetzen in
(2.8) die folgende Stokessche Formel fiir die Ebene:

éf-drz//)g(%—%—{j) dx dy (2.9)

Mit f = (f1, fo)T und dr = (dz,dy)” erhilt man die Formel in der Form:

%Cfl dx+f2dy=//B<aaj;2—aaj;l> dz dy
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n=es Yy
x
C

Natiirlich kann man ganz entsprechend aus (2.7) auch einen Gaufl’schen Satz fiir
die Ebene ableiten.

Erginzungen* (Beweise):

Wie bereits erwiahnt, fiihren wir den BEWEIS DES (GAUSSSCHEN SATZES nicht
allgemein, sondern fiir einen etwas spezielleren Bereich V' das R3. ! Wir legen
hier den Fall, daf sich V' als Normalbereich in Bezug auf jede Koordinatenebene
darstellen 148t, zugrunde. Betrachten wir V' zunéchst als Normalbereich in Bezug
auf die zy-Ebene, also in einer Darstellung der Form:

V= {(a:,y,z) ‘ hl(x?y) <z< h2(x>y)7 ($5y> € B}

Wir zeigen: / %dm dydz = f(fgeg,) ‘ndS
v 0z s

Es ist

ha(z,y)
%dxdydz = /B</h ’ %dz) dx dy (2.10)

v 0z 1(z,y)

= [ sty hal,9) = falws g, ha (o)) dardy

!Eine Beweisfithrung, die die vorliegende ,ausreichend“ verallgemeinert, ist bei H.Heuser,
Lehrbuch der Analysis II, Nr. 210, zu finden.
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Eine Parameterdarstellung fiir Sy (,,obere Hélfte“ von 5) ist gegeben durch
r(z,y) = (2,9, ha(z,9)", (z,y) € B
Ein nach Aufien gerichtetes Normalenfeld lautet: (—hg,, —ha,, 1)T =: N(z,y).
/g2(f3e3) -ndS = /B<fge3) - (—hozer — hoyes + e3) dx dy
= [ fola v hale,y)) dady (2.11)

Wenn man beachtet, daf fiir S (, untere Halfte* von ) als Normalenfeld N(zx,y) =
(h1z, hiy, —1)T zu nehmen ist, so erhilt man analog:

[ (fses) mds = = [ fylwy.h(aw.y) dedy (2.12)
S1 B
Vergleicht man (2.10) mit (2.11) und (2.12), so folgt:
Ofs
/—dxdydz _ /(fgeg)-nd5+/ (fse3) -1 dS
v 0z S Si

- fs (fses) -1 dS (2.13)

Da man V ebenso als Normalbereich in Bezug auf die z2-bzw. yz-Ebene darstellen
kann, erhélt man genauso die folgenden Gleichungen:

0
/V af;daﬁ dydz = j{s(fgez) ‘ndS (2.14)
s g dydz = f(flel) ‘nds (2.15)
v Oz s
Wegen divf = % + % + % und f = fie; + foex + fses folgt, indem man
x Y z
die Gleichungen (2.13)-(2.15) addiert, die behauptete Beziehung (2.7). O

Auch der Beweis des Satzes von Stokes wird nicht allgemein gefithrt. Wir legen
eine Flache S zugrunde, die sich in der Form

r(z,y) = (z,y,h(z,y))", (x,y) € B

darstellen 1&8t mit einem Bereich B der xy-Ebene, den man als Normalbereich
beziiglich der z-Achse schreiben kann:

B ={(z,y) | 1(r) Sy < ¢p(z), a <z < b}
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(Entsprechende Darstellungen von S moge es mit Bereichen B’ bzw. B” der zz-
bzw. yz-Ebene geben.)

Der Rand 05 =: C wird dann durch die folgenden beiden Kurvenstiicke reprasen-
tiert:

ri(z) = (z,¢1(2), h(z, 1 (2))", 12(2) = (2,92(2), h(2,2(2)))" mit a <z <D

Das erste Kurvenstiick wird mit ', das zweite mit Cy bezeichnet.

Man bestéitigt (z.B. mittels ,, Pseudodeterminante”): rot(fie;) = ——ey — ——es.
Z )

Ein Normalenfeld ist (—hy, —hy, 1)7, es wird mit N(z,y) abgekiirzt; man erhélt:

ofi dfi B df1 df1
(Eez — 8—ye3> . N(.%,y) = ( 02 h + 8_y>

Setzt man Fi(z,y) = fi(x,y, h(z,y)), so ist dieser letzte Ausdruck nach der

Kettenregel mit _8—1 identisch. Somit gilt:
Yy

/Srot(flel) ‘ndo = /B <Ee2 - a—yeg,) -N(z,y) dedy

P2 (x)
= — @dxdy— // @dyda:

= [ o n0), Bl () — (ol o), A, ()
= /ab fi(ri(x)) dx — /ab fi(ra(x))dz  (ri(x) oben definiert)
= [ (he)-dr = [ (frer)-dr

= /C(flel) ~dr



KAPITEL 2. FLACHENINTEGRALE IM R? 42

Nun ist auf Grund der Voraussetzungen iiber S klar, dal man genau so

/Srot(fiei)-ndS:/cfiei-dr (i=1,2,3)

erhalt, woraus sich durch Summation die Formel (2.8) ergibt. O

2.5 Folgerungen aus den Integralsitzen

Divergenz und Rotation eines Vektorfeldes wurden in Abhéngigkeit eines kartesi-
schen Koordinatensystems eingefiihrt. Mit Hilfe der Sétze von Gaufl und Stokes
ist es moglich, fiir Divergenz und Rotation eine koordinatenfreie Darstellung her-
zuleiten. Dies bedeutet dann, dafl diese beiden GréfBen von der Wahl des Koordi-
natensystems unabhéngig sind. Auflerdem eréffnet diese Darstellung die Mdglich-
keit, Divergenz und Rotation eines Vektorfeldes physikalisch zu deuten.

Satz 2.3 Sei V. eine Kugel mit Radius r und Mittelpunkt a und S, sei die Ober-
fliche von V.. Fiir ein auf V, stetig differenzierbares Vektorfeld £ gilt:

1
divf(a) = lim -

]{ f.ndS (2.16)
Sr

Hierin ist n die duflere Normale auf S,.

An Stelle von Kugeln kénnen in (2.16) auch beliebige andere regulire Bereiche
(z.B. Wiirfel) gewihlt werden, die im GrenzprozeB auf den Punkt a zusammen-
gezogen werden.

BEwels:  Im Folgenden wird der Gauss’sche Satz verwendet: f -ndS =
Sy

div f(x) dx. Dabei ist dx = dx dy xz gesetzt.
Vr

‘/ f-ndS—|VT|divf(a)’ — |/ divex)dx - divf(a)dx‘
Sr

‘ Ve Vi

‘ /V div (£(x) ~ £(a)) dx’

< max|div (£(x) — £(a)| - |V;|
1
:>’|Vr| Srf~ndS—din(a) < glez%/:iqdiv(f(x)—f(a))]

Fiir r — 0 strebt dieser letzte Ausdruck gegen 0, womit die Gleichung (2.16)
begriindet ist. []
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Physikalische Deutung der Divergenz:

Zu diesem Zweck deuten wir f wieder als Flufdichte eines stationdren Strémungs-
feldes. Fiir ein hinreichend kleines Volumen (Kugel) |V, | folgt aus (2.16) die
Néherung:

1
Vel s,

divf(a) ~ f-ndS (2.17)

Nun ist j{ f-n dS die Masse, die pro sec durch die Oberflache S, hindurchflief3t.

Wegen desrr nach Auflen gerichteten Normalen wird die einstrémende Masse nega-
tiv, die austretende positiv gezihlt. Uberwiegt der positive Anteil, so miissen im
Bereich V. Quellen liegen, iiberwiegt der negative Anteil, so befinden sich darin
Senken (negative Quellen). Wenn man fiir sehr kleines r die Kugel V, mit {a}
identifiziert, so wird man folgendes sagen konnen: Ist div f(a) positiv, so ist a
ein Quellpunkt (d.h. von a treten Feldlinen aus); ist div f(a) negativ, so ist a ein
Senkenpunkt (negativer Quellpunkt) (d.h. in a treten Feldlinen ein). f heifit auf
einem Bereich B quellenfrei, falls divf(x) =0 ( Vx € B) gilt.

Da auf der rechten Seite von (2.17) durch |V, | dividiert wird, wird div f(a) auch
die Quelldichte von f im Punkt a genannt.

Die Gaufschen Formel / div f(x)dzdydz = ]{ f-ndS ist eine Beziehung, die

s
die ,,Summe*® {iber die Quelldichte im Bereich V' mit der Masse, die pro sec durch
die Oberflache S hindurchstromt, in Beziehung setzt.

Satz 2.4 Sei S; eine Kreisscheibe mit Radius t und Mittelpunkt a. C; sei die
Randkurve von Sy, deren Umlaufsinn mit einer gewdhlten Normalenrichtung n
eine Rechtsschraubung darstellt. Fiir ein in einer Umgebung von S; stetig diffe-
renzierbares Vektorfeld £ gilt dann:

rotf(a)-n = lim

f.d 2.18
05, Jo (2.18)

An Stelle von Kreisscheiben S; konnen in (2.18) auch beliebige andere reguldre
Flachenstiicke (z.B. Rechtecke) gewihlt werden, die im Grenzproze auf den
Punkt a zusammengezogen werden.

BEwEIS:  In die folgenden Uberlegungen geht der Satz von Stokes ein: ¢ f-dr =
Cy

/ rot f(x) - n dS. Damit folgt:
St

‘% f~dr—|St\rotf(a)~n’ =
Ct

/ rotf(x) -ndS — rotf(a)~nd5’
St

St
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/St rot (f(x) —f(a)) -ndS
< maSX]rot (f(x) —f(a)) -n|| S|

XEOSt
f -ndr—rotf(a) - n| < rneaéxlrot(f(x)—f(a))-n]

- ‘ 1

| S| Je
Fiir t — 0 strebt dieser letzte Ausdruck gegen 0, womit die Gleichung (2.18)
begriindet ist. []

Physikalische Deutung der Rotation:

Das Feld f deuten wir als Kraftfeld. Das Kurvenintegral ?{ f - dr gibt dann die
Ct

Arbeit an, die das Feld leistet, wenn ein Punkt die geschlossene Kurve C; um die
Achse n durchlduft. Nun ist rot f(a) - n Grenzwert der Grofie ( ]{ f- dr) /| S|
Ch

(Arbeit bezogen auf eine Flécheneinheit). Dies heifit: rot f(a) - n gibt an, in wel-
chem Umfang das Feld Arbeit leistet, wenn der Massenpunkt ,,eng® um die ,, Ach-
se“ n um a herumgefithrt wird. Gilt rot f(a) # 0, so sagt man, das Feld besitzt
im Punkt a einen Wirbel. Man sagt ferner, f ist auf einem Bereich B wirbel-
oder rotationsfrei, wenn

rotf(x) =0 (Vxe€B)

ist. Dies bedeutet: Die auf einem Gebiet G wirbelfreien Felder f sind genau je-
ne, die darauf die Integrabilitdtsbedingungen erfiillen. Wenn G einfach zusam-
menhéngend ist, so ist ein solches Feld (und nur ein solches) ein Gradientenfeld
und umgekehrt (d.h. es gilt f = —VU auf G).

Betrachtet werde ein C?-Vektorfeld auf G (G sei ein einfach zusammenhiingendes
Gebiet in R?). Falls f auf G wirbelfrei ist, besitzt f auf G ein Potential U.

1) Sei nun f auf Gy C G zusitzlich quellenfrei. Dann gilt:

0 0 0 0*U  0*U O%U
i_i_ﬁ_i_ﬁ + :0

Jox  Jy 0z =0 ox?  0y? + 0z
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d.h. in einem quellen- und wirbelfreien Gebiet GG; gilt fiir U die Laplace-
sche Differentialgleichung: AU = 0.

2) Besitzt das Feld dagegen auf G5 C G die Quelldichte g, d.h. es gilt divf =
0, so begriindet man wie oben, dafl U der so genannten Poissonschen
Differentialgleichung geniigt: AU = —p.

2.6 Krummlinige Koordinaten
Die Situation, die kartesischen Koordinaten x,y, z durch neue Variable u, v, w

zu ersetzen, haben wir bereits in Abschnitt 7.4 (Mathematik B) kennen gelernt.
Dabei wurde eine Substitution der Form

z(u, v, w) u
x = ®(u,v,w) = | y(u,v,w) , ui=| v | €B" (2.19)
z(u, v, w) w

ausgefithrt. Durch diese Gleichung werde eine Abbildung ® auf B* festgelegt.
Wir nennen ® einen zuléssigen Koordinatenwechsel auf B*, wenn ® auf der
Menge B* eine stetig differenzierbare, injektive Funktion ist und die folgende
Eigenschaft besitzt:

det Jp(u) #0 Vu e B (2.20)

Sei ug = (ug, vo, wp)” ein fester Punkt in B*. Bei variablem u und festem vy, wy
wird dann durch
x(u, vo, Wo)
x(u, v, wo) == | y(u, vy, wp)
z(u, vo, wo)

eine Kurve in R? definiert, die durch den Punkt x(ug) verliuft. Sie wird u-Linie
durch den Punkt x(ug) genannt. Es diirfte klar sein, wie die v- bzw. w-Linie durch
x(ug) definiert sind. Der Tangentialvektor an jede dieser drei Linien im Punkt
x(ug) ist jeweils gegeben durch

Zu(up) x, (o) Ty (o)
Xu(Wo) = [ yu(uo) Xy (o) = | yu(uo) Xw(o) = | Yuw(uo)
2y (up) 2,(uo) zw(Uo)

Diese drei Vektoren sind linear unabhéngig, weil ihre Determinante nach (2.20)
nicht Null ist. IThre Langen

hi(uo) == [[xu(uo) || ha(uo) := [[xv(uo) | h3(u0) := | Xw(uo) |
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heiflen Metrikkoeflizienten. Die Vektoren
1 1 1
e, = —Xyu(u e, = —X,(u ew = —Xu(Uu 2.21
hl(uo) ( 0) hg(llo) ( 0) hg(uo) ( 0) ( )
bilden also eine Basis aus Einheitsvektoren 2 in R?. Die Basis ey, ey, €y, ist
von u = ug abhingig, also in jedem Punkt x(u) im allgemeinen anders.

v—Linie

Beachte: Schneiden sich die u-, v- und w-Linie (die sog. , Koordinatenlinien*)
in jedem Punkt x(u), u € B*, orthogonal, so bilden die Vektoren e,, ey, e, (fiir
beliebiges u = ug) eine Orthonormalbasis in R3.

Beispiel 2.6 :
1) Zylinderkoordinaten: Man bestétigt, dafi durch

T 0COS
x=|y |=| osing |, Bx={(0,0.2)]0>0,0<¢p<2m z€R}
z z

ein zuléssiger Koordinatenwechsel auf B* erklart wird. Es gilt:

cos —o0 sinp 0
X, = | singp X, = 0 COs x, =10
0 0 1
Man rechnet nach, dass hy = ||x, || =1, ho == ||x, || = 0, hs = || x, || = 1

ist; damit ist die Basis gemé&fi (2.21) (in den Einheitsvektoren eg, es, e3)
gegeben durch

cos —sinp 0
e, = | singp e, = cos e, =10
0 0 1

Dae,-e,=0,e,-e,=0,e,-e, =0 ist, liegt eine ONB vor.

’In ey, ey, ew stellen die Indizes keine partiellen Ableitungen dar.
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2) Kugelkoordinaten: Man kann nachweisen, dass durch die Funktion

x r sin 1 cos ¢ r>0
x=|vy |=| rsindsing mit B*:{(r,ﬁ,¢)' 0<dv<m }
z rcosv 0<p<2r

ein zulassiger Koordinatenwechsel auf B* erklart wird. Es gilt:

sin ¥ cos ¢ cos U cos —sinp
X, = | sindsing x9 =71 | cosdsing X, =7rsintd | cosy
cos v —sind 0
Man rechnet nach, dass hy = || %, || =1, he := || X9 || =7, hg = || %, || =
rsind ist. Man erhélt durch
sin ) cos ¢ cos ¥ cos —sinp
e, = | sindsingp ey = | cos¥sing e, = cos
cos —sin v 0

eine neue Basis von Einheitsvektoren in R3. Man bestéitigt, dafl e, - ey = 0,
e e, =0, ey e, =0 ist, also eine ONB vorliegt. Vergleicht man e, mit
r
r = X, so sieht man, dafl e, = — ist.
r

Die folgenden Skizzen zeigen die Koordinatenlinien und die entsprechenden
Basisvektoren fiir Zylinder- und Kugelkoordinaten:

Ist ein Skalarfeld ¢ in Abhéngigkeit kartesischer Koordinaten (z,y,z) =: x ge-
geben, so 148t sich durch Einsetzen des Vektors x = ®(u) die Funktion ¢ in
Abhéngigkeit der neuen Koordinaten (u,v,w) =: u ausdriicken:

p(x) == (@ (u))

Bei einem Vektorfeld f soll neben einer solchen Substitution stets auch ein Basis-
wechsel stattfinden.
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Definition 2.4 FEin Vektorfeld f : G — R3 sei in kartesischen Koordinaten ge-
geben, also in der Form:

f(X) = f1 (x)e1 + f2 (X)ez + f3(X)€3 (222)
Transformation des Feldes in das u-System bedeutet, dafs es in der Gestalt
F(u) = Fi(u)ey + Fy(u)ey + F3(u)ey (2.23)

dargestellt wird.

Satz 2.5 (Transformationssatz)

Die Basis ey, €y, €y gemdfs (2.21) sei eine Orthonormalbasis in R3. Ein Vektorfeld
f sei in kartesischen Koordinaten in der Form von (2.22) gegeben. Seine Kom-
ponentenfunktionen F;(u) im u-System gemdaf (2.23) kann auf folgende Weise
ermitteln:

Fi(w) = £(®(w) -eu B(w) = f(@(u)-e, Fiw) = (@(u)) - ey

Dabei miissen die Vektoren ey, ey, ey durch die kartesischen Einheitsvektoren ey
dargestellt sein.

BEWEIS:  Aus der Gleichheit
Fi(u)ey + Fr(u)ey + F3(u)ey = f1(®(u))er + fo(®(u))es + f3(P(u))es

folgt durch Multiplikation mit e, (wenn man e, -e, =1,e,-e, =0, e, ey =0
beriicksichtigt), die erste Beziehung. Die beiden anderen begriindet man &dhnlich.

]

Beispiel 2.7 :

Das Vektorfeld f : R® — R3 f(x) = —ye; + zez, soll in Zylinder- und
Kugelkoordinaten transformiert werden.

Zylinderkoordinaten: Gesucht ist eine Darstellung der Form

Flo.p,2) = Fi(o,¢ 2)e,+ Fa(o, ¢, 2)e, + F3(0, ¢, 2)e,
—osiny —osin cos
Fi(o,p,2) = ocosp | -e,=| pcosp |-| sinp | =0

0 0 0
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—osinp —osinp —sing
Fyo,p,2) = ocosp |-e,=| ocosy cosy | =0
0 0 0
—osinp —osinp 0
Fs(0,0,2) = gcosy 1€z = gcosy 1 0]1=0
0 0 1

- F(Q>90a Z) =0€,

Kugelkoordinaten: Gesucht ist eine Darstellung der Form
F(r,0,0) = Fi(r,0,0)e, + Fo(r, 0, ¢)ey + F5(r, 0, p)e,

Bei der Berechnung der folgenden Skalarprodukte sind fiir e,, ey, e, eben-
falls die Darstellungen aus dem vorherigen Beispiel zu benutzen:

—rsinvsin ¢
r sin ¥ cos ¢

0
—7rsind sin ¢
r sin ¥ cos ¢
0
—rsindsin ¢
r sin ¥ cos ¢
0

= F(o,p,2) =rsinde,

Fi(r,9,¢) = e, =0

F2<r7197 90) =

F1<T7197 30) -

‘e, = rsinv

Die Differentialoperatoren ,,Gradient, Divergenz, Rotation und Laplaceopera-
tor* besitzen im u-System eine andere Gestalt als in kartesischen Koordinaten.
Dies liegt daran, daf die Vektoren ey, ey, ey, selbst von den Variablen (u,v,w)
abhéngen.

Satz 2.6 (Die Differentialoperatoren in krummlinigen Koord.)

Die Vektoren ey, ey, €w mogen eine Orthonormalbasis und ein Rechtssystem bil-
den. Das Skalarfeld ¢ sei in Abhdngigkeit von u gegeben, das Vektorfeld F liege
in der transformierten Form (2.23) vor. Dann lauten die Differentialoperatoren
im u-System:

19y 1 9y 1 0
1) grady = h 8ueu+ I 8veV+ h38wew
1 0 0 0
2) divF = —(hgthl) + —<h1h3F2) + —(hlthg)

hl hg hg 8U 81} aw
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hl €u hZGV h3€w

1 9, 0 0

hihohs | du  Ov  dw
h1F1 h2F2 h3F3

1 [0 (hehgdw\ | O (lhs Y\ | O (hihy Y

Fiir die drei wichtigen Spezialfille gilt:

3) rotF =

a) Kartesische Koordinaten x,y,z: hy = hg = hs = 1, Basis: e1,ea,€3.
b) Zylinderkoordinaten o, ¢, z: hy =1,hy = p,hg =1, Basis: e,,€e,,€,.
c) Kugelkoordinaten r,0,p: hy =1,hy =1, hy = rsind, Basis: e,, ey, €.
Der BEWEIS des Satzes befindet sich am Ende dieses Abschnitts.
Beispiel 2.8 :

Das Vektorfeld f(x) = —ye; + zeq lautet in Zylinder- bzw. Kugelkoordina-
ten nach dem letzten Beispiel:

F(Qu 9072) = 0€, F(T,'ﬁ,(ﬂ> = Tsinﬁe@

Wir berechnen div F und rot F bzgl. beider Koordinatensysteme.

1
1) Zylinderkoordinaten: div F = ’ l%(gﬂ) + %(Fg) + %(QF;:,)]
10
Wegen F} = F3 =0 und F, = p folgt: divF = 2 [%(g)] =0
e, oe, e, e, ve, e,
1190 o 0 1o o 0 1

tF=-| — — =22 2 2 1_2(2)e,=2e,

ro o| Qo Op 0z ol Jo &5 0z Q( o)e ©
F1 QFQ F3 0 1Y 0

2) Kugelkoordinaten:

: 9 5 9, 0
divF = E(r sinFy) + %(r sinvFy) + %(TF;;)
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1 0

- @@ 2 —
r%im?@go(r sind) =0

Wegen F| = F;, =0, F3 = rsind folgt: divF =
e, rey rsinve,

rotF - L |9 9 9
© r2sind | Or 00 Op
Fy rFy, rsindF;
e, rey rsinde,
R )
r2sindg | Or OV Oy
0 0 rsindF;

1
= ey (2r? sin ¥ cos Ye, — 2r? sin® e, )
= 2(cose, — siney)

BEWEIS von Satz 2.6*:
1) In kartesischen Koordinaten lauten grad ¢ und e,:
rady— (20 00 00NT 1 (0 ay0z\
& ~\ oz’ oy’ 0z " hy \Ou’ Oudu
Die e, -Komponente von grad v ist somit gegeben durch:
L (9por Dby 0v0s\ _ 1oy
hi \Oxdu Oy du 0z du "~ hy Ou
Die letzte Identitdt ist nach der Kettenregel giiltig. Analog erhélt man fiir
1 oy 1 o0y

die e,- bzw. ey-Komponente von grad 1: Iy 9o bzw. T 9" Damit ist 1)

(grad ¢) "€y =

bewiesen.

2) Aus der Operatorenschreibweise (geméf} 1))
e, 0 e, 0 ey, O
T 0w h0v | hs 0w
ist ersichtlich, daBl folgende Beziehungen gelten:
ew=hVu e, =hyVv ey = hsVw (2.24)

\Y

Nun bilden die Vektoren ey, ey, €y, nach Voraussetzung ein orthonormales
Rechtssystem, so dafl folgt:

ey =€y X e, = hoh3(Vu x Vw) (2.25)
= diV(Fleu) = diV(hgthl(V’U X V’LU))
= grad(h2h3F1) . (VU X Vw) + hgthl le(VU X VU))
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Bei der letzten Umformung wurde Satz 6.18, 3) (Math. B) angewandt. Eine
einfache, aber umsténdliche Rechnung (in kartesischen Koordinaten) zeigt,
daB div(Vov x Vw) = 0 ist.

1
= div(Fle,) = grad(hghsFy) -
hghg
1 0
= F
oy 012115 EY)

Die letzte Umformung folgt, wenn man grad(hyhsF;) nach 1) ausschreibt
und dann das Skalarprodukt bildet. Da man entsprechende Resultate fiir
div(Frey) und div(Fsey,) erhilt, folgt dann durch Addition die Behaup-
tung.

Wir bestimmen zunéchst rot(Fie,). Wegen e, = h;Vu folgt:

rot(Fie,) = rot(hF1Vu)
= (thl) I'Ot(VU) — Vu X V(thl) (S. Satz 618,4),B)
= V(hF)) x Vu (wegen rot(Vu) = 0)

V(hiFy) wird geméf 1) geschrieben und Vu durch p eu ersetzt:
1

1 0 1 0 1 0 1
rot(Fie,) = (H%(hlﬂ)e“ T 00 —(h1Fy)ey + I 8w<h1Fl)ew> X h—leu
1 0 1 0
= —(h Fy)ey hF
iy 9 ey — g (i Few
hleu thv hgew
1 0 0 0

hihohs | du Qv Ow
hiFy 0 0

Benutzt wurde e, X e, =0, e, X e, = —€y,, €y X €, = €, bei der vorletz-
ten Umformung. Fiir rot(Fye,) und rot(Fse,,) erhilt man entsprechende
Ergebnisse, wobei die letzte Zeile in der Determinante durch (0, hoF5,0)
bzw. (0,0, h3F3) zu ersetzen ist. Durch Addition dieser Ergebnisse folgt 3).

Es gilt: Ay = div(grad ¢). Die Behauptung folgt somit aus 1) und 2): Fiir

1
Fy ist ——= in 2) einzusetzen usw.

hl ou
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2.7 Zusammenfassung

Flichenintegrale in R?

Eine FLACHE S M RAUM wird durch eine Parameterdarstellung der Form angegeben:
)
r(u,v) = | y(u,v) (mit (u,v) € B C R?)
)

or(u,v) " or(u,v)
ou ov

Im Skript wurden konkret drei PARAMETERDARSTELLUNGEN von Flichen S in R? mit
Normalenfeld r(u,v) X r,(u,v) und dessen Betrag angegeben:

Dabei wird zusiitzlich gefordert: # 0 fiir alle (u,v) € B.

1. S ist der Graph einer stetigen Funktion h : B ¢ R? — R.

2. S ist die Fliche eines Zylinders mit Radius @ und Hohe b (z-Achse ist Symme-
trieachse).

3. S ist die Oberflache einer Kugel mit Radius R und Mittelpunkt 0.

Das FLACHENINTEGRAL eines Skalarfeldes f iiber die Fliche .S ist definiert durch

/ fds := / fr(u,v)) || ry(u,v) X vy (u,v) || dudv
S B

Fiir die oben genannten drei FLACHEN lauten die Fléchenintegrale:

1. S Graph einer Funktion h (B Normalbereich):

/Sde = /ab/qu)f(r(x,y))\/l—i-h%—i—h%dydw

©p

2. S Zylinderflache:

|ris = /Ob/()%f(r(%Z))adwdz

3. S Kugelfldche:

/Sde = /;/;ﬂf(r(ﬁ,@)) R%sin 9 dyp dd
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Die ANWENDUNGSFORMELN lassen sich nun ,leicht“ aus den vorherigen Anwendungs-
formeln {ibertragen z. B.  Fldcheninhalt von S: [S| = [41dS.

Das FLACHENINTEGRAL eines Vektorfeldes f iiber die Flache S ist definiert durch

/Sf ‘ndS = / f(r(u,v)) - (ry(u,v) X ry(u,v)) dudv
B
Der Wert des Integrals wird FluB des Feldes f durch S genannt (Flulintegral).

Fiir die oben genannten drei Flachen lautet das Flulintegral von f:

“n
b ) :
Graph h : /Sf-ndS - // £(r(z, y)) - ( hy> dy dz

o(x) 1
b on Cos ¢
Zylinderflache : / f-ndS = / / f(r(p,2))-a| sing | dpdz
s 0 Jo
0
o sin ¥ cos ¢
Kugelfléche : / f-ndS = / / f(r(0,p))- | sinvsing | R? sind dpdd
s 0 Jo
cos v

Der DIVERGENZSATZ VON GAUSS: V regulirer Bereich des R3. S seine Ober-
g )

flache, n nach Auflen gerichtetes Normalenfeld, f stetig differenzierbares Vektor-
feld auf V.
Dann gilt:

%f—ndS - /divfdxdydz
S \%4

Der Satz von STOKES besagt: S Flichenstiick in R3, C' Randkurve von S, f stetig
differenzierbares Vektorfeld auf S. Die Kurve C soll so durchlaufen werden, daf3
ihr Umlaufsinn zusammen mit der Normalenrichtung n eine Rechtsschraubung
ergibt. Dann gilt:

/f~dr = /rotf~ndS
C s




Kapitel 3

Funktionentheorie

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Analysis komplexer Funktio-
nen. Unter einer komplexen Funktion verstehen wir eine Funktion des Typs

f:GCcC—-C, z—ow=/f(z) (3.1)

Von zentraler Bedeutung ist der Ableitungsbegriff, der, analog zur Analysis re-
eller Funktionen, als Grenzwert eines Differenzenquotienten eingefiihrt werden
kann. Es zeigt sich aber, daf3 die Differenzierbarkeit einer komplexen Funktion
auf einem Gebiet GG eine sehr scharfe Bedingung darstellt, aus der sich héchst
bemerkenswerte FEigenschaften fiir die Funktion ableiten lassen, wie sie so fiir
differenzierbare reelle Funktionen im allgemeinen nicht gelten. Einige dieser Ei-
genschaften werden als Grundlage fiir die in der Elektrotechnik tiberaus wichti-
gen Funktionaltransformationen (wie Fourier- Laplace- oder Z-Transformation)
gebraucht. Auch (ebene) Potentialprobleme der Elektrotechnik kénnen auf der
Grundlage der Funktionentheorie analysiert werden.

3.1 Einfiihrung

Betrachtet werden also Funktionen des Typs (3.40). Zur Veranschaulichung
von Abbildungseigenschaften der Funktion f studiert man oft die Bilder f(I")
spezieller Kurven I' von GG . Zu diesem Zweck stellt man G héufig in einer Ebene,
der so genannten z-Ebene mit z- und y-Achse, dar, und verlegt den Wertebereich
f(G) in eine andere Ebene, die w-Ebene mit u- und v-Achse.

Beispiel 3.1 :
1) f:C—C, f(2) = z+ a (Addition einer Konstanten). Das Bild w = f(z)

ist gegeniiber z um einen , Vektor® a parallel verschoben.

25
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2) f:C— C, f(z) = az (Multiplikation mit einem Faktor a). In Polarform
kénnen wir a und z wie folgt darstellten: a := |a|e’®8% 2 := re/?. Dann
ist w = az = |a|re!@T8Y 4y ist gegeniiber z um |a| gestreckt und um
arg a gedreht (Drehstreckung).

|z|=r
/ arg z=¢
\J r la|r

z—FEbene

fo|=a] 7 arg w=yp-+a

w—FEbene

3) Die Funktion f: C\ {0} — C, w = f(2) := 1/z wird Inversion genannt.
Setzt man z = re’?, so folgt: w = %e‘j”. w besitzt im Vergleich zu z die
reziproke Linge 1/r und den Winkel argw = —¢. Dies kann man auch so
ausdriicken: die Inversion setzt sich aus einer Spiegelung am Einheitskreis
(reziproke Léange) und einer Spiegelung an der reellen Achse zusammen.

z—FEbene

Spiegelung am Einheitskreis und der Re-Achse

Wir stellen eine interessante und fiir die Anwendung wichtige Abbildungs-
eingenschaft vor. Dazu betrachten wir die folgenden Geraden parallel zur
y-Achse bzw. parallel zur z-Achse:

(1) z = o+ jy (y variabel, z( fest) (Gerade parallel zur y-Achse)
(2) z = x+ jyo (x variabel, yo fest) (Gerade parallel zur x-Achse)

Unten wird begriindet, dass die Funktion f die Geraden wie folgt abbildet:

Die Gerade (1) geht iiber in den Kreis zo(u? + v?) — u = 0,
die Gerade (2) geht iiber in den Kreis yo(u? 4+ v?) + v = 0.
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Dabei sind u, v die Koordinaten des Bildpunktes w = f(z), also w = u+j v.
Mittels einfacher Umformungen zeigt man, dafl die beiden Kreisgleichungen
fiir ¢ # 0 bzw. yy # 0 dquivalent sind zu:

1\, (132 LY (1)
_ = (= bzw. 12 — | =— 3.2
(u 23:0> v <2x0> e e (U - 2y0> 2yo (3.2)

Dies sind, wenn man xg bzw. yo als Parameter auffalt, Kreisscharen durch
den Ursprung mit Mittelpunkten auf der u- bzw. v-Achse.

y? v
Y=o
xX u
T=X
z—Ebene ’ w=Ebene
Begriindung der genannten Abbildungseingenschaft:
w= f(zo+jy) = —— = DBV
xo + ]y x% + y2
_ Zo v — -y
af + % g + 1>
1 T U
= w40 = 0 = —

g ty? wo(ag+y?) @

Durch Umstellung erhilt man die 1.Kreisgleichung, die zweite begriindet man
dhnlich. Elektrotechnische Anwendungen dieser Abbildungseigenschaft werden
in den Ubungen vorgestellt.

Komplexe Funktionen in Vektorfeld-Darstellung:

Jede Zahl z = z+jy € C kann auch als reelles Zahlenpaar (z, y) aufgefafit werden.
In diesem Sinne sind G und f(G) Punktmengen in R?. Bei dieser ,reellen Auffas-
sung“ vermittelt f eine Abbildung von G C R? nach R?, stelllt also praktisch ein
Vektorfeld der Dimension (n = 2) dar. Diese Darstellung als Vektorfeld erhélt
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man, wenn man z und w = f(z) in Real- und Imaginérteil zerlegt und jeweils als
Vektor schreibt:

Damit kann man die Funktion f in der folgenden Form schreiben:
f:GCR*—=R*, f(z,y):= (u(x,y))
v(z,y)

Wir machen uns dies an einem Beispiel klar.

Beispiel 3.2 :

Die Funktion f : C — C,w = f(2) = 22, wird in ein Vektorfeld f : R? — R?
umgeschrieben, setze z = x + jy ein:

w=z2"= (v +jy)* = 2% =y’ + j(2zy)
= f(z,y) = (Zggg) - (iU Q;yy )

Der Grenzwert- und Stetigkeitsbegriff fiir komplexe Funktionen ist damit auf
die entsprechenden Begriffe fiir Vektorfelder zuriickgefiihrt:

1) Seia=ay+jas € GUOG und ¢ = ¢; + jeg € C. Definitionsgemé8 ist dann
lim f(2) = c dquivalent zu f(x,y) — (c1,c2)T fiir (x,y) — (a1, a2) und dies
ist gleichbedeutend damit, daf gilt:

U(;C,y) — G und U(:va> — C2 fiir (xvy) - (a17a2)

2) Stetigkeit von f in einem Punkt a € G ist (wie iiblich) durch die Gleichung
lim f(z) = f(a) definiert. f ist stetig auf G, wenn f in jedem Punkt a € G
stetig ist.

Die bekannten Regeln fiir Grenzwerte und Stetigkeit kénnen also ibernommen
werden, insbesondere: Summe, Produkt und Quotient stetiger Funktionen sind
ebenfalls stetig.

In obigem Beispiel sind die Funktionen u(z,y) = 2* — y* und v(z,y) = 2zy auf
R? stetig, somit ist die Funktion f(z) = 2% auf C stetig.
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3.2 Elementare Funktionen

Einige grundlegende Typen komplexer Funktionen sollen in diesem Abschnitt
eingefiihrt und besprochen werden.

Polynome und rationale Funktionen

Mit festen Zahlen ag,ay,...,a, € C, a, # 0, ist ein Polynom vom Grad n durch
p(z) =ap+ar1z+ ...+ a,z"

gegeben. Die wichtigsten Eigenschaften, die fiir reelle Polynome gelten, treffen
auch fiir komplexe zu:' Fiir zwei Polynome p,q mit Grad p > Grad ¢ > 1 gilt
der Divisionssatz:

M = h(z) + @ mit Grad r < Grad q

q(2) 9(2)
Ein Polynom p, dessen Grad n > 1 ist, besitzt hochstens n verschiedene Nullstel-
len 2y, ..., 2, mit deren Hilfe p in der Faktorzerlegung

p(z) =an(z—21)" (2 — 29)™ .- (2 — )™

mit n = ny +no + ... + n, dargestellt werden kann. Dabei ist n; die Vielfachheit
der Nullstelle z;.

Eine rationale Funktion ist als Quotient zweier Polynome p und ¢ definiert,
also f(z) = p(2)/q(z). Polynome und rationale Funktionen sind auf ihrem Defi-
nitionsbereich stetig.

Die komplexe Exponentialfunktion

In Mathematik A (Unterabschnitt 2.2.5) haben wir die Grifle /Y fiir beliebiges
y € R wie folgt definiert: '
e’ =cosy + jsiny

Mit Hilfe dieser Beziehung wird die komplexe Exponentialfunktion fiir beliebiges
z =1z + jy € C wie folgt eingefiihrt:

e” = e"el¥ = e” (cosy + jsiny) (3.3)

IDie Beweise lassen sich , wortlich“ iibertragen.
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Realteil u(x,y) und Imaginérteil v(x,y) der Funktion f(z) = e* sind also gegeben
durch
u(z,y) = e" cosy v(x,y) =e€® siny

Satz 3.1 Die FExponentialfunktion besitzt folgende Figenschaften:

1) 212 = e*e? (V2,20 €C)
1
2) e_'z:;, e##0 (VzeC)

8) ™ = (=1)* (Vk € Z), insbesondere: e™ = —1, *™ = 1.

4) T = ¢* (V2 € C), d.h. die Funktion ist 27j- periodisch.

BEWEIS:  Die Aussage 1) folgt direkt daraus, dass e®11%2 = e%1¢%2 und e/(W1+¥2) =
e¥1edvz gilt, letzteres nach Satz 2.8 (Mathematik A).

Aus diesem Satz folgt direkt auch die Aussage 2).

Aus (3.3) erhélt man: ™ = €¥(cos(kx) + jsin(kr)) = (—1)*.

Wegen 1) und 3) gilt: e*72™ = ¢2e?™ = ¢ []

Wir geben eine ,einfache* Abbildungseigenschaft der Exponentialfunktion an:
Die Zahlen z = xq + jy liegen fiir festes xy und variables y auf einer zur y-Achse
parallelen Geraden. Die Bildwerte sind durch w = e™e/¥ (y € R) gegeben; sie
durchlaufen oo oft einen Kreis um 0 mit Radius e™.

Die Zahlen z = x + jyo liegen fiir festes yo und variables x auf einer zur x-
Achse parallelen Geraden. Die Bildwerte w = e®e’% durchlaufen einen von 0
ausgehenden Strahl mit dem Argument yy. Es gilt also:

Die Gerade z = x¢ + jy wird auf den Kreis um 0 mit Radius e,
die Gerade z = x + jyo wird auf den Strahl argw = y, abgebildet.

Y © " @) y=r/a
y=n/4
1 2 x o1 2 o
y=—m7/4
y=—m/4
r=—1 =2
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Bemerkung: Wegen e*™™ = ¢7 ist die Funktion w = e? ist 27 j-periodisch.
Jeder Streifen der Form

S={z+jylreR, yo<y<y+2r}

wird umkehrbar eindeutig auf C\ {0} abgebildet. Insbesondere wird der Streifen
F', der durch
F={z+jylzeR, -1 <y <}

definiert ist, bijektiv auf C\ {0} abgebildt.

Der komplexe Logarithmus

Zu gegebenem z € C\ {0} heifit eine Zahl w mit e = z ein Logarithmus von
z. Ist w ein Logarithmus von z, so trifft dies auch auf w + 2k7j (mit k € Z) zu,
denn es gilt: e¥T2k™ = ¢ (Satz 3.1). Nach obigen Ausfiihrungen gibt es genau
ein w € F, das die Gleichung e“ = z 16st. Ein solches w nennen wir Hauptwert
des Logarithmus von z und bezeichnen es mit w = In z. Wir geben nun eine
Funktionsvorschrift fiir den Hauptwert w = In z an.

Satz 3.2 Flir jedes z # 0 gilt: Inz = In |z | + jarg(z). Beachte, dafi dabei nach
Definition arg(z) € (—m, x| ist.

BEWEIS:  Gesucht ist die Losung w € F, die die Gleichung e = z erfiillt, wobei z # 0
vorgegeben ist. Mit w := u + jv und z := re?28() ist diese Gleichung fquivalent zur
Gleichung e’ = rel 2'8(2) Daraus folgt: e* = 7, d.h. u = Inr und v = arg(z). Somit
gilt: w =u+jv=In|z|+ jarg(z).

Alle Logarithmen einer komplexen Zahl z = 0 erhélt man, indem man zum Haupt-
wert die Grofle 2k7j hinzuaddiert. Die Menge wy aller Logarithmen von z # 0
ist also beschrieben durch

wy = 1In|z| + j(arg(z) + 2km) (keZ)

Die aus dem Reellen gewohnten Umkehreigenschaften von Exponentialfunkti-
on und Logarithmus sind im Komplexen mit ,, Vorsicht anzuwenden:

Stets gilt: e"* = 2, dagegen trifft Ine* = 2z nur fiir solche z = x + jy zu, fiir die
- <y <7 gilt.

Mit Hilfe der In-Funktion definiert man allgemeine Potenzen zur Basis a € C,
a # 0, analog wie im Reellen:

at = e (3.4)
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Die trigonometrischen Funktionen
Aus der Eulerschen Formel e/® = cosz + j sinx folgt: 2.
1/, . 1 . .
COST = 3 (ejr + e‘”) , sinx = Z (eﬁ — e"z>

Wir benutzen diese Formeln nun, die trigonometrischen Funktionen in die kom-
plexe Ebene fortzusetzen. Fiir beliebiges 2z € C setzen wir:

cos z 1= ; (ejz + e_jz) , sinz:= Qlj (ejz — e_jz) (3.5)

Satz 3.3 (Eigenschaften der sin- und cos-Funktion)
1) Es gelten fir z,w € C die Additionstheoreme:

cos(z + w) = cos z cosw — sin z sin w
sin(z 4+ w) = sin z cosw + cos z sinw
sin?z +cos?z = 1

2) Fir z = x + jy gilt folgende Zerlegung in u(xz,y) = Re f(x + jy) und
v(z,y) =Im f(z+jy):

cos(z + jy) = cosxcoshy — jsinzsinhy
sin(z + jy) = sinx coshy + j cos x sinh y

3) cos z,sinz sind (wie im Reellen) 2m- periodisch.

4) Durch die Fortsetzung ins Komplexe kommen keine weiteren Nullstellen
hinzu, d.h. fir k € Z gilt:

cosz:O(:)z:lm—l—g , sinz=0«<z=kn

BEwEIs:  Wir wollen uns dabei kurz fassen und die explizite Nachrechnung einiger
Beziehungen dem Leser {iberlassen.

1) Aus (3.5) folgt direkt: cos(—z) = cosz und sin(—z) = —sinz und auferdem
die Eulersche Formel im Komplexen: e/* = cos z + jsin z. Nach Definition gilt:
cos(z +w) = 3(e?el” + e792eI%). Ausnutzen der Eulerschen Formel ergibt das

Additionstheorem fiir cos z.

2) Es gilt cos(z + jy) = cosz cos(jy) — jsinzsin(jy) auf Grund des Additionstheo-
rems fiir cos z. Der Rest folgt daraus, dal man in (3.5) z = jy einsetzt.

2Denn es gilt damit auch: e/(=*) = cosz — jsin x)
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1/ . A 1,/ . A
3) cos(z +2m) = 5 ( J(z+2m) 4 e_](z“’r)) =3 (ejz + e_]Z) = cos z. Benutzt wurde
dabei: /2™ = 1 = ¢7J27,
4) cosz=0&¢e*+e P =0 =-1oz=5+kn

Die hyperbolischen Funktionen

Die im Reellen giiltigen Definitionsgleichungen werden in die komplexe Ebene
fortgesetzt; wir definieren also:

1 z —z : o 1 z —z
COShZZ:§(6 +e ) , smhz.—§(e —e ) (3.6)
Ein Vergleich mit (3.5) zeigt, daf§ diese Funktionen durch die trigonometrischen
Funktionen darstellbar sind:
cosh z = cos(jz), sinhz = —jsin(jz)

Hiermit lassen sich die wichtigsten Eigenschaften der hyperbolischen Funktionen
aus denen der trigonometrischen Funktionen ableiten.

1) Additionstheoreme gelten wie im Reellen, z.B. cosh® z — sinh® z = 1.
2) Wie e? sind cosh z und sinh z 27 j-periodisch.

3) Nullstellen:
coshz =0 < z= (kﬁ?‘(‘—{—;)j (keZ)

sinhz=0 <= z=knj (k€Z)

3.3 Holomorphe Funktionen

Komplexe Differenzierbarkeit einer Funktion f an einer Stelle z wird zuné&chst
so definiert, wie wir es aus der Analysis von Funktionen einer reellen Variablen
gewohnt sind.

Definition 3.1 Die komplexe Funktion f sei in einer Umgebung U von z defi-
niert. Falls der Grenzwert
f(z+h) - f(2)

1 1

F(z) = fim h

existiert, heifit f in z komplex differenzierbar und f'(z) wird Ableitung von f
m 2 genannt.

Ist die Ableitung f'(z) fir alle z aus einem Gebiet G C C vorhanden, so heifit f
holomorph oder analytisch auf G.

(3.7)
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e Holomorphie von f bedeutet also, dass f fiir alle z aus einem Gebiet G
komplex differenzierbar ist. Solche Funktionen besitzen viele bemerkens-
werte Eigenschaften, deshalb haben sie eine eigene Bezeichnung erhalten.

e An Stelle von , holomorph* verwenden wir meist die Bezeichnung ,analy-
tisch®.

Jede komplexe Funktion w = f(z) kann man - wie bereits dargelegt - auch als
Vektorfeld der Dimension n = 2 auffassen: f(z,y) = (u(x,y),v(z,y))". In Mathe-
matik B (Abschnitt 6.8) wurde der Begriff der Differenzierbarkeit eines Vektor-
feldes eingefiihrt und untersucht. Damit stellt sich die Frage, in welchem Zusam-
menhang dieser Begriff der ,reellen Differenzierbarkeit” mit dem der komplexen
Differenzierbarkeit fiir Vektorfelder steht.

Satz 3.4 (Charakterisierung komplexer Differenzierbarkeit)
Die Funktion f = u+juv set in einer Umgebung des Punktes z = x+jy definiert.
Das Vektorfeld (u,v)T sei im Punkt (x,y) differenzierbar. Genau dann ist f in
2z komplex differenzierbar, wenn die so genannten Cauchy-Riemannschen DGLn
im Punkt (x,y) gelten:

Uz (2, y) = vy(z,y) , uylz,y) = —va(z,y) (3.8)

In diesem Fall erhalten wir die komplexe Ableitung aus:
fla+iy) = ulz,y) + vz, y) (3.9)

BEWEIS:  Es ist vorausgesetzt, dass (u,v)? im Punkt (z,y) reell differenzierbar ist.
Nach Satz 6.16 (Mathematik B) bedeutet dies, dass fiir (x 4+ h1,y + he) aus einer
Umgebung von (x,y) die folgende Darstellung gilt:

w(@+hi,y+he)\ _ fuley)) _ [ ualzy)  uy(zy) | (ha), [or([A])
- = + (3.10)
v(z+hi,y+he)) \v(z,y) v(@,y)  vy(@,y) ) \h2) \o2(]h])
Der letzte Term erfiillt dabei eine o-Bedingung.
Entsprechende Uberlegungen wie im Reellen zeigen (vgl. Mathematik A (3.5)), daB

komplexe Differenzierbarkeit von f dquivalent dazu ist, dal folgende Darstellung mit
o-Bedingung gilt:

fz+h) = f(z) = f'(z)h+o(|h]) (3.11)
Wir setzen f/(z) := a + jb, h := hy + jhe. Dann erhalten wir die Beziehung:

f’(z)h = ahi; — bhy + j(ahg + bhl)
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Die Gleichung (3.11) schreiben wir in zwei Gleichungen in Vektorform (eine fiir den
Real-, die andere fiir den Imaginérteil):

u(+hi,y+h))  [(u(z,y) _[a b hi N o1(|h])

v(z + hi,y + ha) v(z,y) b a ho o2(| k)
Vergleicht man diese Gleichung mit (3.10), so folgt, dafi die Jacobi-Matrix die folgende
Gestalt hat:

ux(x,y) uy(x,y) a —b
J Z, = —
£(@9) <%mw vy(@,y) b a
Daraus erhilt man aber die folgenden Identitéten:
u:r(z7y) :azvy(aj,y) U:E(xvy) =b= _Uy(xay)

f(2) = a+jb=ug(z,y) + jvg(z,y)
]

Bekanntlich ist ein Vektorfeld (u,v)?, das auf einem Gebiet G stetige partiel-
le Ableitungen w,, u,, vy, v, besitzt, auf G total differenzierbar. Damit erhalten
wir mit Hilfe von Satz 3.4 ein praktikables Kriterium fiir den Nachweis der
Holomorphie einer Funktion f auf G.

Satz 3.5 Die Funktion f = u+jv sei auf dem Gebiet G definiert. Die Funktionen
u und v mégen auf G stetig partiell nach x und y differenzierbar sein. Falls u und
v fiir alle (x,y) € G die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen, also

ug (2, y) = vy(z,y) vy, y) = —va(2,y)
efilllen, dann ist f auf G eine analytische Funktion.

Fiir den Nachweis der Holomorphie einer Funktion f auf einem Gebiet GG und die
Berechnung der Ableitung stehen uns zwei Methoden zur Verfiigung:
1) Definition 3.1 oder 2) Satz 3.4 bzw. Satz 3.5

Beispiel 3.3 :

1) f:C—C, f(z) := 2z%. Wir verwenden Definition 3.1:

P €2 ) RS B
f(z)—}lllirg)T—lllli%(Qz—i—h)—Qz

f ist auf C analytisch und es gilt: f'(z) = 2z.
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2) f:C — C, f(z) := e*. Wir verwenden Satz 3.5 und beachten dabei, dafl
u(z,y) = e*cosy und v(z,y) = e*siny ist. Die partiellen Ableitungen

ug(z,y) =e"cosy  uy(x,y) =—e"siny
vy(x,y) =€e"siny  vy(x,y) = e cosy
sind stetig auf R%. Man liest ab, daf§ die Cauchy-Riemannschen DGLn

Uy = vy, v, = —u, fiir alle (x,y) € R? erfiillt sind, also ist f auf C analytisch.
Man erhélt mit Satz 3.4:

F(2) = ug(2,y) + jva(z,y) = e cosy + je"siny = e"e?? = ¢*

3) f:C — C, f(2) := z. Wegen z = z — jy erhidlt man: u(z,y) = = und
v(x,y) = —y. Daraus folgt:

u, =1, wu, =0, v,=0, v,=
Stets ist u, # v,. Es gibt also kein Gebiet G' C C, auf dem f analytisch ist.

BEACHTE: Die Funktion z — Z ist nirgends auf C komplex differenzierbar. Man
wird daher nicht erwarten konnen, dass Funktionen, in denen Zz auftritt, analy-
tisch sind, etwa: z +— z 2z = |2|? oder z — €7,

Nach (3.11) ist komplexe Differenzierbarkeit in z dquivalent damit, dal die Dar-
stellung

fz+h)=f(=)+ f(z)h+o(lh])
gilt. Daraus folgt direkt: }llirr(l) f(z+h) = f(z), woraus sich die folgende Implikation
ergibt:
Ist f in z komplex differenzierbar, so ist f in z erst recht stetig (,komplexe
Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit).

Die folgenden Ableitungsregeln sind von ihrer Form her aus der reellen Analysis
bekannt. Sie konnen analog wie dort begriindet werden (vgl. Mathematik A,
Abschnitt 3.2).

Satz 3.6 (Rechenregeln fiir die komplexe Ableitungen) Die Funktionen
f,q seien in z komplex differenzierbar. Dann trifft dies auch auf f + g, af, fg
und g 2 (5 nur, falls g(z) # 0 ist) und es gelten folgende Formeln:

L (f(2) + 9(2))" = f'(2) + g'(2) (Summenregel)
2. (af(z)) = af'(z) (konstanter Faktor)
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3. (f(2)9(2)) = f'(2)9(2) + f(2)g'(2) (Produktregel)
@\ _ S(2)9(2) = f(2)d'(2)
(5

9(2) 9(2)?
Ist F in w = g(z) komplex differenzierbar, so gilt die Kettenregel:

[F(g(2))] = F'(9(2))d'(2)

(Quotientenregel)

Beispiel 3.4 :

1) (cosz) = ; (ejz + e_jz)/ = ; (jejz - je‘jz) = —21, (ejz - e_jz> = —sinz

Die Funktion f(z) = cosz ist auf C analytisch mit f'(z) = — sin z. Ebenso
ist g(z) := sin z auf C analytisch mit ¢'(z) = cos z.
/ 1 z —z ! 1 z —z .
2) (coshz) = 5(6 +e ) = 5(6 —e ) = sinh z.
Die Funktion f(z) = cosh z ist auf C analytisch mit f’(z) = sinh z. Ebenso
ist g(z) := sinh z auf C analytisch mit ¢’(z) = cosh z.

Im folgenden Satz stellen wir die Ableitungen fiir einige grundlegende Funktionen
zusamimen.

Satz 3.7 (Die Ableitungen elementarer Funktionen) Jede der folgenden
Funktionen f ist auf dem angegebenen Gebiet G analytisch und besitzt dort die
Ableitung ' (mit a € C und n € N):

f PG| f f G
c 0 C| cosz | —sinz C
2" | mz" 1| C | sinhz | coshz C
e” e* C || coshz | sinhz C
e”” | ae” | C| Inz 2 C\{z |z <0}
sinz | cosz | C = e C\ {0}
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Die Funktion f: G := C\{0} — C, f(2) :=Ilnz =In|z|+arg(z) (Hauptwert des
Logarithmus) ist entlang des Strahls R_ = {z |z < 0} unstetig (Sprung um 27).
Daher kann die Funktion in keinem Punkt x € R_ komplex differenzierbar sein.
Die Ableitung in den iibrigen Punkten z wird in den Ubungen hergeleitet.

Zusammensetzungen obiger Funktionen leitet man nach den Ableitungsregeln in
gewohnter Weise ab, z.B.:

) flz)=22+j22 -1 = fl(2) =32"+2j2
B 222 — 1

) 1) = P =20 £0)

3) f(z) =sin*(2z+1) = f'(2) = 4sin(2z + 1) cos(2z + 1)
Erginzung*:
Ist f = u + jv eine auf G analytische Funktion, so erfiillen v und v auf G die

Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen:

Uy = vy und uy = —uv,
Setzt man u, v als C?-Funktionen auf G voraus, 3 so folgt:
Upy = Vyp  UNd Uy = —Vpgy

Addiert man diese beiden Gleichungen, so zeigt sich, dass u die folgende Diffe-
rentialgleichung erfiillt:
Ugg + Uyy = 0 (3.12)

Sie wird Laplacesche DGL der Ebene genannt. (Analog erhélt man: vy, +v,, = 0.)
Es gilt also: Real- und Imaginérteil einer auf G analytischen Funktion geniigen
auf G der Laplaceschen DGL.

Der folgende Satz zeigt, dass unter einer zusétzlichen Voraussetzung auch die
Umkehrung gilt.

Satz 3.8 Die Funktion u : G — R erfiille auf dem einfach zusammenhdngenden
Gebiet G C R? die Laplacesche DGL (5.12). Dann ist u Realteil einer auf G
analytischen Funktion f = u + jv.

3Wir werden sehen, daf8 jede analytische Funktion f auf G beliebig oft differenzierbar ist,
so daf} diese Voraussetzung iiberfliissig ist.
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BEWEIS:  Zu vorgegebenem u wird eine Funktion v gesucht, so daf§ auf G die Cauch-
Riemannschen DGLn erfiillt sind, ndmlich:

Vg = —Uy, Vy = U, oder dquivalent: gradv = (—uy,ux)T

Zu vorgegebenem Feld h := (—uy,ugg)T ist eine solche Gleichung auf G' genau dann
erfiillbar, wenn die Integrabilitdtsbedingungen hi, = hoy & —uyy = Uy, erfiillt sind.
Dies trifft zu, weil die Laplacesche DGL nach Voraussetzung erfiillt sein soll. D

Beispiel 3.5 :

Man zeige, daB u(x,y) = 2% — y? — 4y Realteil einer auf G = C analytischen
Funktion ist, und berechne den Imaginirteil v(z,y).
Man bestétigt leicht: u,, = 2, uy,, = —2, also erfiillt v die Laplacesche
DGL auf R?. Wir bestimmen die Funktion v aus den Cauchy-Riemannschen
DGLn, wobei zu beachten ist, dass u,, u, ja bekannt sind:
Uy =—uy, =2y +4 = v(x,y) =2zy+ 4z + c(y)
vy = Uy =20 = v(z,y) =2zy+ c(x)

Ein Vergleich ergibt: v(z,y) = 2zy + 4z + ¢
= fle+jy) = u(z,y) +ju(,y) = 2° —y* — 4y + j(20y + o +¢)

Die Funktion wird spéter noch explizit in Abhéngigkeit der Variablen z
angegeben.

3.4 Isolierte Singularititen

Wir stellen zunéchst ein niitzliches Prinzip zur Berechnung von Grenzwerten
vor, das uns aus der reellen Analysis bekannt ist.

Satz 3.9 (Grenzwertbestimmung nach de I’Hospital)
Die Funktionen f und g seien auf einer Umgebung U.(2p) von zy analytisch mit

f(z0) = 0= g(z0). Ist g'(z0) # 0, so folgt:

1) _ L)
5 9~ g(a0)

Zusatz: Tritt der Fall f'(z0) = 0 = ¢'(z0) ein, und ist ¢"(z) # 0, so ist der
Grenzwert mit f"(z0)/g"(z0) identisch, usw.
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BEWEIS:  Wegen f(z9) = 0 und g(zp) = 0 gilt folgende Identitiit:

f(z) _ f(z) = f(z0) _ f(2) = f(20)  g(2) —g(20)

9(2)  g(2) — g(=0) Z—Z0 ' Z = 20

Der Grenzprozefl z — zg, durchgefiihrt an obiger Beziehung, ergibt:

f(z) _ ['(=0)

im
=20 g(z)  g'(20)

Durch Wiederholung der Argumentation begriindet man den Zusatz. D

Wir wiederholen einige aus dem Reellen bekannte Beispiele:

. sinz cos0 . 1 —cosz . sinz cos 0 1
lim = =1 lim —— = lim = = —
z—0 2z 1 z—0 22 z—0 2z 2 2

Man nennt zj eine isolierte Singularitit (oder singulédre Stelle) von f, wenn
f in einem Gebiet der Form K, (zo) \ {20}, analytisch, aber in z, selbst nicht
definiert ist.

Kr(20)\{z0}={z | 0<|z—z| <r}

Kreisgebiet ohne den Punkt zg

Zur Erlduterung vier Beispiele: Die isolierten Singularitéten

1) von f(z):= #21(3_2) sind 20 =0, 2y = 1, 25 = 2,
2) von g(z) = 2257 sind 20 = j und 2z = —7,

2) von h(z) := =+ sind 2z, = kn (k € Z),

sin z

3) von k(z) := e ist z = 0.

Es werden drei Typen von isolierten Singularitdten unterschieden: hebbare Sin-
gularitédt, Pol der Ordnung n und wesentliche Singularitét.
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Definition 3.2 z; sei eine isolierte Singularitit der Funktion f.

a) zg wird hebbar genannt, wenn lim f(z) existiert.

2—20
b) zo heifst Pol der Ordnung n (n € N), wenn lim (z — 20)" f(z) ezistiert und
2—20
£ 0 ist.

c) Im verbleibenden Fall spricht man von einer wesentlichen Singularitit.

Die Definition stellt gleichzeitig einen Test dafiir dar, welcher Typ von Singula-
ritdt vorliegt. Um den Test durchfiihren zu kénnen, mufl man aber im Grunde
genommen schon vorher eine Vorstellung davon haben, welche Singularitit vor-
liegt. Hilfsmittel dafiir werden in den Ubungen vorgestellt.

In den praktisch wichtigen Féllen kann man sich an die folgenden ,, Merkregeln*
halten, um Aufschluf} iiber den Typ der Singularitét zu gewinnen:

1) Quotient F' := f/g analytischer Funktionen: Sind f und g analytisch in
einer Umgebung U.(a) von a und gilt g(a) = 0, so besitzt der Quotient F
in a eine hebbare Singularitdt oder einen Pol.

2) Wird z.B. in einer der Funktionen e*, sinz, cosz die Varaiable z durch
1/(z — a) substituiert, so ist a eine wesentliche Singularitét.

Beispiel 3.6 :

1) Formales Anwenden des Tests auf die rationale Funktion

1—=z
1) = Zineriy
ergibt: zy = 0 Pol der Ordnung 2, z; = j und 2z, = —j Pole der Ordnung 1
(weil 22 + 1= (2 — j)(2 + j) ist), z3 = —1 Pol der Ordnung 3.
Merke: Bei rationalen Funktionen kann man jeden Pol und seine Ordnung
direkt aus der vollstdndigen Faktorzerlegung des Nenners ablesen, sofern
die Faktoren mit etwaigen gleichen Faktoren des Zéhlers so weit wie moglich
gekiirzt sind.

2) f(z) = 1_—Zez besitzt singuldre Stellen in z, = 2mmj (m € Z). Nach

obigen Ausfiihrungen kann es sich nur um hebbare Singularitdten oder Pole
handeln.
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a) zp = 0 ist hebbar, denn es gilt:

—1  (De I'Hospital)

22 —2 '
lim (z —27mmy) - T em
z—2mmyj 1 —e? _ e

= —2mmyj # 0

z=2mmj

3) f(z) = e+. Die Singularitit 2y = 0 ist wesentlich. Es gilt némlich, dass
der Limes von z"e'/* fiir z — 0 (wobei n fest, aber beliebig aus Ny ist)
nicht existiert. Dies trifft zu, weil bereits der reelle Term z"e'/* fiir x —
0 keinen Grenzwert besitzt. Dies sicht man ein, wenn man fiir e'/* die
Reihendarstellung

el/x—1+1+ ! + ! + !
B x 2z nlz®  (n+ 1)lzgnt!

einsetzt, die man aus der Taylorreihe von e* mit der Substitution u = 1/z
gewinnt.

3.5 Integration

Eine Parameterdarstellung einer Kurve C' in der Ebene R? besitzt nach Kapitel
1 die Gestalt:
r(t) = (z(t),y(t)" mit a<t<p

Ubertragen auf die komplexe Ebene C ist diese Darstellung gegeben durch:
2(t) =x(t) +jy(t), a<t<p

Der Begriff ,, Kurve“ wird also im Sinne der Definition 1.1 (n = 2) verwendet.

Beispiel 3.7 :

1. Die Parameterdarstellung einer Strecke, die die komplexe Zahl a := a1+ J as
mit der Zahl b := b; + j by verbindet, ist gegeben durch

2(t):=a+t(b—a) mittel01]
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2. Die Parameterdarstellung eines Kreises mit MP 0 und Radius R lautet:
2(t) = R(cost+ jsint)
Re't mit t € [0, 2]

3. Die Parameterdarstellung eines Kreises mit Mittelpunkt zy und Radius R
ist dementsprechen gegeben durch:

2(t) = 2+ Re mit t €[0,2n]

Definition 3.3 C sei eine Kurve, dargestellt durch z(t) = x(t) + jy(t) mit a <
t < (. f=u+jv sei eine auf C stetige Funktion. Dann heifst

B
/O fl2)dz = / F=(0)2(t) dt (3.13)

komplexes Kurvenintegral (kurz: Integral) von f lings C'. An Stelle von / f(z)dz
c

verwendet man auch das Symbol /c fdz.

Beispiel 3.8 :

1. Sei f(2) = z* und C sei die Strecke, die 1 — j mit 1 + j verbindet. Dann
erhilt man eine Parameterdarstellung von C' durch:

z(t)=1—j+j2t mit0<t<1

Dann gilt:
1
/szz = /z(t)z,é(t)dt
c 0
1
= /(1—j+j2t)22jdt
0
1
= 2j/ (4 — 47 + (4t — 2)j) dt
0
1 1 4
= 2j</ (4t—4t2)dt+j/(4t—2)dt):3j
o 0

2. Sei f(z) = z und C der Halbkreis in C, der die relle Zahl R mit der Zahl
—R verbindet. Dann ist eine Parameterdarstellung von C' gegeben durch:

2(t) = Re’* mit 0 <t < 7. Wegen 2(t) = Re 7' und 2(t) = Rj e’ erhilt
man:

/Czalz:/W%z(.t)dt:/WRe_thjejtdzf:RQj/7r dt = TR*j
0 0 0
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Bemerkungen :

1) Mit f =u+ jv, 2=72+ jy und dx = @ dt, dy = g dt folgt:

/Cfdz _ /ﬂ(u+jv)(j;+jy)dt

(67

&) &)
— /(usz—vy)dtﬂ/ (v + ug) dt

«

= /udz—vdy—l—j/vdx—l—udy (3.14)
c c

Dies ist die Zerlegung des komplexen Integrals in Real- und Imaginéarteil.

2) Fiir eine Kurve C, die sich aus endlich vielen Kurvenstiicken Ci,...,C,
zusammensetzt, setzt man:

/Cf(z)dz—é/Ckf(z)dz

Bezeichnungen: Eine Kurve C' = {z(¢) | a < t < 3} heifit doppelpunktfrei,
wenn fiir alle ¢1,t5 € (o, f) mit ty # to gilt: z(t1) # 2z(t2). Sie heiBft geschlossen,
wenn z(«) = z(f) ist. Ist sie geschlossen und doppelpunktfrei, so zerteilt sie
C in zwei Gebiete, in ein Innengebiet und ein AuBengebiet, die wir kurz das
JInnere“ bzw. das ,,AuBere“ von C' nennen. Eine geschlossene, doppelpunktfreie
Kurve C' heifit positiv orientiert, wenn das Innere von C' links von C liegt (in
Durchlaufrichtung gesehen). Dann benutzen wir folgendes Symbol:

7{Cf(z)dz ::/Cf(z)dz

Ein Beispiel fiir eine geschlossene, doppelpunktfreie Kurve ist ein Kreis K (MP
a und Radius r), dessen Parameterdarstellung gegeben ist durch: z(t) = a + re’t
mit 0 < ¢ < 27. In dieser Parameterdarstellung ist K positiv orientiert. Den Kreis
K kann man (mengenméfBig) auch in der Form

K :={z||z—a| =71}

beschreiben. Man driickt das Kurvenintegral iiber K daher auch wie folgt aus,
wobei positive Orientierung unterstellt wird:

fi_ar f(z)dz = /K f(z)dz (3.15)
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Beispiel 3.9 :

)

Berechne fiir jedes feste m € Z das Kurvenintegarl der Funktion
f(2) = (2 — a)™ tuber die Kurve K, die in (3.15) gegeben ist. Einsetzen der
Parameterdarstellung z(t) = a + re’t, 0 < t < 27 ergibt:

27 \Nm . 27 .
7{ (z—a)"dz = / (re’*)" rje’t dt =t / emHIt gy
[o—al=r 0 0

2w

1 .
Fiir m # —1 gilt: (z —a)"dz = r"™*y Mt _

|z—al|=r m—+1

0
2
Fiir m = —1 folgt: fi | (z —a) 'dz :j/ dt = 27y
z—al=r 0

(z—a)mdz—{ 0 , falls m # —1

Ergebnis: f 277, falls m = —1

|z—al|=r
Berechne f Z dz. Hierin sei C' der positiv orientierte Polygonzug durch die

c
Punkte 0,1,1 + j,7,0. Es sind die Kurvenintegrale {iber 4 Kurvenstiicke
(Seiten eines Quadrats) zu berechnen.

1
Cr:z(t)=t, 0<t<1: Zdz:/tdt:1/2
0

C1
1
Co:z(t)=1+41j, 0<t<1: zdz:/(1—tj)(j)dt:1/2+j
Ca 0
1
Cy:iz(t)=1—t+4j, 0<t<1: zdz:/ (1—t—j)(~1)dt = —1/2+
Cs 0
1
Ciiz(t)=(1—1)j, 0<t<1: zdz:/ (=14 1)j(—j)dt = —1/2
Cy 0

:>/zdz:/ zdot [ zdev [ zdet [ zdr=2j
C Cq Co Cs Cy

Die folgenden Regeln fiir das komplexe Kurvenintegral entsprechen denen des
reellen Kurvenintegrals und sind vollig analog wie diese zu begriinden.

Satz 3.10 f und g seien zwei komplexe Funktionen, die entlang des Kurvenstiicks
C stetig seien, ferner sei a € C. Dann gelten die folgenden Aussagen:

a) /C(f—i—g)dz:/cfdz—k/cgdz, /Cafdz:a/cfdz

b)/cfdz:/CIfdz+/02fdz (fiir C = C) & Cy)

c) ‘/Cfdz

< <r£1€acx|f(z) |> L (L Léinge von C)
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Der folgende von Cauchy stammende Satz wird wegen seiner grundlegenden Be-
deutung haufig als Hauptsatz der Funktionentheorie bezeichnet. Dabei wollen
wir eine geschlossene, doppelpunktfreie Kurve einfach geschlossen nennen.

Satz 3.11 (Cauchyscher Integralsatz)
f sei auf dem Gebiet G analytisch. Fiir jede einfach geschlossene Kurve C in G,
deren Inneres ganz zu G gehort, gilt:

%Cf(z)dz ~ 0 (3.16)

Beachte: Die Voraussetzung schliefit ein, daf§ f im Inneren von C iiberall defi-
niert und analytisch ist. Insbesondere diirfen im Inneren von C' keine isolierten
Singularitdten der Funktion f liegen.

BEWEIS:  Setzt man f'(z) als stetig * auf G voraus, so li8t sich die Behauptung
leicht als Folgerung aus dem Stokesschen Integralsatz fiir die Ebene gewinnen (vgl.
(2.9). Fiir ein C2-Feld g mit g(x) = (g1(7,y), g2(7,y))T gilt danach:

/Cgld:n—kggdy = //F(ggm—gly)dxdy (3.17)

wobei die Kurve C' den Bereich F' berandet. Wir wenden diese Formel auf den Real-
und Imaginérteil von [ fdz an (sh. (3.14)):

/udw—vdy—// y)dzdy =0
/vdw—l—udy—// y) dxdy =0

Die Gleichheit mit null gilt wegen der CR-DGLn: u, = v, und uy = —v,. []

4An sich ist diese Voraussetzung iiberfliissig, weil sich zeigen wird, daf8 eine auf G analytische
Funktion f auf G beliebig oft differenzierbar ist, folglich ist jede Ableitung stetig auf G.
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Beispiel 3.10 :

f(z) = 1 ist analytisch auf G = C\ {0}. Wihlt man als Kurve den Kreis
|z| = r (mit » > 0), so liegt im Inneren der geschlossenen Kurve die
Singularitét zy = 0. Es sind also die Voraussetzungen des Satzes verletzt.
Tatsdchlich gilt nach Beispiel 3.9, 1) (mit a := 0, m = —1):

1
7{ —dz =2mj
|z|=r &

Wihlt man dagegen fiir C' den Kreis |z — 2| = 1, so ist f im Innengebiet
der Kurve analytisch. Aus dem Satz folgt daher:

1
f —dz=0
z

|z—2|=1

Aus dem Satz ergeben sich einfache, hinreichende Bedingungen fiir die Wegun-
abhingigkeit des Kurvenintegrals.

Satz 3.12 f sei eine auf dem Gebiet G analytische Funktion.

1) T und C seien zwei Kurven in G, die beide den Anfangspunkt a mit dem
Endpunkt b verbinden. Falls das Innere von I' ® C, ganz zu G gehort, dann
qgilt:

/Ff(z)dz:/cf(z)dz

2) T' und C seien nun zwei einfach geschlossene Kurven in G, so dafi der
gesamte Bereich ,zwischen® C' und I' ganz zu G gehért (wobei C' und T
positiv orientiert seien). Dann gilt:

/Pf(z)dz:/cf(z)dz
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BEWEIS:

1) Da C @', einfach geschlossen ist, folgt mit dem Cauchyschen Integralsatz:

0:/C@F*fdz:/Cfdz—ir/r*fdz:/cfdz—/rfdz

2) A sei ein Punkt auf I, B sei einer auf C, so wie in der Skizze dargestellt. AB sei
die Strecke, die A mit B verbindet, analog ist BA zu verstehen. Mit A =a = b
folgt aus Teil 1):

/Ffdz:/Efdz—i—/cfdz%—/mfdz:/cfdz

Denn das Integral iiber AB hebt sich mit jenem iiber BA weg.

Beispiel 3.11 :
Es wird die auf G := C\{0} analytische Funktion f(z) = I betrachtet.
1) Die beiden Kurven C; und Cy, definiert durch z(t) = €', 0 <t < 7/2 bzw.

z(t) = e 0 < t < 37/2, verbinden die Zahlen 1 und j. Zwischen den
beiden Kurven liegt aber der Punkt 0, der nicht zu G gehort.

1 /2 1 . w/2 T
—d:/ —(jeit dt:'/ dt = j =
/(le N 0 eﬂt(je) J 0 ‘]2

1 3m/2 ] , 3m/2 3m
~d :/ (et dt:—‘/ dt = 57
/CQZ N 0 eﬂt( ]6) J 0 J2

2) I'y sei der Polygonzug, der die Punkte 1,1 + j, 7 verbindet, und I'y jener,
der die Punkte 1,1 — 5, —1 —j, —1+ 7, 7 durchléuft. Nach obigem Satz, Teil
1) und vorangehendem Beispiel gilt:

1 1 1 1 3
/ —dz:/ —dz:jz, / —dz:/ —dz:—j—w
Iy 2 Cy 2 2 Iy 2 Cy 2 2
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3) Sei C eine einfach geschlossene Kurve, in deren Inneren 0 liegt. Nach obigem
Satz, Teil 2, und wegen Beispiel 3.9,1) folgt:

1 1
fdz:/ —dz =2mj
cz l2|=1 2

1 1

an
/

Skizze zu 1) Skizze zu 2)

I'y =

NP

Skizze zu 3)

G sei ein Gebiet und f : G — C. Eine auf G analytische Funktion F' heif3t
Stammfunktion von f auf GG, wenn gilt:

F'(z) = f(2) (fiir alle z € G)

Satz 3.13 (Integration mittels einer Stammfunktion)

G sei ein Gebiet in C und f sei analytisch auf G.> Fiir jede Kurve C in G
ist das Integral [, f(z)dz genau dann unabhingig von C, wenn f auf G eine
Stammfunktion F besitzt. Dann gilt, wenn a Anfangs- und b Endpunkt von C' ist:

Lﬂ@M:F@—F@

5Der Beweis zeigt, dal man f nur als stetige Funktion voraussetzen miifte.
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BEWEIS:

1) Zunichst gehen wir davon aus, dafi f auf G eine Stammfunktion F besitze. C
sei durch z(t), o <t < (3, dargestellt. Es ist z(«) = a, 2(8) = b. Da %F(z(t)) =
F'(2(t))2(t) ist, folgt:

fd

/Cf(z)dz:/jf(z(t))z’*(t)dz:/a SR ((t))di

[l
!
VS
N
o)
~~
N—
=
[l
!
—
S
N—
\
!
—
)
&

Dies zeigt, dafl das Kurvenintegral von C unabhéngig ist.

2) Es werde nun vorausgesetzt, dal das Integral von C' unabhéngig sei. Sei mit a
der Anfangs-, mit z der variable Endpunkt von C bezeichnet. Setze

F@) = [ 1) d
und betrachte den Differenzenquotienten:

1 1 rzth
PG+ —FE) =1 [ 1 de

Wir verbinden z und z + h mit der Strecke £(¢) = z 4+ th, 0 < ¢t < 1. Wegen

&(t) = h folgt nun, da f stetig ist:

1 rzth 1 rl 1 )
E/z () dE = H/o F(= + th)hdt :/O F(o+th)dt — f(z)  (fiir h— 0)
Also: F'(z) = f(2).

]

Der Satz wird mit Hilfe eines einfachen Beispiels erldutert:

Betrachte die auf C analytische Funktion f(z) := z e*. Durch Produktintegration
erhilt man (genau wie im Reellen) folgende Stammfunktion: F'(z) = (z—1) e*. Ist
nun C' eine (beliebige) Kurve, die beispielsweise die Punkte 1 und 7j verbindet,
so gilt fiir das Kurvenintegral:

/zezdz:(wj—l)e”j—OZI—ﬁj
c

Wann besitzt f auf G eine Stammfunktion? Eine hinreichende Bedingung fiir
die Existenz einer Stammfunktion 148t sich leicht finden.

Satz 3.14 Ist f auf dem einfach zusammenhdngenden Gebiet G von C analy-
tisch, dann besitzt f auf G eine Stammfunktion.

BEWEIS: C und T seien zwei Kurven in G, die ¢ und b verbinden. Da G einfach
zusammenhéngend ist, gehort das Innere von C & I'y zu G. Satz 3.12 impliziert nun:
Jo f(2)dz = [ f(2) dz. Auf Grund der Wegunabhéngigkeit des Kurvenintegrals besitzt
f eine Stammfunktion auf G nach Satz 3.13. []
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Beispiel 3.12 :

1) f(z) = 1 ist analytisch auf G := C\ {0}. Aus Beispiel 3.11, 1) wissen
wir, daf die Wegunabhéngigkeit von [ % dz auf G nicht gewéhrleistet ist.
Also besitzt f auf G keine Stammfunktion. Bekannt ist, da} f auf G_ =
C\ {z | = <0} die Stammfunktion F(z) = In z + ¢ besitzt (Satz 3.7). Ist C'
eine Kurve in G_ mit Anfangspunkt a und Endpunkt b, so gilt:

1dz:lnb—lna
cz

2) h(z) = % ist analytisch auf G := C\ {0}. Die Ableitungsregeln ergeben,
daB H(z) = —% + ¢ eine Stammfunktion von h auf G ist. Fiir eine Kurve
C in G, die a mit b verbindet, sowie fiir eine einfach geschlossene Kurve I,
die in G verlauft, gilt:

1 1 1 1
/Cﬁdzza—g und ﬁ;dZ:O

3) Fiir das ,unbestimmte Integral“ benutzt man dasselbe Symbol wie im Re-
ellen; man verwendet auch entsprechende Integrationsregeln (Produktinte-
gration, Substitutionsregel):

1
/ez dz = e +c, /ZGZ dz = (z—1)e* +c, /(22+1)32 dz = §(22+1)4+c

Wir wenden uns nun einer Aussage von Cauchy zu, die zu den bemerkenswertesten
der komplexen Analysis gehort.

Satz 3.15 (Integralformel von Cauchy)

Die Funktion f sei analytisch auf dem Gebiet G. C' sei eine einfach geschlossene,
positiv orientierte Kurve in G, so daf$ das Innere von C' ganz zu G gehort. Dann
qgilt fiir jedes zo aus dem Inneren von C':

f(20) R (2) dz

:27rj CZ— 2

Der Satz ist deshalb {iberraschend, weil er besagt, dafl die Funktion f im Inneren
von C' bereits vollstandig durch die Werte f(z) auf der berandenden Kurve C
festgelegt ist.
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A 4

2o liegt im Inneren von C

BEWEIS:  Sei r > 0 so, dafl der Kreis | z — zo| = 7 (a fest) im Inneren von C' liege.
Dieser Kreis besitzt dann die Parameterdarstellung: z(t) = zg + re/t, 0 < ¢t < 2. Mit
Satz 3.12 folgt:

M dz = j<1|{ Lz) dz = o Mrjejt dt :j/zﬂ flzo + Tejt) dt
0

czZ— 2 2—zo|l=r Z — 20 0 rejt

Dieses letzte Integral ist unabhéngig von r, fiir r — 0 strebt der Ausdruck gegen den
Wert 27j f(z0), somit:
f(z)

CzZ—20

dz = 2mj f(z0)

Beispiel 3.13 :

z

1) szm +37 dz =2mjf(0) = 1875 (mit f(z2):= (2% + 3)?)

2 2
lz—1=1 2z —1
e? e? o
3 7(1 :% _d _% d:2 .0_2 .1
) lz2=2 (2 + 1) & 2]=2 2 < b2z 1 1 z Ty€ mje
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3.6 Potenzreihen und Taylorentwicklung

3.6.1 Potenzreihen im Komplexen

Es sei (ag)ken, mit ar = ax + jf eine komplexe Zahlenfolge. Dann erhalten wir
eine Reihe komplexer Zahlen durch

doar = Y ap+iy b (3.18)
k=0 k=0 k=0

Die Reihe Y ay ist konvergent dann und nur dann, wenn Re(} ax) := 3 oy und
Im(Y" ay) := Y Bk konvergent sind. Andernfalls ist sie divergent. Sie heifit absolut

konvergent, wenn Y | ay | konvergent ist. Wegen |ay | = /a2 + 52 erhélt man:
lak| > o |,| Bk |- Somit folgt aus der absoluten Konvergenz von 3 ay jene der
Reihen > aj und > Bk. Auch fiir komplexe Reihen folgt somit aus absoluter
Konvergenz die Konvergenz im gewohnlichen Sinne.

Betrachtet wird nun fiir ein festes z; € C die komplexe Potenzreihe
Zak(z—zo)k = a0+a1(z—zg)—|—a2(z—zo)2—|—~- (ZEC) (319)
k=0

Gibt es iiberhaupt ein z # z,, fiir das diese Reihe konvergiert, so gibt es ein
r > 0, so daf die Reihe fiir alle z mit | z — z9 | < r absolut konvergiert und fiir
alle z mit | z — 29 | > r divergiert. (Der Fall = oo ist méglich.) Die Begriindung
verlduft analog zur entsprechenden Aussage reeller Potenzreihen (vgl. Math B,
Satz 2.12). Der Begriff , Konvergenzintervall“ ist nun durch ,,Konvergenzkreis*
zu ersetzen.

C Divergenz

absolute
Konvergenz

Fiir die Reihe (3.19) kann also nur einer der folgenden Fille eintreten:
1) Die Reihe konvergiert nur fiir z = zp; wir setzen dann r := 0.

2) Die Reihe konvergiert fiir alle z € C; in diesem Fall setzen wir r := oo.
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3) Es gibt ein r > 0, so dafl die Reihe fiir z mit | 2 — 29 | < r konvergiert und
fir z mit |z — zo | > r divergiert. (Fiir z € C mit |z — z9| = r (Kreisrand)
ist keine allgemein giiltige Aussage moglich.)

Die Zahl r heifit Konvergenzradius und, falls » # 0 ist, wird das Gebiet
K, (z) :={2 € C||z— 2| < r} Konvergenzgebiet der Reihe genannt. Falls

ar # 0 fiir alle k ist und die Grenzwerte existieren (auch im uneigentlichen Sinne),
so gilt:

1
r= lim —— bzw. r= lim ||
k—o0 k-/| ay | k—o0 ’Clk_;,.l |

Bekannt ist uns bereits die geometrischen Reihe; sie lautet:

YoF=1+z4+22+2+... =
k=0

T (fir z € Cmit | z| < 1)

3.6.2 Eigenschaften von Potenzreihen

Es werden nun wichtige Eigenschaften einer Potenzreihe

o0

f(z):= ]; ar(z — 20)" = ap+ai(z —2) tas(z—20)*+---  (3.20)

formuliert. Thre Begriindung kann aus dem Reellen iibernommen werden. Der in-
teressierte Leser moge die Beweise der entsprechenden Sétze (vgl. Mathematik B,
Sétz 4.4 bis 4.6) aus der reellen Analysis auf komplexe Potenzreihen tibertragen.

Satz 3.16 (Integration einer Potenzreihe)
Liegt die Kurve C' im Konvergenzgebiet K, (zo) der Potenzreihe (3.20), so darf
diese gliedweise integriert werden, also:

/ f(z)dz = / <Z ap(z — zo)k> dz=>_ ak/ (2 — 20)" dz
¢ ¢ \k=0 k=0 ¢

Das Ergebnis gilt entsprechend auch fiir unbestimmte Integrale.

Satz 3.17 (Differentiation einer Potenzreihe)

Die Potenzreihe (3.20) ist auf ihrem Konvergenzgebiet K, (zo) beliebig oft komplex
differenzierbar. Die Ableitungen erhdlt man durch gliedweise Differentiation:

f'(z) = i kap(z —20) % f'(2) = i k(k—1)ap(z —20)" 72, usw.
k=1 k=2



KAPITEL 3. FUNKTIONENTHEORIE 85

Die abgeleiteten Reihen haben alle den Konvergenzradius r. Insbesondere: f, f', ...
sind auf K, (20) analytisch. Ferner lassen sich die Koeffizienten ay, wie folgt durch
die Ableitungen ausdriicken:

f(k)(zo)
k!

ap =

(fiir k € No)

Das Konvergenzverhalten von Potenzreihen mit negativem Exponenten,
also von Reihen der Form

hz) = i % _ b b (3.21)

(=20 z—2 (z—2)?

1Bt sich durch die Substitution w = ﬁ auf jenes gewohnlicher Potenzreihen
zuriickfithren. Durch Einsetzen in (3.21) bekommen wir:

> bw” (3.22)
k=1

Ist 7 der Konvergenzradius von (3.22), so folgt auf Grund folgender Aquivalenzen

1
<r<=l|z—2z|>-=R
T

lw| < r <
|z — 20|

daB die Reihe (3.21) auf einem AuBenkreisgebiet |z — zo| > R konvergiert und
fir | z — 20| < R divergiert. Offenbar gilt:

b
R=lim {/|by| bzw. R= lim [ D |
falls die Grenzwerte, auch im uneigentlichen Sinn, existieren. Die Integration und
Differentiation der Reihe (3.21) auf ihrem Konvergenzgebiet |z — zo | > R ist in
gewohnter Weise vorzunehmen:

/c(i@—bz@)dz‘zbkfw

(G S

1
z—z)" o (2= 20) k+
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3.6.3 Die Taylorreihe einer analytischen Funktion

Satz 3.18 (Taylorreihe) Die Funktion f sei auf dem Gebiet G analytisch und
2o sei eine beliebige Zahl aus G. Ferner sei K,(zy) das grofite Kreisgebiet, das
ganz in G liegt. Dann besitzt f fir jedes z € K,.(z) die Potenzreihendarstellung:

(k
Z f — z)* (3.23)

Insbesondere folgt daraus, dass f auf G beliebig oft differenzierbar ist.

BEWEIS: 2z liege innerhalb des Kreises {s | | s — z0| < r}. Dann folgt:

1 1 1 1 1 & /z—2\"
- - = Z(Z ZO) (3.24)
s—z s—zy—(2—20) s—20 1—% §—20 {25 \5 — 20

Verwendet wurde hierbei die Summenformel fiir die geometrische Reihe, was mdglich
ist, weil | z — z9 | < | s — 20| ist. Wir benutzen nun die Cauchysche Integralformel (3.15),
in die wir (3.24) einsetzen:

_ 1 f(s) 1 © (2 — o)
f(Z) - % |s—zo|=r § — 2 ds = % o zol=r [f(s) kz::o W] ds
Y[R S R (C NN P
- 1;:%) [2771' ?l{smm (5 — zg)k+1 ds] (2 = 20)
Setzt man hierin . ) £0
R 7{ oir (5= 20T % (3.25)

so ist die Potenzreihendarstellung f(z) = 3" ax(z — 20)* gewonnen. Aus der Herleitung
geht hervor, dass die Potenzreihe fiir jedes z € K, (zp) konvergiert. Da nach Satz 3.17
Potenzreihen auf ihren Konvergenzgebiet beliebig oft differenzierbar sind, tifft dies auch
auf f zu; ferner gilt nach diesem Satz: a, = f()(20)/k!. Damit ist der Satz vollstéindig
bewiesen. []

Setzt man a = f*)(z,)/k! in die Beziehung (3.25) ein, so erhilt man das folgende
Resultat.

Korollar 3.1 Die Funktion f sei analytisch auf dem Gebiet G und zy sei eine
beliebige Zahl aus G. Das Kreisgebiet K. (zo) liege ganz in G. Dann besitzt die
Ableitung f*)(z) fiir beliebiges k € Ny die folgende Darstellung:

fP(z) = k—'ff ZOM(Ldz (3.26)

27y z — zp)kH!
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Aus der Beziehung a; = f*)(z,)/k! folgt: Wird eine Funktion f auf dem Kreis-
gebiet K, (zg) durch die Potenzreihe f(z) = 3 an(z — 29)* dargestellt, so ist diese
notwendig ihre Taylorreihe an der Stelle z.

Beispiel 3.14 :

1) Betrachte die Exponenentialfunktion f(z) = e*, die fiir alle z € C definiert
ist. Nun gilt: f(2) = e?, f'(z) = e*, f"(2) =¢*, ..., fP(2) =€, ...
Also gilt fiir alle & € Ny: f)(0) = 1. Deshalb ist die Taylorreihe von f an
der Stelle zg = 0 gegeben durch:
00 22 Z3
f(Z)IZO: ,zk=1+z+5+§+...

= -

2) Die Entwicklung der Funktion f(z) = cos z an der Stelle zp = 0 kann genau
so wie im Reellen vorgenommen werden: Aus den Ableitungen
f'(z) = —sinz, f(z) = —cosz, f"(z) =sinz, f¥(z) = cos 2, folgt:
fO)=1, f(0)=0, f/(0)=-1, f"(0)=0,fD0)=1 usw.

Einsetzen in die Taylorformel ergibt:

22 2t S

cosz:l—ﬂ—i—ﬂ—ﬁjt...

Eine Alternative dazu besteht darin, die Taylorreihe von e? (s. 1)) zu nutzen:
2228
ezzl—l—z+§+§+... (fiir z € C)
Daraus erhélt man die Taylorreihe fiir cos z an der Stelle 2y = 0:

N PN jz\ — = § / E '
sz = 2 (e te ) 2 (kz:O k! +k L

1 G2 () S ¢ L) N VL
= 2<1~|—]z~|— 91 + 3] +oo+1—-g2+ SE] +oe
(Beachte: PP=-1'=1,=-1,"= )
L2 A L6 o0 2k
= 1-S+5 -5+t - =2CD
21 41 6! kz:% (2k)!
Die Taylorreihe fiir sinz um zy begriindet man &dhnlich wie die fiir cos z;
man erhélt:
o0 2k+1 S35 T
: — B L, e SR I A
S DU T TR YRy iak TR
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1
3) Die geometrische Reihe 1 =1+4+z+22+2%+... (fir | z]| < 1) ist die
z

Taylorreihe von f(z) = . an der Stelle z5 = 0.

4) Die nach 3) giiltige Reihendarstellung

1
1+ 2

=l—-z+22-24+2— (2| <)

wird nach z integriert:

1 1 1 1
1n(1+z):z—522+§z3—124+gz5+...+c

Setzt man z = 0 ein, so zeigt sich, dafl ¢ = 0 ist.

Man beachte, das die Taylorreihen der obigen Funktionen um den Punkt zy = 0
dieselbe Form besitzen wie die Taylorreihen der entsprechenden reellen Funk-
tionen um den Punkt zy = 0.

Satz 3.19 (Identitdtssatz fiir analytische Funktionen) f und g seien auf
einem Gebiet G analytisch. Stimmen die beiden Funktionen auch nur auf einer
unendlichen Menge der Form {z, | n € N} C G, die einen Hdaufungspunkt a in
G besitzt, tiberein, so sind f und g véllig identisch, d.h. es ist f = g auf G.

BEWEIS:  Wir nehmen an, (z,) konvergiere gegen a. (Sonst nimmt man eine gegen
a konvergente Teilfolge von (zy,).) Sei K,(a) das groBite Kreisgebiet um a, das noch zu
G gehort, und f(z) = Zak(z —a)® und g(z) = Zbk(z — a)* seien die Taylorreihen
von f bzw. g an der Stelle a. Wegen f(z,) = g(z,) Vn € N folgt:

ag+ a1(zn —a) +as(zn —a)* +--- = bg+b1(zn —a) +ba(zn —a)> +-  (3.27)

L&Bt man hierin z, — a streben, so folgt: ag = bp. Streicht man nun ag, by in (3.27)
und kiirzt durch (z, — a), so erhélt man a; = by, wenn man z, — a streben lafit. So
fortfahrend ergibt sich a; = by fiir alle k& € Ny. Damit sind die Taylorreihen f(z) =
Zak(z —a)* und g(z) = Zbk(z —a)*, also auch f und g auf K,(a) identisch. Wir
wéhlen nun einen beliebigen Punkt s € G und verbinden a und s mit einer Kurve
C. Sei @’ der Schnittpunkt der Kurven C' und |z —a| = r. Dann gibt es eine Folge
(21) C K,(a) mit 2], — d’. Sei K,.(a’) das grofite Kreisgebiet um o', das noch ganz in
G liegt. Da f(z],) = g(z],) fiir alle n gilt, folgt analog zu oben, dal f = g auf K, (a’)
ist. Man mache sich klar, dafl man nach endlich vielen Schritten ein Kreisgebiet erhélt,
das s enthilt, so dal f(s) = g(s) folgt. Da s beliebig aus G ist, hat man f = g gezeigt.
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]

Man kann den Satz auch so interpretieren: Eine auf GG analytische Funktion
ist durch ihre Werte auf einer ,,winzigen Teilmenge“ von G (die mindestens eine
Menge der im Satz beschriebenen Form umfafit) vollsténdig auf der gesamten
Menge G bestimmt.

Folgerungen:

1) Stimmen zwei auf G analytische Funktionen f und g auf einer Kurve C C G
iiberein, so sind sie {iberhaupt identisch.

2) Es gibt hochstens eine analytische Funktion f, die mit einer gegebenen
reellen Funktion auf einem reellen Intervall o < x < 3 iibereinstimmt.

Beispiel 3.15 :

Wir greifen Beispiel 3.5 auf. Dort haben wir u(z,y) = 22—y*—4y vorgegeben
und gezeigt, dass u Realteil einer auf G = C analytischen Funktion ist. Wir
haben den Imaginérteil v(z,y) mit Hilfe der Cauchy-Riemannschen DGLn
bestimmt als folgende Funktion: v(z,y) = 2zy + 4x + c.

Die folgende Funktion ist also eine auf C analytische Funktion:

fle+iy) = ulzy)+ju(z,y) = 2> —y* — 4y + j(2zy + 4z + ¢)

Setzt man hierin y = 0, so erhélt man die auf R definierte Funktion f(z) =
2% 4 47 x 4 ¢j. Wir setzen diese Funktion in die komplexe Ebene fort und
erhalten so die folgende Funktion, die auf C analytisch ist:

fi1(2) =224+4j24¢j

Da die Funktionen f und f; auf C analytisch sind und auf R dieselben Funk-
tionswerte besitzen, sind sie nach dem Identitdtssatz iiberhaupt identisch.
Es gilt also: f = f; auf C.
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3.7 Laurentreihen und Residuenkalkiil

Fiir m € Z seien Zahlen a,, € C sowie ein z; € C vorgegeben. Eine Reihe der
Form

o0

S(z) := i (2 — 29)™ Z (z — 2)F i:: (3.28)

m=—o0 — Z - ZO

heifit Laurentreihe mit Zentrum z,. Das Konvergenzgebiet der ersten Reihe hat
die Form |z — zy| < r, das der zweiten Reihe die Gestalt |z — zo| > R. Das
Konvergenzgebiet der Reihe (3.28) muf, sofern es nicht leer ist, also die Form
eines Kreisringes

M = {zeC|R<|z—2z]|<r} (3.29)

um zp mit Innenradius R und Auflenradius r besitzen. (Die Félle R = 0 oder
r = oo sind moglich.) Auf ihrem Konvergenzgebiet definiert die Laurentreihe eine
analytische Funktion S.

3.7.1 Darstellung durch Laurentreihen

Wir wollen nun umgekehrt zeigen, dafl eine auf einem Kreisring analytische Funk-
tion mit Hilfe einer Laurantreihe darstellbar ist. M sei wie in (3.29) gegeben mit
festen Zahlen R, r mit 0 < R < r < oo. (Der uns interessierende Fall ist, da} f
im Bereich |z — 29| < R ,Singularitdten® besitzt.)

Satz 3.20 (Darstellungssatz nach Laurent)
Jede auf einem Ringgebiet M (mit Mittelpunkt zo) analytische Funktion f lafst
sich fiir jedes z € M als Laurentreihe

f(z) = i (2 — 29)™ Zak z—z)F i_o: (3.30)

m=—o0 Z - ZO
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darstellen. Die Koeffizienten der Laurentreihe sind eindeutig bestimmt durch:

_ 1 f(s)
—f% " ds (3.31)

- 27y (s — zp)m+!

BEWEIS:  Sei z € M. g1, 02 seien so gewiihlt, dal R < o1 < |z| < g2 < 7 ist. C bzw.
I" seien die positiv orientierten Kreise | s — zp| = g1 und |s — 29| = 2. K sei nun der
in der Skizze dargestellte Integrationsweg: K =I'® AB @ C, ® BA

Nach der Integralformel von Cauchy (Satz 3.15) gilt:
1 fls)

f(z) = o b ~d (3.32)

Die Integration iiber AB und BA hebt sich auf. Ersetzt man den Integrationsweg C,
durch C, so mufl man das Vorzeichen &ndern. Also kann man (3.32) so schreiben:

L) )

277] rs—z ﬁjcs—z

f(z) =

=:p1(s) =:p2(s)
Fiir s € ' gilt nun nach dem Beweis des Taylorschen Satzes:

Z e
. n+1
s—z = (s—2)

Eingesetzt in p1(z) liefert:

Pl(z)zg[l.ﬁ&%d]z—zo niéoanz—zo

: 271y

=:an
Fiir s € C erhilt man unter Beachtung von | (s — 29)/(z — 20) | < 1 analog;:

1 1 1

= (s —20)""
- 820__2

s—z z—201— P (z — zo)"
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Einsetzen in po(z) liefert:

=11 f(s
no) = 3 [ f G

n=1

(z—29) "= Z a_n(z—20)""
n=1

=a_n

]

Wie aus der Beweisfithrung hervorgeht, ist die Laurentreihen-Darstellung von
f(2) bei vorgegebenem Ringgebiet M (mit Zentrum z,) eindeutig bestimmt.
Da die praktische Bestimmung der Koeffizienten a,, nur selten mit der For-
mel (3.31) mit Erfolg durchgefiihrt werden kann (weil die Kurvenintegrale i.a.
nur schwer zu berechnen sind), verwendet man héaufig ,,andere Methoden* zur
Herleitung der Laurentreihe von f(z).

Beispiel 3.16 :

1
Die Funktion f(z) = T D ist auf G = C\ {0, —1} analytisch. Wir kénnen
2(z

f(z) wie folgt schreiben (PBZ):
1 1

f(z):;_z—i-l

1) Die Laurentreihe von f auf dem Ringgebiet 0 < |z| < 1 um zp = 0 von ist
der Form:

00
a— a_
f(Z): Z amzm=-..+722+71+a0+a12+a2z2—|—...

m=—0Q0

Benutzt man fiir (2 + 1)~! die Darstellung mittels geometrischer Reihe, so

folgt:
1 1 1
f(z>:;_z+1 :;—1+z—z2+z3—z4+... (lz] < 1)
Also:a_1=1,a0=-1,a1=1,...,a_, =0 fir n > 2.
2) Die Laurentreihe von f auf dem Ringgebiet 0 < |z 4+ 1| < 1 um 29 = —1

besitzt die Form: -
f2)= > bm(z+1)"
m=—00
Wiederum unter Verwendung der geometrischen Summenformel bekommen
wir:
1 1

;:—m:—{1—|—(z+1)+(z+1)2+(z+1)3+...}

— f(z):—[%H+1+(z+1)+(z+1)2+..}

Alsor by =—1,bp=1(¥Vm>0),b_p=0(Vk>2).
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3) Leite nun die auf dem Ringgebiet |z| > 1 um zp = 0 giiltige Laurentreihe
von f her, die von der Gestalt ist:

flz) = Z emz™

m=—00
Es gilt: — 1z 1(1 L, 1, )
s o1lt: — = — _ = - —
T T 11 2 z 22 2B
11 1 1 1 1
= - = - 44 >1
f@=c-g=m—ata s+t (z1>1

Also: ¢, =0 (Vm > —1),c_o=1, c_3 =—1, usw.

3.7.2 Klassifikation von Singularititen

In diesem Unterabschnitt betrachten wir den wichtigen Spezialfall, dass f in z
eine isolierte Singularitit besitzt, um die nun f in eine Laurentreihe entwickelt

werden soll. Wir konnen dann f nach Satz 3.20 auf einem Gebiet 0 < |z — zo | < r
als Laurentreihe darstellen:

[e.e] e} [e.e]

R = Y anz—z) = Dalz-z2)f+Y L (3.33)

m=—o00 k=0 =1 (Z - zo)k

1) 2)

In dieser Entwicklung bezeichnet man die Reihe 2) als Hauptteil der Laurentreihe.

K (20)\{z0}={z | 0<|z—z0| <r}

Satz 3.21 (Charakterisierung einer isolierten Singularitét)
Die isolierte Singularitit zy mit der Laurent-Entwicklung (3.33) ist genau dann

a) hebbar, wenn der Hauptteil verschwindet, d.h. wenn a_y =0 fir alle k > 1
qgilt,

b) ein Pol der Ordnung n (n € N), wenn im Hauptteil a_,, # 0, aber a_;, =0
fir alle k > n gilt,

c) wesentlich, wenn im Hauptteil unendlich viele Koeffizienten # 0 sind.
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BEWEIS:  Im Fall a) hat die Laurentreihe um die isolierte Singularitét zg explizit die
folgende Gestalt:

f(2) =ag+ai(z — 20) + as(z — 20)? + . .. (3.34)

Daraus ist klar, dass lim,_., f(z) existiert.
Falls zg Pol der Ordnung n ist, so gilt die Darstellung;:

)= 2y O i ar (z — 20)*F  (a_p #0) (3.35)

(z — zo)" z— 29

Daraus kann man ablesen, dass lim,_..,(z — 20)" f(z) = a_,, ist.
Sind unendlich viele Koeffizienten aj # 0, so kann ein Limes wie in a) oder b) nicht
existieren. []

Beispiel 3.17 :

Die Funktionen

sin 2 sin 2 1
= = ——, h(z) :=-sin—
fe) =0 ge) =00 h(s) = sin
besitzen jeweils in zy eine singulédre Stelle. Es folgt aus
23 2
smz:z—g—l—g—ﬁ+...
sin z 22 2t 8 )
1) . :1_§+5_ﬂ+”': 2p = 0 ist hebbar.
gy Sz _ 11 = & 0 ist Pol der Ordnung 3
=— — — 4+ — — — 4+ ...: zg =0 ist Pol der Ordnung 3.
24 2z 3lz 51 7! 0 &
1 1 1 1 1
3) sin— = — + - + ...: 2o = 0 ist wesentlich.

z oz 3123 BlS Tl

3.7.3 Residuenkalkiil

Ist 2y eine isolierte Singularitdt der Funktion f, so kénnen wir f(z) auf einem
Gebiet der Form 0 < | z — zp | < r als Laurentreihe darstellen:

[e.9]

fz) = > am(z—z2)" (3.36)

m=—0Q0

C sei eine einfach geschlossene, positiv orientierte Kurve in diesem Gebiet; sie
umschliefle die singulére Stelle z.
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Aus Beispiel 3.9,1) ist folgendes Ergebnis bekannt:

m o 0 ,falls m# —1
%C(Z — )" dz = { 277, falls m = —1

Integriert man (3.36) entlang C, so erhalten wir mit diesem Ergebnis:

j{) f(z)dz = i ]{Cam(z —20)"dz = 2mja_4 (3.37)

m=—00

Definition 3.4 Ist zy eine isolierte Singularitit von f, so wird der Koeffizient
a_1 der Laurentreihe um zy Residuum von f an der Stelle zy genannt. Wir be-
nutzen dafiir die Notation:

res(f, zo) ' = a_4

Damit kann man die Beziehung (3.37) wie folgt schreiben:

y{jf(z)dz = 2mjres(f,z) (3.38)

Der folgende Satz stellt nun eine Verallgemeinerung der Formel (3.38) dar. Wir
erhalten damit eine brauchbare Methode, Kurvenintegrale entlang geschlossener
Wege zu berechnen.

Satz 3.22 (Residuensatz)

f sei bis auf isolierte Singularititen im Gebiet G analytisch. C' sei eine einfach
geschlossene, positiv orientierte Kurve, die endlich viele Singularititen z, ..., z,
umschliefle, aber selbst durch keine Singularitit gehe. Dann gilt:

ﬁvf(z) dz =27y i res(f, zx)

k=1
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BEweEIs:  Er wird fiir p = 2 ausgefiihrt, der allgemeine Fall ist entsprechend
durchzufithren. Wie in der Skizze dargestellt, wihlen wir zwei Punkte A, B auf C,
die C in C} und C, zerlegen. Da sich die Integration iiber AB und BA aufhebt,
gilt, wenn man 'y = C; @ BA und I'y = Cy, @ AB setzt:

jécf(z) de = /C £(2) dz+/ﬁf(z) dz+/02f(z) dz+/B_Af(z) dz
— 74 f(2)dz+ ¢ f(2)dz

I Iy

= 27j (res(f,z1) +res(f,22)) (mit 3.38)

A

of . oML e

Z1 z2

Beispiel 3.18 :

Die folgenden Darstellungen durch Laurentreihen um z5 = 0 sind bekannt:

) sinz 1 1 N z z3+
2) = == — — 4= — 4 ...
g 24 2z 3l 51 7

1 1 1 1 r
h(z)::sm;:;—3!23+5!25— +

Daraus kann man ablesen: res(g,0) = —1/3! und res(h,0) = 1.

sin 2z 1
— dz:—:j, ]{ sin —dz = 277
l2l=1 24 3 l2l=1 2

Merke: Ist zj eine hebbare Singularitéit von f, so verschwindet der Hauptteil
der Laurentreihe von f um zy (insbesondere ist a_; null), also gilt in diesem Fall:
res(f,z9) = 0.

Auch wenn zj ein Pol von f ist, braucht man zur Bestimmung von res(f, zy) die
Laurentreihe von f um zy nicht. Es steht hierfiir die iiberaus niitzliche Formel
aus folgendem Satz zur Verfiigung.
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Satz 3.23 (Berechnung des Residuums an einer Polstelle)
Die Funktion f besitze in zy einen Pol der Ordnung n, dann gilt die Formel:

ves(f,z0) = —— lim {% (2 — )" f(z)]} (3.39)

(n—1)! 25
Den wichtigen Spezialfall eines Poles 1. bzw. 2. Ordnung geben wir explizit an:
n=1: res(f,z) = lim [(z —2)f(2)],
z2—20
. d 2
n=2 vos(fan) = iy {4 (e - 072}
BEWEIS:  Da 2z, ein Pol der Ordnung n ist, haben wir die Darstellung (3.35):

S a1 Ooa z— z)*
f(Z)—(Z_Zo)n+...+(z_zo)+]§ k( )

Diese multiplizieren wir mit dem Faktor (z — 2()™:

o0

(2= 20)"f(2) = acn+ acn1(z — 20) + ...+ a_1(z — 2)" " + D ap(z — 2)""
k=0

1) 2)

3)
Leitet man die rechten Seite dieser Beziehung (n — 1)-mal ab, so verschwinden
alle Terme 1), der Summand 2) lautet: (n — 1)la_; und die Reihe 3) besitzt die
Form Y22, by (2 — 20)**!. Daraus folgt:

. dnfl .
kﬁ{wwmu—%>ﬂm}=m—wml
Damit ist (3.41) bewiesen! []
Beispiel 3.19 :
z+1

zo = 2 einfacher Pol, z; = 1 zweifacher Pol.

1) = e

res(f,2) = lim (= — 2)f()] = lim ~—— =3

=2 (z—1)2

res(f, 1) = lim {dii (= - 1)2f<z)]} ~ lim ﬁ _ 3

Z—
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Nach dem Residuensatz gilt damit:

z+1 z+1
dz = 67j | 74 dz = —6mj
j|{z—21/2 (z—2)(z—1)? e le—1=1/2 (z — 2)(z — 1)? © e

z+1 B
‘7%\2|=2.5 (Z — 2)(2 _ 1)2 dz =0

Der Residuenkalkiil kann zur Berechnung spezieller Typen reeller Integra-
le herangezogen werden. Das zugrundeliegende Prinzip (das spater wiederholt in
modifizierter Form zum Tragen kommt) wird an folgendem uneigentlichen Inte-
gral einer Funktion f : R — R verdeutlicht:

/Oof(x)dac

o0

Die Fortsetzung w = f(z) der obigen Funktion in die komplexe Ebene C moge,
mit Ausnahme endlich vieler singuldrer Stellen, auf C analytisch sein. Seien nun
21,. .., %, die singuldren Stellen von f in der Halbebene Im z > 0 (,,obere Halb-
ebene®). Ist C' die in der Skizze dargestellte, einfach geschlossene Kurve, so gilt:

mj vl = f 1z = [ f@des [7sre)jret i

Unterwirft man f jetzt noch der Forderung lim 2 f(2) = 0, so verschwindet das
letzte Integral fiir r — oo, und man erhélt das Ergebnis des folgenden Satzes.

A
Im z

o23 Zp )
relt

2] °Z2

Satz 3.24 (Berechnung eines reellen Integrals mit Residuen)

f besitze in C hochstens endlich viele Singularitdten und sei ansonsten analytisch.
Keine Singularitit liege in R. Die Singularititen, die in der Halbebene Im z > 0
liegen, seien mit z1, ..., z, bezeichnet. Ferner set lerglo 2f(z) = 0. Dann gilt:

/O:O f(z)dx =27y XP: res(f, zx)

k=1

sofern das uneigentliche Integral existiert.
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Beispiel 3.20 :

© dz
Das Integral / o (mit positivem a) erfiillt die Voraussetzungen des
—oo & a

Satzes 3.24. In der Halbebene Im z > 0 besitzt f(z) = ﬁ den einfachen
Pol 2y = aj. Es gilt:

1 1

res(f,af) = lim [(z — aj)f(2)] = Jim ——s = 5

© dz , . T
:>/_00m =2mjres(f,aj) = .
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3.8 Zusammenfassung

| Funktionentheorie |

Es werden Funktionen des Typs
f:GCcC—-C, z—-w=f(z) (3.40)

betrachtet. Der Definitionsbereich G soll im folgenden stets ein Gebiet in C sein.

KOMPLEXE DIFFERENZIERBARKEIT UND HOLOMORPHIE :
Die komplexe Funktion f sei in einer Umgebung U von z definiert. Falls der
Grenzwert

o) — g FEE I = 1)

h—0 h

existiert, heifit f in z komplex differenzierbar und f’(z) wird Ableitung von
f in z genannt.

Ist die Ableitung f’(2) fiir alle z aus einem Gebiet G C C vorhanden, so heifit f
holomorph oder analytisch auf G.

NACHWEIS DER ANALYTIZITAT MIT DEN CAUCHY-RIEMANNSCHEN DGLN:
f =u+jwvsei auf G definiert. Die Funktionen v und v mégen auf G stetig partiell

nach z und y differenzierbar sein. Falls v und v fir alle (z,y) € G die folgenden
DGLn (Cauchy-Riemann’sche DGLn) erfiillen:

um(x,y) = Uy(x7y) Uy(x7y) = _Ua:(x7y)

dann ist f auf G eine analytische Funktion. Man kann f’(z) auch wie folgt be-
rechnen: f'(z + jy) = us(z,y) + jva(z,y)

Es gelten formal dieselben ABLEITUNGSREGELN wie im Reellen:

f, g seien in z komplex differenzierbar. Dann trifft dies auch auf f + g, af, fg

und g Al (5 nur, falls g(z) # 0 ist) und es gelten folgende Formeln:

(f(z) +9(2)) = f(2) +4'(2)  (af(2) =af(z)
f(2)

(F(2)9(2)) = F(2)9(2) + F(2)q(2) <g()> _ f=)l

z) = f(2)g'(?)
9(2)?

Ist F in w = g(z) komplex differenzierbar, so gilt die Kettenregel: [F(g(2))] =
F'(9(2))g'(2)
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GRENZWERTBESTIMMUNG NACH DE L'HOSPITAL :
f und g seien auf einer Umgebung U, (zy) von zo analytisch mit f(z9) = 0 = g(zo).
Ist ¢'(z0) # 0, so folgt:
1) )
== g(z)  g'(%)
Zusatz: Tritt der Fall f'(zy) = 0 = ¢/(20) ein, und ist ¢”(zp) # 0, so ist der Grenz-
wert mit f”(29)/g"(20) identisch, usw.

2o heiBt isolierte Singularitéit von f, wenn f in einem Gebiet der Form K,.(z) \
{20}, analytisch, aber in zq selbst nicht definiert ist.

Es werden drei Typen von ISOLIERTEN SINGULARITATEN unterschieden:
a) zo wird hebbar genannt, wenn lim f(2) existiert.

Z—20

b) zo heifit Pol der Ordnung n (n € N), wenn lim (z — 29)" f(2) existiert und # 0

Z—20
ist.
¢) Im verbleibenden Fall spricht man von einer wesentlichen Singularitét.

Eine Kurve C in C ist gegeben durch z(t) := xz(t) + jy(t) (z hidngt stetig von
t € [a, f] ab).
KoMPLEXES KURVENINTEGRAL: Es ist fiir f = u + jv, stetig auf C, definiert:

[ = [ remzea

«

CAUCHYSCHER INTEGRALSATZ :
f sei auf dem Gebiet G analytisch. Fiir jede einfach geschlossene Kurve C' in G,
deren Inneres ganz zu G gehort, gilt:

j{cf(z)dz:()

WEGUNABHANGIGKEIT DES KURVENINTEGRALS: [ sei auf GG eine analytische
Funktion.

1) I' und C seien zwei Kurven in G, die beide den Anfangspunkt ¢ mit dem
Endpunkt b verbinden. Falls das Innere von I' @ C, ganz zu G gehort, dann gilt:

/Ff(z)dz:/cf(z)dz

2) I und C seien nun zwei einfach geschlossene (gleich orientierte) Kurven in G,
so dafl der gesamte Bereich ,,zwischen“ C' und I' ganz zu G gehort. Dann gilt:

/Ff(z)dz:/gf(z)dz
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INTEGRATION MITTELS EINER STAMMFUNKTION:

Fiir jede Kurve C in G ist das Integral [ f(2) dz genau dann unabhéngig von C,
wenn f auf G eine Stammfunktion F' besitzt. Dann gilt, wenn a Anfangs- und b
Endpunkt von C ist:

| 1)z = F(b) - Fla)

HINREICHENDE BEDINGUNG: Ist f auf dem einfach zusammenhéngenden Gebiet
G von C analytisch, dann besitzt f auf G eine Stammfunktion.

DIE TAYLORREIHE EINER ANALYTISCHEN FUNKTION:
f sei auf G analytisch und zg sei € G. Ferner sei K,.(2o) das grofite Kreisgebiet, das
ganz in G liegt. Dann besitzt f fiir jedes z € K,.(29) die Potenzreihendarstellung:

(k
Z f Zo)k

Insbesondere folgt daraus, dass f auf G beliebig oft differenzierbar ist.

Spezialfall des SATZES VON LAURENT: f besitze in zy eine isolierte Singularitét
und sei auf dem Gebiet K, (z9)\{20} analytisch. Wir konnen dann f auf diesem
Gebiet als Laurentreihe darstellen:

f(z) = i am(z — 29) 1= Z&kZ—Zo —i—kf:(aik)k

m=—o00 —1 2= 20

CHARAKTERISIERUNG EINER ISOLIERTEN SINGULARITAT: Die isolierte Singula-
ritdt zp mit obiger Laurent-Entwicklung ist genau dann

a) hebbar, wenn a_; = 0 fiir alle £ > 1 gilt

b) ein Pol der Ordnung n (n € N), wenn a_,, # 0, aber a_, = 0 fiir alle £ > n
gilt,

c¢) wesentlich, wenn im Hauptteil unendlich viele Koeffizienten # 0 sind.

RESIDUUM: Ist 2 eine isolierte Singularitdt von f, so wird der Koeffizient a_,
der Laurentreihe um zy Residuum von f an der Stelle 2, genannt. Wir benutzen
dafiir die Notation: res(f, z) :== a_

RESIDUENSATZ:
f sei bis auf isolierte Singularitdten im Gebiet GG analytisch. C sei eine einfach
geschlossene, positiv orientierte Kurve, die endlich viele Singularitdten 2, ..., 2,
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umschliele, aber selbst durch keine Singularitit gehe. Dann gilt:

jgcf(z) dz =2mj > res(f,z)
k=1

BERECHNUNG DES RESIDUUMS AN EINER POLSTELLE:
Die Funktion f besitze in 2y einen Pol der Ordnung n, dann gilt die Formel:

1 , dn1 n
res(f,z9) = ] ZILHZIO {W [(z — 20) f(Z)]}

Den wichtigen Spezialfall eines Poles 1. bzw. 2. Ordnung geben wir explizit an:

zZ—20

n=1: res(f, 20) = 2}1_)rr210 [(z—20)f(2)], n=2: res(f,z)= lim {dii {(z — zO)Qf(z)}}.




Kapitel 4

Integraltransformationen

Auf den Methoden der Funktionentheorie beruhen die fiir die Elektrotechnik
iiberaus wichtigen Integraltransformationen, von denen in diesem Kapitel die
Fourier-, die Laplace- und die Z-Transformation behandelt werden. Diese Trans-
formationen spielen bei der Modellbildung in der Nachrichten- und der Rege-
lungstechnik eine bedeutsame Rolle. Die Fourier- und die Laplacetransformation
befassen sich mit der Transformation zeitkontunierlicher Systemgréfen, wogegen
die Z-'Transformation auf zeitdiskrete Signale und Prozesse zugeschnitten ist. Ein
wichtiger Zweck von Integraltransformationen besteht darin, spezielle Systeme
von Differentialgleichungen oder Differenzengleichungen in Systeme von algebrai-
schen Gleichungen zu transformieren, die einfacher als jene zu Iésen oder zu analy-
sieren sind. Im ersten Abschnitt behandeln wir zunéchst Fourierreihen, mit deren
Hilfe die Finfiihrung der Fouriertransformation motiviert werden kann.

4.1 Fourierreihen

Die Theorie der Fourierreihen beschéftigt sich mit der Zerlegung , spezieller Si-
gnale in sinus/cosinusférmige Schwingungen. Die Darstellung soll dabei in einer
trigonometrischen Reihen der Form

1 o0
g0+ > a cos(kwt) + by sin(kwt)
k=1

erfolgen. Bevor die Frage geklart werden kann, welche Funktionen sich mit Hilfe
einer trigonometrischen Reihe dargestellen lassen, sind grundlegende Ausfiithrun-
gen iiber periodische Funktionen erforderlich.

104
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4.1.1 Trigonometrische Polynome und Reihen

Definition 4.1 FEine Funktion f : R — R heifit T-periodisch auf R, wenn es
eine Zahl T > 0 gibt, so daf gilt:

ft+T)=f(t) firalleteR (4.1)

Die kleinste positive Zahl T, die die Eigenschaft (4.1) erfillt, nennen wir Periode
der Funktion f.

Zur Erlauterung einige BEISPIELE:

Die folgenden Funktionen sind auf R 27-periodisch:
f(t) =sint, g(t) =cost, w(t)=e" :=cost+ jsint

Fiir festes T' > 0 sind die folgenden Funktionen auf R T-periodisch
(der einfache Beweis wird in der Vorlesung ausgefiihrt):

f(t) :==sin (%“t) , g(t) := cos (%”t) Cw(t) =@ (4.2)

Die Grofie 2% wird Frequenz der Schwingung genannt und in diesem

Abschnitt durchgehend mit w abgekiirzt, also:

27

— =w
T

Das folgende Resultat, das ,leicht“ begriindet werden kann, besagt, dass das

Produkt und die Linearkombination von T-periodischer Funktionen wieder peri-

odische Funktionen ergibt.

Lemma 4.1 f, g seien T-periodische Funktionen auf R. Dann sind die Pro-
duktfunktion fg und die Linearkombination af + Bg (fir beliebiges o, € C)
T-periodisch auf R.

Aus dem Lemma folgt insbesondere, dass eine Linearkombination aus endlich
vielen T-periodischen Funktionen wieder eine T-periodische Funktion ergibt. Als
Beispiel betrachten wir eine Uberlagerung von sinus/cosinusformigen Schwin-
gungen, wie sie in (4.2) gegeben sind:
ao " .
pa(t) == 5 +3 (ak cos(kwt) + by, sm(kwt)) (4.3)
k=1
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mit w = 27 /7T, wobei die Zahlen ag,ay,- -, a,, by, -, b, aus R vorgegeben seien.

Eine Funktion des Typs (4.3) wird trigonometrisches Polynom vom Grad
n genannt. Es ist iiblich, p,(¢) auch in komplexer Form zu schreiben. Dies ist
moglich, wenn wir die Eulerschen Formeln (vgl. (3.5)) benutzen. Danach gilt:

cos(k;wt) = %(ejkwt + e*jkwt> : Sin(kwt) _ 2Lj(ejkms _ 6fjkwt)

Wir setzen cos(kwt) und sin(kwt) in (4.3) ein und erhalten:

pa(t) = 50 +l€zi:1 {(ak ) gkt 4 (% _ %)ejkwt}
n [< bkj) ekt 4 (W) e*jk“’t}
=:co = T/ T

kot —k
g—i-chej“’—i—Zc kej Jwt
k=1 k=1
= c ™4t b+ et 4t ™

I
o

Fiir das trigonometrische Polynom p,(t) gilt also die folgende Identitét

pa(t) == % + 3 (ak cos(kwt) + by sin(kwt) ) Z cpeltet (4.4)
k=1 k=—n
mit den Umrechnungsformeln

a 1 4 1 ‘
o= 2 o= 5(% —brj), c_k:= 5(% + bkJj)

2 )
Auflésen nach ag, ay, by liefert die Formeln in der Form:

ag =2cy, ar=2Re(ck), br=-2Im (c)

LaBt man im Ausdruck (4.4) n gegen oo gehen, so erhdlt man eine unendliche
Reihe, die trigonometrische Reihe genannt wird:

S pedtet = % +> (ak cos(kwt) + by, sin(k:wt)) (4.5)
S k=1
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mit w = 2% Man beachte, dass diese Reihe nicht konvergent sein muf}. Es diirfte
aber klar sein, dal dann, wenn sie fiir alle ¢ € R konvergiert, sie eine T-periodische
Funktion definiert.

Ist eine Funktion f auf R T-periodisch, dann ist sie bereits dann eindeutig fest-
gelegt, wenn ihre Funktionswerte auf einem Intervall der Lange T', also auf einem
Intervall der Form (a,a + T, definiert sind.

Dieser Sachverhalt wird héufig dazu benutzt, T-periodische Funktionen zu defi-
nieren, indem man eine Funktion A : (a,a+ 7] — C durch eine Vorschrift vorgibt
und sagt, die Funktion f sei die T-periodische Fortsetzung von h auf R. Formal
bedeutet dies, dass f durch h wie folgt festgelegt wird: Fiir jedes n € Z gelte:

ft+nT):=h(t) V te(a,a+T]

Als Definitionsintervalle fiir  werden dabei meist die Intervalle (0, 7] bzw. (=%, T]
benutzt.
Beispiel 4.1 :
Wir betrachten die folgenden Funktionen:
b (=53] R, M) :=t,  hy:(0,T]—R, ho(t) :=sin(F?)

1, fir ¢t e (0,%]

hs:(0,T] — R, hs(t) ::{ -1, fir te(%T]

Die T-periodischen Fortsetzungen f, fo, f3 der Funktionen hq, hy, hg wer-
den S#gezahn-, gleichgerichtete Sinus- bzw. Rechteckschwingung genannt.
Die Graphen dieser Funktionen werden in der Vorlesung jeweils in einer
Skizze dargestellt!

4.1.2 Darstellung von Funktionen durch Fourierreihen

In diesem Unterabschnitt geht es darum zu kléren, unter welchen Voraussetzun-
gen eine T-periodische Funktion f durch eine trigonometrischen Reihe der Form
(4.5) mit w := 27 /T dargestellt werden kann. Insbesondere ist zu kldren, wie die
Folge der Koeffizienten (a)ren, und (bg)ren bzw. die Koeffizienten (¢ )xez, die in
der Reihendarstellung auftreten, berechnet werden miissen.
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Zunachst wollen wir folgender Frage nachgehen: Vorgegeben sei eine T-periodische
Funktion f, die stiickweise stetig sein soll. Wie miissen die Koeffizienten c¢; be-
stimmt werden, damit das trigonometrische Polynom (vom Grade n), also

pa(t) == > cpe?™ (4.6)
k=—n

die Funktion f auf dem Intervall (0, 7] , bestmoglichst® approximiert? Zu diesem
Zweck wird ein geeigneter Abstandsbegriff zwischen den betrachteten Funktionen
benotigt.

Die Menge aller stiickweise stetigen, T-periodischen Funktionen von R nach C
bildet einen Vektorraum, den wir mit C,((0,7]) bezeichnen (vgl. Mathematik A,
Definition 2.4). Fiir je zwei Funktionen f, g € C,((0,7T]) definieren wir

(f.9):= /f(t)@dt

Man priift leicht nach, dass auf diese Weise ein Skalarprodukt auf C,((0,77]) ein-
gefithrt wird (vgl. Mathematik A, Beispiel 5.12, 3)).

Damit 148t sich folgende Norm auf dem Vektorraum definieren:

=< 75> = </Tf<t)f(t)dt>l/2 - (/Tlf(t)P dt>l/2

womit wir einen Abstand zwischen zwei Funktionen f,g € C,((0,T]) wie folgt
T 1/2

erkldren konnen: || f — ¢g|| = (f |f(t) — g(t)]? dt) :
0

Unsere Zielsetzung besteht darin, zu vorgegebener Funktion f die Koeffizien-
ten ¢ im trigonometrischen Polynom (4.6) so zu bestimmen, dass der Abstand
| f — pn || minimal wird. Von allen trigonometrischen Polynomen vom Grade n
wére dann p,, die beste Approximation (,Bestapproximation“) an f.

Zur Beantwortung der gestellten Frage benotigen wir folgende Hilfsaussage.
Lemma 4.2 Seiw = 2% Das System von Funktionen

1 ejwt ’ e—jwt ’ 62jwt 7 e—?]wt e 7€k]wt 7 e—kjwt e (47)

Y

bildet im Vektorraum C,((0,T)) beziglich des angegebenen Skalarprodukts ein Or-
thogonalsystem.
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BEWEIS: Sei n € Z,n # 0. Dann gilt wegen Tw = 27 folgende Hilfsaussage:

T
/enjwt dt = .1 enjwt

Jnw

t=T 1

- = j2n7r_1 _ 4.
o = st D=0 (48)

0
Fiir n = 0 gilt offenbar: fOT 1dt =T (*). Wir zeigen nun, dafl (4.7) ein Orthogonalsy-
stem ist:
<ek’jwt, emjwt>

ek]Wtemjwt dt

ek]wte—m]wt dt

I Il
O\’ﬂ O\’ﬂ O\'ﬂ

(k—mjut g, _ J 0 falls kK #m
€ di {T,falls k=m

wobei das letzte Gleichheitszeichen gilt wegen (4.8) und (*)). O

Das folgende Resultat zeigt, wie die Koeffizienten ¢, bestimmt werden miissen,
damit p,, eine Bestapproximation an die Funktion f darstellt.

Satz 4.1 Sei f eine stickweise stetige, T-periodische Funktion und sei p,(t) =
> b cpe?™t mit w := 27 /T . Dann ist das trigonometrische Polynom p, eine
Bestapprozimation an f, wenn die Koeffizienten ¢ wie folgt bestimmt werden:

1
C —

/ Ft)e ™t gt (v k € Z) (4.9)

M|

BEWEIS:  Sei p,, ein trigonometrisches Polynom in der folgenden Darstellung:

pu(t) == Z Celhet

k=—n

Hierin sind C}, beliebige Konstanten aus C fiir —n < k < n. Nun gilt:

0< Hf _an2 - <f —Pn, f _pn> = ”f”2 - ((fvpn> + <f7pn>) + <pn7pn>

Nach den Rechenregeln des Skalarprodukts erhilt man fiir (f, p,) und (p,, pp):

) = {1 2 €uet) = 32 Tl
k=—n k=—n
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(Pnspn) = < i Cjedhet Zn: Cmejmwt>

k=—n m=-n
n

_ Z Z Ckm<ejkwt,€jmwt> -7 Z Ckc_k

k=—nm=—n k=—n

Einsetzen in obige Beziehung ergibt:

0 < Hf_anQ = HfHQ—FT( Z CiCr — (ﬁk%<f,€jkwt>+0k%m))

k=—n

HfH2 —|—T< Z (Ck — %(f, eﬂcwt)) ((Tk_ %W)) — %‘(f: ejkwt>‘2

k=—n
| (e gt emn)

Dieser Ausdruck wird genau dann minimal, wenn man folgende Wahl fiir die Koeffizi-
enten C trifft, weil dann die in der Mitte stehende nicht-negative Summe null wird:

. T .
Cp = cp = p{f, ™) = 1 11 eIkt gt

Also ist der Abstand || f — py|| minimal genau fiir diese Festsetzung der Cj. []

Die Aussage des Satzes la8t sich leicht iibertragen auf die Darstellung des trigo-
nometrischen Polynoms mit Cosinus-/Sinusfunktionen.

Satz 4.2 Sei f : R +— R T-periodisch und stiickweise stetig. Dann ist

pa(t) = % +3 (ak cos(kwt) + by, sin(kwt))
k=1

mit w = 27 /T eine Bestapprozimation an f, wenn die Koeffizienten ag, aq,- -, a,,
by, -+, b, wie folgt festgelegt werden:

T

ay = %Off(t) dt

a = %ff(t) cos(kwt) dt  (fir k> 1) (4.10)
0

be = 2 7(0) sin(kwt) dt (fir k> 1)
0

BEWEIS:  Die Behauptung folgt aus obigem Satz mit Hilfe der Umrechnungsformeln;
dabei ist die Beziehung e 7%t = cos(kwt) — j sin(kwt) zu beachten:

T
apg = 200:%f1dt
0
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f(t) cos(kwt) dt

SN

T .
ar = 2Re(ck) =2Re (% [ f(t) ekt dt) =2
0

b = —2Im(cx) = 2]m<

Si=
o

f(t)e—j’fwt> dt = %OfT f(t)sin(kwt) dt

]

Definition 4.2 Sei f : R +— R T-periodisch und stiickweise stetig. Dann heifsen
die Koeffizienten ¢, gemdfl (4.9) bzw. die Koeffizienten ag, ay, by gemafs (4.10)
Fourierkoeffizienten von f. Die Reihe mit diesen Koeffizienten, also

3 et = ?O +3 (ak cos(kwt) + by, sin(k;wt))
k=—o00 k=1

wird dann Fourierreihe von f genannt. Die erste Reihe mennen wir komplexe

Form (oder Exponentialform) und die zweite Reihe Cosinus-/Sinusform der Fou-

rierreihe.

Bemerkung: Ist g auf R T-periodisch, dann kann leicht begriindet werden, dass
fiir beliebiges a € R gilt:

/OTg(t) dt — /anrTg(t) dt

d.h. der Wert des Integrals bleibt unverédndert, wenn das Integrationsintervall um
a verschoben wird.

Wenn nun f T-periodisch ist, dann trifft das auch auf die Produktfunktionen
f(t) cos(kwt), f(t)sin(kwt) und f(t)e 7% zu (s. Lemma 4.1). Dies bedeutet, dass
man in den Berechnungsformeln der Fourierkoeffizienten (4.9) bzw. (4.10) das

Integrationsintervall [0,7] durch ein beliebiges Intervall der Linge T ersetzen

darf, also z.B. durch [-Z, T}:

T/2

1 )
=17 / f(t)e ™t dt

—T/2

Entsprechendes gilt fiir die Berechnung der Fourierkoeffizienten ag, ay, by
Ubergang zu einem anderen Integrationsintervall der Lange 7" kann im Einzelfall
zu RECHENVORTEILEN bei der Berechnung der Fourierkoeffizienten fiihren.

Unter welchen Voraussetzungen wird eine T-periodische Funktion f durch ihre
Fourierreihe dargestellt? Zur Beantwortung dieser Frage wird folgende Definition
benotigt.
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Definition 4.3 Fine Funktion f : [a,b] — R heifit auf dem Intervall [a,b] stiick-
weise stetig differenzierbar, wenn f auf (a,b) mit Ausnahme endlich vieler Stellen
stetig differenzierbar ist und alle einseitigen Grenzwerte von f und von f' an die-
sen Ausnahmestellen sowie den Randpunktion a, b existieren.

FEine T-periodische Funktion f nennen wir stiickweise stetig differenzierbar, wenn
sie auf einem Intervall der Léinge T, etwa auf [0,T)], stickweise stetig differen-
zierbar ist.

Das folgende Resultat geben wir ohne Beweis an. Der Satz besagt, dafi die Fou-
rierreihe von f (unter ,gewissen“ Voraussetzungen) die Funktion f darstellt, was
insbesondere einschliefit, dass die Reihe fiir jedes ¢t € R gegen den angegebenen
Wert konvergiert.

Satz 4.3 (Darstellungssatz) Die Funktion f sei T-periodisch und auf [0,T]
stickweise stetig differenzierbar. Dann gilt fir die Fourierreihe von f folgende
Darstellung in jedem Punkt t € R:

%(f(m_) + f(t=)) = % + ;i (ak cos(kwt) + by sin(kwt))

wobei w = 21 /T ist. Natirlich gilt die Darstellung entsprechend auch fir die
Exponentialform der Fourierreihe.

Beachte: Ist f in ¢ stetig, so gilt f(t+) = f(t—) = f(t), also folgt:

3 () + f(t=)) = f(1)
Ist ¢ eine Sprungstelle, so ist § (f(t4) + f(t—)) der Mittelwert zwischen rechts-
und linksseitigem Grenzwert in ¢ (die sog. ,,Sprungmitte®).
Beispiel 4.2 :
Betrachtet wird die Funktion

' [ 1, fir te(0,%]
f sei die T-periodische Fortsetzung der Funktion h auf R; sie ist stiickweise
stetig differenzierbar (wie man aus dem Graphen abliest).
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Berechnung der Fourierkoeffizienten ag, ay, by (mit k& € N):

T T/2
ap = %Off(t)dt:% g‘ ldt=1
2 1 o 12
ax = % ({f(t) cos(kwt) dt = = Of cos(kwt) dt

t= T/2 1 . .
= Zosin(kwt)|,Z = 7= |sin(km) —sin(0) | =0
T:;gﬁ =0
(Beachte: Tw = 27)
T/2

be — %Df (0 (ki) de = 2 [ sinhr) de

t= T/2 1
= —2=cos(kwt)|,Z = TE cos(km) — cos(0)

0, fallsk gerade
_ 1 _(—_1)k) = ’
Tk (1 (=1) ) { 2, falls k ungerade

Setze k := 2m — 1, somit by,,_1 = m fiir m € N. Damit erhédlt man die

Darstellung fiir f(¢) in Sinus-/Cosinusform:

L)+ ) = g2 > Em )
I I 1.
= 5+ ;( sin(wt) + 3 sin(3wt) + 5 sin(5wt) + - -+ )

Berechne nun die Exponentialform der Fourierreihe von f (mit k& € Z):

T T/2
o = %g‘f(t)dt:%ofldtzé

1 T —jkwt 1 T/ —jkwt
cszoff(t)ej dtz;({eﬂ dt

_ 1 e—]kwt’t T2 g | e-ikm _q
jETw ~— 2km | "=~

Tw=2m (,1)k
, falls k& gerade

; 0
= J ((—1)F — = .
T 2k << 1) 1) a { —;=, falls k ungerade

Setze k := 2m — 1, somit co,,_1 = m fir m € Z. Damit erhalt man
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die Darstellung fiir f(¢) in Exponentialform:

L(f(t+) + flt—) =1 =4 5 elmiet

m=—00

1 45, . 1 . 1, ‘ 1 . 1 .
_ Jwt 3wt Jowt —jwt —Jj3wt —Jjbwt
=-—= + ;e + —e +---—e — e — —e — .
2 7r( 3 5 3 ) )
Die Fourierkoeffizienten ¢, kann man aus den Koeffizienten ag, ay, by auch
mit Hilfe der Umrechnungsformeln berechnen. Beachte ferner, dass in dem

hiufig auftretenden Spezialfall T' := 27 die Frequenz w = 1 ist.

Wir geben ein weiteres interessantes Konvergenzresultat fiir Fourierreihen ohne
Beweis an.

Satz 4.4 (Konvergenz in der Norm) Die Funktion f sei T-periodisch und
stiickweise stetig auf R. Bildet man das trigonometrische Polynom p, (fir je-
des n € N) mit den Fourierkoeffizienten von f, dann gilt:

If =pall =0 (fiir n— o0)

4.1.3 Darstellung gerader und ungerader Funktionen

Ist die T-periodische Funktion f gerade oder ungerade, so vereinfacht sich ihre
Fourierreihe, wie der folgende Satz zeigt. Zunéchst sei an die Begriffsbildungen
ygerade” und ,,ungerade® erinnert.

Definition 4.4 Betrachtet wird eine T-periodische Funktion f : R — R.
1. f heifit gerade, wenn f(—x) = f(z) gilt fir alle x € (=T/2,T/2).
2. [ heifst ungerade, wenn f(—x) = —f(x) gilt fir alle v € (=T7/2,T/2).

Im Fall einer geraden Funktion f liegt ihr Graph spiegelbildlich zur y-Achse liegt;
der Graph einer ungeraden Funktion liegt punktsymmetrisch zum Koordinatenur-
sprung. Im Beispiel 4.1 sind die Funktionen f; und f3 ungerade, die Funktion f,
ist gerade. f(x) := cosz ist eine gerade, g(z) := sinx ist eine ungerade Funktion.

Satz 4.5 Sei f : R — R eine T-periodische Funktion, die stickweise stetig diffe-
renzierbar sei.

1. Ist f gerade, so gilt by, = 0 fiir alle k € N (d.h. in der Cosinus-/Sinusform
der Fourierreihe von f treten keine Sinusfunktionen auf.)
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2. Ist f ungerade, so gilt ap = 0 fir alle k € Ny (d.h. in der Cosinus-
/Sinusform der Fourierreihe von f sind keine Cosinusfunktionen und keine
additive Konstante enthalten.)

Besitzt also f eine dieser Symmetrieeigenschaften, so kann man sich entweder
die Berechnung der Koeffizienten by oder der Koeffizienten a; ersparen.

BEWEISs: Die T-periodische Funktion f sei gerade. Dann ist die Funktion ¢ +—
f(t) sin(kwt) ungerade, weil sin(kwt) ungerade ist. Da die Fourierkoeffizienten auf einem
beliebigen Integrationsintervall der Lénge T" berechnet werden diirfen, gilt:

T/2

by = % /_ o [ Osin(ho) d

2

T/2 ‘ 0 ‘
= 7 ( A f(t) sin(kwt) dt + /_T/2 f(t) sin(kwt) dt)

Da nun f(¢)sin(kwt) ungerade ist, heben sich die beiden Integrale auf, also by = 0.

Analog begriindet man, dafl bei einer ungeraden Funktion f die Koeffizienten ay fiir
k € Ny null sind. []

Beispiel 4.3 :
Wir betrachten die Funktion

T T
—— 2] —R, ht):=t

27 2] = ? ( )
und definieren f als T-periodische Fortsetzung von h. f ist stiickweise stetig
differenzierbar; aus dem Graphen ist ablesbar, dass f ungerade ist; es gilt
also: ap = 0 fiir alle & € Nj.
Es geniigt also, nur die b; zu berechnen. Dazu wird folgende Integrations-

formel (fiir a # 0) gebraucht:

h:(

. x I
/x sin(ax) de = - cos(ax) + e sin(ou)

In der nachfolgenden Rechnung beriicksichtige man w7'/2 = 7.

T/2

9 . 2) t 1 . t=T/2
bk: = T / tsm(k:wt) dt = f( - m COS(kWt) + (kw)2 Sln(kw{;)) ’t:—T/2
~T/2
9 T T 1 . 1 .
= = [ ~ 5 cos(k) ~ 50 cos(—km) +W sin(km) — ) sin(—km)
=(—1)F =(=1* =0 -
2 2

= —E<—1)’“:E(—1)’“+1 (V k €N)

}
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Damit erhalten wir folgende Darstellung von f durch ihre Fourierreihe:

jg1 Sin(kwt)

LU+ ) = 23

k=1 k
T, sin(2wt)  sin(3wt)  sin(4wt)
= ;(sm(wt)— 5 + s T 4 —i—)

Wir leiten nun die Exponentialform der Fourierreihe her; dazu verwenden
wir folgende Integrationsformel ( mit a # 0):

/xeam dx — Eeax _ _26(11‘
a a
Fir k € Z mit k # 0 gilt:

1 (7/2 ) 1 ) 1 ) T/2
— - t —jkwt dt = —( — —— —jkwt —jkwt
o T /—T/2 ¢ T( jk;we + (]gw)Qe )’—T/2
(Beachte nun: w7'/2 = 7 und nachfolgend: /*™ = e 7" = (—1)*)
1 T . 1 , T « 1
— - _ —jkm —jkm \ _ jkm jkm
—~— T<( 2k o~ T w)? <) (ijw S~ T S >>
=(-D =(=D* =(=1 =D
J k
= (4
D
Weiter gilt: ¢y = 2ag = 0. Somit folgt:

1 & (=D
~(f(t t=) = = > e
QU+ =) = T 3 e
k0
_E e ejth_ej?)wt et —j2wt  o—jdwt
—27r(€‘|—2 g tote 2+3+)

Natiirlich hatte man die zweite Fourierreihe aus der ersten auch mit Hilfe
der Umrechnungsformeln herleiten kénnen.
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4.2 Fouriertransformation

Im vorigen Abschnitt haben wir dargelegt, dass eine auf dem Intervall (—%, %

stiickweise stetig differenzierbare Funktion f auf diesem Intervall durch ihre Fou-
rierreihe dargestellt werden kann. Die Fourierreihe selbst ist T-periodisch, sie
stellt also stets auch die T-periodische Fortsetzung von f auf R dar. Auf Fourier
gehen Uberlegungen zuriick, eine Funktion der Form

f:R—R

114

die nun nicht mehr periodisch aufR ist, als ,,Uberlagerung von Schwingungen
darzustellen.

4.2.1 Einfiihrung

Betrachtet wird eine stiickweise stetig differenzierbar Funktion f auf ]R Wir be-
trachten die Einschrankung von f auf ein festes Intervall der Form ( 35 2 . Auf
diesem Intervall kann die Funktion durch eine Fourierreihe dargestellt werden,
wobei wir die Exponentialform der Reihe wihlen und an Stelle von w die Nota-
tion Aw := 27 /T verwenden:

T/2
t
i +>;f Z cp @ADL it ¢ = T / eI A gy (4.11)
k=—o00 ~T/2

Wir setzen wy = kAw und beachten Aw/27 = 1/T. Wir substituieren nun
=52 _TﬁQ f(t) e 7#A)t dt in der Reihe und erhalten dann:

T/2
t I & ;
f( +) —; f Z cr e]wkt _ 2_ Z ejwkt / f(t) e*JWkt dt | Aw (412)
m
k=—oc0 —T/2

Fiir sehr grofles T' kann man 7'/2 und —7'/2 durch co bzw. —oo ersetzen, wobei
wir voraussetzen, dass die entstehenden uneigentlichen Integrale existieren. Mit
der Abkiirzung

)i= [ e ar (4.13)
erhalten wir schlieflich fiir (4.12) die Darstellung:
t t— 1
2 T or i

Die Grofien wy bilden die Teilpunkte einer Zerlegung der reellen Achse R, die um
so feiner ist, je kleiner Aw (d.h. um so grofier T') ist.
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Dadurch wird die Auffassung nahegelegt, die Summe (4.14) als Riemannsche
Néherungssumme fiir folgendes Integral zu interpretieren:

fUD) + (=) _ L T e
5 :%/F(w)e dw (4.15)

—0o0

Dabei ist die Funktion F(w) gemé$ (4.13) definert durch das Integral in

F(w) = / F(t)e7et dt (4.16)

Zu beachten ist, dass nun w eine reelle Variable, und nicht mehr, wie in Abschnitt
4.1, eine konstant Zahl ist.

FaziT: Wir haben einer Funktion f(¢) eine Funktion F'(w), die durch die Bezie-
hung (4.16) mit Hilfe von f definiert wird, zugeordnet. Mit der Funktion F'(w)
konnen wir f(¢) in der Form des Integrals (4.15) darstellen. Die Verwandschaft
dieser Darstellung mit jener von Fourierreihen erkennt man, wenn man das In-
tegral (4.15) durch eine Riemannsche Néherungssumme (geméfl (4.14)) ersetzt
(wobei ¢ := F(wy)Aw) zu setzen wire).

Obige Betrachtungen sind natiirlich nicht im Sinne einer strengen mathemati-
schen Beweisfithrung zu verstehen. Auch bleibt noch zu kldren, unter welchen
Voraussetzungen die Ergebnisse iiberhaupt gelten. Generell wollen wir im Rah-
men dieses Abschnittes an jede Funktion f die Mindestanforderung stellen, dass
sie auf R stiickweise stetig sein soll.

4.2.2 Fouriertransformierte und Umkehrformel

Definition 4.5 Fine Funktion f : R — C heifst Fourier-transformierbar, wenn
das uneigentliche Integral

Flw) = / Flt)e 7t dt (4.17)

fiir jedes w € R existiert. Dann wird F' Fouriertransformierte von f genannt.
Man nennt das Paar (f, F') eine F-Korrespondenz und schreibt dafir auch:

F(w)=F{f(t)} oder: f(t) o—e F(w)
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Die Benutzung dieser Symbole schliefst ein, dafS f F-transformierbar ist. F' heif$t
Bild- oder Frequenzfunktion, f Original- oder Zeitfunktion. t nennen wir Zeit-, w
Frequenzvariable.

Die Aussage, dass f F-transformierbar ist, bedeutet, dass f eine Fouriertransfor-
mierte F' besitzt. Als erstes soll eine hinreichende Bedingung fiir die F-Trans-
formierbarkeit von f angegeben werden. Dazu bendtigen wir folgnde Definition:
Eine Funktion f : R — C nennen wir absolut integrierbar, wenn sie die fol-
gende Bedingung erfiillt:

[1iwat <o

Satz 4.6 Ist f : R — C absolut integrierbar, so besitzt f eine Fouriertransfor-
mierte F'.

BEWwWEIS:  Man muf} zeigen, dafl das uneigentliche Integral in (4.55) fiir jedes
w € R konvergiert. Wegen | et | =1 folgt:

V f(t)e 7t at

Nach Voraussetzung ist dieses letzte Integral kleiner als oo. []

< [1roled= [ |5 d

Ist F' die Fouriertransformierte von f, so gilt unter gewissen Voraussetzungen
die im vorigen Abschnitt angegebene Umkehrformel, mit der man die Original-
funktion f(¢) aus der Bildfunktion F'(w) zuriickgewinnen kann. Die Aussage wird
ohne Beweis angegeben.

Satz 4.7 (Umkehrformel zur F-Transformation)

Die Funktion f : R — C sei absolut integrierbar und auf R stickweise stetig
differenzierbar. Dann lifit sich f(t) in jedem Stetigkeitspunkt t € R von f mit
Hilfe der Formel

70 F(w)e™ dw (4.18)

— 00

1
o

f(t)

darstellen. An jeder Sprungstelle ist eine Darstellung der Gestalt

fl+H)+ft=) 1 lim /F(w)ej“t dw (4.19)

2 o 2m A—oo

maglich. Die Darstellung (4.18) zusammen mit (4.19) nennt man Umkehrformel
der Fouriertransformation oder auch die Spektraldarstellung von f.
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Beispiel 4.4 :

1. Wir berechnen die Fouriertransformierte der folgenden Funktion f (die
Rechteckfunktion (der Breite 2a) genannt wird):

1, fiur|t|<a
0, sonst

f(t):{ } mit a>0

Wir fithren zunéchst die Integration fiir w # 0 aus:

) . a 4 1 4 | 0
F(w) = / f(t)e*junf dt = /16*Jwt dt = j_w (ejwa . e*jwa) _ w

Fiir w = 0 folgt: F'(0) = [, 1dt = 2a. Das Ergebnis lautet somit:

2 sin(aw) fiir w 7é 0
F(w)—{ 2  firw=0

2. Die F-Transformierte der Funktion g(t) = e~ mit a > 0 wird berechnet:

Gw) = /e—a‘t’@—jwtdt: /e—(a‘t|+jwt)dt

00 0
_ /e—(a+jw)t dt + / e—(—a-i—jw)t dt
0 —00

- _;e—ate—jwt’“‘” b e =0
o+ jw =0 —a+ jw t——00
o 1 2
a4 jw —atjw a4 w?
Verwendet wurde dabei, daB | e e ™! | = e~ — () strebt fiir ¢ — oo, und

ebenso |e*e 7! | = e — () geht fiir t — —o0.
Zur Erlduterung wird die Umkehrformel (4.19) hingeschrieben. Danach 148t

sich die Funktion e=/*| wie folgt darstellen:

17 a ;
—a|t| __ wt .
el |7; / a2—|—w2ej dw  (furt € R)

—00

Wir skizzieren die Graphen der obigen Funktionen:
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2a
F
/
T i
\ 1 \
| |
| |
} —— =
—a a
g
2/a
t w

Aus dem Fourierintegral (4.55) ist ersichtlich, daf8 die Bildfunktion F' durch die
Zeitfunktion f eindeutig bestimmt wird. Die Umkehrung ist (mit einer kleinen
Einschriankung) ebenfalls zutreffend, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 4.8 (Eindeutigkeit der Fouriertransformation)

Die Funktionen fi und fo mdgen die Voraussetzungen des Satzes 4.5 erfiillen.
Falls ihre F-Transformierten Fy und Fy identisch sind, gilt: fi(t) = fa(t) in
jedem Stetigkeitspunkt t von fi und f.

Die Aussage folgt unmittelbar aus der Umkehrformel.

4.2.3 Eigenschaften der Fouriertransformation

Zunéchst stellen wir einige Rechenregeln zusammen, die geeignet sind, aus be-
kannten Transformationspaaren neue Korrespondenzen abzuleiten. Dabei setzen
wir voraus, dass die Korrespondenzen f(t) o—e F(w), g(t) o—e G(w) gelten, was
einschliefit, dass die Funktionen f, g Fouriertransformierbar sind. Unter dieser
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Voraussetzung gelten die folgenden REGELN:

Linearitét af(t)+ Bg(t) o—e aF(w)+ BG(w)
Zeitverschiebung f(t—to) o—e eIV (W)
Frequenzverschiebung e “°* f(t) o—e F(w—wp)
Konjugation f(t) o—e [F(—w)
Ahnlichkeit f(at) oo ﬁ (¢)

Wir geben exemplarisch den BEWEIS von zweien dieser Beziehungen an, die Be-
griindung der restlichen bleiben dem Leser iiberlassen. Wir verwenden dabei die
Notation F(w) = F{f(t).

Beweis der Zeitverschiebung:

F{ft—to)} = / flt— to)efjtw dt — / f(7) eI (THto)w g

o

= e_jto“’/f(T)e_j”’dT:e_jtowF(w)

=F(w)

Beweis der Ahnlichkeit: Mit der Substitution 7 = at, dt = %dT erhélt man:

a

a>0: F{f(at)} = / flat)e™ <t dt = % / f(r)e 7T dr = éF (w)

a<0: F{f(at)}= / flat)e™ <t dt = % / f(r)e T dr = —%F <%}>

Fafit man die beiden Fille zusammen, so folgt die angegebene Beziehung. O

Wir erldautern einige der oben angegebenen Regeln anhand von Beispielen.

Beispiel 4.5 :

1) Wir wenden die Regel der Zeitverschiebung auf die Funktion des Beispiels
4.4, 1) an: Die Funktion fi(t) := f(t — to) ist dann durch die Vorschrift

1, fir |[t—ty| <a
0, sonst

fi(t) 1:{

2e~910% sin(aw)

w

gegeben. Somit gilt: fi(t) o—e
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2) Auf das Beispiel 4.4, 2) wenden wir die Regel der Frequenzverschiebung an:

jw —Q 20
elotemaltl oo T (@ =G(w —wp) =: G1(w)

Nachstehend sind die Graphen der beiden (,,verschobenen“) Funktionen
fi(t) == f(t —to) bzw. G1(w) := G(w — wy) skizziert:

2a

3) Wir erldutern die Regel iiber die Ahnlichkeit. Zu diesem Zweck wird zunéichst

i i : et fiirt >0
die folgende Funktion F-transformiert: f(t) := { 0 Firt <0
F{f(t)} = 7f(t>e—jwtdt — 706—(1+jw)tdt _ 1 e_te_jwt‘t—mo _ 1
- 0 I+ jw t=0 1+ jw

Fiir positives a ist die nachstehende Funktion f; F-transformierbar. Die
Transformierte F} konnen wir nach der genannten Regel angeben:

1 1

—at > 1
e 7t_O}OHF1(w):_. — O

h(t) = flat) = { 0 ,sonst

a (1+72) a+jw
Der folgende Satz zeigt, dass Differentiation im ¢-Bereich mit einer algebraischen

Operation im w-Berecih verkniipft ist.

Satz 4.9 (Differentiation im Zeitbereich)
f sei stetig und stiickweise stetig differenzierbar. Sind f und f' absolut integrier-
bar, so folgt aus f(t) o—e F(w) die F-Korrespondenz:

f(t) o—e jwF(w)

BEWEIS:  Wir wenden Produktintegration an:

FLf(t / Foetar = fee 7 e [ e
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Nun gilt, da f absolut integrierbar und stetig ist, folgendes: | f(t)e ™« | = | f(t)| — 0
(fiir t — oo oder t — —o0). Also folgt: F{f'(t)} = jwF(w)

Satz 4.10 (Differentiation im Bildbereich)
Ist die Punktion fi(t) :=tf(t) F-transformierbar, so folgt aus f(t) o—e F(w):

tf(t) o—e jF'(w)

Der Satz wird nicht vollstdndig bewiesen. Verzichtet wird in der nachstehenden ,, Her-
leitung® auf den Nachweis, dafl der Ableitungsoperator mit dem Integralzeichen ver-
tauscht werden darf:

F’(w):% (/ f(t)e_j“’tdt) L %(f(t)e‘j“t)dt

B / F)(—jt)e 4t dt = —jF{tf(t)}

Durch Multiplikation mit j erhalten wir: F{tf(t)} = jF'(w). O

Beispiel 4.6 :

2

Wir bestimmen die Bildfunktion zur Funktion f(¢) =e™".

Aus Satz 4.9 folgt: —2te™" o—e jwF(w) < te™" o—e ——F(w)
Mit Satz 4.10 gilt: te ™" o—e jF'(w)
Gleichsetzen fiihrt zur folgenden separablen Differentialgleichung fiir F:

dF 2 g
F'(w) = —gF(w) ad —gdw =InF(w) = —wquc = Flw)=¢ 17

o0

Nach der Transformationsformel gilt fiir w = 0: F'(0) = / e dt =/

Somit: f(t) = e o—e F(w) = /me /%

Die vorangehenden Sitze enthalten Formeln, die zum Ausdruck bringen, daf
gewissen Verkniipfungen und Operationen im Zeitbereich gewisse andere Ver-
kniipfungen und Operationen im Bildbereich entsprechen. Wir nennen solche
Formeln auch Abbildungsgesetze. Wir wenden uns nun der Frage zu, welche
Verkniipfung im Zeitbereich einem Produkt F'(w)-G(w) im Bildbereich entspricht.
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Definition 4.6 Fir zwei Funktionen f,g: R — C wird die Funktion f * g, die
festgelegt wird durch

(f * 0)(t L/ft—T

das Faltungsprodukt von f und g genannt, falls das uneigentliche Integral fiir jedes
t € R emistiert.

Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz des Faltungsprodukts wird in fol-
gendem Hilfssatz angegeben.

Lemma 4.3 Sind f und g absolut integrierbar, so kann man das Faltungsprodukt
f * g bilden.

BEWEIS:  Nach der allgemeinen Voraussetzung sind f, g auf R stiickweise stetig. Da
sie desweiteren absolut integrierbar sind, sind sie auf R auch beschrinkt. Somit gibt es
ein ¢ mit | f(x)| < ¢ fiir alle z € R, woraus folgt:

L flt—71)g(r)dr
]

Lemma 4.4 Die Funktionen f,g,h seien absolut integrierbar. Dann gelten fol-
gende Gesetze:

</wvwmmnm<gﬂgrw<m

1) (f*xg)«h=fx(g=*h) (Assoziativgesetz)
2) fxg=gx [ (Kommutativgesetz)
3) fx(g+h)=f*g+ f=*h (Distributivgesetz)

Die nicht sonderlich schwierigen Beweise fiir diese Gesetze werden hier nicht aus-
gefiihrt.

Satz 4.11 (Faltungssatz)
Die Funktionen f und g seien absolut integrierbar. Aus f o—e F und g o—e G
folgt:

F(w) - G(w) e—o (f *g)(t)
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BEwEIs:  Wir gehen von den Fourierintegralen von F und G aus:

oo

/f w)e I dy - / e IV dy = / /f _Jw“”)dudv
Fiithre nun im letzten Integral die Substitution w =t — 7, v = 7 aus und beachte, dafl
die Jacobideterminante | ¢ 7 -l 1 ist:
V¢ Uy 0 1
//ft—T ejwtdth—/ ]“)t(/ft—r )dt
Nun ist der Ausdruck in der Klammer gleich (f x g)(t), also:
ﬂwwa:/w*m@aWWt
Damit ist die Behauptung bewiesen. D

Beispiel 4.7 :

Aus Beispiel 4.4 sind folgende F-Korrespondenzen bekannt:

o= gl 1=t o po = 2
2
g(t) — el 6o G(w) - e
Zunéchst berechnen wir f * g:
% 1
(F*9)t) =g+ H)E) = / gt = 7)f(7)dr = /e‘“—Tl dr
e J

1. Falls ¢t > 1ist, so gilt: [t —7| =t — 7 fiir alle 7 € [-1, 1]:

1

(f*g)(t) = /6_(t_7) dr = e_t/eT dr =e (e —e™)

-1

2. Falls t < —1ist, so gilt: |t — 7| =7 — ¢t fiir alle 7 € [—1,1]:

(f*xg)t)= /let_TdT:et/le_TdT:et(e—e_l)
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3. Falls -1 <t <1list,sogilt: |[t—7|=t—7fir7<tund |t —7T]|=
T —t, falls 7 > ¢ ist:
¢ 1
(f*xg)(t)= /e_(t_T) dT+/e_(T_t) dr =2 — (e' —eHe™?
1 ¢

Somit gilt:

e = [l ) b

2 —2e~tsinht , fir [t <1 ww?+1)

4.2.4 Gerade und ungerade Funktionen

Ist die Originalfunktion f eine gerade oder eine ungerade Funktion, so kann man
die Transformationformel (4.55) auch in einer etwas modifizierten Form benutzen.

Satz 4.12 (Gerade und ungerade Funktionen)

Die Bildfunktion F einer geraden (bzw. ungeraden) F-transformierbaren Funk-
tion f ist ebenfalls gerade (bzw. ungerade). Die Transformationsformel (4.55)
vereinfacht sich dann 2u;

Flw) = Q/f(t) cos(wt) dt falls f gerade ist (4.20)
0
Flw) = —2j/f(t) sin(wt)dt,  falls f ungerade ist (4.21)
0
Die Umkehrformeln kénnen wie folgt geschrieben werden:
1 oo
flt) = —/F(w) cos(wt) dw , falls f gerade ist (4.22)
s
0
fit)y = —i/F(w) sin(wt)dw,  falls f ungerade ist (4.23)
T
0

BeEwEIS:  Esist f(t)e /%! = f(t) cos(wt) — j f(t) sin(wt). Wir betrachen den Fall, dass
f(t) gerade ist; es ist dann f(¢) cos(wt) gerade und f(t) sin(wt) ungerade (fiir jedes w).

[e.o]

— Flw) = / Flt)e3t dt — / F(b) cos(wt) dt —j / F(b) sin(wt) dt

—0o0

=0

=2 Tf(t) cos(wt) dt

0

s F(w) =2 / F(£) cos(wt) dt
0
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Da nun F(—w) = 2 [§° f(t) cos(—wt) dt = 2 [° f(t) cos(wt) dt = F(w) ist, ist F' auch
gerade.

Den Fall, dass f ungerade ist, behandelt man analog.

Aus der Umkehrformel erhélt man durch analoge Vorgehensweise wie oben die speziellen
Umkehrformeln fiir gerade bzw. ungerade Funktionen F'(w) []

Beispiel 4.8 :
1. Betrachte die erste Funktion aus Beispiel 4.4.

1, fir|t|<a
0, sonst

f(t)::{ } mit a>0

Diese Funktion ist gerade. Wir fithren die F-Transformation nach obigem
Satz aus, zunéchst fiir w # 0:

o0 a 2
F(w) =2 / () cos(wt) dt =2 / 1 cos(wt) dt = = sin(wa)
0 0 v
Fiir w = 0 folgt: F(0) =2 [;' 1dt = 2a.
2. Betrachte die zweite Funktion aus Beispiel 4.4. Die F-Transformierte der

geraden Funktion g(t) = e~ mit a > 0 wird berechnet:

Flw) = 2 7f(t) cos(wt)dt =2 [ e * cos(wt) dt

—acos(wt) + wsin(wt) _, 17
= 2 €
a? + w?

0
2c0

o + w?

Die Funktion e~ kann gem#B der Umkehrformel wie folgt dargestellt wer-

den:
xD

2 13
e—altl — _O‘/ cos(wt) dw
™) a? 4 w?
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4.2.5 Riicktransformation mit dem Residuenkalkiil

Im folgenden geht es darum, zu einer vorgegebenen Bildfunktion F'(w) die zu-
gehorige Originalfunktion f(t) zu bestimmen. Es wird vorausgesetzt, dass F'(w)
eine rationale Funktion ist, die in R keine Polstellen besitzt, und deren Nenner-
grad grofler als deren Zahlergrad ist. Es wird die Fortsetzung F'(z) in die komplexe
Ebene betrachtet. Im z > 0 und Im 2z < 0 bezeichnen die obere bzw. untere Halb-
ebene der komplexen Ebene C.

Satz 4.13 (Berechnung der Zeitfunktion aus der Bildfunktion)
Die Funktion F(z) := p(z)/q(z) sei rational mit grad p < grad q, und besitze kei-
nen Pol in R. Die Pole seien

mImz >0 mit zq,...,2,, nlmz<0 mitsy,...,sy,
bezeichnet. Dann gibt es eine Funktion f(t), so dafi das Paar (f,F) eine F-
Korrespondenz ist und man berechnet f nach:

i res (9% F(2),2) , fiirt >0
f(t) = { e Z%ill res (e F(2),s;) , firt <0 (4.24)

Beachte: Die erste Zeile liefert die Funktionswerte f(t) fiir positive ¢, die zweite
Zeile jene fiir negative t.

BEWEIS:  Ausgangspunkt sei die Umkehrformel: f(t) = 5= [0 F(w)e/*! dw. Integra-
tion iiber die unten skizzierte Kurve ergibt nach dem Residuensatz:

n : 1 : 1 :

J Z res (e]tzF(z), zk> = — /F(w)ejm dw+ — / F(2)e'* dz (4.25)

P 27 27
—r K;r

Wir zeigen nun, daf fiir ¢ > 0 das letzte Integral fiir r — oo verschwindet.

A

°Z2 °Z3
K
«21 Zn
C
1 ! 2
-r T
Mit z = r(cos ¢ + jsin @) erhalten wir: |e?? | = | eltr(cosgtising) | — g—trsing,

Im folgenden benutzen wir fiir den Kreisbogen K, die Parameterdarstellung z(p) =
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rel?, 0 < ¢ < w. AuBerdem geht ein, dal nach Voraussetzung fiir hinreichend grofe
| z| gilt: |2F(2)| < c.

™

/ F(2)e dz| < / | F(re®) || e % || rjel® | dop
0

™

— /T|F(,rej<p) |eftrsin<p ds@ S C/eftrsinga ng
0 0

/2
< 2 / tr(3)e dp — 0 (fir r — o0)

0

Benutzt wurde, daf sin ¢ auf [0, 7] symmetrisch verlduft und daf sinp > (2/7)¢p fir
¢ € [0,7/2] ist. Damit gilt:

Zres 2)elt?, k):— hm/F Yl dw =: f(t), fiirt >0

2 r—oo

Wenn t < 0 vorausgesetzt wird, so wiahlt man den Integrationsweg spiegelbildlich in die
untere Halbebene (negativ orientiert, daher Vorzeichen minus). Die Konvergenz dieses
Integrals zeigt man analog. Auf Grund der Darstellung (4.25) macht man sich klar,

daf f die Voraussetzungen von Satz 4.5 erfiillt, so dal (f, F') ein Transformationspaar
bildet. []

Beispiel 4.9 :

Bestimme die Zeitfunktion f(¢) aus der Bildfunktion F(w) = —4—, a > 0,

) w—ja’
mit Satz 4.13. F'(z) = L besitzt einen einfachen Pol in zp = ja.

res <ejwz J ay) = lim {(z —ja)ejtZL,} = je ™
z—ja’ z—ja z—aj

Da in der unteren Halbebene kein Pol liegt, bekommen wir mit (4.24):

—e % fiirt >0
f<t>_{ 0 Lfirt<o0
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4.3 Laplacetransformation

Der Fouriertransformation liegen Zeitfunktionen zugrunde, deren Argument t von
—o0 bis oo variiert. Solche Funktionen dienen der Beschreibung von Ablaufen,
die theoretisch von —oo bis oo beobachtet werden. Fiir die Behandlung zeitlich
begrenzt wirksamer Ausgleichsvorgéinge, wie sie beispielsweise beim FEin- oder
Umschalten eines Systems entstehen, ist die Fouriertransformation ungeeignet.
Ausgleichsvorgiange kénnen oft als Anfangswertproblem mit einem linearen Dif-
ferentialgleichungssystem mit konstanten Koeffizienten beschrieben werden. Mit
Hilfe der Laplacetransformation kann man solche Probleme besonders effizient
losen. Die Anfangsbedingungen werden dabei fiir den Zeitpunkt t = 0 festgelegt,
d.h. die Zeitsignale werden ab dem Zeitpunkt t = 0 wirksam. Um solche Funk-
tionen auch im Rahmen der Fouriertransformation betrachten zu kénnen, setzen
wir fest:

f(t):=0 fiir jedest <0 (4.26)

so dass f nun auf ganz R definiert ist. f(t) beschreibt sozusagen ein Zeitsignal,
das zum Zeitpunkt t = 0 eingeschaltet wird. Im gesamten Abschnitt gilt fiir
jede Zeitfunktion f(t) die Bedingung (4.26). Auflerdem sollen diese Funktionen
(zumindest) stiickweise stetig sein.

4.3.1 Einfiihrung der Laplacetransformation

Als Laplaceintegral einer Funktion f(¢) bezeichnen wir das Integral:

f(He*tdt mit s:=z+jweC (4.27)

Dieses (uneigentliche) Integral héngt also von einem Parameter s € C ab, sofern
es konvergent ist.

Zunéchst fragen wir nach Bedingungen, unter denen durch (4.27) eine Funktion
F(s) auf einer Teilmenge G C C definiert wird. Recht einfache hinreichende

Bedingungen erhélt man mit dem Begriff der absoluten Konvergenz. Dabei heifit
das L-Integral (4.27) absolut konvergent fiir ein s € C, wenn

Jrr@lrea
0

konvergent ist. Absolute Konvergenz hat stets Konvergenz im gewthnlichen Sinne
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zur Folge, weil bekanntlich die folgende Ungleichung gilt:

ijKt)e_Stdt
0

< [1r@lleat
0

Der folgende Satz beschreibt den Bereich absoluter Konvergenz fiir das La-
placeintegral (4.27).

Lemma 4.5 Konvergiert das Laplaceintegral von f absolut fir ein so € C, so
trifft dies wenigstens auch fir alle s € C mit Re s > Re s¢ zu.

Mit oy bezeichnen wir das Infimum aller Zahlen aus R mit der Eigenschaft, dafs
das L-Integral fiir alle s € C mit Re s > o absolut konvergiert.

BEWEIS:  Fiir s = x + jw gilt die folgende einfache Aussage:
‘efst ’ — |efxt€fjwt ’ — |efxt H efjwt‘ — efa:t (4.28)

Fiir s = 2 + jw mit & > 2o := Re s folgt wegen e~ %! < e~%ol;
J1swetiae= [1s@letar< [1wlemta= [110e|d (429)
0 0 0 0

Das letzte Integral ist nach Voraussetzung konvergent. D

A
Im

Re

Obige Skizze zeigt den Bereich absoluter Konvergenz: Re s > ay.

Definition 4.7 Die Funktion f(t), definiert fir t > 0, heifst L-transformierbar,
wenn das Laplaceintegral von f fiir wenigstens ein s € C absolut konvergiert. Die
Funktion

F@y:/fwé“ﬁ
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ist dann (wenigstens) auf der Halbebene Re s > ay definiert. Sie heifst Laplace-
transformierte von f. Das Paar (f, F') wird dann eine L-Korrespondenz genannt.
Diese wird auch in der Form

f(t) o—e F(s) oder F(s)=L{f(t)}

notiert. f heifit Zeit- oder Originalfunktion, F' Bildfunktion.

Ein Nachteil der Fouriertransformation ist, dafl viele Zeitfunktionen der Praxis
nicht F-transformierbar sind. Dagegen umfafit die Klasse der L-transformierbaren
Funktionen die fiir die praktische Anwendung wichtigen Zeitfunktionen, wie man
dem folgenden Satz entnehmen kann.

Satz 4.14 (Hinreichende Bedingung fiir L-Transformierbarkeit)
Zu einer vorgegebenen Funktion f : [0,00) — C gebe es konstante Zahlen k, M,
so daf$ fiir alle t > 0 die Bedingung

F&)] < Mt (4.30)

erfillt ist. Dann ist das Laplaceintgral von f zumindest auf der Halbebene Re s >
k absolut konvergent. Insbesondere ist dann f L-transformierbar.

BEWEIS:  Sei s:=x + jw € C mit z > k gewiihlt. Dann gilt:

oo o oo o M
/ | f(t)est| dt = / | f(t) | et dt < / MeFte=t gt — M / bty =
0 0 0 0

]

Der obige Satz besagt also: Wenn der Graph der Betragsfunktion |f]| fiir jedes
positive ¢ unter dem einer Funktion des Typs Me** liegt, so besitzt f eine L-
Transformierte. Dabei sind k, M feste, beliebig wéhlbare Zahlen.

Die folgenden Funktionen f(t), definiert fiir ¢ > 0, sind zum Beispiel L-trans-
formierbar: sin(at), cos(at), e®, e=**, cosh(at), sinh(at), t*, a* (a positiv). Be-
achte dabei: t* = e®"t gt = ¢! Dagegen erfiillen die folgenden Funktionen die
Bedingung (4.30) nicht: e/, e"V?, e() ¢! (beachte: t* = e/™*). Man kann zeigen:
sie sind nicht L-transformierbar.

Beachte: Nach unserer generellen Voraussetzung setzen wir (in diesem Abschnitt)
fir jede dieser Funktionen: f(t) =0 V ¢ < 0 voraus.
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Beispiel 4.10 :

1) Die so genannte Heavisidefunktion o ist wie folgt definiert (s. Skizze unten):

U(t):{ 1,fi’1rt20}

0, sonst

Berechne die L-Transformierte von o:

= > 1 T
LloW} = [ otetar= [ et = et
0 0 s t=0
Falls & > 0 ist, so gilt: e™"¢ ™ — 0 (t — 0o0) (denn: |e~e | = ¢=*).

Falls < 0 ist, so existiert lim; ., e **e =7 nicht.
1
Somit gilt: L{o(t)} = - (Re s >0).
s

2) Berechne die L-Transformierte der folgenden Funktion, wobei a € R sei:

f(t):{ e firt >0 }

0 ,sonst

oo [e§) 1 t—00
ﬁ{eat} — / eatefst dt = / e(afs)t dt = e(afs)t
0 0

a—S

t=0

Im Fall > a erhilt man e(*®e=7%t — 0 (fiir t — oo). Im Fall z < a ist
der Limes fiir ¢ — oo nicht vorhanden (Begriindung wie oben).

1
Somit gilt: L{e"} = 4 (Re s > a)

o(t) f@®)

t t

Ist a € C, so erhilt man formal dasselbe Ergebnis: L{e*} = ﬁ, wobei
Re s > Re a zu fordern ist.

Auf die Laplacetransformierte F' einer Zeitfunktion f konnen die Aussagen der
Funktionentheorie angewendet werden. Es gilt ndmlich der folgende Satz, den wir
ohne Beweis angeben.
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Satz 4.15 (Analytizitit der Bildfunktion)
Die Bildfunktion F(s) einer Zeitfunktion f(t) ist auf der Halbebene Re s > ay,
auf der das Laplaceintegral absolut konvergiert, eine analytische Funktion.

Eine niitzliche Konsequenz, die sich aus dem Satz ergibt, ist, dafl bei der Ar-
beit mit der Laplacetransformation die Konvergenzhalbebene Re s > ay nicht
weiter beachtet werden muf}: Zunéchst ist F(s) durch das Laplaceintegral auf
dieser Halbebene definiert und dort analytisch. In den praktisch wichtigen Féllen
ist dann F'(s) durch eine Formel festgelegt, die iiber diese Halbebene hinausreicht,
so daf} also F' auf einem Gebiet GG, das die ,,Konvergenzhalbebene“ des Laplacein-
tegrals von f(t) umfaflt, eine analytische Funktion ist. Wegen des Identitétssatzes
ist diese ,,analytische Fortsetzung® von F' auf G aber eindeutig bestimmt, so dafl
die Halbebene Re s > oy beim Rechnen nicht weiter notiert werden mufl. Die
Laplacetransformierten

1

S —a

L{o(t)} = bzw. L{e"} =

werden also als analytische Funktionen auf den Gebieten G := C \ {0} bzw.
G := C\ {a} betrachtet.

Wie die Fouriertransformation so ist auch die Laplacetransformation linear. Man
kann leicht zeigen, dafl aus f(t) o—e F'(s), g(t) o—e G(s) fiir die Linearkombination
von f und g folgt:

af(t) + Bg(t) o—e aF(s)+ FG(s)
Die Konvergenzhalbebene fiir die Linearkombination ist dann mindestens so grof3

wie die Halbebene Re s > max(ay, y). Bei den folgenden Transformationen ist
der Vollstandigkeit halber noch die Konvergenzhalbebene angegeben.

Beispiel 4.11 :

1) cosh(at) =

(eat+e—at) 0o 1< 1 + 1 )_ S
2\s—a  s+a) s2—a2
1 1 1 Qa
at —at _
<€ — ¢ )OH E(s—a_s+a>_32—a2

1, . 4 1/ 1 1
3) cos(at) = 3 (e‘”t - e’a3t> o—e 5 (5 + ) _

R T

2) sinh(at) =

—aj  s+aj 52+ a?
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(eajt_e—ajt) 04.1 1 - 1 : :L
2\s—aj s+aj s2 + a?

Die Konvergenzhalbebene fiir die Funktionen 1) bis 4) ist: Re s > |a].

4) sin(at) =

N =

5) Die Heavisidefunktion mit Sprungstelle in a > 0 lautet:

1,flirt>a
a(t—a)—{ 0,fiirt<a

t—00 67(18

t=a S

o0 1
L{o(t—a)} :/ et = — e
a S
Fiir die Konvergenz ist wieder Re s > 0 zu fordern.

6) Fiir konstante Zahlen a,b mit 0 < a < b definieren wir die sog. Rechteck-
funktion durch R(t) = A- (o(t —a) — o(t — b)). Dann gilt:

LR} = A+ (Lol — )} — L{o(t b)) = A
o(t—a) R(t)
] \ \
1 .
\ \ \
\ \ \

Die Bildfunktion F'(s) zu einer vorgegebenen (L-transformierbaren) Zeitfunktion
f(t) ist auf Grund des Laplaceintegrals eindeutig bestimmt. Wie bei der Fourier-
transformation so gibt es auch bei der Laplacetransformation eine Umkehrfor-
mel. Aus ihr geht hervor, daf die Funktionswerte f(¢) an jedem Stetigkeitspunkt
t von f durch die Bildfunktion F'(s) eindeutig festgelegt sind.

Satz 4.16 (Umkehrformel) F(s) sei Bildfunktion von f(t) unter der Lapla-
cetransformation. Fir festes positives x mit x > oy gilt die folgende Darstellung:

z+Tj

f(t+);f(t—) _ 271Tj lim _/T' F(s)etds  (firt>0)
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BEWEIS:  Ausgangspunkt sei das Laplaceintegral in der Form
oo .
F(x + jw) = / ft)e e It qt
0

Wir setzen f,(t) := f(t)e™*, wobei f(t) = 0 fiir t < 0 zu beachten ist. Da f, die
Voraussetzungen von Satz 4.5 erfiillt, liefert die dortige Umkehrformel
fx(t+) + fx(t_) _ 1 T

5 =5 Tlgréo . F(z + jw)e" dw

Wir multiplizieren diese Gleichung mit e*!. Daraus folgt:

_ T .
2 21 T—oo J_T

Mit s = z + jw und dementsprechend mit ds = jdw geht diese Gleichung iiber in

. . 1 z+Tj
f( +)+f( _):_ lim / F(S)estds
2 271‘] T—o0
z—Tj

4.3.2 Abbildungsgesetze

Es handelt sich dabei um Regeln, die zum Ausdruck bringen, wie bestimmte Ope-
rationen und Verkniipfungen, die fiir Funktionen des Zeitbereichs durchgefiihrt
werden, sich im Bildbereich widerspiegeln. Generell wollen wir dabei voraus-
setzen, dafl jede Zeitfunktion f, die transformiert werden soll, die Bedingung
(,, Wachstumsbedingung®) (4.30) erfiillt.

Differentiation und Integration im Zeitbereich

Satz 4.17 (Differentiationssatz)

Die Zeitfunktion f sei fir t > 0 wenigstens (n — 1)-mal stetig differenzierbar und
f™ sei auf (0,00) zumindest noch als stiickweise stetige Funktion vorhanden.
Dann gilt:

L)} = s"F(s) — s" 1 (04) — s 2f/(04) — ... — sfPD(0+) — £V (0+4)
Speziell haben wir also fiirn =1 bis 4:

L{f()} = sF(s)— f(0+)

L{f"(t)} = s’F(s) = sf(0+) = f'(0+)

)
L{f"(t)} s°F(s) — s°f(04) — sf'(0+) — f"(0+)
L{fD()} = §'F(s) = S f(04) — s°f(0+) — sf"(04) — f"(0+)



KAPITEL 4. INTEGRALTRANSFORMATIONEN 138

BEWEIS:  Der Nachweis fiir n = 1 ist sehr einfach. Anwendung der Regel fiir Pro-
duktintegration ergibt:

Lr®) = [ roeta= (roet) s [T e
Wegen (4.30) gilt fiir Re s > k: f(t)e ¢ — 0 fiir t — oco.
= L{f'(t)} = = f(0+) + sF(s)
Aus dieser Beziehung erhilt man fir f”(t):
LU0 = —f/(04) + sL{fF (1)} = = f'(0+) = sf(0+) + s F(s)
Entsprechend 148t sich £{f"(t)} aus der Beziehung fiir £{f”(t)} berechnen. Die Formel

fiir allgemeines n beweist man mittels vollstdndiger Induktion. D

Mit Hilfe des Differentiationssatzes werden wir ein Anfangswertproblem fiir eine
DGL mit konstanten Koeffizienten in ein algebraisches Problem iiberfiihren.

Beispiel 4.12 :

Gegeben sei das folgende Anfangswertproblem:
" =32 +22 =e", z(0+)=0, 2/(0+) = -1
Transformation der Terme der linken Seite in den Bildbereich ergibt:

L{z"} = $*X(s)—sz(0+)—2'(0+) = *X(s) + 1

L{z'} = sX(s)—z(0+) = s X(s)
L{z} = X(s)

Transformation des AWP in den Bildbereich ergibt nun eine lineare Glei-
chung mit einer Unbekannten X (s):

32X(8)+1—38X(8)+2X<3)_sil
— (32—38+2)X(3):S_|1_1_1:s:51
= X(5>:_<5+1)(32—35+2)
= X(s)=- :

(s+1)(s—1)(s—2)
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Fiihre nun eine PBZ fiir den Term der rechten Seite durch; der Ansatz dafiir

lautet:
-3 B A B C

GAD—1D(5-2) s+1 s—1 s—2

Eine Nebenrechnung ergibt: A = %, B = %, C = —%. Damit kann man

X(s) in der nachfolgend angegebenen Weise schreiben und leicht in den
Zeitbereich zuriicktransformieren:

1 1 3 4
X(s) = - -
() 6<s—|—1+3—1 s—2)
1
z(t) = G (e_t—i—?)et —46%) O

Ist f eine stiickweise stetige Funktion auf [0, 00), so erhalten wir durch

ht) = /Ot F(r)dr (t>0) (4.31)

eine stetige und stiickweise differenzierbare Funktion h auf [0, 00). In jedem Stetig-
keitspunkt ¢ von f gilt: h'(t) = f(¢) (s. Mathematik B, Stammfunktion). Daraus
folgt mit Satz 4.17: s H(s) — h(0+) = F(s). Da in diesem Fall h(0+) = 0 ist,
erhdlt man somit: H(s) = F(s)/s. Damit ist der folgende Satz begriindet.

Satz 4.18 (Integrationssatz) Aus f(t) o—e F\(s) folgt:

F(s)

h(t) = /tf(T) dr o—e

Beispiel 4.13 :
Betrachte fiir a > 0 eine Schwingung aus Rechteckfunktionen:

1, firo<t<a
w(t):=o(t)—oc(t—a)—(c(t—a) —o(t—2a)) =4 —1, fira<t<2a
0, sonst

t

Fir h(t) := / f (1) dr berechnet man folgende Funktionsvorschrift:

0
t , fir0<t<a
h(t) =< 2a—t, fira<t<2a

0 sonst
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Wir wenden den Integrationssatz auf obige Funktionen an: an:

1 —2e798 —2as 1 — ¢—95)2
w(t) = o(t) — 20(t — a) + ot — 2a) o—e L2 T (L=
S S

(1 _ efas>2

2

= h(t) := /tw(T) dr o—e .

Beispiel 4.14 :

Bekanntlich gilt: o(t) o—e 1/s. Mit dem Integrationssatz folgt daraus:

t /s 1
t = d _— ==
/0 o(1)dr o—e X =
t /s 2
t2:2/7d70—02£:—3
0 s s
t 2/s3 3l
t3:3/7'2d7'oﬂ3/8 =
0 s s
] 1 tnfl
So fortfahrend folgt allgemein: — e—o ——
sn (n—1)!

Anwendungen auf Differentialgleichungen

Nach dem Beispiel 4.12 liegt es auf der Hand, dafl wir die Methode der La-
placetransformation - gestiitzt auf den Differentiationssatz - auf das AWP einer
allgemeinen linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten
anwenden konnen. Ein solches Problem besitzt die Form:

™ 4 a,_ 12"V tar tax = f (4.32)
2(0+) = Bo, #'(04) = Py, 2" V(a4) = Bu (4.33)
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Die Koeffizienten aq, - - - a,,_1, die Anfangswerte (y, ..., 8,—1 und die Storfunktion
f(t) (fiir t > 0) sind dabei vorgegeben. Wir transformieren das AWP (4.32)(4.33)
in den Bildbereich. Nach der Transformation bringen wir alle Terme der Form 3;s*
(d.h. jene, die aus den Anfangwerten (4.33) hervorgehen) auf die rechte Seite der
Gleichung und fassen diese Terme zu einem Polynom ¢(s) zusammen. (Es kann
hochstens den Grad n — 1 besitzen.) Im Bildbereich liegt damit eine Gleichung
der folgenden Form vor:
(8" 4+ 18" 4 ..+ ars +ag) - X(s) = F(s) + q(s) (4.34)
Als charakteristisches Polynom bezeichnen wir das Polynom
p(s) = 8" +a,_ 15" + ... +ais+ ag
Auflosen der Gleichung (4.34) liefert eine Funktionvorschrift fir X(s).
1
X(s) = ——(F(s)+q(s 4.35
(s) p(s>(() (s)) (4.35)
Wir bemerken, daf8 die isolierten Singularitéten von X (s) gerade die Nullstellen

des charakteristischen Polynoms sind. Die zugehérige Originalfunktion z(t) ist
die eindeutig bestimmte Losung des AWP (4.32)(4.33)).

Beispiel 4.15 :

Wir erldutern die Vorgehensweise nochmalls fiir den Fall n = 2. Das An-
fangswertproblem (4.32)(4.33) besitzt dann die Gestalt:

2" +ar' +agr = f, 2(0+) = o, 2'(0+) = B
Transformation in den Bildbereich und anschlieBende Umstellung ergibt:
s2X(8) — Bos — Br + a1(sX () — Bo) + apX (s) = F(s)
= (s°+ a5 +ag) X(s) = F(s) + (Bos + B1 + a13)
=:p(s) =:q(s)

SchlieBlich ist X (s) = (F(s) + q(s))/p(s) zuriickzutransformieren.

Ganz dhnlich geht man vor, wenn ein Anfangswertproblem mit einem linearen
Differentialgleichungssystem mit konstanten Koffizienten zu l6sen ist. Ein
solches liegt in Normalform vor, wenn es die folgende Gestalt besitzt:

T = anr1 + ... + awr, + fi
Ty = anr + ... + awmrT, + fo

Tpn = A1 + oo + AT, + fa
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Die zugehorigen Anfangsbedingungen lauten:

$1(0+) = ﬁl, $2<O+) == 52, RN ,xn(O—i—) = /6,1

Hierin sind die Koeffizienten a;, die Funktionen f;(¢) (fiir ¢ > 0) und die Anfangs-
werte 3; (mit i,k € {1,---,n}) vorgegeben. Die Funktionen z;(¢) sind gesucht.
Mit der Matrix A := (a;) € R™™ und den Vektoren

T T fi B
T T

5( = .2 ) X = .2 ) f = fZ 1) ﬁ = /6-2
Ty, T, In Bn

konnen wir das AWP in der folgenden iibersichtlichen Vektorschreibweise ange-
ben:

{X:Ax+f (4.36)

x(04) =

Das System (4.36) wird nun in den Bildbereich unter Beachtung der Beziehung
x(t) o—e sX(s) —x(0+) transformiert:
sX(s) —x(0+) = A-X(s) + F(s)
& sBE-X(s)— A-X(s) =F(s) +x(0+)
& (sBE—A)-X(s)=F(s)+ 0 (4.37)
Die Eigenwerte der Matrix A seien mit Ay, ..., Ay bezeichnet. Wir wissen, daf fiir

alle s € C\ {1, ..., \¢} die Matrix sE — A invertierbar ist; fiir solche s ist (4.37)
eindeutig nach X(s) auflosbar:

X(s) = (sE—A)YF(s)+0) (4.38)

Die Eigenwerte s = )\; sind die isolierten Singularitéiten fiir die Komponenten
von X(s). Riicktransformation von (4.38) in den Zeitbereich liefert die eindeutig
bestimmte Losung des AWP (4.36). Zur Verdeutlichung der Methode rechnen wir
ein Beispiel durch.

Beispiel 4.16 :

Zu bestimmen sei die Losung (x(t),y(¢))? des folgenden AWP:

)= (0 5) G (V) Gon) - ()
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Transformation in den Bildbereich ergibt:
sX(s)—x(0+)) (-1 =1\ (X(s) N 1/s
sY(s)—y(0+)) \ 1 =3 Y(s) 0
Durch Einsetzen der Anfangsbedingungen und Umstellen bekommen wir:
sX(s) n 1 1) (X(s)\ (1/s+1)2
sY (s) -1 3 Y(s)) 0
o 1+s 1 X(s)\ _ 1 (s+2
-1 3+s Y(s)) 2s\ 0
Die linksstehende Matrix ist regulér fiir alle s € C, die keine Eigenwerte

von A sind. Fiir solche s ist das Gleichungssystem eindeutig 16sbar. Wir
losen hier das LGS mit der inversen Matrix auf:

s+1 1\ 1 s+3 -1
-1 s+3 (s +2)2 1 s+1

o) = (10 S0 (007) s (1)

Mittels Partialbruchzerlegung und anschlieBender Riicktransformation gilt:

s+3  3/4  1/4 301,
X(s) = o2 2% .2 - >0
(5) 2s(s +2) s st2 4 c ( )
1 /4 1/4 11,
Y e —e - — = t>0
(5) 2s5(s+2) s 512 4 c ( )

Beispiel 4.17 :

Wir wollen mit einfachen Beispielen andeuten, dafl die Laplacetransforma-
tion fiir die Netzwerk-Analyse ein niitzliches Hilfsmittel darstellt. Die Ein-
gangsspannung sei in beiden Féllen durch u(t) = uo(t), t > 0, gegeben.

1) Fiir die folgende Schaltung gilt fiir t > 0 folgendes AWP (s. Skizze 1):

Li'(t) + Ri(t) = uo(t), i(0+) =0
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UR

@) |

ULJ L

Transformation des AWP in den Bildbereich fiihrt zur folgenden Glei-
chung, die mit elementaren Methoden nach I(s) auflosbar ist:

LsI(s) + RI(s) = -
S
a a
s I(s) = =
(Ls + R)s Ls<s+%>

e I(s)= (i 1 (Partialbruchzerlegung)
S) = —|—— —5% artialbrucnzerliegun
R \s S—I—% Hne

Riicktransformation in den Zeitbereich fithrt zur Losung des AWP:

~

it) = % (1—e @Dy >0

2) Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei der Kondensator der folgenden RC-Reihen-
schaltung mit der Ladung ¢(0+) belegt. Wir erhalten mit Kirchhoff:

Ri(t) + é (/Z(T) dr + q(O—i—)) = uo(t)
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Mit Hilfe des Integrationssatzes erhdlt man im Bildraum:

R[(s)—i—%—i— gj) —%

RCs+1 1 (Ca—q(0+4)
Cs I(s)-;( C )
o) — Ctu — q(0+)

1) RC’(s—l—%)

Die Originalfunktion dazu lautet, wenn wir 7" := RC' setzen:

i(t) = &L%Q(O—F)e—(l/ﬂt, t>0

Der Faltungssatz

Im Abschnitt 4.2 haben wir das Faltungsprodukt f x g zweier Zeitfunktionen f, g
definiert durch:

(f % g)(t /ft—T (4.39)

Die Zeitfunktionen dieses Kapitels erfiillen stets die Bedingung f(x) = 0 fiir
r < 0. Fiir z := t — 7 bedeutet dies, daB8 f(t — 7) = 0 ist fur 7 > ¢. Also ist
f(t—7)g(7) null, wenn 7 ¢ [0, t] ist. Damit kénnen wir (4.39) wie folgt schreiben:

= /tf(t—T)g(T) dr

Satz 4.19 (Faltungssatz) Aus f o—e F und g o—e G folgt:
F(s) - G(s) e—o (f * g)(t)

BEwEIis:  Wir kénnen uns kurz fassen, weil die Begriindung fast wortlich mit
derjenigen des Satzes 4.11 iibereinstimmt:

F(s)G(s) = /oo fluw)e ™ du - /:m U dv —/ / )e ) du dy
= / / ft—7)g(r)e* drdt = /0 e_St(/o ft—=m7)g(r )dT) dt
= *g)(t)}

Dabei wurde ¢t = u + v und 7 = v substituiert. []
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Beispiel 4.18 :
Fiir a # b sei F(s) := ==, G(s) := ;. Damit folgt:

s—a’

1 t . bt b b e [t o
— — o0—e M xe” = / et dr = ° / b= g7
(s—a)(s—b) 0 0

at T=t bt at
_ € (b—a)T e —e€
= —— e =
b—a _ b—a
=0

Beispiel 4.19 :

In der folgenden Schaltung soll die Ausgangsspannung z(t) in Abhéngigkeit
der Eingangsspannung u(t) ausgedriickt werden. Der Kondensator sei bis
zum Zeitpunkt ¢t = 0 ladungsfrei.

1t I
Da fiir die Spannung uc(t) = 5/ i1(T)dr 0o—e 1CES> gilt, erhdlt man im
0 s

Bildbereich folgendes Gleichungssystem:

R<11<5)+12(s))+]1(3) = Uls)

Cs
Ii(s) B
Cs + R[Q(S) =0

Wir sind nur an I5(s) interessiert. Einsetzen von I1(s) = RC'sl,(s) in die
erste Gleichung und Auflésen nach I»(s) ergibt:

Uls)
L(s) = ——2
(%) = RRes 12
1
X(s) = RI = —
= X(s) = RIs) = 155 UGs)
Mit T := RC folgt unter Verwendung des Faltungssatzes:
1 1
X(s)= —— — — = (2/T)t
(8) T(S + 2/T) U(S) &—0 l’(t) T € * u(t)
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Weitere Regeln

Da die Laplacetransformation der Fouriertransformation formal sehr &hnlich ist,
iiberrascht es nicht, dafl im Grunde alle Abbildungsgesetze der einen Transforma-
tion in verwandter Form auch bei der anderen auftreten. Wir geben einige dieser
Regeln an, wobei die ,,einfachen Beweise“ nicht ausfiihren. a bezeichne dabei eine
positive reelle Zahlen, b darf beliebig komplex sein.

Zeitverschiebung ft—a) o—e e “F(s)
Verschiebung im s-Bereich et f(t) oo F(s—b)
Ahnlichkeit f(at) oe 1P (2)

Differentiation im s-Bereich ~ (—t)" f(t) o—e F™(s)

Wir erldutern einige dieser Regeln an Hand von Beispielen.
Beispiel 4.20 :

1) Man macht sich mit anschaulichen Mitteln klar, da8 fiir die Funktion

_J t firte|0,a)
q(t) = { 0, sonst

die folgende Darstellung gilt: ¢(t) = t (o(t) — o(t — a)). Daraus erhélt mit
Hilfe der Zeitverschiebungsregel:

q(t) = to(t)—(t—a)o(t—a)—aoc(t—a)
1 e % qe % 1—e"% —qse 9
o . S — f—
52 52 S 52

2) Die links stehenden Transformationspaare sind bekannt, mit der Verschie-
bung im s-Bereich erhélt man daraus die rechts stehenden:

—b
cos(at) o—e 2_i 5 = e’ cos(at) o—e (Sb)ﬁ
2+« s — o

« «
in(at 2 = eMgin(at S
sin(at) o—e o e’ sin(at) o—e R
tn—l 1 N tn—l bt 1
oO—e — (& o—e
(n—1)! s (n—1)! (s —b)n

4.3.3 Methoden der Riicktransformation

Liegt eine Losung des zu bearbeitenden Problems im Bildbereich vor, so stellt
sich die Aufgabe, diese in den Zeitbereich zuriickzutransformieren. Wir stellen
die giangigsten Methoden, die diesem Zweck dienen, vor.
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Korrespondenztafeln

In der Literatur gibt es sehr umfangreiche Korrespondenztafeln. In Verbindung
mit geeigneten Abbildungsgesetzen stellen sie eine sehr effiziente Methode der
Riicktransformation dar. Wichtige, uns bereits bekannte Korrespondenzen stellen
wir in der folgenden Liste (,kleine Korrespondenztafel“) zusammen. Im Anhang
zu diesem Skript befindet sich eine umfassende Korrespondenztafel.

f(t) F(s) f(t) F(s)
1
o(t)=1 . Re s >0 || sin(at) ﬁ Re s >0
1 at __ bt 1
e Res>a| - c Re s >b
s—a a—>b (s —a)(s—b)
1 b s—b
t ? Res>0 € COS(Oét) m Res>1b
" Res>0 | ¢ sin(at e Re s > b
(n _ 1)‘ on e s > (& Sln(Oé ) m e s >
tntebt 1 s
=11 | b Re s > b || cosh(at) Ep—— Re s > |a]
cos(at) ﬁ Re s >0 || sinh(at) 2 a o Re s > |a]

Partialbruchzerlegung

Bekannt ist, dafl eine rationale Funktion

P(s)
Q(s)

in Partialbriiche zerlegt werden kann. (Ist die Bedingung Grad P < Grad @
nicht erfiillt, so ist Polynomdivision durchzufiihren; die folgenden Uberlegungen
konnen dann auf den Divisionsrest angewandt werden.) Seien ay,...,a; € C die
Nullstellen von @(s) mit den Vielfachheiten my,...,my, so gibt es zu jedem q;

F(s) = mit Grad P < Grad@
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Koeflizienten A;1, ..., Aim, € C, so dafl eine Partialbruchzerlegung der Form

o - i(flﬁ . j‘>++<’_“7m)m)

=1

(4.40)

gilt. Auf Grund der Transformationsformel
1 =1 pat
(s—ay = 7 (n-1)!
kann man (4.40) zuriicktransformieren. (Eventuell auftretende komplexe e-Funk-
tionen sollte man in geeigneter Weise zu reellen Funktionen zusammenfassen.)

Beispiel 4.21 :

Die rationale Funktion
252 —9s + 19
(s+3)(s—1)?
wird einer Partialbruchzerlegung unterzogen, ausgehend vom Ansatz:

By By
s+3+s—1+ (s —1)2
_ (A+ By)s?+ (—=2A+ 2B, + B)s + A — 3B, + 3B, (4.42)

(s+3)(s—1)?

Ein Koeffizientenvergleich von (4.42) mit (4.41) fithrt zu dem linearen Glei-
chungssystem

A—l—31:2, —2A+2Bl+32:—9, A—3Bl+332:19

F(s) = (4.41)

F(s) =

mit der Losung: A =4, By = —2, By = 3. Somit folgt:

4 2 3
F = — .4—3t_2t 3tt: t
(5) 543 s—1+(s—1)20 c ¢+t =J0)

In dem Spezialfall, dafl alle Nullstellen ay, ..., a; von Q(s) einfach sind, besitzt
die Partialbruchzerlegung die Form:

P(S) . Al A2 Ak

Q(s)  s—ay s—a2+“' s — ag

Bekannt ist (Math.I), da sich dann die Koeffizienten A; nach der Formel

A = lim l(s—ak)gi;] (4.43)

berechnen lassen, die gelegentlich Heavisidesche Formel genannt wird.
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Beispiel 4.22 :

Die rationale Funktion

s—1 s—1
s2+3s+2  (s+1)(s+2)
. . . Ay Ay
besitzt die Partialbruchdarstellung F'(s) = + mit
s+1 542
-1 -1
A; = lim i =—-2 Ay = lim i
s—=1§+2 s——25+1
—2
F(s) = —eo —2¢7! — f(¢
B =it e el AT =70
Residuenkalkiil

Wie aus Satz 4.16 hervorgeht, gilt fiir die Laplacetransformation die folgende
Umkehrformel:

o)+ fi=) 1 i
2 = onj 1 /T F(s)e™ds  (fiir t > 0) (4.44)
a—Tj

Diese Formel bildet die Grundlage fiir die Entwicklung einer sehr effizienten Me-
thode zur Berechnung der Zeitfunktion aus der zugehorigen Bildfunktion.

Dazu nehmen wir an, F'(s) moge in C die endlich vielen isolierten Singularitéten
S1y .-+, Sm besitzen und sei auf C \ {si,...,s,,} analytisch. Wir wihlen eine ge-
schlossene, positiv orientierte Kurve C' (sh. Skizze), die sich aus dem Kreisbogen
Kr und der Strecke [z —T'j, x+Tj] zusammensetzt. R sei so grofl gewéhlt, daf die

Singularitéiten sq, ..., s, im Inneren von C' liegen sollen. Nach dem Residuensatz
gilt:
1 z+Tj 1
— / F(s)e®ds = j{F Ye'tds — — [ F(s)e* ds
27 - 2] J
r—17 Kr

= NPt ) - 5 [ Flo)etds (149

Man kann nun beweisen (was weiter unten geschieht), dafl dieses letzte Integral,
wenn man lim, ., F'(s) = 0 voraussetzt, gegen null strebt. Fiir R — oo (somit
auch fiir T — oo) geht dann (4.45) unter Beachtung von (4.44) iiber in

f(t+)42rf(t—) _ ireS(F(S)GSt’Sk) (4.46)
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A

Im
\ s
K s1
52 S5
Re
C S3 oS4
z—T7

-

Zusammenfassend erhalten wir den folgenden niitzlichen Satz:

Satz 4.20 (Riicktransformation mit Residuenkalkiil)
F(s) sei mit Ausnahme endlich vieler Singularititen sy, ..., Sy, auf C analytisch
und geniige der Bedingung limg_,, F'(s) = 0. Dann gilt:

f(t) = i res(F(s)e™, sp,), firt >0
k=1

Merke: Jede rationale Funktion F'(s) := p(s)/q(s) mit Grad p < Grad q erfiillt
die Voraussetzungen dieses Satzes.

Beispiel 4.23 :
Wir betrachten fiir a # 0 (a fest) die folgende rationale Funktion:
1

s%(s —a)

F(s) =

Wir bemerken, dafl F' in s = a einen einfachen Pol, in s = 0 einen Pol
zweiter Ordnung besitzt:

o ) 6st eat
res(e” F(s),a) = llg}z? =3
d e at+1
R(s),0) = lim— —_
res(e”£(s),0) s0dss —a a?

Nach obigem Satz ist die Zeitfunktion die Summe dieser Residuen:

e —at—1

f(t): 2

a
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Erginzungen™®

Vervollstiandigung des Beweises von Satz 4.20:

Um den Beweis von Satz 4.20 zu vervollstdndigen, bleibt nachzutragen, daf
unter der Voraussetzung

lim F(s) =0 (4.47)

die folgende Konvergenz (fiir festes t > 0) gilt: [ F(s)e* ds — 0 fiir R — oo.
Sei Ry so grofi gewéhlt, dafl alle Singularitdten von F' im Kreisgebiet | s| < Ry
liegen. Die Laurentreihe von F(s) auf dem Bereich |s| > Ry, muff dann wegen
(4.47) die Gestalt

a_q a_o a_s3 1 < a_9 a_s )
Fls)= — 4 222 4 28 4 o 2 (g 4+ 24 2234
(s) S+82+83+ Sa1+s+52+
besitzen. Mit M := [a_; | + % + |a1523| + - - - folgt daraus die Abschétzung:
0
| F(s)| < M/|s]| fir alle s mit | s| > Ry (4.48)

Im folgenden setzen wir voraus, dal R > Ry ist. Fiir die Abschétzung des Integrals
zerlegen wir Kp in drei Teile: Kg := K}, & K3 & K3, wobei

K}, der Bogen mit Anfangspunkt x + 7'j und Endpunkt Ry,
K% der Bogen mit Anfangspunkt Rj und Endpunkt —Rj, und
K3 der Bogen mit Anfangspunkt —Rj und Endpunkt x — T'j ist.

Wir bemerken, dafl wir jedes s € Ky durch s(p) = Re?? = R(cos ¢ + j sin ) mit
einem ¢ € [0, 2] darstellen kénnen. Wir schéitzen als erstes [i1 F (s)et ds ab:

/2
/ F(s)e® ds| = / F(Re¥)etflcosetising) pieie o
KL arccos(z/R)
/2
[ PR R dp
arccos(z/R)
/2
< M / etfieose do (wegen (4.48))

arccos(z/R)

IN

m/2
Methr/Q / e—tRSD dsp (da COS < g —p, pE [
arccos(z/R)

T
4’2

IN

B M ot R(m/2—arccos(z/R)) _ 1
( )

tR

)



KAPITEL 4. INTEGRALTRANSFORMATIONEN 153

Dieser letzte Ausdruck strebt gegen null fiir R — oo, denn mit der Regel von de
I’Hospital zeigt man fiir den Exponenten:

9 _
]%im tR(mw/2 — arccos(x/R)) = ]jn% t(m/2 — arccos(rz))
—00 T— r

=t
Fiir das Integral lings des Bogens K% erhilt man analog:

/ F(s)e® ds — 0 fir R — oo
K

3
R
Zu behandeln ist nun also nur noch das Integral liings des Bogens K%. Es folgt:

3m/2
/F(s)e“ ds| < / |F(Re?)| Rees% dyp
K2 w/2
3m/2 s
M / etRcos<p dQO S 2M/€tRcos<p d(,O

w/2 w/2

IN

T 2
< 2MetR / e~ (2tR/m)e dy <da cosp < —;(,0 +1, € [gﬂd)
/2
Mm
iR

Damit ist Satz 4.20 bewiesen. O

< (1—6_tR) — 0 fir R — o
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4.4 Z-Transformation

Wiéhrend das Verhalten eines Systems bisher im wesentlichen mit Hilfe stetiger
oder stiickweise stetiger Funktionen beschrieben wurde, hat man in vielen An-
wendungen der Mef3-, Digital- und Regelungstechnik von einer zu analysierenden
Funktion nur die Werte auf dquidistanten diskreten Stellen

t,=nA, neZ

zur Verfiigung; d.h. es liegen nur die Funktionswerte f, := f(t,) vor. (Im folgen-
den denken wir uns A als Zeiteinheit gewéhlt, so dafl t,, := n ist.) Entsprechend
zur Laplacetransformation gehen wir im folgenden davon aus, dafl

fn =0 (fiir alle Indizes n < 0)

ist. Die Laplacetransformation ist aber fiir eine Zahlenfolge nicht definiert. Prak-
tisch kann die Folge (f,)nen, als Folge von Impulsen, die jeweils zu den diskreten
Zeitpunkten n mit der Stirke f, auftreten, aufgefafit werden. Es ist daher na-
heliegend, den Impuls f,, mit Hilfe des Einheitsimpulses 6(t — n) in der Form
fu0(t —n) (vgl Ubungen) darzustellen. Die gesamte Impulsfolge besitzt dement-
sprechend folgende Darstellung:

> fu bt =) = £°(1) (4.49

Diese ist durch die Zahlenfolge (fn)nen,) eindeutig bestimmt. Wendet man auf
(4.49) die Laplacetransformation an, so folgt:

L (1)) = f; fo £{5(t —n)} = f: foe

Um die Verhéltnisse zu vereinfachen, setzt man hierin z := e®, so daf3 die rechts
stehende Summe die Form einer Potenzreihe mit negativen Exponenten annimmt,

namlich: .
Do faz"
n=0

4.4.1 Definition der Z-Transformation

Definition 4.8 Gegeben sei die Zahlenfolge (fy)nen,. Ihr ordnen wir die kom-
pleze Funktion F(z) gemdf folgender Transformationsvorschrift zu:

(fn)nen, 0—® i)fn 27" = F(2) (4.50)



KAPITEL 4. INTEGRALTRANSFORMATIONEN 155

Die der Folge (f,) zugeordnete Funktion F(z) heifit Z-Transformierte von (f,),
falls das Konvergenzgebiet der Reihe nicht leer ist. (Sonst sagt man, daf$ (f,)
keine Z-Transformierte besitzt.) Die Transformation (4.50) wird auch durch das
Symbol

Z{fn} = F(2)

zum Ausdruck gebracht. Man beachte, dafi F' auf dem Konvergnzgebiet der Reihe
eine analytische Funktion ist.

Beachte: Die Reihe in (4.50) (Potenzreihe mit negativen Exponenten) ist auf
einem AuBenkreisgebiet, also einem Gebiet der Form |z| > R, konvergent, sogar
absolut. Wenn also (f,,) eine Z-Transformierte F'(z) besitzt, dann ist der Konver-
genzbereich ein Auflenkreisgebiet.

Es geht nun um die Frage, eine (moglichst grofie) Klasse von Folgen anzugeben,
die eine Z-Transformierte besitzen, und umgekehrt darum, alle komplexen Funk-
tionen zu kennzeichnen, die Bildfunktion einer geeigneten Zahlenfolge unter der
Z-Transformation sind.

Satz 4.21  a) (f,) sei eine Zahlenfolge, welche folgender Bedingung geniige:
Es gibt positive, konstante Zahlen M und c, so daf gilt:

[ful < Me™ (V¥ n e Ny
Dann besitzt die Folge eine Z-Transformierte F'.

b) Umgekehrt sei F' eine komplexe Funktion, die nachstehende Anforderungen
erfiille:

1) es gebe eine positive Zahl R so, dafi F auf dem Aufengebiet |z| > R
analytisch (oder holomorph) sei;

2) lim, ., F(z) ezistiere (im eigentlichen Sinne).

Dann ist F' Bildfunktion einer geeigneten Folge (f,). Diese lqfit sich wie
folgt aus F(z) zurickgewinnen: Setze H(z) := F(1/z) und berechne dann

fu= o [HO:)]

iy (fiir n=0,1,2,...) (4.51)

z=0
BEWEIS:  a) Wir betrachten die Zahlenfolge g,, := Me“". Wegen

R = limp— o0 {/|gn| = limy—0o VM e = €°
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konvergiert die folgende Reihe absolut: > o2 ((Me“")z~" und zwar fir alle z mit |z| >
R := ¢ (vgl. Abschnitt 3.6.1). Wegen

o0 oo
DoIfallzl T <Y Me™ 2|
n=0 n=0

trifft dies nun auch auf die Reihe Y72 fr,2™" zu.
b) Aufgrund der Voraussetzungen ist die durch
H(z):=F(1/z)

definierte Funktion H fiir alle z mit |z| < 1/R analytisch. Daher ist folgende Taylor-
entwicklung von H in zg = 0 moglich:

o0 (n)
H(z) = Z fo2" mit fy, = H n‘(O)
n=0 '

Ersetzt man hierin z durch %, so folgt:

0 > g™ (0
P =3 far =3
n=0 n=0 s
Die Riickgewinnungsformel ist aus der letzten Gleichung ablesbar. []

4.4.2 Elementare Transformationspaare

Exemplarisch soll die Z-Transformation fiir einige elementare Zahlenfolgen durch-
gefiihrt werden. Die Riickgewinnungsformel aus Satz 4.21 b) wird dann in néchsten
Abschnitt an Hand eines Beispiels erlautert.

Beispiel 4.24 :

1) Gegeben ist die konstante Folge (f,) := (1), oder ausfiihrlich (1,1,1,1,--).
Die Transformierte erhélt man aus folgender Summe:

1 z

S =Y e =y =
n=0 n=0

Dabei wurde die Summenformel fiir die geometrische Reihe benutzt mit
q := 1/z. Das Konvergenzgebiet ist durch |z| > 1 gegeben. Es gilt also:
z

(1) o—e T =: F(2)
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2)

Wir betrachten die Folge (f,,) := (n), oder ausfiihrlich: (0,1,2,3,4,---). Bei
Durchfiithrung der Transformation ist folgende Summe zu bilden:

[e.e] o0
Z fnz "= Z nz "
n=0 n=0

Es ist héufig schwierig, fiir eine Summe dieses Typs einen geschlossenen
Ausdruck zu finden. Wir fithren die Substitution Z := 1/z durch:

n;nz =2y " =27 nZ::OZ =7 (1= = a=zp

n=0

wobei die Summenformel fiir die geometrische Reihe benutzt worden ist.
Beachte, daf diese Formel nur fiir Z mit |Z| < 1 giiltig ist. Riicknahme der
Substitution ergibt:

z

nzzjonz’" = R =: F(2)

wobei die Reihe fiir z mit |z| > 1 konvergent ist. Insgesamt gilt damit:

= =: F(2)

(n) o—e

Betrachtet werde - fiir eine Konstante a # 0 - die Folge (f,,) := (a"), oder

ausfiihrlich: (1,a, a?, a®,a*,---). Die Z-Transformierte fiir diese Folge erhélt
man aus:
o B o a n 1
@) o—e S a= =3 (1) =1,
n=0 n=0 z 1 - z

Auch hier wurde die Summationsformel fiir die geometrische Reihe mit
Z = % benutzt. Sie gilt fiir |Z| = [¢] < 1, d.h. fiir [2| > a. Damit haben
wir das Transformationspaar:

(a") o—e c =: F(2)

zZ—a

Beachte: In diesen Beispielen ist die Reihe, die jeweils die Funktion F'(z) fest-
legt, nur fir das Auflenkreisgebeit |z| > 1 bzw. |z| > a konvergent (sogar
absolut). Der Definitionsbereich der entstehenden Funktion F(z) ist aber je-
weils grofier, namlich in den ersten beiden Fillen C\{1}, im dritten Fall C\{a}.
Es ist nun iiblich, den zuletzt genannten Bereich als Definitionsbereich der Z-
Transformierten anzusehen (und nicht den Konvergenzbereich der Reihe). Es
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handelt sich hier um die analytische Fortsetzung einer Funktion von einem Au-
Benkreisgebeit auf ein umfassenderes Gebiet, die nach dem Identitétssatz fiir ana-
lytische Funktionen nur auf eindeutige Weise vorgenommen werden kann.

Der folgende Satz stellt nun einige grundlegende Transformationspaare zusam-
men, die im Laufe der Vorlesung oder im Rahmen der Ubungen begriindet wer-
den.

Satz 4.22 Fir die Z-Transformation gelten folgende Korrespondenzen. Daber
sind a # 0 und k € N vorgegebene feste Grafien.

(fn) F(z) Jn F(2)
L Q) - - N B - - -
2 =0 z —T— 1 6. | (na™™) (z —Za)2
W 12|’ (@) (= i
) z2(z+1 a’ o
4| ) Go1p | ¢ (F) !

4.4.3 Formeln zur Riicktransformation

Héufig verwendet man die Z-Transformation zur Losung von linearen Differenzen-
gleichungen mit konstanten Koeffizienten. (Dabei entspricht die Vorgehensweise
genau der Losung von linearen DGLn mit konstanten Koeffizienten durch die L-
Transformation.) Man transformiert das Differenzengleichungssystem mittels Z-
Transformation in den Bildbereich, hat dort ein System von linearen Gleichungen
zu l6sen, und transformiert das Ergebnis zuriick in den Zeitbereich. Zur Riick-
transformation braucht man - dhnlich wie bei der L-Transformation - praktikable
Methoden.

Damit die komplexe Funktion F' auch eine Bildfunktion unter der Z-Transformation
ist, legen wir folgende Voraussetzungen zugrunde (vgl. Satz 4.21):

1) es gebe eine positive Zahl R so, dal F auf dem AuBengebiet |z| > R analy-
tisch (oder holomorph) sei;
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2) lim, . F(2) existiere (im eigentlichen Sinne).

Beachte: Eine rationale Funktion mit Zéhlergrad < Nennergrad erfiillt stets die
obigen Voraussetzungen 1) und 2).
Nach dem zitierten Satz kann man dann die zugehorige Urbildfolge (f,) aus F
wie folgt zuriickgewinnen:

1

Setze: H(z):= F(1/z) und bestimme f, = ] [H(”)(z)}

 (fir n=0,1,2,...)

Beispiel 4.25 :

Gegeben sei die Funktion F : G := C\{0} — C, F(z) := ¥/
Berechne die Taylorkoeffizienten der Funktion H(z) = F/(1/2z) = e* an der
Stelle 2o = 0. Wegen H™(z2) = a"e® folgt: H™(0) = a”. Damit erhilt
man:

H™(0) a" a”

fn = = — folglich: ¢¥* e—o (—)
n! n! n!

Theoretisch ist obige Vorgehensweise immer moglich, es kann jedoch schwierig
sein, die n-te Ableitung der Funktion H formelméfig zu bestimmen. Deshalb ist
es giinstig, dafl mit Hilfe des Residuenkalkiils eine weitere Methode zur Riick-
transformation zur Verfiigung gestellt werden kann.

Satz 4.23 Die Funktion F' erfille die angegebenen Voraussetzungen 1) und 2).
Ferner besitze F' auf der Kreisscheibe |z| < R die endlich vielen isolierten sin-
guldren Stellen z1, . .., zy, und sei im Gbrigen analytisch. Dann laf$t sich die zu F
gehdrige Folge (f,) nach folgender Formel berechnen:

a) fo = lim F(z) oder dquivalent: fo = H(0)

Z—00

b) fn = ires((F(z)-z"_l),zk)) (fir n=1,2,3,...)

Erlduterung zu b): Fiir jedes feste n € N ist das Residuum von F(z) - 2"~ ! an
jeder isolierten singulédren Stelle z; zu bilden. Das Folgenglied f,, erhdlt man dann,
indem man (bei festem n) diese m Residuen aufsummiert.

Beispiel 4.26 :

Betrachte die Funktion F': G := C\{-1} = C, F(2):= 7.
Wir erhalten:

1
= lim F(z) = li =
fo= Jm F(2) = lim, == = lim ==
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Fiir jedes n > 1 sind die Residuen der Funktion F(z)-2""! an der Singula-
ritdt zp = —1 zu bilden (Polstelle 1. Ordnung). Man erhélt:

res(F(2) - 2" Y = lim (z + 1)F(2)2" ' = lim 2" = (—1)"

z——1 z——1

Damit ist die Folge durch ((—1)"), .y, gegeben. Es gilt also:

BEWEIS:  Nach dem Satz von Laurent (Satz 3.20) kann man F'(z) fiir alle z mit
|z| > R mit Hilfe einer Laurentreihe (um 0) wie folgt darstellen:

F(z) = Z Ap2" + Z A_pz™" (4.52)
n=0 n=1

Da lim, .o F(2z) existiert (im eigentlichen Sinne) nach Voraussetzung 1), folgt, daf
A, = 0 gelten muf fiir alle n > 1. Also ergibt sich fiir F'(z) aus (4.52) die folgende
Darstellung:

Flz)=> A 2" (4.53)
n=0
wobei nun offensichtlich A_,, = f,, ist. Fiir 2 — oo folgt daraus:

lim F(Z) :AO = fo

Fiir die verbleibenden Koeffizienten liefert Satz 3.21 folgende Integraldarstellung:
1 F
fn:A—n:—% (S) ds

2mj Jo g—n+l1

Dabei ist C eine einfach geschlossene Kurve, die den Kreis |z| < R umschlieit. Der
Integrand in diesem Integral ist die Funktion F(2)-2""!. Der Residuensatz (Satz 3.22)
besagt nun, dal der Wert dieses Kurvenintegrals das 2mj-fache der Summe der Residuen
an den Singularitéiten des Integranden ist, die im Inneren von C liegen. Daraus folgt
die Behauptung. D

4.4.4 Abbildungsgesetze

Wie im Fall der F- und der L-Transformation gibt es auch fiir die Z-Transformation
Regeln, die zum Ausdruck bringen, wie sich bestimmte Operationen, die im Ori-
ginalraum ausgefiihrt werden, im Bildraum widerspiegeln.

Wie die beiden genannten Transformationen geniigt auch die Z-Transformation
dem Linearititsgesetz:
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Es seien a, B € R. Ferner gelte:
(fn) o—=e F(Z) ’ (gn) o—=e G(Z)

Dann folgt:
a(fn) +0(gn) o—o aF(z)+ 5G(2)

Der einfache Beweis sei dem Leser {iberlassen.

Verschiebungen im Originalraum

Die Verschiebung einer Folge nach rechts wird dhnlich festgelegt wie die einer
Funktion f(t).

Definition 4.9 Gegeben sei die Zahlenfolge (f,) und eine feste natiirliche Zahl
k. Dann wird die um k Zeittakte nach rechts verschobene Folge (f¥) wie folgt
definiert:

tﬁ={ 0, fir0<n<k-1

" fn—kz ) fUT n > k

Beispiel 4.27 :

1) Sei (f,) = (1) und sei k = 4. Dann ist die um 4 Zeittakte verschobenen
Folge (f) gegeben durch

iz 0, fir0<n<3
no 11, firn>4

Ausfiihrlich lautet diese Folge: (0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1,...)

2) Sei (gn) = (0.8") und sei k = 3. Dann ist die um 3 Zeittakte verschobene
Folge (¢2) gegeben durch

3 0 , fir 0 <n<2
In = 0.8"3, fiir n>3

oder ausfiihrlich: (0, 0, 0, 1, 0.8, 0.64,...).

Satz 4.24 Es gelte (f,) o—e F(2) und es sei (f*) die um k Zeittakte nach rechts
verschobene Folge. Dann gilt:

(15 o DD~ o

d.h. die Bildfunktion von (f¥) geht aus der von (f,) durch Multiplikation mit z=*
hervor.
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BEWEIS:  Nach Voraussetzung gilt:
F(z)=fo+ fiz 7+ 4 foz P+ fopa B 4
Fiir die Bildfunktion Fj(z) von (f¥) gilt entsprechend:
Fez) = fo+plztv gl g b D 4o

— foz*]f + flzf(k+1) + e
= 2 (fo+ et ) = 2TRR()

Zu beachten ist dabei die Beziehung, in der (f,) und (f¥) stehen. []

Beispiel 4.28 :
Nach Satz 4.22 ist folgende Korrespondenz bekannt:
z

z—1

Dann sind (f;}) und (f!) (d.h. k& = 4 bzw. k = 1) nach obigem Satz wie
folgt gegeben:

(fn) = (1) o—e

1 1
(fy) o— m und  (f,) o—e

Definition 4.10 Gegeben sei die Zahlenfolge (f,) und eine feste natiirliche Zahl
k. Dann wird die um k Zeittakte nach links verschobene Folge (*f,) wie folgt
definiert:

Rty = fosne flir n=0,1,2,3,...

Man schreibt an Stelle von (*f,,) meist: (foir)nen, oder kiirzer: (fnix)-

Beispiel 4.29 :

Sei (f,) = (0.8"), oder ausfiihrlich: (1, 0.8, 0.8%, 0.8%,...). Dann ist die um
k = 2 Zeittakte nach links verschobene Folge durch (0.8"%2), oder ausfiihr-
lich durch (0.82, 0.8°,...) gegeben.

Satz 4.25 Es gelte (f,) o—e F(z) und es sei (fnyx) die um k Zeittakte nach
links verschobene Folge. Dann gilt:

(o) 0o (P - zf ) = e
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Speziell lautet die Formel fir k =1,2:

k=1: (far1) o—e 2(F(z) = fo)

k=2: (fu2) o—e2? (F(z) —fo— N z’l)

k=3: (fays) o2 (F(z)=fo—fiz"" = r27?)
BEWEIS:  Nach Definition 4.10 gilt:

FP(2) = fit ezt frpz 2

00 k—1
= (Z fiz 7' =) fi 2_Z>
=0 =0
k—1 )
= Zk (F(Z) — Z fl ZZ>
=0

Beispiel 4.30 :

Gegeben sei (f,) = (0.8") mit F(z) = Z55. Fiir die um k = 2 Zeittakte

nach links verschobene Folge gilt nach obigem Satz:
z

(fruz) = (087 oo 27 (z “os I flzl) -

wobei fo =1 und f; = 0.8 beriicksichtigt wurde.

0.64z
z—0.8

Anwendung auf Differenzengleichungen

Ahnlich wie man die L-Transformation zur Lésung von Anfangswertproblemen
mit Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten einsetzen kann, so kann
man die Z-Transformation zur Losung von Differenzengleichungen mit konstan-
ten Koeffizienten verwenden.

Definition 4.11 Gegeben seien eine Folge (f,,), eine natirliche Zahl m und kon-
stante Zahlen aq,...a, aus R. Dann heifit eine Gleichung der Form

Tpim + 01 Togm1+ ...+ amx, = f, (fir n=0,1,2,3,...) (4.54)

in der die Folge (x,) gesucht ist, eine Differenzengleichung m-ter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. Sind Zahlen bg,...b,_1 aus R wvorgegeben, so mennt
man die Bedingungen

o =bo,r1 =01, .., Tm1 = b1

Anfangsbedingungen zur Differenzengleichung (4.54).
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Eine Differenzengleichung 2. Ordnung des Typs (4.54) lautet also:
Tpio+ a1 Tpy1 +asx, = f, (fir n=0,1,2,3,...)

Die zugehorigen ABn besitzen die Form: xy = by, 1 = b;. Gesucht ist eine Folge
(x,), die die Differenzengleichung zu den gegebenen ABn erfiillt.

Beispiel 4.31 :
Gegeben sei die folgende Differenzengleichung 2. Ordnung

Tpio — 3Tpy1 + 2z, = f, (fir n=0,1,2,3,...)

zu den ABn 29 = 0, 21 = 0. Es sei (f,,) die Folge (0, 1, 1, 1 ,...).
Diese Folge stimmt mit der Folge (f!) aus Beispiel 4.28 iiberein. Damit
gilt: (f,) o—e =

z—1"
Die Transformation der linken Seite kann dann mit Hilfe von Satz 4.25

vorgenommen werden:
(zn) o—e X(2)
(tn11) o—e 2 (X(2) —a0) = 2 X(2)
(o) oo 22 (X(z) —xg— 1 z_l) =22 X(2)
Insgesamt lautet die Differenzengleichung im Bildraum nun so:

1

(22—37:—1-2) X(z):Z_1

Auflésen nach X(z) ergibt:

1 1
R P P | S Rl oy sy
Nun ist die Funktion X (z) in den Zeitbereich zuriickzutransformieren, was
mit dem Residuenkalkiil geschieht. Da o = 0 und z; = 0 bekannt sind,
geniigt es, die Folgenglieder fiir n > 2 zu bestimmen. Beachte, daf§ X (z) in
z1 = 1 eine Polstelle 2. Ordnung und in 2z, = 2 eine Polstelle 1. Ordnung
besitzt:

Zn—l Zn—l

o g M el gy @
= 2" —n (fir n>1)

x, = res(
Also wird obige Differenzengleichung mit den gegebenen ABn von der Folge
() mit

- 0, fir n=20
Tn = on=l o fiir n=1,2,3,...

gelost.
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Produkt und Faltung

Ausgangspunkt seien die Transformationspaare

F(z) e—o (fa)  G(2) @0 (gn)

Wie im Fall der F- und der L-Transformation wollen wir im Originalraum eine
Verkniipfung zwischen den Folgen (f,,) und (g,) einfithren, die der Multiplikation
im Bildraum entspricht.

Definition 4.12 Mit Hilfe von (f,) und (g,) definieren wir eine neue Folge (hy,)
gemdfS der Vorschrift

ho =3 fign-r (fir n=0,1,2,3,...)

Die Folge (h,) wird auch mit (h,) := (f,) * (gn) bezeichnet und Faltung der
Folgen (f,) und (gn) genannt.

Ausfiihrlich aufgeschrieben lautet die Folge (h,,):

ho = fogo

hi = fog1 + f190

ha = fog2 + f191 + f290

hs = fogs + f1g2 + feg1 + f390

he = fogn+ fign—1+ ...+ fao191 + fugo

Wir bemerken, daf die Faltung folgende Gesetze erfiillt (wobei wir den Beweis
dem Leser iiberlassen):

Kommutativgesetz: (fn) * (gn) = (90) * (fn)

Assoziativgesetz: ((fn) * (gn) * (k) = (fu) * ((gn) * (kn))
Distributivgesetz: (fa) * ((gn) + (Kn)) = (fa) * (gn) + (fn) * (kn)

Der folgende Satz (Faltungssatz) zeigt, dafl einem Produkt im Bildbereich eine
Faltung im Originalbereich entspricht.

Satz 4.26 Aus F(z) e——o (f,) und G(z) e—o (g,) folgt:
F(z) G(z) o (fn) * (gn)
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BEWEIS:  Es ist der Produktsatz fiir Reihen (das sog. Cauchy-Produkt) zu verwen-
den. Es gilt:

F(2) G(z) = <Z fnz"> . (Z gn2">
n=0 n=0

n=0 \k=0

= i <i fkgnk> z"

n=0 \k=0

= Z(fn * gn)z "

n=0

Daraus folgt die Behauptung. D

Beispiel 4.32 :
Betrachte fiir a # 1, a # 0 die Folge (f,,) := (a™) sowie die Folge (g,) = (1).
Bekannt sind nach Satz 4.22 folgende Beziehungen:

i (1) o—e i
zZ—a z—1

(a") o—e

Nach dem Faltungssatz gilt folgende Korrespondenz:

22

G-a)z-1)

Das Faltungsprodukt h,, erhélt man nun auf folgende Weise:

H(z) = F(2)G(z) = o——o (a") * (1) =: h,

n n an+1 -1

hn:Zakl:Zak:il (fiir n=0,1,2,3,...)
a_
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4.5 Zusammenfassung

| Fourierreihen |

Eine Funktion f : R +— R heifit T-periodisch auf R, wenn es eine Zahl T" > 0 gibt,
so daf3 gilt:
ft+T)= f(t) firalle teR

Ein wichtiges Beispiel einer T-periodischen Funktion ist ein sog. TRIGONOME-
TRISCHES POLYNOM VOM GRAD n:

pa(t) == Z (ak cos(kwt) + by, sm(k:wt))

_0
2

mit w = 27 /7T, wobei ag,ay, -, a,,by1,---,b, aus R vorgegeben sind.
Ein solches Polynom kann man auch in der folgenden Form (mit den angegebenen
Umrechnungsformeln) schreiben:

1 _ 1 .
o= —, C:= 5(% —bkj), copi= 5(‘”6 +brej)

Sei f: R +— R T-periodisch und stiickweise stetig. Dann stellt
pu(t) = % + 3 (ak cos(kwt) + by, sin(kwt))
k=1

mit w = 27/7T eine BESTE ANNAHERUNG an f dar, wenn die Koeffizienten

ag, a1, -+, an, by, - -+, b, wie folgt festgelegt werden:

, T
T

ar = %[ f(t) cos(kwt)dt (fir k> 1)
0
T

b = 2 [f(t)sin(kwt) dt (fir k>1)
0

Im Fall der komplexen Darstellung des trigonometrischen Polynoms sind die Ko-
effizienten nach folgender Formel zu berechnen:

T
1 .
= / ft)e ™t gt (¥ k€ )
0
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Berechnet man die Koeffizienten (a)ren, und (by)ren bzw. (¢ )rez in der oben be-
schriebenen Weise, so werden sie Fourierkoeffizienten der Funktion f genannt.
Die unendliche Reihe mit diesen Koeffizienten, also:

3 ettt = % +> (ak cos(kwt) + by sin(k:wt))
k=1

k=—o00

heiit dann FOURIERREIHE VON f.

DARSTELLUNG EINER 7T-PERIDISCHEN FUNKTION DURCH IHRE FOURIER-REIHE:
Die Funktion f sei T-periodisch und auf [0, 7] stiickweise stetig differenzierbar.
Dann gilt fiir die Fourierreihe von f folgende Darstellung in jedem Punkt ¢ € R:

%(f(m_) + f(t=)) = % + g:l (ak cos(kwt) + by, sin(kwt))

wobel w = 27/T ist. Natiirlich gilt die Darstellung entsprechend auch fiir die
Exponentialform der Fourierreihe.
Bildet man das trigonometrische Polynom p,,(t) mit den Fourierkoeffizienten von
f dann gilt:

| f—pnll — 0 fiir n— oo

Ist f eine GERADE FUNKTION, so gilt: b, = 0 fiir alle k € N.
Ist f eine UNGERADE FUNKTION, so gilt: a; = 0 fiir alle k € Nj.

| Fouriertransformation |

Eine Funktion f : R — C heiit FOURIER-TRANSFORMIERBAR, wenn das unei-
gentliche Integral

Flw) = / F(t)e*t dt

fiir jedes w € R existiert. Dann wird F' Fouriertransformierte von f genannt.
Man nennt das Paar (f, F') eine F-Korrespondenz und schreibt dafiir auch:

F(w)=F{f(t)} oder: f(t)o o F(w)
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HINREICHENDE BEDINGUNG: f: R — C ist Fouriertransformierbar, wenn f auf
R absolut integrierbar ist.

UMKEHRFORMEL ZUR F-TRANSFORMATION

Die Funktion f : R — C sei absolut integrierbar und auf R stiickweise stetig
differenzierbar. Dann 148t sich f(¢) in jedem Stetigkeitspunkt ¢ € R von f mit
Hilfe der Formel

o0

/ F(w)e’ dw

— 00

1

f(t):%

darstellen. An jeder Sprungstelle lautet die Darstellung;:

ft) + f(t-) = i lim /F )er“t dw
2 2m A—oo

REGELN FUR DIE FOURIERTRANSFORMATION:

Linearitét af(t)+ Bg(t) o——e aF(w)+ BG(w)
Zeitverschiebung f(t—to) o e e TOYR(W)
Frequenzverschiebung e/ “°* f(t) o e F(w—wp)
Konjugation f(t) o e F(—w)
Ahnlichkeit f(at) o ﬁF (%)

DIFFERENTIATIONSSATZ: f sei stetig und stiickweise stetig differenzierbar. Sind
f und f’ absolut integrierbar, so folgt aus f(¢)o——e F'(w) die F’-Korrespondenz:

f(t)o

DIFFERENTIATION IM BILDBEREICH: Ist die Funktion f;(t) := ¢ f(t) F-transformierbar,
so folgt aus f(t) o o [(w):

tf(t)o o jF'(w)

FALTUNGSSATZ: Die Funktionen f und g seien absolut integrierbar. Aus fo— e
F und go o (& folgt:

o jwF(w)

Fw)-Gw)e o (f*g)(t)
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TRANSFORMATION GERADER UND UNGERADER FUNKTIONEN: Die Bildfunktion
F einer geraden (bzw. ungeraden) F-transformierbaren Funktion f ist ebenfalls
gerade (bzw. ungerade). Die Transformationsformel vereinfacht sich dann zu:

Flw) = 2/f(t) cos(wt) dt falls f gerade ist
0
Flw) = —2j/f(t) sin(wt)dt, falls f ungerade ist
0

Auch die Umkehrformeln erlauben eine vereinfachte Darstellung.

Laplacetransformation

Im gesamten Abschnitt gilt fiir jede Zeitfunktion f : R +— C die VORAUSSET-
ZUNG: f(t) = 0 fiir alle ¢ < 0. AuBlerdem sollen diese Funktionen (zumindest)
stiickweise stetig sein.

Das folgende uneigentliche Integral mit dem Parameter s := z + jw € C heifit
Laplace-Integral: [ f(t)e™*" dt. Wenn es iiberhaupt fiir ein s € C absolut kon-
0

vergiert, so gibt es eine Zahl ay € R, so dass es zumindest fiir alle s € C mit
Re s > ay konvergiert, auf der sog. Konvergenzhalbebene. f wird in diesem Fall
L-transformierbar genannt.

HINREICHENDE BEDINGUNG: Gibt es konstante Zahlen k, M, so dass fiir alle
t>0gilt: | f(t)] < M e, dann ist f L-transformierbar.

Ist f L-transformierbar, dann wird durch das Laplaceintegral eine ANALYTISCHE
FUNKTION F' auf der Halbebene Re s > a definiert:

F(s) ::/f(t)e*“dt

Durch das Laplaceintegral entsteht eine Funktionsvorschrift fiir F'(s), die im allge-
meinen iiber die Konvergenzhalbene Re s > o hinaus Giiltigkeit besitzt. Diesen
Bereich sehen wir dann als Definitionsbereich G von F' an (natiirliches Definiti-
onsgebiet von F').

F(s) heifit dann Laplace-Transformiert von f(¢), wir schreiben:

f(t)o e ['(s) oder F(s)=L{f(t)}
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WICHTIGE ABBILDUNGSGESETZE DER L-TRANSFROMATION:

DIFFERENTIATIONSSATZ:
f sei fiir t > 0 wenigstens (n — 1)-mal stetig differenzierbar und f sei auf (0, o)
wenigstens noch stiickweise stetig. Dann gilt:

L{F™ (@)} = s"F(s) — " f(04+) — " 2f(04) — ... — sf™D(04) — FPD(04)
Speziell haben wir also fiir n = 1 bis 3:

L{f(1)} = sF(s) = f(0+)
L{f'()} = s"F(s) = sf(0+) = f'(0+)
L{f"(6)} = $°F(s) = s*f(0+) — sf'(0+) — f"(0+)

t
INTEGRATIONSSATZ: Aus f(t) o o ['(s) folgt: h(t) := [ f(T)dT o—e @
0

o (& folgt:

o (f*g)()

FALTUNGSSATZ: Aus f o e FFund go

F(s)-G(s) e

WEITERE REGELN:
a sei eine positive reelle Zahlen, b darf beliebig komplex sein.

Zeitverschiebung f(t—a) o——e e F(s)
Verschiebung im s-Bereich et f(t) o—e [(s—10)
Ahnlichkeit f(at) o—e 1P (2)

Differentiation im s-Bereich ~ (—t)" f(t) o——e F®(s)

METHODEN DER RUCKTRANSFORMATION:

PARTIALBRUCHZERLEGUNG: Eine rationale Funktion F'(s) = ggz; mit Grad P <
Grad @ kann in Partialbriiche zerlegt werden. Seien aq, ..., a; € C die Nullstellen
von )(s) mit den Vielfachheiten my, ..., my, so gibt es zu jedem a; Koeffizienten

Air, ..., Aim,; € C, so daB eine Partialbruchzerlegung der Form

P(s) _ i(Ail n Ao P Aim, )

Q(S) i—1 \S — a4 (S — ai)z (3 — ai)mi
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gilt. Die einzelnen Summande kann man mit der Transformationsformel zuriick-

. X 1 tnfleat
transformieren: ooy ® ° D!
RESIDUENKALKUL: F(s) sei mit Ausnahme endlich vieler Singularitidten sy, ..., s,

auf C analytisch und geniige der Bedingung lim, .., F'(s) = 0. Dann gilt:
f(t) = res(F(s)e™, sg), fiirt>0
k=1

Merke: Jede rationale Funktion F'(s) := p(s)/q(s) mit Grad p < Grad q erfiillt
die Voraussetzungen dieses Satzes.

| Z-Transformation |

Gegeben sei eine Zahlenfolge ( f,)nen, = (fo, f1, f2, - - -). Wir bilden mit ihrer Hilfe
die folgende Potenzreihe mit negativen Exponenten:

F(z):= Z foz "

Wenn diese Reihe fiir ein z € C absolut konvergiert, dann ist die Reihe auf
einen Auflenkreisgebiet {z||z| > R} konvergent. In diesem Fall sagen wir, die
Folge (fn)nen, besitzt die Z-Transformierte F'(z). Wir driicken die entstehende
Zuordnung wie folgt aus:

Z{fn} = F(2) oder (fu)nen, ©

HINREICHENDE BEDINGUNG: (f,) sei eine Zahlenfolge, welche folgender Bedin-
gung geniige: Es gibt positive, konstante Zahlen M und ¢, so dafl gilt:
|fu] < Me™ (¥ n € Npy) Dann besitzt die Folge eine Z-Transformierte F'.

o [(2)

RUCKTRANSFORMATION MIT DEM RESIDUENKALKUL: Die Funktion F' erfiille
folgende Voraussetzungen: 1) Sie besitze in C nur endlich viele isolierte Singu-
laritdten 21, ..., 2y, 2) es gelte lim, ., F'(z) existiere. Dann 148t sich die zu F
gehorige Folge (f,) nach folgender Formel berechnen:

a) fo = lim F(z)

Z— 00

b) f. = kires ((F(z) . z"’l),zk)) (fir n=1,2,3,...)
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DEFINITION EINER NACH LINKS VERSCHOBENEN FOLGE: Seien die Folge ( f,,)nen,
sowie die Zahl k£ € N vorgegeben. Dann wird die Folge

(frsr)neno = (frr frrts frras---)

die um k Zeittakte nach links verschobene Folge genannt.

TRANSFORMATIONSSATZ FUR DIE VERSCHOBENE FOLGE:
Aus der Korrespondenz (f,,) o e ['(z) folgt:

(fasi) oo 2 <F<z> - kz;f z—i>

Speziell: k=1: (fus1)o
k=2: (fn+2) °

o2 (F(2) ~ fo)
2 (F(2)~ fo—fr27")




Kapitel 5

Spezielle lineare
Differentialgleichungen™

In der theoretischen Elektrotechik werden Potenziale meist durch das Losen spe-
zieller partieller Differentialgleichungen ermittelt. Ist apriori bekannt, dass das
Potenzial gewisse Symmetrieeigenschaften besitzt, so wird héufig versucht, ei-
ne Losung der partiellen DGL mit Hilfe eines sog. Separationsansatzes herbei-
zufithren. Mit einem solchen wird dann erreicht, dass an Stelle einer partiellen
DGL mehrere gewohliche DGLn zu l6sen sind. Die wichtigsten DGLn, die dabei
auftreten, sind neben der DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten, die uns
aus Mathematik A bereits bekannt ist, die Eulersche DGL, die Besselsche DGL
und die Legendresche DGL.

5.1 Theoretische Grundlagen iiber lineare DGLn

Wir beschrénken uns im folgenden auf lineare DGLn zweiter Ordnung, die wie
folgt definiert sind.

Definition 5.1 Gegeben seien vier auf einem Intervall I := (a,b) mit a < b
stetige, reellwertige Funktionen Py, Py, P, und R. Fine Gleichung der Form

Po(z)y" + Pi(x)y' + Py(x)y = R(z) mitz € (a,b) (5.1)

heifst lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. Die DGL heifit homogen,
wenn R = 0 auf (a,b) ist, andernfalls inhomogen. Eine Funktion y = y(x) aus
C*(a,b) heift Losung der DGL, wenn sie die Gleichung (5.1) fir alle x € (a,b)
erfillt.

Wie uns bereits bekannt ist, wird haufig eine Losung der DGL gesucht, die zusétz-
liche Bedingungen erfiillen soll. Vorgegeben sei ein Punkt xy € (a,b) sowie Zahlen

174
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(o, £1. Dann werden Bedingungen der Form

y(xo) = Bo, ¥ (w0) = 1 (5.2)

Anfangsbedingungen zur DGL (5.1) gennant. Die DGL zusammen mit den An-
fangsbedingungen heifit Anfangswertproblem.

Wir setzen nun weiterhin voraus: Py(z) # 0 fiir alle x € I. Division der DGL
(5.1) durch Py(x) fithrt dann zur linearen DGL 2. Ordnung in Standardform:

v +pr(x)y + pa(x)y =r(z) mitz € (a,b) (5.3)

Ein Spezialfall dieses Typs von Differentialgleichung ist uns bereits bekannt,
namlich der, in dem die Koeffizientenfunktionen p; und p, in der Gleichung (5.3)
konstante Zahlen a; und ay sind. Wir haben diese DGL lineare DGL 2. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten genannt. Wie eine solche DGL zu l6sen ist, wurde
ausfiihrlich in Mathematik A besprochen.

Beispiel 5.1 :
1. Die DGL

22y 4+ xy —4y=0
ist eine lineare DGL 2. Ordnung mit variablen Koeffizienten. Sie ist fiir
x € R definiert. Wird eine Losung nur auf dem Intervall (0, c0) gesucht, so
kann durch z? dividiert werden und man erhélt eine (homogene) Gleichung

in Standardform:
" 1 / 4 o
y+-y—-—5y=0
x x
Diese DGL ist fiir x € (0,00) (oder fiir x € (—00,0)) definiert.
2. Die DGL
y' + 2%y + (sinz)y = e”
ist eine inhomogene lineare DGL 2. Ordnung mit variablen Koeffizienten in
Standardform. Sie ist fiir z € R definiert.
3. Die DGL
y' =3y +2y=1+z
ist eine inhomogene lineare DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten,
fiir die ein Losungsschema bekannt ist.
4. Die DGL
y//+yy/+y2:0

ist eine nicht-lineare DGL.
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Satz 5.1 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir das AWP)
Gegeben sei eine lineare DGL (5.1) auf einem Intervall (a,b) mit Anfangsbedin-

gungen der Form (5.2). Dann gibt es eine und nur eine Funktion aus C*(a,b), die
dieses AWP list.

Ein Beweis dieses Satzes wird im Rahmen dieses Skripts nicht gefiihrt.

Satz 5.2 (Struktur der Losungsmenge der homogenen DGL)

Die homogene DGL (5.1) besitzt genau zwei linear unabhdingige Losungsfunktio-
nen, die den Losungsraum aufspannen, d.h. sind y; und ys zwet linear unabhdngi-
ge Losungsfunktionen der DGL (5.1), so ist die Lisungsgesamtheit durch

y(r) == cryi(z) + caya(x)

gegeben, wobet c; und co zwer beliebig wahlbare Konstanten aus R sind. Zwei linear
unabhdngige Losungsfunktionen der homogenen DGL werden Fundamentalsystem
oder Basis des Losungsraumes genannt.

BEWEIS:  Die Behauptung kann aus dem letzten Satz abgeleitet werden. Wir fithren
fiir die linke Seite der DGL (5.1) folgende Abkiirzung ein:

L(y) := Po(x)y" + Pi(2)y + Pa(2) y

Man bestétigt, dass die so definierte Abbildung L linear ist, d.h. fiir zwei Funktionen
y1,7y2 € C*(a,b) und c1, co € R gilt: L(ciyy + coy2) = c1L(y1) + c2L(y2). Sind nun y1, 32
zwei Losungsfunktionen der homogenen DGL, dann gilt: L(y;) = 0 = L(y2). Dann folgt
aber nach obiger Beziehung: L(ciy; + coy2) = 0, d.h. c1y1 + coys2 ist nun ebenfalls eine
Losungsfunktion der homogenen DGL. Also ist die Menge M aller Losungsfunktionen
der homogenen DGL ein Untervektorraum von C?(a, b).

Wir zeigen nun, dass M die Dimension zwei besitzt. Zu beliebig vorgegebenem Zahlen-
paar (3o, 1) € R? gibt es nach Satz 5.1 genau eine Losungsfunktion der homogenen
DGL (5.1) mit y(zo) = Bo, ¥’ (x¢) = P1. Dies bedeutet, dass die Abbildung 7', definiert
durch

TiMe R, T(y) = (6o, B)

bijektiv ist. Dass T eine lineare Abbildung ist, zeigt eine einfache Rechnung. Damit
miissen M und R? dieselbe Dimension besitzen, d.h. M wird von zwei Elementen
aufgespannt. D
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Beispiel 5.2 :

Fiir eine DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten, also eine DGL der
Form

v +a1y +ayy =0 (5.4)

ist uns bereits eine Methode zur Ermittlung eines Fundamentalsystems be-
kannt. Man stellt zu (5.4) die charakteristische Gleichung auf:

MNtad+a =0

und ermittelt dann deren Nullstellen, die mit A, Ay bezeichnet seien. Je
nach Art dieser Nullstellen erhélt man folgendes Fundamentalsystem:

1) Sind Ay, A reell und verschieden, so ist ein Fundamentalsystem durch
y1 (1) = eM® yp(z) = e2® gegeben.

2) Ist \; eine zweifache reelle Nullstelle, so ist i1 (z) = eM?® yo(2) = 2 eM®

ein Fundamentalsystem.

3) Liegt eine Paar konjugiert komplexer Nullstellen vor: \; := o + j 3,
Ao = — j 3, so ist y1(x) = e** cos Bz, ya(x) = €** sin Sx ein Funda-
mentalsystem.

Die Losungsmenge der homogenen DGL wird dann jeweils von diesen beiden
Losungsfunktionen aufgespannt.

Beachte aber: Diese Methode zur Ermittlung eines Fundamentalsystems
darf nur auf lineare DGLn mit konstanten Koeffizienten angewendet wer-
den. Fiir lineare DGLn mit variablen Koeffizienten versucht man haufig,
ein Fundamentalsystem mit Hilfe eines Potenzreihenansatzes zu finden (sh.
unten).

Satz 5.3 (Struktur der Losungsmenge der inhomogenen DGL)

Gegeben sei die inhomogene lineare DGL (5.1). Es sei ein Fundamentalsystem
y1(x), yo(x) der zugehorigen homogenen DGl bekannt, ebenso liege eine spezielle
Losungsfunktion y,(x) der inhomogenen DGL vor. Dann ist die Losungsmenge
der inhomogenen DGL gegeben durch

y(x) = cryi(x) + 2 ya(w) + yp(z)

wober c¢; und co beliebige Konstanten aus R sind.
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Die Begriindung entspricht dem Beweis des entsprechenden Satzes fiir lineare
DGLn mit konstanten Koeffizienten (vgl. Mathematik B, Unterabschnitt 5.3.2).

Wir halten fest: Die grundlegenden theoretischen Sétze, die uns fiir lineare DGLn
mit konstanten Koeffizienten bekannt sind, gelten entsprechend auch fiir lineare
DGLn mit variablen Koeffizienten. Die bekannten Loésungsmethoden lassen sich
aber nicht auf DGLn mit variablen Koeffizienten ausdehnen.

5.2 Die Eulersche DGL
Die Eulersche DGL besitzt die Form

22y +biry +byy=0 mit x € (0,00) (5.5)
wobei by und by vorgegebene konstante Zahlen sind.

Die DGL (5.5) lait sich mit Hilfe der folgenden Variablensubstitution in eine
lineare DGL mit konstanten Koeffizienten transformieren; wir setzen:

y(e')

r = ¢ und: wu(t) =
& t = Inz somit: y(x) =u(lnz) (5.6)

Im folgenden sind die Ableitungen nach x mit ,,Strich* und die Ableitungen nach
t mit ,,Punkt®“ gekennzeichnet. Unter Beachtung der Kettenregel gilt:

"= d—“l—ue*t
A
d d
noo_ N — = (ot -t _ s —t1 —t
y' o= ) = (ae) et = [ - a)ee

Durch Einsetzen von y' = @+ und y” = (i — @) 5 geht die DGL (5.5) iiber in
die folgende DGL mit konstanten Koeffizienten:

u+(b1 - 1)iL+bQUZO
Damit haben wir folgende Lésungsmethode fiir die DGL (5.5) gewonnen:

1) Man stelle zu (5.5) die transformierte DGL auf (lineare DGL mit konstanten
Koeffizienten): i + (by — 1) 4 + by u = 0.

2) Ist u(t) eine Losungsfunktion dieser DGL, so ist y(z) := u(ln x) eine Losungs-
funktion von (5.5). Insbesondere erhdlt man auf diese Weise alle Losungs-
funktionen von (5.5).
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Beispiel 5.3 :

1)

Betrachtet wird die DGL 2%y” 4+ xvy' — n?y = 0 fiir x > 0. Der Parameter
n ist eine feste positive reelle Zahl. Es gilt: b = 1 und by = —n?. Die
transformierte DGL lautet somit:

2

u—n‘u=20

Die charakteristische Gleichung ist somit durch A\?> — n? = 0 gegeben. Sie
besitzt die reellen Nullstellen \;y = n und Ay = —n. Die Losungsmenge der
transformierten DGL lautet somit:

u(t) =cre™ +cpe ™

Fiihren wir darin die Riicksubstitution ¢ = Inx aus, so erhalten wir:

y(x) =u(lnz) =c 2" +coz™

(Beachte: e:l:nt — eﬂ:nlnx — (elnx):l:n — x:l:n_)
Betrachtet wird die DGL 2%y” + 2xy' — n(n + 1)y = 0 fiir > 0. Dabei

ist n eine feste positive reelle Zahl. Es gilt: by = 2 und by = —n(n + 1). Die
transformierte DGL lautet somit:

i+u—nn+1)u=0

Das charakteristische Polynom lautet: p(A) = A2 + A — n(n + 1) = 0 mit
den reellen Nullstellen A\; = n, Ay = —(n + 1). Die Losungsmenge der
transformierten DGL lautet somit:

u(t) = ¢y ™ 4+ cye (!

Fiihren wir darin die Riicksubstitution ¢ = Inx aus, so erhalten wir:

y(z) = u(lnz) = ¢y 2" + ¢z~ "D
5.3 Die Legendresche DGL
Die Legendresche DGL besitzt die Form
(1—a2*)y" =22y +nn+1)y=0 (5.7)

wobei n > 0 ein reeller Parameter ist. Gesucht werden Losungsfunktionen, die auf
dem Intervall (—1, 1) definiert sind. Nach Satz 5.2 gibt es zwei linear unabhéngige
Losungsfunktionen y;(z) und ys(x), von denen die Losungsmenge aufgespannt
wird, d.h. die Losungsmenge hat die Gestalt

y(x) = cryr () + ey ()

mit beliebigen reellen Konstanten ¢y, ¢s.
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5.3.1 Ermittlung der Losungsmenge

Unser Ziel besteht darin, ein Paar linear unabhéngiger Losungen mit Hilfe eines
Potenzreihenansatzes zu finden. Wir gehen also von einem Ansatz der Form

y(x) == i)a,,x” (5.8)

aus. Da dieser Ansatz in die DGL (5.7) eingesetzt werden soll, bilden wir die
Ableitungen:

Y (x) = fjl va,a”t oy (x) = i (v — Dayz” >
Es gilt:
2y (r) = i 2war,z”
(1—2?)y'(z) = é v(v = D" = v(v = Daya”]
- i::o (v +2) (v + Dogo — v(v — 1)ay] 2"

Einsetzen in die DGL (5.7) fithrt schlielich zu folgender Gleichung:

o0

;} (v +2)(v+1Dayo—v(v—1)a, —2va, +n(n+1)a,] ¥ =0
o i{)[(u+2)(u—l—1)o¢y+2+(n—u)(n+u+1)0z,,] 2 =0 (5.9)

Diese Gleichung soll fiir alle z € (—1,1) erfiillt sein. Dies ist nur moglich, wenn
jeder Koeffizient zu x”, also der Ausdruck in der Klammer [.] null ist. Somit folgt:

v+2)v+1Dayo+(n—v)(n+v+1)a, =0
(n—v)(n+v+1)
(v+1)(v+2)

S Qg = — oy, (5.10)

Die Beziehung (5.10) gilt fiir jedes v € Ny. Dies bedeutet: as, ay, ag, as, . .. kann

man rekursiv aus ag berechnen, indem man v = 0,2, 4, ... nacheinander in (5.10)
einsetzt:
n(n+1
Qa2 = —g Qo

1-2
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. m=2)(n+3)  (n—=2)n(n+1)(n+3)
“= 3.4 27 1-2-3-4 @
(n—4)(n+5) (n—4)(n—2)n(n+1)(n+3)(n+5)
N g o
(n—6)(n—4)(n—2)n(n+1)(n+3)(n+5)(n+7)
ag = Qo
8!
Die GesetzmiéBigkeit diirfte jetzt erkennbar sein!
Ebenso kann man a3, as, ay, ... rekursiv aus «a; berechnen, indem man v =
1,3,5,... nacheinander in (5.10) einsetzt:
- (n=1)(n+2) o
2-3
L m-3mY) (=YDt
o 4.5 T 2.3-4-5 !
(n—=5)(n—3)(n—1)(n+2)(n+4)(n+6)
Qy = — 7 (03]

Die GesetzméafBigkeit diirfte nun ablesbar sein.

Wir denken uns nun die ermittelten Koeffizienten () in den Potenzreihenansatz
(5.8) eingesetzt. Terme mit geraden Exponenten werden mit ayp, solche mit un-
geraden Exponenten mit a; multipliziert. Die Teilreihe, die mit «g multipliziert
wird, bezeichnen wir mit y; (), jene, die mit «; multipliziert wird, mit ys(x), d.h.
es gilt:

1_n(n—|—1) s, m=2)nn+1)(n+3) ,

n(r) = 1.2 © 41 !
_<n—4><n—2>n<ré!+1><n+3><“+5> O (5.11)
(n=5)(n—=3)(n— 1;(!n+2)(n+4)(”+6) 2T (5.12)

Damit erhalten wir die folgende Aussage.

Satz 5.4 (Losungsmenge der DGL (5.7))
Die Lésungsmenge der Legendreschen DGL zum Parameter n > 0 ist gegeben

durch
y(x) = ap y1(v) + a1 y2(x)

wobei yy(x) und yo(x) nach (5.11) bzw. (5.12) gegeben und g und oy beliebige
Konstanten aus R sind.
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Bemerkung: Die allgemeine Form der Koeffizienten in (5.11) zu 2?* bzw. in
(5.12) zu 2?1 lautet:

n—02k—=2)...n—=2)n(n+1)(n+3)...(n+ (2k — 1))
(2k)!
n—02k—=1))...(n=3)(n—=1)(n+2)...(n+ 2k)
(2k+1)!
Aus dieser Darstellung der Koeffizienten kann man erkennen, dass eine spezielle
Situation in dem Fall eintritt, wenn der Parameter n aus Nj ist:

gL = (—1)k

agpy1 = (—1)*

1) Ist n gerade, dann sind nur endlich viele Koeffizienten ag; # 0, d.h. dann
ist y1(x) ein Polynom.

2) Ist n ungerade, dann sind nur endlich viele Koeffizienten agi1 # 0, d.h.
dann ist ys(x) ein Polynom.

Damit haben wir im Fall n € Ny:
e n gerade: yi(z) ist ein Polynom, ya(x) ist eine Reihe.

e n ungerade: yo(z) ist ein Polynom, y;(x) ist eine Reihe.

5.3.2 Legendre-Polynome*

Die oben angesprochenen Polynome werden so mit einem Skalar multipliziert,
dass ihr Graph durch den Punkt (1, 1) verlduft, d.h. man multipliziert y; (x) bzw.

o1 1
Yo () mit e bzw. R

Definition 5.2 Ist y;(z) (i € {1,2}) ein Polynom vom Grad m, so setzt man
yi(x)
P, (x) =
@) yi(1)

und nennt P, (x) Legendre-Polynom vom Grad m. Die Legendre-Polynome wer-
den auch Legendre-Funktionen 1. Art genannt.

Man spricht von einer Legendre-Funktion 2. Art, wenn y;(x) eine Reihe ist.

Die Legendre-Polynome spielen in verschiedenen Gebieten der Mathematik eine
Rolle, sie werden in mathematischen Nachschlagwerken in Listen gefiihrt und sind
dort graphisch dargestellt. Im folgenden sind die ersten sechs Legendre-Polynome
angegeben:

Py(z)=1 P(z)==x
Py(z) = § (322 — 1) Py(z) = 1 (52% — 3z)
Py(x) = 5 (352" — 302® +3) Ps(x) = g (632° — 702° + 152)
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Es sei erwihnt, dass die Legendre-Polynome im Raum C([—1, 1]) beziiglich des
iiblichen Skalarprodukts ein Orthogonalsystem bilden. Es gilt:

(Py, Py i= /

-1

1 0, firn#m
P,(x) Py (z) dx = { 2 i — m

2n+1
In der Literatur findet man verschiedene Formeln, mit deren Hilfe man die Legendre-

Polynome berechnen kann. Wir geben hier eine solche Formel an, die nach Rod-

rigues benannt ist:
1 am
g @ =17

- omm!  dzm

P (z)

5.3.3 Ein Ansatz aus TE, der zu einer Eulerschen und
einer Legendreschen DGL fiihrt

Bei der Ermittlung des elektrostatischen Potenzials ist haufig die Laplacesche
DGL (eine partielle DGL) zu lésen:

0?d 9’0 9*®
=0 5.13
dz? + dy? * dz? (5.13)

In Kugelkoordinaten lautet die Gleichung (5.13) (sh. Satz 2.6):

lg 28_(1) +Lg 198_(1) +;82_(I)_0
r2dr \' dr rZsing do \" " do r2sind dp?

AP =0

Ist von vornherein bekannt, dass das Potenzial ® zylindersymmetrisch ist, so
héngt es nicht von ¢ ab, so dass g—i = 0 ist. In obiger Gleichung entféllt dann der

letzte Summand. Multiplikation mit r? ergibt dann:

0 (,00\ 1 0 (. 03\
%<7’ E)—Fsml{}%(anﬁ%)—o (514)

Fiir die Ermittlung von Losungen wéhlen wir folgenden Produktansatz fiir das
Potenzial:

O(r, ) :=U(r) -V (V)
Einsetzen in (5.14) ergibt:

d [ ,dU 1
V% (T %) +Usin19 d

Division durch U V' und Umstellen ergibt:

1 d [ ,dU 1 1 d (. dv
T dr ( %) =TV sind a (Smﬂw) (5.15)

S|~
N
®
]
>

‘&
<
N——
|
o

<
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In dieser Gleichung stehen links und rechts Terme, die jeweils von verschiedenen
Variablen (r bzw. 1)) abhéngen. Da die beiden Seiten aber sténdig gleich sein
miissen, kénnen sie nur gleich einer gemeinsamen Konstanten K sein; wir setzen
K :=n(n+1). Zunichst wird die linke Seite gleich K gesetzt:

1 d ([ ,dU ,d*U
dr dr? dr

aUu
e r—>_n(n+1) & r'—+4+2r— —nn+1)U=0 (5.16)

Die Gleichung (5.16) ist eine Eulersche DGL, die wir im Beispiel 8.3, 2) gelost
haben.

Es wird nun die rechte Seite von (5.15) gleich K gesetzt:

LI d(sinﬁdv>:K

V sind do dv)

Wir fithren nun eine Variablentransformation durch: x := cosd, dx = —sin ) dv,
d.h. d¥ = —Sidﬁ. Dann folgt, wenn wir y:=V setzen:

1 d 9 dy

- — -1)—=| =K

y dx l(x >dx]

d dy

— (1 —2*)=2 Ky=0

< dx [< o )d:c] Ay

& (1-2%)y" =22y +Ky=0
&  (1-2%)y" —2zy +nn+1)y=0

Diese letzte Gleichung ist offensichtlich eine Legendresche DGL, die wir oben
gelost haben.

Das Problem, die (partielle) Laplacesche DGL zu lésen, wurde also mit Hilfe eines
Separationsansatzes auf das Problem reduziert, ein Paar gewohnlicher DGLn zu
16sen.

5.4 Die Besselsche DGL
Die Besselsche DGL besitzt die Form
22y +ay + (22 —mP)y=0 (5.17)

wobei m > 0 ein reeller Parameter ist. Wir suchen Losungsfunktionen, die auf
dem Intervall (0, 00) definiert sind.
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5.4.1 Ermittlung von Lésungen

Unser Ziel besteht darin, eine Losung der DGL (5.17) durch einen Potenzreihen-

ansatz der Form i,
y(x) == 2™ (Z a,,a:”) (5.18)
v=0

zu finden. Der Ansatz y(z) = Y02, a, 2™ wird in die DGL (5.17) eingesetzt,
die Ableitungen sind gegeben durch:

y'(z) = i(m + )™t = gt (i(m +v) a,,x”)

v=0 v=0

y'(z) = i(m +v)(m+v—1)a,a" =" 2 (i(m +v)(im+v—1)a,a”

v=0 v=0

Einsetzen in die DGL (5.17) egibt:

™ {i[(er v)(m+v—1)+ (m+v)—maz’ + Vi}a,,x”“} =0

& o™ {i[V(Qm +v)| apx” + i ozy_zx”} =0 (5.19)

Damit die Gleichung (5.19) fiir alle z € (0, 00) erfiillt ist, muf} jeder Koeffizient
zur Potenz ¥ (fiir jedes v = 0,1,2,...) null sein:

v=0: 02m+0)ap=0 = g beliebig € R
v=1: 1(2m+1)a1:() = a1 =0
v>2: v(2m+rv)a,+a, 2 =0 = ozl,:—ma,,_g

Jeder Koeffizient o, 148t sich also mit Hilfe seines Vorvorgéngers iiber die Formel

1
oy = ————
v(em+v)
rekursiv berechnen. Da a; = 0 ist, sind die Koeffizienten ag, as, ..., asgs1, - - -
alle null. Fiir die geraden Indizes v gilt:
v=2: @QZ—WQQZ—W_’POKQ
v=4: o= _4(271n+4) G2 = 2021 (mA1)(m+2) @0
v="0: % = ~gmmre M = w31 minmes) X0
Die allgemeine GesetzméBigkeit diirfte daraus erkennbar sein:
—1)*
v=2k: (=1) ap (5.20)

OéQk:QQkk!(m+1)<m+2)...(m+k>

)
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Wir setzen die gefundenen Koeffizienten in den Ansatz (5.18) ein und erhalten
damit die Losungsfunktion

v (=1)* 2htm
ylz) = ao (,;)22’“k!(m+1)(m+2)---(m+k)I ) (5:21)

wobei o eine beliebige reelle Konstante ist. Zu Beschreibung der gesamten Losungs-
menge bendtigen wir aber eine weitere von (5.21) linear unabhéngige Losungs-
funktion. ((5.21) représentiert nur einen Teil der Losungsmenge.)

Zuséchst betrachten wir eine Losungsfunktion (5.21) fiir eine spezielle Konstan-
te ag. Benotigt wird dazu die Eulersche I'-Funktion, auf die wir im né#chsten
Abschnitt eingehen. Wir setzen:

1

T Tt 1)-2m

und verwenden im Vorgriff auf ein Ergebnis des néichsten Abschnitts die Bezie-
hung;:
Fm+k+1)

I(m+1)
Damit erhélt man, wenn man obiges spezielle ag in (5.21) einsetzt, die folgende
spezielle Losung der Besselschen DGL (5.17):

(m+1)(m+2)---(m+k)=

o (—1)* 2k+m
Im(x) = kz::OQQk-&-mk;] L(m+k+1) v
_ - 5.22
kz:%k!F(erkH) 2 o2

Definition 5.3 Die Funktion J,,(x), definiert nach (5.22), heifst Besselfunktion
1. Art. Sie ist eine spezielle Losungsfunktion der Besselschen DGL zum Parame-
ter m.

Wir nehmen nun an, wir hitten den Potenzreihenansatz (5.18) nicht mit dem
Parameter m, sondern mit —m durchgefiihrt, d.h. wir héatten die Reihe

y(@) = o™
v=0

in die Besselsche DGL eingesetzt. Die gesamte Rechnung wiirde dann vollig ana-
log verlaufen, so dass im Ergebnis m iiberall durch —m zu ersetzen wéire. Eine
wichtige Einschriankung mufl aber gemacht werden: m darf keine natiirliche
Zahl sein.
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Grund: In der Losungsfunktion treten die folgenden Faktoren im Nenner
auf: (—m+1)(—m+2)---(—m+k), und diese wiren dann null fiir hinrei-
chend grofle k, d.h. die Funktionen sind dann nicht definiert.

Unter der Voraussetzung, dass der Parameter m ¢ N ist, ist auch

Jom = é] K F(—(;Llj—kk +1) (:;)%—m

eine Losungsfunktion der Besselschen DGL, und diese ist von J,,(x) linear un-
abhéngig (falls m # 0). Damit ist unter den genannten Voraussetzungen die
Losungsmenge der Besselschen DGL bestimmt.

Satz 5.5 (Losungsmenge von (5.17) im Fall m ¢ Ny)
FEs liege die Besselsche DGL zum Parameter m > 0 vor, wobei m & Ny sei. Dann

st die Losungsmenge der DGL mit zwei beliebigen Konstanten ¢, und co gegeben
durch

y(z) = c1Jm(x) + cod_p(x)

5.4.2 Einschub: Die Eulersche Gammafunktion

Wir tragen einige Eigenschaften der Eulerschen Gammafunktion nach, zunéchst
ihre Definition.

Definition 5.4 Fir m > 0 definieren wir I'(m) durch

Die Funktion I : (0,00) — (0, 00) wird Eulersche Gammafunktion genannt.
Lemma 5.1 Die I'-Funktion geniigt der folgenden Funktionalgleichung:

IF(m+1) =mTI(m) (5.23)
Fiir beliebiges k € N erhdlt man daraus:

'm+k+1)=m+Ek)(m+k—1)---(m+1)mI(m) (5.24)

BEWEIS:  Zuné&chst erhédlt man durch Produktintegration die Beziehung:

1 m _—x el 1 o m _—T
—zMe ] +—/ e *dx
m 0 m Jo

I'(m) = /Ooo ™ e dr =

1
= 0+ —T(m+1)
m
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woraus folgt: mI'(m) = I'(m + 1). Daraus ergibt sich rekursiv:

I'm+2) = (m+1)I'(m+1)=(m+1)mI(m)
I'm+3) = (m+2)I'(m+2)=(m+2)(m+1)mI(m)

I‘(m+k—|—'1')' = .(%r'L—i—k:)F(m—f—k):(m+k)---(m+2)(m+1)mF(m)

]

Insbesondere erhilt man aus dem Lemma die im letzten Abschnitt benutzte Be-
ziehung:

Fm+k+1)=m+k)---(m+2)(m+1)T(m+1)
Speziell gilt: I'(1) = [;° e *dx = [—e ], = 1. Daraus folgt fiir k¥ € N rekursiv:

T(k+1)=kT(k) = kIT(1)
und somit: I'(k 4+ 1) = k.

5.4.3 Die Lésungsmenge im Fall m € N

Im Abschnitt 8.4.1 haben wir die Losungsmenge der Besselschen DGL bestimmt
fiir den Fall, dass der Paramter m > 0 keine Zahl aus Ny ist. Wir behandeln nun
der verbleibenden Fall, setzen also voraus: m € Nj.

In diesem Fall setzen wir:
J_m(z) = (=1)"Jp(z) fiir jedes z € (0, 00)
Beachte, dass in diesem Fall J_,,(z) und J,,(x) linear abhéngig sind, folglich

spannen sie nicht den gesamten Loésungsraum auf.

Man kann nun zeigen (!), dass die Funktion

Vilo) i= 3 (25 (g 2al))

eine von J,,(x) linear unabhéngige Losungsfunktion der Besselschen DGL (5.17)
ist. Weiter kann gezeigt werden (!), dass diese Funktion explizit gegeben ist durch

die Vorschrift:

a=m

Vin(z) = 3(0—1n2+1nx) Jm(x)_%’iw <g)m

B %:Oly! ((n_zlju)! (;)ﬂwv (hm+”+h”)] (5.25)

Dabei ist C' :=0.5772..., hy :=0, h, := >}, % und fpy,, = S0 %
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Definition 5.5 Die Funktion Y,,(z) heifit Besselsche Funktion 2. Art oder Neu-
mannsche Funktion zum Parameter m € Ny.

Satz 5.6 (Losungsmenge von (5.17) im Fall m € Ny)
Es liege die Besselsche DGL zum Parameter m € Ny vor. Dann ist die Losungs-
menge der DGL mit zwei beliebigen Konstanten ¢, und co gegeben durch

y(z) = crdpm () + Y ()

Am Ende dieses Kapitels sind einige grundlegende Formeln iiber Besselfunktionen
zusammen gestellt.

5.4.4 Ein Ansatz aus TE, der zu einer Besselschen DGL
fithrt

Ausgangspunkt sei wieder die Laplacesche (partielle) Differentialgleichung

0?P N 0?P n IPd 0
de?  dy?  dz?

die wir in Zylinderkoordinaten betrachten (vgl. Satz 2.6):
18<I>+82(I>+ 1 82<I>+82<I>
0o 00*  0* 0p*  02°
Wir gehen nun davon aus, dass von vornherein bekannt sei, dass das Potenzial ®

rotationssymmetrisch zur z-Achse ist. Dann ist die Funktion ® von der Variablen

© unabhéngig, so dass gilt: g—i = 0. Damit vereinfacht sich die Gleichung (5.26)
VAV

1 0® N 0?P N 0?P
o do 00® 022
Wir machen folgenden Produktansatz fiir das Potenzial ®

=0 (5.26)

—0 (5.27)

®(0,2) == Ulo) - Z(2) (5.28)
Einsetzen von (5.28) in (5.27) ergibt:
1 dU d*U d*Z
ey ANy N §
o do + d? * dz?

Wir konnen die Variablen in dieser Gleichung separieren, d.h. wir kénnen die von
o abhéngigen Groflen auf die eine Seite, die von z abhéngigen auf die andere Seite
schreiben. Damit erhalten wir:

1 <d2U 1 dU ) 1 d*°Z

il 2 == 5.29
U dQ2+QdQ (5.29)

7 dz?
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Da die Variablen p und z unabhéngig voneinander variieren kénnen, in der Bezie-
hung (5.29) aber bestidndig Gleichheit besteht, miissen beide Seiten gleich einer
gemeinsamen Konstanten sein. Sie wird mit —k? angesetzt.
Fiir die rechte Seite von (5.29) erhélt man dann:

1 d*Z d*Z

—— =k e S _k2Z=0

Z dz? dz?
Es liegt also eine (homogene) lineare DGL mit konstanten Koeffizienten vor, fiir
die uns eine Losungsmethode aus Mathematik A bekannt ist.

Entsprechend gewinnt man fiir die linke Seite von (5.29) die folgende DGL:

1 (d*U 1dU d*U 14U
il - ==k & — 1+ =4 kU=0
U<d92+gdg> d92+9d9+

Die Transformation ¢ := ¥ fiihrt unter Beachtung von dg := df Zu:

U 1dU
— - — 4+ U =0
d:c2+:c dl‘+

Dies ist eine Besselsche DGL zum Parameter m = 0.

Mit Hilfe des Separationsansatzes (5.28) haben wir unter der Annahme eines ro-
tationssymmetrischen Potenzials die (partielle) Laplacesche DGL in zwei gewohn-
liche DGLn iiberfiihrt, fiir die Losungsmethoden zur Verfiigung stehen.

5.4.5 Formeln iiber Besselfunktionen*

Besselfunktionen sind in der Literatur ausfiihrlich behandelt worden. Im folgen-
den werden einige grundlegende Formeln (ohne Begriindung) aufgefiihrt.

Es gibt eine Vielzahl von Formeln, die Besselfunktionen zu verschiedenem Index
m miteinander in Beziehungen setzen, wie etwa die folgenden:

2) Jua(2) = T u(x) = T ()
b) Juea(z) = () + (o)
Q) Jua(a) = (@) = ()
Q) Jua(@) = T Inl@) = T (a)

Man kann beispielsweise die Rekursionsformel ¢) benutzen, um aus Jy(z) und
Ji(z) sukzessive die Besselfunktionen Jy(x), J3(x), Jy(x) usw. herzuleiten. Ebenso



KAPITEL 5. SPEZIELLE LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN* 191

kann man mit Hilfe der Formel d) aus Jy(z) und Ji(z) die Besselfunktionen
J_o(x), J_3(x), J_4(x) usw. ableiten.

Man kann zeigen, dass gilt:

2 2
J = — ) si J_ = | —
1/2() (mx;) sin 1/2() <7ra:'> COS T
In der oben beschriebenen Weise kann man daraus sukezessive die Besselfunktio-
nen

J3/2(l’), J5/2(l’>, ... bzw. J_3/2(LU), J_5/2((L’), .
herleiten.

Verwendet wird haufig folgende Integraldarstellung, die fiir die Indizes m =

0,1,2,... gilt:
1

I () = - /07r cos(z sin — myp) dp

Weitere Eigenschaften iiber Besselfunktionen findet man in mathematischen Nach-
schlagwerken (,, Bronstein®).



Anhang A

Laplace-Korrespondenzen

[Ne ] F(s)  [f(®) H
I 1 5(0)
2. ! 1
3. ﬁ et
1 1 —t/a
4. Tias  |a®
5. = t
6. 52;;(12 sin at
7. ﬁ Sinh at
8. SZJFLQQ cos at
9. = cosh at
10. ooa) = (e —1)
11. ﬁ 1—eta
12. ap tet
1 1 —t/a
13. (iFas)?® a—2t€
1 eatiebt
ol 2B
15. (1+as)(1+bs) a—b
16. s o(t)
17. s d(t)
18. WI(CPM %e‘dt sin wt
]_9 ﬁ (1 —I— at) Gat
20 m a%(a — t) eit a
s aet —peb?
2L (s—a)(s=b) gtibb be—t/0
22. (1+as)s(1+bs) = ab(a—z)
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| Nr. F(s) | f(t) |
23. = 5t
T 1 n—
24. = =k !
25. 32(81—11) 5 (e —1— at)
26. 52(11(15) ae” "+t —a)
27. s(sia)2 ai? [1 + (CLt B 1)eat]
28. s(1+1as)2 B aT—H e e
1 1 bett —aeb?
29. s(sfai(sfb) ab (ili(((zlfl;) -
30. s(1+as)(14bs) L+ b—a
31 1 (c—b)e* +(a—c)eP +(b—a)et
) (s—a)(s=b)(s—¢) (a=b)(a—c)(c=b)
32 1 a(b—c)e /2 +b(c—a)e /P +c(a—b)e t/¢
* |l (14as)(1+bs)(14cs) (a=b)(a—c)(b—c)
33 1 et —_[1+(a—b)t]e?
' (s—a)(s=b)* - (G—IE)Qb e
1 abe~t/%—[ab+(a—Db)tle~t
34. (14-as)(14bs)? b(a—b)2
35. ﬁ % t2€at
1 1 42 _—t/a
36. —(1+a5)3 ﬁt (& t
37. m % [1 — cosat]
38. 5(3271%2) % [coshat — 1]
39 s a(b—c)e* +b(c—a)e’’ +c(a—b)e?)
| GaGh6=a @b (—ala—o)
40 52 a2 (b—c)e™+b2(c—a)eP? 4% (a—b)e?t)
| GaG86-a @009
41 s (b—c)e ¥4 (a—c)e /P4 (b—a)e~t/¢
“ |l (I4as)(1+bs)(14-cs) (a=b)(a—c)(b—c)
49 52 be(b—c)e~t/ % fac(c—a)e~t/P+ab(a—b)et/¢
"l (I4as)(1+bs)(14-cs) abc(a—b)(a—c)(b—c)
43 s ae®®—[a+b(a—b)t]eb®
: (Sia)(287b)2 2 ([gibb)j)Z bQ( b)t] bt
s aZe® —[2ab—b2+b%(a—b)tle
44. (s—a)(s—b)? (a—b)2
45 s —b% et/ 4 [b2+(a—Db)tle~t/P
) (14+as)(14bs)? b2(a—b)?
46 52 b3 et/ %4 [ab(a—2b)—(a—b)atlet/?
) (14+as)(1+bs)? ab3(a—b)?
47 ﬁ (t + %(lt2> €at
48. e (1+ 2at + La??) e
s t t2 —t/a
49. (14as)3 (a_3 B W) e/
2 2
50. (1z+sas)z3 (aLS B 3_2 + ;?) et/
51. 5(55%2422) cos? at
d2. % cosh? at
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N 7o 70 |
53. S(S%Zaz) sin? at
54. 3(322%;2) sinh? at
55. 555221%1‘52) cos® at
a3 1 a : a . a a
56. W 7 (cosh ﬁt sin ﬁt — sinh ﬁt coS ﬁt>
57. ﬁ sin %t sinh %t
as? 1 a : a : a a
58. 84?4 7% (cos ﬁt sinh %t + sin ﬁt cosh ﬁt)
59. 341—(14 cos %t cosh \%t
60. ﬁ 5 (sinhat — sin at)
2
61. sf_} 3 (coshat — cosat)
62. g 5 (sinhat + sin at)
3
63. = 5 (coshat + cos at)
2 . .
64. Sfj: o sin at sinh at
65. | 240 | cosat sinhat
66. % sin at cosh at
67. @ cosat coshat
68. @ 3 (sinat — at cos at)
69. m S sinat
70. ﬁ 1 (sinat + at cos at)
71. @ cosat — % sinat
72. e 3 (at cosh at — sinh at)
73 ﬁ % Sinh at
74. % 5 (sinh at 4 at cosh at)
75. @ cosh at + %t sinh at
76 ab asin bt—bsin at
|| GZra?)(s2102) a? b2
77 s cos bt—cos at
. (s2+a2)552+b2) .a2,b2 .
78 (82+a25) (52+b2) asm‘;zzt:gzsm bt
79 55 a? cos at—b? cos bt
|| GZra?)(s2402) a2_b2
80 ab bsinh at—a sinh bt
C (s2—a?)(s2-02) a?—b?
81. (327a2)8(527b2) Cosh;z;tiggsh bt
89. = _a2§282 > a;lnh;Qt:ZQS;nh bt
83 (32,(125)(32,[,2) a cosh(;z;f:ll))2 cosh bt
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| Nr. | F(s) 7t ]
8. | s | o (at —sinal)
ik WI—GQ) o5 (sinhat — at)
86. | ; (52+Z22§)(252+b2) 1+ b Cosgg:tzj cos bt
87. s (52_3225’(252_172) 1+ b Coshsg:zj cosh bt
5. ﬁ £ [(3+ a®t?) sinh at — 3at cosh at]
89. % sin(at + )
90. % cos(at +b)
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