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Polynome

Polynome

Lineare und quadratische Funktionen sind Spezialfélle einer
allgemeineren Klasse von Funktionen, den Polynomen.

Definition
Eine Funktion P : R — R mit

P(z)=anz" + ap_12" '+ + 17 + ag

mit Konstanten a,, a,_1,..., a1, ap € R, a, # 0 heifit
Polynom vom Grad n. Die Konstanten a,, a,—1, ..., a1, ao
heiffen Koeffizienten, a, Leitkoeffizient oder filhrender
Koeffizient. Weiter definiert man P(z) = 0 als das
Nullpolynom.




Polynome

Beispiel

» P(z) = —0.5z3 + 2z — 1 ist ein Polynom vom Grad 3 mit
den Koeffizienten ag = —1, a; = 2, a; =0, a3 = —0.5.




Polynome

Beispiel

» P(z)=—05z3+ 2z — 1 ist ein Polynom vom Grad 3 mit
den Koeffizienten ag = —1, a; = 2, a; =0, a3 = —0.5.

» P(z) = % ist ein Polynom vom Grad 7 mit den
Koeffizienten ap = ay = a4 = a5 = ag = 0 und
a; = az = ay = E15




Beispiel

» P(z)=—05z3+ 2z — 1 ist ein Polynom vom Grad 3 mit
den Koeffizienten ag = —1, a; = 2, a; =0, a3 = —0.5.

» P(z) = % ist ein Polynom vom Grad 7 mit den
Koeffizienten ap = ay = a4 = a5 = ag = 0 und
a; = az = ay = E15

» f(z) =523 + 272+ 2 ist kein Polynom.

Polynome




Nullstellen von Polynomen

In vielen Problemstellungen ist es wichtig, etwas iiber die S
Anzahl und die Lage der Nullstellen, d. h. die Losungen der
Gleichung P(z) = 0 zu wissen.




Nullstellen von Polynomen

In vielen Problemstellungen ist es wichtig, etwas iiber die S
Anzahl und die Lage der Nullstellen, d. h. die Losungen der
Gleichung P(z) = 0 zu wissen.

Ewn Polynom n-ten Grades besitzt hochstens n reelle
Nullstellen.




Nullstellen von Polynomen

In vielen Problemstellungen ist es wichtig, etwas iiber die S
Anzahl und die Lage der Nullstellen, d. h. die Losungen der
Gleichung P(z) = 0 zu wissen.

Ewn Polynom n-ten Grades besitzt hochstens n reelle
Nullstellen.

Hat man eine Nullstelle z; von P(z) gefunden, so ldsst sich
P(z) auch schreiben als

P(z) = (z — 1) Pr-1(z)
mit dem Linearfaktor (z — z;) und einem Polynom P, (z),
das einen Grad niedriger ist als P(z).

Mit P, i(z) kann man wieder genauso verfahren.




Beispiel

Kostenfunktionen werden haufig durch kubische Polynome
dagestellt, d. h.

Polynome

C(Q)=aQ®>+bQ*+cQ+d, mita>0b<0,¢c>0,d>0.

C( Q) stellt die anfallenden Kosten fiir die Herstellung von @
Einheiten eines Produktes dar.




Beispiel

Kostenfunktionen werden haufig durch kubische Polynome
dagestellt, d. h.

Polynome

C(Q)=aQ®>+bQ*+cQ+d, mita>0b<0,¢c>0,d>0.

C( Q) stellt die anfallenden Kosten fiir die Herstellung von @
Einheiten eines Produktes dar.

» Das Absolutglied stellt die Fixkosten dar.

» Wenn die Produktion steigt, steigen die Kosten zunachst
schnell

» Dann wird die Steigerungsrate bei den Kosten langsamer,
da die Produktionseinrichtungen besser ausgenutzt
werden kénnen.

» Wird noch mehr produziert, steigen die Kosten wieder
schneller, da z. B. Uberstundenzuschlidge bezahlt und neue
Anlagen gebaut werden miissen etc.




Beispiel

Polynome

30

20 0.0001 Q% —0.015Q% +0.8Q + 10

10

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
T




Fiir die ausfiihrliche Untersuchung von Polynomen hdheren als
zweiten Grades ist man insbesondere an den folgenden Fragen
interessiert:

» Wie kann man (falls vorhanden) Lésungen der Gleichung
P(z) = 0 fiir ein Polynom n-ten Grades berechnen?

» Wie kann man, wenn man eine Nullstelle z; von P(z)
gefunden hat, das Polynom P, ;(z) bestimmen, so dass
P(z) = (z — z1) Pp1(z) gilt?

Polynome




Fiir die ausfiihrliche Untersuchung von Polynomen hdheren als
zweiten Grades ist man insbesondere an den folgenden Fragen
interessiert:

» Wie kann man (falls vorhanden) Lésungen der Gleichung
P(z) = 0 fiir ein Polynom n-ten Grades berechnen?

» Wie kann man, wenn man eine Nullstelle z; von P(z)
gefunden hat, das Polynom P, ;(z) bestimmen, so dass
P(z) = (z — z1) Pp1(z) gilt?

Ist P(z) ein Polynom vom Grad 1 oder 2, so haben wir die
Fragen bereits beantwortet. Fiir die Berechnung von
Nullstellen von Polynomen dritten Grades gibt es zwar noch
eine geschlossene Formel. Die ist aber ziemlich kompliziert.
Fiir die Nullstellen von Polynomen héheren als dritten Grades
gibt es keine geschlossene Formel mehr.

Polynome




Beispiel (Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten)

Polynome

Sei P(z) = 23 — 422 + £ + 6 (Polynom dritten Grades mit
ganzzahligen Koeflizienten).




Beispiel (Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten)

Polynome

Sei P(z) = 23 — 422 + £ + 6 (Polynom dritten Grades mit
ganzzahligen Koeffizienten).

Wenn P(z) eine ganzzahlige Nullstelle z; besitzt, dann muss
gelten:

P-4z + 1, +6=0+<= 1z} —dz}+z =6
<:>:D1(:IJ12—4.’L‘1+1) =6




Beispiel (Polynome mit ganzzahligen Koeffizienten)

Sei P(z) = 23 — 422 + £ + 6 (Polynom dritten Grades mit
ganzzahligen Koeffizienten).

Wenn P(z) eine ganzzahlige Nullstelle z; besitzt, dann muss
gelten:

P-4z + 1, +6=0+<= 1z} —dz}+z =6
<:>:c1($12—4m1+1) =6

Wenn z; ganzzahlig ist, dann ist auch z? — 4z; + 1 ganzzahlig,
also muss z; (positiver oder negativer) Teiler von —6 sein.

Die Teiler von —6 sind: +1, +2, +3, 6. Diese Werte kann man
nun in P(z) einsetzen und priifen, ob es sich um eine
Nullstelle handelt.

Polynome




Beispiel (Fortsetzung)

Polynome

P(1) =4, P(—1) =0, also ist ; = —1 Nullstelle von P(z).
= P(z) = (z + 1)Ps(z), wobei P,(z) ein Polynom vom Grad
2 ist.
(23— 422 + 2 46):(z+1)=22—5z+6
z3 + 22
—b5z?+ z +6
—522 —bg
 6z+6
6z +6
0




Beispiel (Fortsetzung)

Also gilt P(z) = (z + 1)(z? — 5z + 6). Die Nullstellen der
quadratischen Funktion P,(z) = z2 — 5z + 6 lassen sich mit
Hilfe der pg-Formel zu z; = 2 und z3 = 3 berechnen; die Elvacme
restlichen Nullstellen von P(z). Wir erhalten damit die
vollstédndig faktorisierte Darstellung

Plz)=(z+1)(z—2)(z—3).

10
8
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Polynome

Allgemein gilt nun folgender Sachverhalt.
Satz

Set P(z) ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten.
Dann gilt: Wenn P(z) eine ganzzahlige Nullstelle besitzt,
so ist diese Teiler des Absolutgliedes ag.




Polynome

Beispiel

Sei P(z) = z° — 3z* — 323 + 922 — 4z + 12 (Polynom fiinften
Grades mit ganzzahligen Koeffizienten).

Die Teiler des Absolutgliedes 12 sind: +1,+2, +3, £4, £6, +12.
Diese Werte kann man nun in P(z) einsetzen und priifen, ob
es sich um eine Nullstelle handelt.

P(1) =12, P(—1) = 24, P(2) = 0 also ist z; = 2 Nullstelle von
P(z).




Beispiel (Fortsetzung)

Also ist P(z) = (z — 2)P4(x), wobei P4(z) ein Polynom vom
Grad 4 ist.

(z®—3z% — 323 + 922 — 4z +12): (z—2)=z*—23 -5z —z—6
z5 —2z*

—z%— 323 4+ 922 — 4z +12

—z%+4 228
—5z34 922 — 4z +12
—5z3+10z?
—z? — 4z +12
—z? + 22
6z +12

—6z+12
0



Beispiel (Fortsetzung)
Also ist

Plz)=(z—2)(z*— 2522 — 2 —6).

Py(z)

Die Teiler des Absolutgliedes —6 von P,4(z) sind:

+1, +2, +3, +6, wobei wir +1 nicht mehr probieren miissen.

Polynome




Beispiel (Fortsetzung)
Also ist

Plz)=(z—2)(z*— 2522 — 2 —6).

Py(z)

Die Teiler des Absolutgliedes —6 von P,4(z) sind:

+1, +2, +3, +6, wobei wir +1 nicht mehr probieren miissen.

P4(2) = —20
Py,(—2)=0 also ist o, = —2 Nullstelle von Py4(z).

Polynome




Beispiel (Fortsetzung)

Also ist Py(z) = (z + 2)Ps(z) bzw.
P(z) = (z —2)(z + 2)Ps(z), wobei P3(z) ein Polynom vom
Grad 3 ist,

Polynome

(z*— z® —5z°— z —6):(z+2)=23>—3z2+z—3

z* + 2z
—3z3-5z2— z —6
—3z3 — 622
2 — z —6
z2 + 2z
- —3z—6
—3z—6

0




Beispiel (Fortsetzung)
Also ist

Polynome

Plz)=(z—2)(z+2)(z® -3z +z—3) .

P3(z)

Die Teiler des Absolutgliedes —3 von P3(z) sind: +1, +2, +3.

P3(—2) = —25, P3(3) = 0 also ist 23 = 3 Nullstelle von Ps(z).
Also ist P3(z) = (z — 3)Py(z) bzw.

P(z) = (z—2)(z +2)(x — 3)Pz(z), wobei P,(z) ein Polynom
vom Grad 2 ist.

(z3—3z°4+2—-3):(z—3)=z?>+1

z3 —3z2

8 8
w w

o




Beispiel (Fortsetzung)
Also ist

P(z)=(z—2)(z+2)(z—3)(z*+1) .
~—
Pa(z)
Da P;(z) keine reellen Nullstellen besitzt, ist die vollstédndige
Faktorisierung von P(z) somit

P(z)=(z—2)(z +2)(z—3)(z® +1).

Die reellen Nullstellen sind z; = 2, 2, = —2 und 23 = 3. Auch
hier kann man aus dieser Darstellung wieder mit Hilfe einer
Vorzeichentabelle ermitteln, fiir welche Werte von z das
Polynom P(z) positive bzw. negative Werte annimmt.

Polynome




Beispiel (Fortsetzung)

Polynome

25 1
20 T

5125324 — 3234922 — 4z + 12

| /

12 -1.5 -1.0 -0.5 05 1.0 1.5 29§ 25 0
-5




Polynome

Beispiel

P(z) = z* — 322% + 36622 — 1760z + 3025




Beispiel

P(z) = z* — 322% + 36622 — 1760z + 3025

Die Teiler des Absolutgliedes 3025 sind:

+1, 45, +11, £25, £55, 121, £275, £605, +£3025. Diese Werte
kann man nun in P(z) einsetzen und priifen, ob es sich um
eine Nullstelle handelt.

Polynome




Polynome

Beispiel

P(z) = z* — 3223 + 36622 — 1760z + 3025

Die Teiler des Absolutgliedes 3025 sind:

+1, 45, +11, £25, £55, 121, £275, £605, +£3025. Diese Werte
kann man nun in P(z) einsetzen und priifen, ob es sich um
eine Nullstelle handelt.

P(1) =1600, P(—1) = 5184, P(5) = 0 also ist ; = 5 Nullstelle
von P(z).




Beispiel (Fortsetzung)

Also ist P(z) = (z — 5)P3(z), wobei P3(z) ein Polynom vom
Grad 3 ist.

(z*—3223 + 36622 — 1760z +3025) : (z — 5) =



Beispiel (Fortsetzung)

Also ist P(z) = (z — 5)P3(z), wobei P3(z) ein Polynom vom
Grad 3 ist.

(z*—3223 436622 — 17602 +3025) : (z — 5) = =3

z*— b5z8



Beispiel (Fortsetzung)

Also ist P(z) = (z — 5)P3(z), wobei P3(z) ein Polynom vom
Grad 3 ist.

(z*—3223 436622 — 17602 +3025) : (z — 5) = =3

z*— 5z3

— 2723 +3662°2— 1760z + 3025




Beispiel (Fortsetzung)

Also ist P(z) = (z — 5)P3(z), wobei P3(z) ein Polynom vom
Grad 3 ist.
(z*—3223+3662% — 1760z +3025) : (z — 5) = z° — 27z2
z*— 523
—27z%+366z% — 1760z + 3025
—272%+ 13522




Beispiel (Fortsetzung)

Also ist P(z) = (z — 5)P3(z), wobei P3(z) ein Polynom vom
Grad 3 ist.
(z* —32z%+ 36622 — 1760z +3025) : (z — 5) = 23 — 27>
z*— 523
—27z%+366z% — 1760z + 3025
—272%+ 13522
231z%— 1760z + 3025




Beispiel (Fortsetzung)

Also ist P(z) = (z — 5)P3(z), wobei P3(z) ein Polynom vom
Grad 3 ist.
(z*—322% 436622 — 1760z +3025) : (z —5) = =3 — 27z% + 231z
z*— 523
—27z%+366z% — 1760z + 3025
—272%+ 13522
231z%— 1760z + 3025
23122 — 1155z




Beispiel (Fortsetzung)

Also ist P(z) = (z — 5)P3(z), wobei P3(z) ein Polynom vom
Grad 3 ist.
(z*—322% 436622 — 1760z +3025) : (z —5) = =3 — 27z% + 231z
z*— 523
—27z%+366z% — 1760z + 3025
—272%+ 13522
231z%— 1760z + 3025
23122 — 1155z
—605z 43025




Beispiel (Fortsetzung)

Also ist P(z) = (z — 5)P3(z), wobei P3(z) ein Polynom vom
Grad 3 ist.
(z*—32z3+ 36622 — 1760z +3025) : (z —5) = 23 — 2722 + 231z — 605
z*— 523
—27z%+366z% — 1760z + 3025
—272%+ 13522
231z%— 1760z + 3025
23122 — 1155z
—605z 43025
—605z + 3025




Beispiel (Fortsetzung)

Also ist P(z) = (z — 5)P3(z), wobei P3(z) ein Polynom vom
Grad 3 ist.
(z*—32z3+ 36622 — 1760z +3025) : (z —5) = 23 — 2722 + 231z — 605
z*— 523
—27z%+366z% — 1760z + 3025
—272%+ 13522
231z%— 1760z + 3025
23122 — 1155z
—605z 43025
—605z + 3025
o0




Beispiel (Fortsetzung)

Polynome

Also ist

P(z) = (z —5) (z® — 27z% + 231z — 605) .

Ps(z)




Beispiel (Fortsetzung)
Also ist

P(z) = (z —5) (z® — 27z% + 231z — 605) .

Ps(z)

Die Teiler des Absolutgliedes —605 von Ps(z) sind:
+1, &5, +11, £55, £121, £605, wobei wir +1 nicht mehr
probieren miissen.

Polynome




Beispiel (Fortsetzung)

Polynome

Also ist

P(z) = (z —5) (z® — 27z% + 231z — 605) .

Ps(z)

Die Teiler des Absolutgliedes —605 von Ps(z) sind:

+1, &5, +11, £55, £121, £605, wobei wir +1 nicht mehr
probieren miissen.

P;3(5) =0, also ist 5 Nullstelle von P3(z) (doppelte Nullstelle
von P(z)).




Beispiel (Fortsetzung)

Polynome

Also ist

P(z) = (z —5) (z® — 27z% + 231z — 605) .

Ps(z)

Die Teiler des Absolutgliedes —605 von Ps(z) sind:

+1, &5, +11, £55, £121, £605, wobei wir +1 nicht mehr
probieren miissen.

P;3(5) =0, also ist 5 Nullstelle von P3(z) (doppelte Nullstelle
von P(z)).

= Pi(z) = (z —5)Py(z) bzw. P(z) = (z — 5)?Py(z), wobei
P,(z) ein Polynom vom Grad 2 ist.




Beispiel (Fortsetzung)

Polynome

(z3— 2722 +231z—605):(z —5) =

z3 — bz?




Beispiel (Fortsetzung)

Polynome

(z3— 2722 +231z—605): (z —5) = 2
z3 — 5z2

—22z2%+231z —605




Beispiel (Fortsetzung)

Polynome

(z3— 2722 +231z—605): (z —5) = 2
z3 — 522

—2222 4231z — 605

—22z2 +110z




Beispiel (Fortsetzung)

Polynome

(23— 2722 +2312—605): (z —5) = 22 — 222
z3 — 522
—2222 4231z — 605
—22z2 +110z
121z —605




Beispiel (Fortsetzung)

Polynome

(23— 2722 +2312—605): (z —5) = 22 — 222
z3 — 522
—2222 4231z — 605
—22z2 +110z
121z —605
121z —605




Beispiel (Fortsetzung)

Polynome

(z3— 2722 +231z—605): (z —5) =2 — 22z + 121
z3 — 522
—2222 4231z — 605
—22z2 +110z
121z —605
121z —605
0




Beispiel (Fortsetzung)

Polynome

(z3— 2722 +231z—605): (z —5) =2 — 22z + 121
z3 — 522
—2222 4231z — 605
—22z2 +110z
121z —605
121z —605
0

P(z) = (z —5)% (z? — 22z + 121)
~—_—
P;(z)




Beispiel (Fortsetzung)

Polynome

(z3— 2722 +231z—605): (z —5) =2 — 22z + 121
z3 — 522
—2222 4231z — 605
—22z2 +110z
121z —605
121z —605
0

P(z) = (z —5)?(z? —22z + 121) = (z —5)? (z — 11)?
~— ——
P2 (2) Pa(z)




Polynome

Beispiel (Fortsetzung)
Die vollstdndige Faktorisierung von P(z) ist somit
P(z) = (z —5)*(z —11)2.

Die doppelten reellen Nullstellen sind z; =5 und z; = 11. Da
Quadrate stets nichtnegativ sind, konnen wir aus dieser
Darstellung ablesen, dass P(z) > 0 fiir alle z € R.




Beispiel (Fortsetzung)
Y P(z) = z* — 3223 + 36622 — 1760z + 3025 Polynome
80+
701

60 T

50

40 1
304
204

10+




Rationale Funktionen
Definition

Seien P(z)=a,2" +ap_12" '+ ...+ a1z + ao
und  Q(z) = bpz™ + by 1z™ L+ ...+ brz + by

Polynome vom Grad n bzw. m, wobei @(z) nicht das

Nullpolynom sein darf.
Dann heift Pla)
z
T =
f(z) o)

rationale Funktion mit dem Definitionsbereich

D =R\{z: Q(z)=0}.

Rationale

Funktionen




Rationale

Ublicherweise bringt man rationale Funktionen auf eine Funktionen
gekiirzte Form, indem man die Faktorisierungen von P(z) und
Q(z) bestimmt und gemeinsame Faktoren kiirzt.




Rationale

Ublicherweise bringt man rationale Funktionen auf eine Funktionen
gekiirzte Form, indem man die Faktorisierungen von P(z) und
Q(z) bestimmt und gemeinsame Faktoren kiirzt.

Wichtige Eigenschaft
P(z)

Liegt die rationale Funktion f(z) = olz) in gekiirzter Form
vor, dann sind die Nullstellen von f die Nullstellen von P und
die Polstellen von f die Nullstellen von Q.




Beispiel

Rationale

Die rationale Funktion Funktionen

3 —-3z—-2  (z+1)3(z—2)
3—z2—z+1 (z+1)(z—1)2

flz) =

hat den Definitionsbereich Dy = R\ {—1, 1}.




Beispiel
Die rationale Funktion

3 —-3z—-2  (z+1)3(z—2)
3—z2—z+1 (z+1)(z—1)2

flz) =

hat den Definitionsbereich Dy = R\ {—1, 1}.

Kiirzen liefert

glz) = (z+1)(z—2)
(z—1)2
mit dem Definitionsbereich D, = R\{1}. g(z) besitzt
Nullstellen fiir = —1 und = = 2 und eine Polstelle fiir z = 1.

Fir z € Dy gilt f(z) = g(z).

Rationale

Funktionen




Satz

Ist der Grad des n Zdhlerpolynoms gréfSer oder gleich dem
Grad m des Nennerpolynoms, so ldsst sich f(z) schreiben
als

wobei N(z) ein Polynom vom Grad n —m und R(z) ein
Polynom vom Hochstgrad m — 1 bezeichnet.

Die Polynome N(z) und R(z) erhilt man durch
Polynomdivision.

Fiir groke Werte von |z| ist f(z) ~ N(z); N(z) heiRt
Asymptote.

Rationale

Funktionen




Beispiel

Wir betrachten die rationale Funktion

z3—2z+3 Rationale

Funktionen

flz)

2 —z—2




Beispiel

Wir betrachten die rationale Funktion

Funktionen

z3—2z+3 Rationale

flz)

z?2—z—2
Polynomdivision (mit Rest) liefert

z+5

(z3 —2z+3): (22 —z—2) =z + 1+ 522
z3 —z?2—2z
z? +3
22—z —2
z+5
d. h. +5
z
flo)=a+1+ 12
i —z—2

N(z) = z + 1 ist Asymptote von f(z).




Beispiel

Y
9
8 Rationale
Funktionen
7
6
5
4
3
— z+5
2 f(z)—m+1+z2_z_2
1
-4 -3 -1 1 2 3 4 5 6 7 8T9
-1
4

-5




Beispiel

Rationale
Funktionen

N W os ol N oo o

-5




Kurvenscharen

Kurvenscharen

Definition

Eine Kurvenschar (oder Funktionenschar) ist eine Menge von
Funktionen, deren Funktionsterm sich im Wert eines (oder
mehrerer) Parameter unterscheiden.




Kurvenscharen

Kurvenscharen

Definition

Eine Kurvenschar (oder Funktionenschar) ist eine Menge von
Funktionen, deren Funktionsterm sich im Wert eines (oder
mehrerer) Parameter unterscheiden.

Den Parameter schreibt man haufig als Index an die Funktion

lz)




Beispiel (fa(z) = 22 + Az +2)

y
A=—2
A=-1
10
A=0
A=1
5
A=2

Kurvenscharen




Beispiel (gu(z) = log, z)

Y
8+
Kurvenscharen
6+
=2
=4
1
T4
_1
-2
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