Vil Diftesentialaleichungen

LA} V u
In vielen Bereichen der &/ n‘schaf/smxéﬂx/za/;@ﬁ wie 2.8. i1 der Skono -
mischen Wachstemsitheore,in Un )@rsacﬁwgeﬂ Aer Aagscééﬁ/wy S22 AT

licher Ressourcen , in Hodellen pler Umwet/ckonomie und 12 der Fruanz-
mathemahik haf man es hiufiq mit Gleich angen au tes, n Aenerz dre

gesachten Grofsen Funkfionen Smdl,und in denen 2usife/ich auch Able/~
tangen dieser Funkfionen awftresen. Gleichungen Qeser Arf nenny man
Digeren h’a(g/f/'c/za ngen. Handelt es sich wum Fankronern ener lariabir

und 1hren A’b/e/s%zwyeﬂ ) 50 Sprichf man von qewéﬂ//chm ?ﬁ%w;éa/cf/e/—

c/w,/z&e/z bel &/e/chmjen mi't Funkhonen me/z,terer Vamé/eﬂ wd 242~

A,Oﬂyeﬂ partiellen Ableiwungen von partidler @/,fﬂe/eﬂﬁa/w/%mym

Als Beispie! fior die grofe Bedenting der Diferen Fra lofchangen se/
Wer das Black-Schoes Hodell, en Flodel zur Bewertung von Fruarzepio -
nen, gen ann?. Fischer Black, /(fyfwz Samuel Scholes undl Fobert C. [lerfon
erhiclven 1337 ficr ihre Arbeiten den Nokelprels fiir ﬁ/#&&ﬁ@/r‘ﬁaﬁ%ﬁz -
xhaf:@z Die 1n2enschen meist als Black-Scholes -Dél bezcichnele
é/e/'ch&mj 2V OV s p SZ__JZ .y
2T 2S 2 2 5%

st unler feml%eﬂ Vere/}zr”acheﬁden Annahmen eme 62/&/'0144/\77 fur den
Werf V einer (ewropiischen ) Aé;‘zéngoﬁbﬁ i dlem Zinssare 1, e

Abbenkurs S und der Vblatilitat &°

Wir werden ans in Rahmen dieser Veransfaltung auf retatsy f/k/ade
jelf/é%/z/idw @/éz%;mha(/f/e/chugm beschizinker und daza sunichst
ein e/’nﬁac/zes Ze/§o/e/ behande/n.

Es wird dnngend empfohlen, Aas /(7/}45/ Integmilrechnang aus dem
lefesen Semesder 21 wuderholen ¥



3@/5,0/’6/ ' 51%(‘76 Verainsung
Han golangt 2 der Formel fir die stefige Verzinsang, die wir bererfs
in Kapite! L im letelen Somester /eemeﬂfe/em% haben, auf /5{73046
Welse. ltan nimmy an, dass die momentane Andemﬂjs ratke K2
Aes Kapitals 2u Jedem Zeiounk? /W/améo/za/ 2um Kapr/al %(/f)/s/
oot anders ausqedyiickt, dass de relative Andeu@zgxaé f(ff)) 2u
Jedemn Zé/:‘/xm,é?‘ £ konstant j/e/ch [=p% sty d-h.

Ktk =i K8,

Dies 15t elne jewhn//c/ze DGl, bes der man die Logaﬂfﬂﬂ aulch enz-
tache Uiberle qungen erm) Heln kann.
Eine Funkton, die mit 1hrer Ableifung bio auf den kenstanfen faktfor
| Lberinshmmy, kann nur eine. Exponentiafuntkrion sei.
Genauer qift . Kit)= ¢ e? e/;fu//f,ﬁcr(/m’e be//eb(ye Konstante (IR
Are a/zjgebe/ze DGl. [tan ethalt alo zunadhst anendlich viele (6-
sungen. Grbt man usarlich Aas Anfaagskaprial d-h- dzs Kaprz!
2um Zestpunkt ¢ =0 durch K(0)= K, vor, so ergibr sich Aurch Ex-
sefzen Klo)=C e =Ko ,d.h. C=K,.
Dii Funktion K($)=K, o' fir die skhige Versinsung ist also (ole)
éé'gaﬂj Aer Dl mut der zusarzlichen Aﬁﬂaxﬁsbed/'?faﬂy Ko =4,

Mach dljesern emn 7&’5/; rendler 36/‘5/‘9/'5/ Stellen wir nun 2una /sy e/’ﬂ/('?e De -
Fnifionen 2usammern und Jrenzen genauer en, it wekhen Dols
AT uns m Hakbmen djeser Ve/awb//zwj bascééfﬁfeﬂ e .

Definition.: Unter cirer quwé’hn lichen DL veroteht man eme Gilerchnng,
in der eine Funkhion y emer Vanablen, desen Able/ ungen und dje an—
abhiingige Variable auftreren. Jede Fanktion, dw mit 1wen Abler -
kmﬂe/z dhe &/e/'ohmj EIpLllY, heft eine ééﬁswg Her D&l |
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Die /Zz/fye aller 155&4/575/7 helft Lé’swz/qsm enge ader a/{/qeme/)zc (E501g.
D hochske M/ﬁe/mﬂle Ableitung hefot Ordnang der Dé ! .

Eine Dol holt explizi¥, wenn se nach der hothsten /4é/e/kmj /-
gelost ist, sonst imphz?.

Zessprel:
10

g = x —Zg 1—3” , explzite Deil 3v%er ﬁldﬂﬂfbg,
y-Tg e 2y =0 implizite DL 2her Orluung

Defimition : D Aufoabe eie (Gung einer D6l n—ki Detnupyg e be-
Shmmen , dee 2uSetetech sogenznn ¥ 4%%&24//204%907 (AZ)
g[xc) = go / 8!£xo): 34 | -==1 SCH—A)()(o):‘ Sn—"r
~ . 70 )
gen u% hefs? Aﬁfaﬂjsmrfpmﬂ&m (AWP)

/n anseserm emfihmenden gex'go/e/ haken iy 75&7 Aay AW P
KIE) = - KLE) ik K(0)= K,

Are Funktion W(H1=K,-e** pler sleﬁjen Ve/z/'ﬂgmg als Zéwg esm/ el

Leider gibY es rmcht “das Verfalhwen ", um beljehige Dol m (osen

Wir ficr sehr spezielle “E/oeﬂ “Von DGl kénnen a//?m/u Fettoden

2ur gesé'mmwvi et Zé’.swzgsﬂwz;,e Wém werden . Beshn nike
Z&éémf/am%adw Sid also &lets /77 2’“54”7/722/2/2[01(7 uk bestiviin —

Zen E/o'cemdzza/lm emer D61l 2u Sepen und m?e/aw/r%

Digteren ﬁa%/e/cﬁwujeﬂ 1. ﬂ/%/wmét
LIy bahanddln i deserm Absthnitt Hetbodlen zur Z’excﬁmuﬁ Aer
Z&SMjefz Von beshmmfen 7(}/0@2 von Dl n //.0/31/2%/%.
73/0 Dol mef 56%’/7/2%2/1 Vareblen
Dies 15Y eine Dhl , die sich in der ~z3m

(ét’ . A(g):g(x)
daslelton Caast



Lé’su/zjsnm%@ale; Jrenn ung Aer Varnablern
Bezerchnen whr mo H wnd & Shmm[uﬂkhb/zen von g w4,
So ethallen whr muf der Vae%ﬂﬁejd wd der D61l
2’&— f/(jcx))//\: hiy) - g/ .ﬂ: gex)
NeHenregel DL
rd somt durch /n¢e7-/wﬁb/7 oler D G
(%) /7‘(5) = GlX)+C Prw. fhég)atﬂ= fgcx)olx
(5 H umbkehbar md der Umhkdrfunktion 77, s0 tdand sich
e allgemeine 155/,0? i der Form
Yox)= H™CGiex) +C)
darnellen.

Beispiel; ir betmchien die Dl y'-ed =t
Se’ st vom 73/0 Dal my?gﬁmm@n Varablen mof h(j)=eglglé) =t.
it Hly)= % und Git) = 5 Eerhicet man mid )
ed=4t°+C
/44/55{/7 nadk g &rg/',év‘d@' a/?zxmf/ze Zo’Su/g
Y=en($E+C) mxt £t3C>0.

Z’e/fp/'@/: Loy Cesen deo AW P
g/.eﬂ_—_zﬁ ik P c2)=1.
Ve allgermeine L&unj haben, whir bere 2ux Y= Ln(L1t5rC), Lt+C o0
beshmmb. Selaen wr darn nun unsere AB e, S0 erhalten wzr :
y(2)=1 & nl5-27+C)=1

ED n(2+C )=

&> 2+ C =e

=D C=e-2 (20.718)
Sorni'F ist 4= (St re-2) telR di /é&a/zydes AL P.
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Beisorel: [ oj/Ls»‘/Lsc/zes lachstum ( vl auch L?éwgé A WS 06103, Wﬂ'qfen)
j/f/;a‘ Aer AutomobiCloestand eines landes zum 2edpunt’'t-
'y fw. /lodelznalhme ?Ar‘ Aaven aer, dar e 1elatove (JaSiSicmsate
$5 bui airn gpringen Bestancd anpilormd howotant it undl gegen
274 éﬁﬂ%/elf wenn $ih del Bestind evies sz V«/de//% ~
Grenze N nihert . Eine a/oa?/eZZe Fovrm duwoes Models vot 2.8, dlee An-
nabme, darw due relofure ﬂndwu/\f/w(e Mm;e/zdem Bestand €rze -

ar abnimms . Darawo &7/&7‘ 5122 dhee PGl

/
= -

i~ e 1)
md y > O (porivuer Zestand) und 9= K Zestand unherhalty det Ha-
,C&a//%;b%mzfev DLividierV man dee D1l dperes A— —%,5&%‘&‘
an g(, 1

Y- %)

Diis vt wradlereine D6:L mu gefrennien Varablen, wobe har
467/2-5(14_?_7 und g ()= 7wt

- L K _ 4
hly) (ot ch umschredsen 42 hiy)= 4= 4 7 Ky
o haben wrir e Slétmm//u/%ﬁbncn
Hig)=nly |~ LK~ | = tn Fme Lda yel0,k)) und Gilt)= 7t
Somid erthiillt man  pn %g =7+t +C

=7 .

Wirleen dee ;Zuohwﬁ /La.ﬁzg aud.
An —5—4’7,‘ FC & —f:—j SN AN
=5 ge o C K-y
E Y=t

e
&2 y= Ai(/[ —% 1 wobel A=e
Eine kahon dieser Form nennt man legistische Funkhon Da A=€ >0
git-am W “K, dh-flr wachsendes ¢ nihert sich der Bestand
oer K af%//‘a%éjren ze.
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Bessoiel; In einem Hodell feir dee ﬂasbmﬁwﬁ einer ér@oe bozaiche ald
Ao Anzahl Aer Tesoren, 4re am t-fen Zif/ nachdem alfe ¥ 51//?%5/3/}2@/“ Grype
von 1000 7eronen muf einem [nfekhons ﬁ%je/’ n Kentzefet warery érie
%p/oc bekommen , (it nehmen ar, sar fir de relate Mﬂde/uﬂfs -
12t von alt)giet - _Tm‘)) 0.25(1- %%5—) .

Leter soc a (0)=1(eie Konfaktoeron I5¢ noi am salben 74:7 erhrankt).
rr bestbmmen zunachst alt).

Dazu muiooen whr das AW P

/ —_
2 =026 1- 2 ) ) alo) =4 lesen.
X A©00D

Die M;ZW/M Zé:'zmj el D61 kennen Wiy awo Aerm m?;z/z
BW/QL&? M’r':ﬁ.zgam.ﬂ(/{: 1000 ablesern 2«

dooD
a,[LL) = ~0.25¢+ -

A1+A-e
Ve AB Lafert 4(4)=/lj_‘;0_:o = 2‘3—0,40 =1, 4.6. A=333 .
;0/714/ /@;}L Avo O
alt) = oo Aan AUP,

LIir berechren ren, we 64/576 es dawett, byw 150,500,750 Feranen
erkbranglsind. |
Dazie missen - dre é/e/mﬁﬁ y f;soﬁ szt =M nach + cm//a}en/

wobel IV dee Anzahl erbrankler Fesoonen bezeichnet.

10 0 O _ s -0.25¢ _ 1000 ~-N
4+333-e:°'2§*”/(/<"> € T 39393 N

&&= 025t =n (@5‘%)’:,\7/%)

© vt

Sormf engibt sich Licr

V=250 : t= —A/zn/:%;o—ggg>= Y- 4n(333) A h.etwa 23 /’éje
V=800 : t=-Yln(Eoazg)= " 4n(333) d.h. evfszZSP/a&e
N=250 : t=-Yon (Zoass ) = U - (2397 d. 4. etwa 32 Tege
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3€/$O/é/ Wik bezachnen mitblt) >0 Ans BrMpse Z/kzéor&Mif mut k) >0 Aen /W/M -
besfand vnd me¥ G080 de Ma}%apaz/)%}’/ menem land zur Zed €.
Wi égerz ﬂgtndc Hodepnizhmen Waﬁ.’e :

Fur dao BSP sof? ciwe [ag&ﬁﬂ%j/m — Fun$tron gelben .
1) blt)="Talt) - Tew)T

Dre /Wx/ﬁsm/c Ao Kaf//%& m?‘pm;oma‘zb/zaz 2um BSF:
2) k'(t)=0.4 blt)
Di Abelfokapa zifict wachst exporeryull .
3) tre)=e%°t
Auws 1) wrd 2) elgf'bf Sich zunéchst . k') =04 T Teww
E/nselzen von 3 &ZW A D6 L :
/Q(:&'L{‘T—!.eo.OZ"b‘ éZ‘dJ
. 2 1= =0 u-e®°** | A.h.eine D6l M?@%ﬂﬂ?@ﬂ Ve b
mil hik) <75 | g 0)=0.4-""", H(k=2TR, Git)=20-e"%"
Somd 5’5" TR =20 %% 1.
jeéwz iny da A8 k0)= 40000 vor, dann 617/'/.77‘ Sieh damus
1 100= 20+ C &5 C=1€0
A4 kl(F)=100(e" """+ 3)% ol (G5ung des ALIT

bl 1) und 3) erbalf mman somdl in dwoem Fall Liir dao BST:
blf)= 40[60.0Lt'+_3) ) 60.92_..¢

/Bp A niichredroldlorent df&z%@
Dies 15t efne DL, die sich in der Form
y' =£(%)

M?aéen @asst.

Za"sunjs”w%w(e: Durch Subshtuhron Zuﬁﬁm a,uy[ elire D674
mA gez‘fenni'en Va nablen



/4/{7e/ne//z )fmz khionief dies nan so .
Swubshtulzon : 2Cx)= ——2 b2w. Yex)=X- 2(x),
somu¥ Y ‘tx)=2ex) + x- Z'ex) | hurz j’— zt+x-z'
Sel2t man Aies ;0 due DG e, so et tt-man
z +x-2'=fl2)
Auf(Foen nach L@ZW par plz)+z auf

A {)Z%)_% )\ , A-h-eine Déil vom ?pjeﬁfﬂﬂ/é Varable

- _A
Wh(Z’) "’€L2_)__:Z_ “/Zﬂ( gZX)= )ﬁ<— .

Do Gix) = fn Xl §7"¢Mmfﬂnb‘a’9/4. von gex) = L, erhedien wr i
ImpEEt alo leaurg aer aun dler Subobivehon Cnpotandlenen D 6L
Hiz) =X +C md H Sammfuntton vonh.
Ricck subotiteon: &= 3 hafert Aann des Méfmx/w_ leoens
H(Z) =bnlx\+ C dex A‘M&aﬁ@k@&é i b e lel o

Beispiel: Wir beshmmen die (osung des AWP g’= 2+ (7() m/}‘g(4)=§'
7. Schith. Wi baotimmen du allgemerne Zéoélllg mlémdﬁm‘e—%z
g’: —E——-I—(;%—) /J(={=(9 Mer tsff/x =% < (%)
MA der Subibution z= 3 baewo. y= X2, d.4. ﬁ =z +X2 fa{g}‘
2+ X2 2242 oAb f2)=2¢2"
M/men nath L - Geefert fiir 270 2/ gg= ;—
Mt h’lz)--——— S/amm’l’wzéhofz von hiz)=25 erpibt sich also:
) Zn))<|+c
Riccksunstitution lieferf -5 3z = tnlx|+C

. . .
Auflosen /zachj. y== —).;,anxl—zc

Y X
Som/t /st jzi—’{——ZQn!Kl"ZC i it —24nlx(-2C >0

die a//je/ne/'/ze Zé:;a/zﬁ oler D6l
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2.Suntt. ir beshmmen dee ZOSM/Zj des AWVP Danach der AB
3(4)" seln soll; komm?t nar y= W n Frage.

Es mwsstfe//m yu)= 1 A AL C=-
Fz,em -2C" T—zc‘ e

Also Is¥ 3=W“ =TT Xe (-5 e <) éé:sa/’z\? des AWF

Beispie!: LJir beshmmen alle Funkhonen Y, deren Elast zifzrt E@ja)_%&%— %
ronstant Ist, A.h. wir (63en dew DGl L X=a bzw. Mj‘lﬁ/&rm%
y=a 3
Im Pranzio handebt es sich wuder um ene Ahrlich ket -D6:L, Aia aher
(wegen (et Einfachhe?) sofer! in eine Dérl mif yef}eﬂm@/z Lbarizk 2n
ubﬂ;ﬂu/w/ werden /za/m namlich : gl L=aZ , dh.
A(j)‘ ) gl =a- 4 H{j) n gl, ézKX)—a- €nl)<1 .

_§anw4my‘
an% |=e- 2nlx|+ C

Auf/é'ocn nach Y : lg\= x| ef
Aoh. fir x>0 : Y= ¥ x2
Dies /st eine Funkhon vem %é-%zgkas ?/o Von emer arzbtern .

7j/° c Lineare DL . 0/7{44,(/1_%
Dies ist eine DGl Aer Fewm
g’ +¢>c><)g =Tcx)
wobee o und # iz ernem Inlervall sktige Funthonen wi der wnab -
Aiag{yen Varablen x sid.
[st aee) =0, dann hu/bv‘da' Lineare D& L homjen sonst /hh&/ﬂ@jeﬂ,
Zo”sunjsme#a ode : LIir bezecchnen ma¥ Pex eine S/ammyfwz ALY
von pex) wnd medbiplizeien de D6l au)!éem{ezz Seeten mA
0. Dus Lfert sunichst

/PCx)

?a) 3} f—ch) elcx)g = f(x)-€



Nach p{g/‘%f#fﬂ/{j% seht nun aa,[’ der linken Sate jem_afz, 0-7[763%‘.) jcx))/ da.b.
ﬂ—ﬁ—(@?‘w- gzx)) —ex) - el )

/A/CW:M der D& L Liefert
gl Yx) = S Tex)- e?aodx
Dividie v rman nun noi de é/e/rhzmy durh &' | S0 etatl rran
Aeo aZZnge/da Lo
é{(x) = _P(x) f4’ E eP(x)al ok ?Sbm%fm'on von p

5/062/4/‘/4// T(x)=0 meajenef Fal?) 3“)_ __ocx)

39/;?0/'6/-‘ Wir beshimmen dwcz//ge/ne//w, /5‘5/&/1(7 det Dé L
g HryEx Ao plxd=s, m(x)=x
M Pex) = %)(Zj/'&l A

_ax? x* .
3(><)=e%x )(-e% AX Swltution : u= -é—x?-
_4dy2 w
= &7 (e du Aty y A b x-dx=du
4 Ax
= e (e“+0C)
_4.2, 442
= ¢ ZX(CZX'{' C)
_4.xZ
=A+Ce ?
Zexso/e/ U/r Suchm&&a Lé?ung Aes AP

Loir beshmmen zanadsfdlea//gmwme Lova/Lg Aer D6l
gvbf% fs,o{A pc&)—t,rra- t3

MA Pel) = Onlt]
—2nltl 2n e
ylb)=e A Sﬁge ot
_ Al
Tt £3 dt

1Fal: t 70 . Dann ¥
mf)-——g"’ou,— = LS55l = =L (- %—+C}=—éfzi—

N
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2.Fell.t < ©.Dann [st
ylor=-F 3=Edt = igf- dt =~ F+ &
SonA iV jLzL =- i < ,{;%0 e a/?e/mmz émwy e D62
Ernsetzen 0(04—/42
ye)=- g+ S=2 also C=2,

Sornt (o5 3Lf)=-f;+§- Aary AUF,

Zel'fﬂ/é/‘ See Mp)=a-bp @MWC‘ und /4§o)= xtpp dee 4/56&9;6-
funkbron Lir ein Gt i %Awﬁ‘/jéw/ vorn Prews p; alojx)3 PW’W
Honsianten. Do Precr p variere mt der Zedt t und de momentzns
/%ndemnjsm/e von /olf)su propevhonal zum ﬂ/aé}ﬂa/ea/aam
NVCp)=Alp), d.h. ]05'5) =2 (Vp) —A(/o)) ﬁ/pm//w'{ Konsrznre-
M Aen &/e/'céx/zyen ,fu I NGo) und Alp) erbalien (o daseeo
A Crneare Dé/ 4-0/7(/24{/?,

p'=2(a-bp-w-Bp) &> P’+2(é +8)p=Ala-x)
il Aot [Soee
olt)=e 2(@4@){;52( ) ?‘Uo-\-p)'b'o{:b
_ 6-’az\o+'\5vc Alan o) ’Mwm ( 9Cb+p)++ C)

_ & (4+C —ﬂ(kﬁ-p)-b-)

br—fz;

Do Alet(3) > O hadh Vorawnsfzung, gieh - Lim plf)=;;_g

Lo
Dis 15t ﬁeraﬂ(z Aer G/e/cﬁjem%/oﬁmés/ A.b. der Press, bed Aem W
Wﬁzﬂﬂmfz Gbereinotrmman : NMp) = /4(/0)@9[& bf_oé

Beispiel: Hodell fir volksirischagliches Liachsiur
X(E) sel das Gresam?- BruHoiplandsprodukt pro /ahlj k(t) dler Kao/fa/besind
h(t) ey NeHo- 2astiom auslbndischer hveststsones pro Jakir wd nlt) A
Gréfe der Bevolkering. Alle Girofen Sind aéh&/’g/ﬂ von der Zat i
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Wir freffen fa@m&lz Annahmer

N xlt)= 0,2-k(E)  (BLP proportional zum Kapikalbestend)
L (AurchSchnithliche Produletivitit des Kapitals)

2) K E=04x18) +hit) ( K@O/fw/mch\sm:fwme Anterle aws BLP weA
]‘ N ~Auslandsim vestr ¥ enerr )

(Sparguote)
3)nlt)=50-"%"  (Uonshentes relatves Bevolkerungsinchstum %‘5}

Whlt)=10- €Y (Konshankes relatives Wiachstum des Metfo—2usrtems
auslandischer (nveshzonen )

Aullgabe: a)Herleitung ener Dél par k(2)
b) Losen oler D61l mitder AB k(b)=200
¢) Bewchnen des BTP pro Kepf ,dh. 5% -
2) MA 1)2) und ¥) erhadien wnr du D6l
KLE)= 0.4 0.2k +40-¢7°C &> k/1t) - 0.02 k()= 10-€*¢
b)Far dw a/{ycme/ﬂe Zé:w/zf det D&l erhallen iy mit der Stemmpuntrion
~0.02t von -0.02 : kit)=" % S40-%° O
— /{060'02.6560'02*941'
= 10e°°% (5727 0)=500"" s 1027
/A A A8 1,”0174: k(0)=500+140C =200 ,dl.b. C=-30
Som (53¢ kLE)=500-°° 300 % das AP,

c) Fir Aas Bsuttointan dspmdédﬂ‘ foro %70( lperech nef man .

_X_it_)_ 0.2 lelt) 0.01¢t —0.01¢
niel T Gpeeesy = &6 T e

Differentialglejchungen 1. Ordnung
B den DGl betrachlen wiir nur den 9022/3//6/7
/}P ‘dineare Dol 2. Qrdnw/ﬁ m.F Ronstanten Usceffizienten
Dies rist eine DGl Aer Form
ét,” + al-g'+a,, Y =), a,a, 6R konstant
[sY 1T(x)=0, s0 hespf A Dl homagen, sons? /h/Lomojen .



