i Optimierung mit Restriktioners

Im  [efeten /@\;’/e/ haben wrir uns dams¥ bexéé,fﬂejz‘, Extreraz vor Funk-
fionen 2u bestimmen, oder; anders ausgdrick?, Gorymieringsproblene
Ohne weltere /Vebe/zéed//'gyz?m [Restrikrionen zu (osen. in viefen 6£0 -
nomischen Poblemern missen e Varablen aber ‘761«/7356 Apbenbet;) -

yémj en | Res¢siktfronen e/ﬁﬁ/e/z

Beispiel: Emn Verbraucher mochte [lngen x und g fir 2ol Giiter S0 be-
Sthmmen, dass du /Vaﬂ@?/’ unkhon ucy) maximal wvA. Taber mass
er seine Budgetbeschignkung px+gyem beachten

Bespje/: Ein Unternehmen mochle Sene Produkrtronskoster in ener be-
Shmm fen Ze/'fS/uﬂﬂe mo’j//cés ¥ fé/?'/Zj halrer. Aa/ tend ven Vorbe -
5}@//44/?{75/7 muss aber enre /Z//zdes%mye /wm’azzé/% werAesr-

o die Suche nach dem Haximum emer Funkbon ( é’fwi/a/em’ 2u des
Suche nach dem [lnimum von -f ist, beschignken wir uns haifiq an/
dre Za’eﬁ&ch/éeﬂy von /"l/'/)/m/e/'aﬂyS/;mb/emm.

/4/{78/776//1 lassen sich nim /'emﬂjs/om bleme mit Restrikbonesr mathiema -
tisch in Yﬁo{/oeﬂ Ader Form Myebeﬂ.
min ’f(x,, Xy o) Xn)

so dass j,,(x,,}xuw/xn):O

} é/e/’chasz restrifetzones?

Gm Xy Xeyo-q Xn )=0

Wiy werden im [Rahrnen deser Mw’/eswzg nar Probleme ¥ %wmﬁg-
restrkhonen behandeln, ol. 4 -



min ((x,,le,,, X, )

so Aass g,(x4,x2,,.7 X,)=0

g'm (x4, Xz,eey Xn ) =0 (m 2 n)

und 2wel jf&c/zd/gyende Hethoden zur Zo”&‘a/y solcher Frobleme kennen ler-
nen: Verfahren der Vanablen suksttuhon, Laf/wzjaches Heeltoplikafor-
l/er‘fahfm.

Ve»{ah ren der VariablenSubstfubon
Wit erlautesn due Methode zundichst an emem ?S’e/'s/a/é/

Beispie!/: Das Unlernchmen Zack- und-Fack hat yon der Backerts Knack -
und -Batk einen /M'fhzz? 2ur //ersé//any von Keksschachleln erhalfen.
D oben o,%nen Schachteln sollen em Fa.%a/zfs /ermo:?e/? von V=20Y8m>
haben und. eme ?aﬂd/nhlgcée Grrundyfiache bes/Teen. Ansonsken bleit
dje Wakl der Abmess ungen dem Hersweller uberlasser .

;
h
\L V=0 lh=20U48cm>
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Zack- und-Fack mochle die Hakrialkoskn zur /%erwé//my der Schachteln
minimiewen. éu [ssen ist also das Froblem

min Lla,h]= a’+4ah

sodass a*h =2048
Do nach dor Auf?aéexzsé//wﬁ A> O SeN muss kann mas oie [estrik-
tion noch h auflosen ; h= 2225
Gubt man den Werf der Varablen a vor, so ist h mit h=

‘533/273/8(7/ :

204 %
az

5/’4%84{7?'?



~3_

Sefef man de é/e/'cha/g ,&Zr h in de Funkfion ¢ ein, so mass man nur
die  Mnimalsielle der Funkfion
" 2
15(&1 gc%i_&i) = fla)= e+ Ya 2948 - 32y ’&%?"
bestimmen .
Es gilt: i’e“’(a)= la - %%4

Somit: Pa)=0 = 2a=¥35

=) a” =096

=D a=46va=-16
VMach Aulfgabenstellung muss a=-46 nicht weitel betrachlet werdten.
Weiker gity: ') =2+ TEEFL ol '(a)>0 fir a>o.
Do Rp=faeR:a>0f konvex nt, besitetdie konvexe Funkron f Sorn/f
an der Stelle a =16 ein absolurtes [laximum ? (16)=#£5,
Die optmale Keksschachkel hat also de Hafe a=A6cm, kb= 2998 n=om,

A6Z
bei einem HMatleralverbracch ven E )= £ (7€, &) =76 8§ crr’.

Ber diesern 36/5/9/6/ war es m?’}v//’ch , das /T/k/}n/{e/z%spmb/ew my/ ¥ eines Ne-
ben bed/'/zﬁm\? auf die /1/?1/'/%/6%\7 einer Funktion ohne //eée/?ém’/}ﬁwz -
g 2661%76/62/4)&%}6/7. Ve/a/{yeme/ﬂ erf man djese ldee, So fitirf Hes et
,@(75/7 dom Vertatisen.

Variablen substtecron
Ly je/zeﬂ von ,Zy/ge/zdem 0/074/'77/'6/%5/0/35/6/72 us.
min oy, Xz, -0 X))

S0 dass GxyXyp-yXn)=0
. men

Gm 4y Xz -~ Xn) =0
lasst Sich G4y Xao.y Xn) = O nach einer der Variabler, 2 8. nach x; auf-
lesen 2w X,=2(Xy,.-, Xn), S0 Rann man dies in dee Funbtion £ anad A



_Ll__

restlichen /(/ebenbed//ga/gcn emsefeen und erfigl? das um epne Varable
wd ene A/ebméed/'/zga/g reduzierte Frobler

min f[a&z,-.,xn),xz,_-,/xh)

so dass ga{z(xz,.-,x”),xa,-_-, Xn)=0

(q,,,.[z—(xz,-,, Xn)) Xz )eo0y X0 )= 0

Dieser Schrtt wird m mal wederholt, so dass schljeflich de m Mebenbe-
dingangen und m der n parnablen, z2.8. Xy X)) Xou, €lrmniert siad.
Man erhialt dann eire Funkbon yf | 0lee ner noch ven den restichen s~
blen ;2.8. Xpmpay---y Xn, aé/zcmj/ und ohne //ebeﬂbea’//yu/zfa 220 1M/ -
mieten Ist,d. h. duw #u@abe

min ?meﬂz ey Xn)
D Hinimalstelle von ,2 liefer dje (et der Varablen x,,’fm--_, a0 piirdie
optrmale Zéfm/zj des Froblems. Da restlichen Were fir %, x3 €519é€/?
Slch aus den Swbshiwfronesr .
Ach /axzj : Dieses Ver/a/um Rann nur verwende! werden, wenn man de
NMeben éeaf/}'%éwfeﬂ e aﬂygféeﬁ au,[' /esen kann 07

35/'3/9/-5/: min ,f(x,,le X3, Xy ) = XS F2 X5 +Xy Xz —Xq + Y= Xz =2Xy +5
so dass Ga (%4, %2 X3, Xy) =Xy =X+ Xz =Xy +1=0
9. (x4 Xy, )<3/X¢,)=Zx4~%x2f2><3 Fxy-Y%=0
Auflosen der 1. Restrkfion nach x, ljeferf: Xq=X,=Xg+Xy =1
Einsefeen in f und e liefert
min 1,”( | Xz, K3 Xy )= Ko F2 +Xp Xz = FlUxy =Xz -2%y+ S
= XZ +2K5 + X Xg+3Xs ~3xy + 6
5o dass g,( [ %o, X3 Xq) = 2 “Yx, 25+ Xy =Y
=2X,+3% Xy -6 =0
Das Problem hat nan eine Varable und ene Rostikfion wenlger als das
Awgangsp/aé/em.



AuglEsen der 2.Restniftion nach Xy liefert: Xy=2+% X,
Einsefeen in £ Jiefert.
min ?(xz,)g) = X§+Zx§+x2x3+3x;;3 +6
= X3 +2x3 +XpXz + X,
Du so entstandene Qoﬁm}em\ysauﬁaée hat nun nur nech zwer Lbria -
blen und kene l/ebenbed/'ﬂ(gwgm 1eA
Es gil¥: ~ ( 2%z + X3 +4)
grad ¢ (x;, X3 )=
# 2 Lf)<3 + X5
Notwendlig fur ein Exhemum /st :
~ - 2X5 +Xz + A1 1
W,g(xu)%) =0 é’Dg Uyt j<=>( Xz"g-'/ X3 = ?—)
Einziger slahenarer Funkt von ,Z /st somit P(-£ &)
Werler gilt fir die Hesse - Hafvix von 2
(?/ %M / ﬁ H [le )(3) = )

Tr 220 wnd Ny i x5)= F 20, folgh nach dem Hurwzte -Kiitersm,

dass //'g (Xy X3) poitty deﬂh/'f/ A b. Z Shkt- kon vex ot

zmmrm‘ also auf der konvexen /7612(76 R® an dor Stelle x;5=-% x¥= %

Ihr e//zdea,ﬁj bestimmtes [linimum ,?/ 4, L)=-%wn

Aus den oéyen washhcﬁanSj /e/cha/?jen erh@lt man xjy=2+ —%—x;‘= %—f,‘—

und xF=x§ —xy +xg -1=-%.

Das Flinimum von IE unier den gejeb&zm Festrikrtionen ISt Somsv

\5('24 '7{'% ,5( %) Z

An dem Baspiel st bereits erkennbar, doss die Fethode der Warizblen substrukion
ber vielen lanablen wund Meben bed//gaﬂyen 20 /wymén('yen /T%cémij it
Auferden (st die Voraussefeung fir ae Qurchfihrbarkert ( Nebenbedigusrger

/ea;e//s nach emer Varablen a«/ /esbar), hou ﬁj nichf erfat. Lir behanaleln
daker em a/{yeme//z eres Vef{&é,«eﬂ.



Zajmnjesches /Za/ﬁ/'a//)éa/mw/}/&éf(/z
Bevor wir dieses Verfuhrn allgemein. angeben, wollen wir an eiem Bagore!
anschaullch eHdultern, worauw) djeses Vegasiren besuhr-

Beispie! - Lir betrachten das TFroblem
min flay) = x2+32
so dass 4 §)=y+x*- =0

zuncchst an fHard emner Gimphik -

Dée Funktion { beschreib? dlee gras Schattirte Flache 1m R>.
2ur Ve/dm%//%ag sd
e/'/z{?e Niveaelinien ven
f schwarz e/‘ﬂ'fezz/cé/ze;‘.
Durch 044) =0 torid dit
/1 der Xy - Ebene einge-
2e/chnele blaawe [arabel
beschriben. Shignkt
man £ auf Arefenfrer
(x,4) ein, dee dye Re -
Strktron e/;fé’//e/r, S0
erniltman A auf
der Fliche m blacw /wryaﬁeﬁaéexze Keerve. Zé’njs Areser Kurve soden
nun lokale Extrema bestmm? weraer. Di lokalen Hinime wnd das
lokale Maximum Sind in der Graphik dewtlich 2u erkeemrer. De
2ugehongen Niveaelinren snd awf der Flicke wd i der Xy -
Ebene in (7/{5/1 baw. m%da(ryesé//f.
Man sieh?, dass die blave Kurve awy) der Fliche die rok bzew.
fm’éne Wrveauinie berith .

Extrema mit Restriktionenen



._.?__,

Wir betrachien dje Sitwanon in der xy-Ebene pak einmal gercuer
Die Kestriktionskure
und dre 2ce den [oka~
Jen Extrema/sieden
jehéfmdw A veae -
frnien  bercctiren Sich
an den lokalen Eivhre—
malstellern. fndero qus -
fea’x{o’gé»f haben Siese
Mrveaaw/per wund e
Restriktronshurve an
den Extremals te/leys

Extrerma mit Restriktionenen

Je werls Aieselbe Stern Mj

In Kaprte/ v/ {7/ Abschnitt Grenzrete der Substiertrion) haber wrr
feseﬁe/), wie marn He S/e{fwzjm Aer 17l 2// fejaée/zwf Wurvey
fiay)=c (Miveactlinien) und 944 =0 Chustrrtlson) berechnet
Dies f&,/m‘ aw/’ dre é/e/'c/’m/Zj

__iﬁx(xz‘_d) - _ 3)(0(;:!)

( 5@(/’7% Niveawlinse) ( 5/4/ij Bestrikrzon’
b2w. andero m/j&sdéﬂééeﬂ
)éx 5‘1 ﬂz —_ 1{2 (X,Q)

—

gx < Y) 9y x,Y)
Diese Gleichhert kann man nan auch so beschre/ber, Adass pir

em AelR die beden é/e/’c/zmim

Iu(xy) _ A Lolxay) _
Jx y) q gy xuy) 7
b3

b 0y) =23 tay) =0 wund [y ix,q)=3g, xy) =0



- -

er,[’{a’//f sein messen. Zusammen mit oler /destrittion haber
wir far wunser Belispie! Afe drel &/e/'cmz/zjm :

) byl =285 (x,y)=2Xx -2 x =0 &2 x(1-7) =©

2) fylay)=294 g yl=2y =7 =0 &2 4 =2y

3) 20091 =y+x"-% =0
Wegen 1) xU=2)=0¢=D x=0 v A=A, unlesocheiden wnr gwes Felle -
1 Fall: Xx=0

Einsefezen mn 3) //'e,fzp)‘ ,.(L%

Einseken in 2) liefert 2= 3
2.Fall: A=41

Einsefen in 2) liefert ...‘L:ji

Ernselzen in 3) //’e)&n‘ x=Avx=~1
Die Funkle 7,(0,2), B(1, £), B (-1 L) kommen alco als Kandidaten fir
Exsoesnalstellen in Fmﬁe.
Es ‘7/'/)‘ : ((0, 2) = 3 istlokales Naximum, £l §}=f[*4, Z)= 5 sind lo-
kate Hinima von { unter der fejebe/zw Restkhon.

Bevor wir die Hethode, die uns notwendige J?Qd/'ﬂgﬂ/?jflf fir lokale Extema
ber Qptimietungsproblemen mir Meben beding ungen lrefert, i1 allgem einer
Form an jeéen, schauen war die Ob{?eﬂ Bea’/'@zmjm noch emmal forma/
aus einem anderen Blickwinkel an.

2u dem Froblem aws wunserern Bedprel definieten wrr epee /v%[’%/&mé-
fon ( Aay/anje/méﬁm) durch

Lixy;A) = fixy) -?30‘/5)'

Die Fordenng, dass grad L (xy;2)= & fitat auf

Ix (y;2) = fulxy) = A gy C,y) =0

Lylugia)= fy Cayg)=2 gy Coy) =0

Ly byia)= 3(;([3) =0



_%_,

Dies sind Jenau dieselben Gileichunger, dre wnr aus der 2und sy an-
Schaulichen A/yumen/zc/z'm hergelertet haten.

Ik K oler Zcf?/aﬂye’fzm/eﬁbﬂ lEsst Sich nun dee Zaymfescée SMul-
fipl1 Ratormethode setvr x//gem en formulieren.

langranqesches Helhplkalforyer/ahren

Es Use/’ez f Gu1Qz21--1 G R "——>R m<n, séﬁﬁ /oalﬁé// W/&?z/é/'éa)’e
Fankbonen in den Varablen xyxs,...,xy . (x5 x5 ..., x,F) se/ ein ianerer
Funkt von Bp 0 Dy, 1) ... Ty, . Der Rang der Sogenann es Jrcobr~
fatrix (das /st dee Hatnx der erofen patislen Ableltengen v G,,--, Gm)

29 e P45
> %4 [)(41 /Xn) 5 X, (X4 ;Xy;)
"
ENE
<7f 41--2) "n 93"‘(;("--«)("’) o ng (- - Xw)
3 Xy A [~ An 9 A |

se/ gleich m. Eine potwendlge. Bedingung dafis, ﬂ(ass fan der Stelle (x)..x5)
eme lokale Exhemalstelle un/er L?emc/esmh/vguﬂﬁ Aer [testriklfrones
%4 Gy x5)=0, .., G (5., X, 1=0, besitzt, ist, dass der cuadieny der
lagrange Lunktrion
{(Xz.fxn,%,--,?)m): f(x4,,,-, Xn) = im: Q,g,'(xﬂ-.,,xn)

versch winde¥. D.h. €s missen reelle ZZ/?/@/I Doy ) B (i ScEPII N for1
Lagrange - lulyplikatoren) existiren , so dass

Lx; CXayeeey Xnj Rayooey D) =0 Lir alle [=1,.__, 1

L;,‘. (X11-y Xy Aayeeey Am) =0 flir alle /=4y m.

Bemer/wng :
1) Die Eed/ngunge/z Lo Cayeey Xnj Daseey Am) 20 124y ym , Sindl. Gencres
die Meben 6ed/n(7unje/7 des ﬂ,oﬁm’emc/gs/omé/ems.
2) Diz Bed/'ﬂgm(c], dass de Jacotr-Hatnx maximalen /?a/g bes/tet qaran-
Fier, dlass due A/ebéflbed/hgal?ye/? G (gyeey Xom )20, (2 4oy sm ) LOke/



nach m der n Vanablen duflcshar siid. Dhbe/ bedew el lokal, dass
A Auflesbarkelt (7em%%;/e/3/ef 1SE Wenn (X, ---yXnl 171 €iner Um—
gebung vor (.-, x5) /ieg?.

Beispie!: wir [o3en die /(e/esschach/e/auﬁa/oe noch enmeal mit Kilte dler
Zaﬁ/zmgcschen Hultplikatermethode.
min Yf[a//;) =%+ Y4ah
so dass Glah)=a"h-2048=0
De Laj/wzyeﬁmkﬁm (st
Lla,h; )= {(a,h)—ﬁg(a,h) =a*+Yah -7Ala*h-204&).
De partiellen Ab/e/'%tmyeﬁ Sind :
Lolah; )= 2a +% h—-2dah=2(a+2h-Dahk)
Lylah;7) = %a - 7a?
L (ah;A)=-(a"h-204&)
D n@yfweﬂa’/?eﬂ Zed/‘/zguﬁgefz lawten also
1) a+2h—Aah=0 '
2) Ya-Aa" =0
3 a*h=2048
Aus 3) Jolqr 2unachst - a+ O h+0.
Division ven 2) durch a #0 liefer! : 2 Na=¥
Einseleen von Aa=4 in 1) liefer(: 1) a+2h-4h=0 = a=2h
Cinserzen von a=2h in 3) liefert : 3 4h=2048 £=> h*=¢
Mk 1) und 2)" ergibt Sich darus: a*=46 , "= 7
Als Hinimalstelle kommt also nur (a* 4*) = (46,8) mit 3= § i
F/aﬁe.
Far de Jacob: - flatni j/’/%,‘](a,A#(Zaﬁ,az)/ d,é.](a",é"/=4éz[4, 1)
D /?Mjb@(/}%kﬂg Ay (Ja5¥)) =1 ist also erf G-



