Ootimi S ben_ohne /{/gbmégz’/'ﬂcha/\zjqeﬂ

ln diesem K%o/ﬁ( beswfz’ﬂ%jen Wil uns mut der Froblenskllung, (okase ind
y/obcz/e Extrerna von Funthonen mehrerer Variablen 2u. bestvnmer. /21
lefeten Semester hattern wir berery's /zdwma’/je und hinrerchende Zedis -
qungen bel unkerschied/ichen @/f/ezefz 2ierbark erfseigenschaliens fur Fank -

bonen von emer Varablen anjgeém, Viele der i feressanlen Bleonom)scher?

(%ﬁm/'e/wzjspmé/eme /L/:t%jé/? /eW Amﬁf von emes bielzakhl von
Vanablen ab. Ein Verbiaucher wahl? /Ze/zfm von vielen verachiedenern
Giclern , um einen mc?'?//’césf gropen Nureen zu erseschon En Unferne/ymer
veroucht diie Kosten fir Lohn, Zajefﬁa/é&ﬁj ([ aschinencirsar? , Transport
ek. fd’r emn myejebe/zes Broduk tornszic! mo:'j//césf jer/?}y 2u hal# .

De auch hier die Gr56kn S’szelyféa/w bereits beim Ubergang ven ener
2u 2we Vanablen entskehen, wnd wnrr 7&27* Are Zeﬁa/zd/a/ﬁ von Fenk-
thonen von uves Vanablen dre f/tﬁoé/lscém /@//Zé»é erfen Aer @am/e//adj
von /—?méﬁ'a/zSWﬂ und NMoveaedlinien naleen konnen, behandeln
W= 2und chs? Preblems é//aﬂﬁew miV zwel unabhinggen Varblen.
inschliefend 2e9en wil; wie man di Theva awf Fentshiones von moi-
reren Vanablen ausdlehnen Rans .

Bevor wnr A gejn/% [okale wund Globale Extrema olafiniesen; missen wnr
uns 2unachs? mut emem andlern 7iema éascéa’%%jm. L ernnern wns
an /nketvalle als 7&/&”/729/7\73/7 Aer reelten Zahlern, de oz prel! ogen,
halbeften oder czé?ascé/asse/z Sein konner, Je nachdem, ot [nbrval/ -
1zndpuntse dezajeéo'}m oder nicht.

o Fankbionen von awel Vanablen st der @ﬁﬁ}?/'ﬁb/%bé/‘f/ch evie Jer/-
menge des R? und kann Sehr unterschied/rche Elgenschafien s/l

Sen. Wichtq in Aen 7[’0(?5/25{@/7 Erkldspgen sid die Bopre offtne, atge -
schlossene, beschiiinkle wndl unbeschidinkse fenger, 1nere Tanthe , Kanajocerntée.



Deprnition: Sei S eme Telmenge des R’

1) Ein Punkt () y*) e S hufot (nnercr Funkt von S, wenn €s e 50 Nz
S0 dess alle Puntie von Us(,y9) =} y)e R (-xV+(y LAl
mS //'eje/? Daber beschre/b? Ug(x™, 3*) die Funtse
eines Kwises um (x* ﬂ*) mit Radius &, dre
nicht aul dem Kireisrmnd //’e(7e/z. .

2) S hoiBt offen , wenn Sk nar aus innesen
Funkion besteh¥.

3 Ein Punkt (x* \Lj")e/,?z Ae%n‘ Randpunt! von S, wenn Jédef Kiers wm (x4
Sowoh! Aenkfe von S @k auch Funkfe , due nicht zu
S je/lé'/‘eﬂ, enthal?. (

¥ S heott aéaascé/asspﬂ, wenn das Kom[@mm‘ von
S R? 0(4 Olee /@rye R\S , Affen st Anschan/ich éea’zule/d/es,
dass Jeder Randpunt! von S zu S jdzoﬂ‘

9) 5 hafbt beschrzink? | wenn es einen (hinwichenol Grgben) K 9t
Aer S enthaty.

B?/'S/)/'e/ :
1) Ky =f[x,5)éi?2:)<21—52£ yf, Weis wum (0,0) mit fadius 2 /.'Sfaéjaxé/a&%-
2) K= E&,j)e/l?z (-2 (y-2"2 1§, Kieds cm (4.2) st Radiie s 1 /st ofen
3 K, = ?(x. J)éﬂ? (ER S Wi /st weoler 0’%{ nozh aéfascé/asse/?.




...3._.

Beispiel: Du (Bzw(ge%-}/’lzﬂje B=jxy)e R px+gy £m, x20, 4y 20]
mit Preisen pund g, Hengen x und y fiir 2wes Guiite wnd Enkoniren
m>0 st abgeschlessen. D Randjpunkle  m 10

. ¥
von B sind gerady. e Seiten des Dreiecks,
das durch B beschreben .- .
_V__;l__

Mach diesen l/arbemer/ewyeﬂ wenden nr wuns nun dem /%ta?o;%em AJzses
/(af/ fels 2u und jﬁbeﬂ 2Unachst eine Erwe/)fe/wzj oler 8?1/{?2 bzgl. globafer
wd lokaler Extrema ﬁ’c’r Funkbaonen von 2we Vanablen anr.

Definition: Se f: Dy “R*—7R und (x* y*) e Dy

1) Gilobale Exsrerna

a) ¢ hat an der Stelle (% 4™) e j/o/aa/es fonimam fix% y), wenn
£x9) 2 £ §°) fir alle (x4) eDp.

b) 14 hat an der Stelle (< 3*) en j/oba/es [flaximum $ix<*;4*),wenn
Pexg)2 Loc y) fiir alle (x9) €Tp.

busammenfassend vetwendel man awch de Zﬁﬂ%/e Gotrmal -, Extre -

malStellen und Gptimal-, Exhemperte.

2) lokale (telative) Extema
b €70 bezelchnen i mik Ug (x4 dlie offene Kielsscherbe wm |
(<5 y*) mit Radius 5, d.h. U (< y 9= [ 6 elR? Gex )T (g -y9*ees.

2) f hatan der Stelle (< 4¥) e [okales reletives) Hinimum $ix g%, wenn es
em £ 70'?/)67‘ , So dss feqy) 2 f(x’i 3")f£’f alle (xy) € Ugloy)n Dy .

bW f hat an dter Stelte (<, ) o lokales (relatives) Haximum £ix*y™), wenn es
ern £>09/bY, so dass Yl y) £ fic% y*) fiar alle (x,9) € Ug(x,y) N De.

2usammen ﬁzsse/w( verwendel man auch de Begrife lokake (reletsve)

Extremalsvelien wund Extremuerte bew. Exrema.
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I beschfiﬂﬁeﬁ uns nun mit Knteren ,wann Finima und farma evsheren
wnd mdt [etioden  ww man diese findet. [n diesem usammentiang ermermn
Wir uns undchst an en hinwichendes Arikrium fir du Exvolenz von
Extremueden Ciir Funkhonen von einer Variablen, das lir in lefzlen Se -

mesler /Qen/zefye/em/ haben .

Sarz: Sei f: LabT—> IR Stety auf tinem abgeschlossenen Intervad! [o/b].
Dann exwhert (mindestens) ein X, €la)bl, in dem £ ein Mnimum bes/t2?
und (mindestens) ein x,¢ La)bd, i dem £ an Haximun besitel; oA 4.

gcxo) < fex) s’gcw) /a"r alle xe Lab].

Dieses Reswltat lisst sich nun awf Funktionen von zwel Varablen &ée/'ﬁajf/?,
wenn man die //OFd,%SSeI%Weﬂ fee‘/f/w/ Vem{?eme/h&f

Sate: Su Pl SRR Stehg auf By, wobes De #73 Dy abgeschiossen wid
beschionkf sein soll. Dann exwtirttnindestens) en (<% 47 €Dy, i clem ¢
ein Nlinimum besifet und (mindestens) an (x*°, 4*%), i dem ¢ &2 [tacr
mum besi/et, A4 .

(/x"‘,‘y"‘) < flxy) é‘f(x”/ﬁ”) )ﬁZ’I’a//e (xy) €Dy

A//c/uéj 2w bemerken IS, dass der St e hinsichendes Kiikerzem Ligferf.
Weiter muss @{ nich¥ der maxima! mo’{'j//'cﬁe @e#}z/}?'@/lséeff/cé ser1, Sondler
wesentlich ist, plass Vmgmoe/zu/ym an Dy (nicht/eer, QW//,US%
bes chriinkt) eifillt sind. Bei dem Resultat handelt es sich um einen re1nen
Existenzsafz ohne An jaée eines Vef}&c/mms, we da Exprema z2a H8s/m-
men sind-

Im A//jpme/}zen sinol aur Bestimmung glokaler Extrema prinzjpied (2jen-
de Puntte abeuarbeiren :

= Bestimm ung aller lokalen Extsema im Innern



- ﬁejeée/zmﬁ//s Un lesoech ung der Funkron

* an Randpintlen des Defensfronsbercichs

o Grren zéeﬁach%mjen, wenn Variablen gegen +o b2~ gehen

o an Definitionslicken
Sind. FUinimam and Hoaxipnum ener Fankhon 2w bestinmer, 2 aef
aner aéjexh/assmen und beschrinkten @/mjg des R* dgpniert wedl
dorf gleﬁj 15t S0 micssen alle lokalen Extrema im Innewn and de G-
kn buo. kleinsken Funthonswert aw/ dem Rand unfersuchr werden .
LT werden wns /nsbesondere damsf ée’fasse/?, wee man unter fee{? -
netes ﬂlﬁﬂe/e/zzfe/‘bahée/}‘\sumss e/?émfe/? an da Funtton (okale Ex-
ema in Inneren enes 'J)e?f/h/)ébﬂsbefe/cées bestimmen kann.
Anschawlich kann man Sich 2unzchst /o(/fe/za’es klatmacher.
SIhF man in ener "&eb/'gs/aﬂdscéﬁﬁ/ “an etrem [okalen finimum, So
beolectef dies, dlass der LWeg dorthin (lokal) aus ener boeliebiger k-
/Q/\?j kommend monoton /a//e/w/ wnd danach monofen wacksen ;5.
Enrsprechend /st der Ug [lokal) 2u anem (okalen flaximum zuncchst
monoton wachsend und ab dem [laximurm monston /k//exzd .
Insbesondere j/'/% : st fex’; j*) lokales flinimam bew. [laxmerm, danr |'sF
0y 3*) insbesonclere auch ein lokales [Tinimam bezew. flaximarm Quef. dler-
[Jenigen Kurver, die durch den Schnitd von feq g)mit glen Eloenen olur,
x=x*bew. y=y* beschricben werdlen. Existeren A joartilen Abterterizer
so mussen diese an der Stelle  (x*, y*) Madl sein.
[aximum an der Stlle (x* 9*) =50/,
Die Hurven auef der /16 ch darch den Funtt
(9,0, £(6,0) i /?,’/témﬁ K= baw. 4 ~Achse
sincl ourch dickere schwarze Linien hervor-
je/wbe/?. Beide Kurven Sinol ,onkav:




Hinimam an der Stelle (x*,y*)=(60).
Die Kurven auf der Flathe dlwech olen
Funet (0,0, fi5,0)) in Richbung x- bzw.
y-Achse sind durch dickere Schwaree
Linfen hermge/cabm. Berole Uurven
sind konvex.

Auch in dieser éz;oﬁx)é sid dfe Kurven auf
der Flache dureh (6,0, pro0)) in Richtung x-
b j—Mﬁ Aurch Aickere Scheasze li1/en
ge/éem? 2/Chnel. Man erkennt dass man
ber der Kure 1n x-fichtung an der Stelle
(9,0) en Mliaimum, bei Xes in 4 - Richseng
en fleximarm ﬂlu/zé/&iz%é. Evne Karve 15t
bonvex, dw andere kenkav: Einen solchen Punkt nenm man auch Sa e -
punkt . Obwok! dw SMfa/zﬁeﬁ beadler Kutven an des Stelle (6,0) Wull Si7d,
handel¥ es sich weder um ein flinimum noch um en flacimam.

Damit haben ry anschael/ch ,A”at/yendes siber(egF.

-0

1.0

Mot mnd/qe zep{/nqu/zq fw relaive Extrema
Sel £ ZDF cR Z—a R 5;%3 partiel/ d/{femnzzerbar WeiYer besi/ze fan der
Stelle (< 4*) im Innewen yon Ly ein relatives Extremum. Dann f//f
fx (x‘,J*) =0 und {7&(", J*) =0 , kurz U?/ad,i/[x"qu*)=3

Bemerkung: 1)Anschaulich bedutet dis Bedlingung, dass du durch f besthié-
bene Flache an eimem Extremum ene zul x y-Ebene pamilefe langenrial -
ebene besifer- (Vg auch Lineare Arproximartoon - Wenn fmd 7559 =0,
Aann (st txg) ='?£x*‘, 3*) dee Grlesch urng der Enymﬁéz/eéé/ze.)
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2) D fb’ed/}zyany j/ad )f/x’*, j*)=57 /3t eine potwendige Bedinguns, sie
16F nicht hinse/chead.

3) Punkte U’y g*), fiir dua die notwendize Bedpgung grad fex, =0’
eHl i/ isF, hecfoen stahonare Hunkle.

¥) Flan spncht auch von /w/wend/jer Zea’//ﬁwy 1. Ordtnung, werl haj des
oartiellen ,46/e/'/aﬂje/7 4. 0/dﬂmj betrachtle! werden.

Zum 4«,/,//?20[@/} mneter [okaler Extema. eine 5/&6\’7 partzel! d/%fwzf/’eréam
Funktion missen also zunachst alle Stabioniren Funkke bostinmy weseden.
Dazuw muss ein n oler ﬁge/ nichtlineares &/e/churyacjs/em ‘76/55/ wenalen,
was ziemlich komphziert Sem kann. Es ist leter nich/ ma’j’://&é, an "skets
funtthonierendes Kochrezent " an zugeben. Es hilf} nur umfong reiches
lben ® Wie man nach Alug//’/z Aen station Grer Funkle entscheiden fann,
ob es Sich um Exhemalstellen handel, werden wir behandeln, nacholem
war e/)z/"ge Bersolele jemcéwf haber .

Be/'s/w'e/ 2 Wi beshmmen A Sfahiongiwen Punkle von ,/a, /=3y -x3- 53 ,
3y- 3&2)

Es 5/&9/; W{“/j}:(sx 34?

_ R e 4) U"'X.z:O
W’i[x,j)-o &ED 2 x-yt=0

AufloSsen von 1) nach VE y=x*
Einseleen von 5:x2 inz): x—x4=0&0x(1-x3)=0
=) x=0 vy x=-1
De Z—ééjehéhjéﬁ j«UeM@ erhallen wrr aes 7).
X=0jn 1) : g 0
x=4in41): y=1
D Funkbon besitzt also du beiden Starionaren Funtte T, (6,0), B (11)
S sind “Kandjdlaser ”)&?r (okale Exvsemalstlen .



Hanchmal kann es auch /u'(;/fe/'cﬁ S€In, A
Aurh o Bed/'rf?u/y W e \7):5> jﬁebe'

nen Kurven in der x y - Ebene 2w Stizzieren.

Beispie!: Sei L y) = x-Cnlx* +32) Ing R*\30,00.

2 A
W ?Cx‘fj) (ﬂn(xz:ﬁ )+ X2+ S)

X% +y?z
1) )+ 25 o
onlx?*+ + 2=, a2 7, =
?/m.d((x,j):O S J XY
Z) 2X4 —

/4“//056’1 von2): 2x4_ _ o &D X=0v Y=0, abernicht beide

24_3 leich 26/}93 Nl ( vg!. Nenner)
Einsereen x=0in4): €nly®) =O& 3% 1&9y=avy==-1
Einseleen 4=0in 1) €n(x®)+2=0<5 xX*=e?e> x=¢ v x=-e
Vi Funkbion besirtetalso die vier skationiren Funkte T, (0,4), 5 (0,-4),
(e 0) R (-e”,0)

Wi man an der Grphdk ei-
kennen kann, handelt es sich

nt ber' B und R wn lokale
Exhema /sle//en.




Beispie!: f(xlj):~2x2—52+ Ux+Uy-3
~lx 4—4)

W((x,j) :(*th Y

~ )-4x+U =0 x=4
g5 o o]
grd fagl=0' &= 2)-2y+4 =0 > y=2

P(4,2) ist somi? em 2{7er Staronaresr Funtf. In diesem W;/If//exy Ke,~
sp/'e/ kann man recht e/ﬁ)/ac/v footstller, doss { an doi Sklle (12) ein
Hlaximum besi’et, das Sogar j/aba/ IS¥.
Daza bnn 9t man A Funlehon miritels Wd/nélsc/zef Eﬁé}zzzmﬂ
auf dw Foym feqg)=a,(x=by)*+ a (y=b)*+C) A-b.

fixy) = —2(x* -2x+1) —(y® -4y +Y4) ~3+2+Y

=-2(x-1)*- (y=2)*+73

Do deo quadimtischun Terme Ce=1)* wund (y-2)° Stess nicht regaks'v
Sind und mot neqasiven fakioren mulhplize Hf werder, wid £
maximal fir (x-1)*=0 and (4-2)°=0, d.b. x=1, y=2.

Hinreichende &d/}zjmf/ n,f&‘r (okale Extrema

Wie wir jese/zen haben, missen Skabondre Funtle nicht Extremalsillien
enel” Funkfion Sein, sondlern es kénnen z.B. auch Sattelpuntie 1/0/’//157?/7.
Wit Suchen nun nach hinselchender Krterzen fir du Entscherdlung, ot
an einem Sfahonaren FPunkt ein lokales Extzemurm oder ez Sa,fé(e/pdwé/
//or//'cy/ . Dazu stellen wir zundchst /6(/?@/70[4 ﬂéer/%wzf ar.

Ser (k¥ f/*) e Stationarer Tunkt einer hinpeichendl off dxh%m 208 10 ren
Fankton £ 7/% c R*=R in Inneren von 7/7{

Wir befmchien zunichst den Fall) dass £ an der Sklle (x*y*9 ein lokaks
faximum besifet.

D Funkhonen 3cx)={f(x,3’*) und h{y)ﬂflx*,j) bescherben das Verhallen
von £ entlong der Greradlen 4=9* baw. x=x*.



