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19 D Gleichurg fir den Skl ist =1z x, x50
Also lasst sich Jeder Punkt awf diesem Strah!
(3..,4“( 2{;‘;5‘) durch (tx* ¢ 9*) mit eirern jéé(?ﬂel@ 70 be-
S La“) . sduc/ée:? Jeder Funkpronswert 14 ¢x’, ty*) mit

T (tx% t4*)€Dp eg/be/ch legen der Homsgen -
1a¥ von {d/'fe/d aun L0y “ e flexity) = ¢ £6< 4%). D 2w dent Shakl
jc/mﬁe/zdé/z Punkle des Fa/zéﬁO/ZSW/zéﬁ hoben also alle dw Greslalt
(£, 1 q", é"f(x “)). Der Giraph einer /wmojefzeﬂ Funkhion von zwe/! V-
ghlen (st also VO//S/ﬂ/’Ld{? bekann?, wenn 1hi lert in /]fwaYS einem Flenkt
auf (/ea’em Zmpwy%ﬁm/ bekannt- ist.

Beisple!: Wit betrachken dee Funkfion 25 y)=x*-x Y +247, die homogen
vom Giad 2 ist. Far x*= 2,3*= 1 /'Sz‘f[x",j")-—- .

Alle Pupnkle des Fmébf%%aéeﬂ,

die 20 einem Funkt acf den é(?:;/p/a{fs—

Strah! deereh (&% 4*)= (2, 1) 17 der

xy-Ebene jeéa?&z, haken also dye
Woerdina fer (Z‘x*f\y f,f(x “))
=(2¢, ¢, %4 ¢°).

[st insbesondlere { homogen vom Grad 1, so /st jede Kurve auf der
Faﬂéﬁbﬂwﬁéﬂ | la vertikal Lber einern Usgorengsstrahl v der Xy =
Etene yerlauft, en l{f?omjssfmé/ in R3

ir 1/ astreren dies an enem weikren Belspie!
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Beispiel: Die Funttion uoy)=x>4E-xyE x4 50, st homogen vom Gradl 1

In der Guaphib sieht marn aeatlich
e /(m,oMMjssﬁaé/eﬂ auf’ der Hurts;
Ole Funkhons verochntt beschruvbenen
Héche.

Inshesondere n /@/’/@/ I haben wr ygsehm, anss es sp¥ nidzljch 15, Are
Niveawe [1nien emner Funkbon von zwel Larablerr n der x j«Eémf 2
Shizzlern . B@’ﬁﬁwnqyaaan Funkhionen kann man Sich ,wenn man enze
Mirveaw/inle kernt, den Verauf feder andewn Arieautinie erochliesses.
Um 2u sehen, wee das funkpionier?, befrachben wir wuder emne lomd-
9ere Funkbion vom (niad k 1 2wel Vanabrern. Werter ser frxy)=c

ene bekannte Mveawlin/e und A ein Funkt, der nich? tuef Ajeses

Niveaulmie //'ey/ - Wi konstswieren nun eine Niveawlinie 2w £ durch

oen Punkt A.

Va/yeﬁ enswesse - Strah! durch den L(m/)/a/zy und A zachren. 2ot Strah!
shrede! di bekannte Niveaulinie im Benkt Dic59*). A hat dann dre
Kovrdinaken (EX,Ly*). ¢ aus der Zachnarg (naneringswese) esmuiteh
Umn welere Funkte der Niveawlinie, auf der A lieq, e ermHeln, we -
fore ébgoam?7ss£nzé/éﬂ 2elchner; Shmtpunkle mit der bekann fer
Niveaulinle ermiteln; mit dem vorher gefundenen ¢ e Koords-
naten der Funtle der Miveace/inre dierch A bestinszzesr .
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Beispie!: Wir erfeislern dre %ﬁaﬁe/zswe/se an der unten skehnden Greohik.
D 157 6/2\?826/6/7%)@ Nrvead -
linie s bekann¥. LIir 2e0ch-
nen den roten Usoprnzs -
SHah| Heerch der Fenky 4.
Uiy evmteln A Koorzna -
fen des Schmitbpunkles D des
va/a;wzjssv‘mé/s it der
rofen Viveaelinie (<7 g I=(41)
Dann hat A de Koordnalker
0 (¢x¥, z‘d“)k (16,1.6), + aws
0 02040802 1012 1416 1820222426 2830323436 3840  gler Zeichnung ermiptel .
bekannte Viveanlinie (10D =Y, [04]=1.6T27)
Wir 2eichnen 2wes weitere U fo/yfcc/zyx%/nﬁ/eﬂ (blaw) und esrms Hedn
X Koordinaren der Schnithpunkre Dy Dz . Es 13 mgey&'c’w
D,1.25,0.62),D,(0.8,1.6). Fof dem verher ermitellen += 1.6 esruttein
iF . de Keordinaten von A, und A, | de aef derelben Hoker-
Linje we Aliggen. Es /st wzye(aér A (2,4),4,(1.28,2.56).

40
38 -
3.6
3.4
3,2 -
3,0 -
23 -
26 -
24
22
20 4
1,8
1,6 D,
1,4
1,2
1,0
0.8
06 -

Ler Vo//sfé:fzd{'yke:% halber fcée/z watr noth de ?«%f&/’hbﬂ und m'céﬁye

E/{'genscéa)ﬁ@ﬂ /Lo/nayme/“ Foundbonen ven n Varnablen an.

Vefinition: Eine Funkbon /; @rp cR"=R hes5t /20/%(?7611 vom Guad £,
wenn fur alle (%, %,,..., X2 ) € Dp f/'/f,

flbxy b, txn)= zf/‘)f(xdl Xe(yXn ) Yir alle £ 0.
Der Girad 4 dst /9’0/220‘7@/7/'/%2’7‘ kann ene ée//'e/a{'fe reele. Zabl Sews.

Eulers Theorem w Sel f” Z)F cR"—>R parfiel a’/ﬁ/ﬁeﬂzxérbaﬁ Dann f/// :
£ homagen vom Girad k <> 2:4 X; Py Gy Xeyoey ¥on ) =l f Ry X Xin)
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Sate: Sei £ D <R —>R /wmajm Vo Grad k. Dann j//f a/z/ef(fee(/}/ze/fn
Difperenzierbarkelts vorausseleungen -
(1 4y [aq,xz, L Xn) 1St homagen vor Girad k-4 fir jedes =12, 7
(2) Z_ 2 Xi %§ Lty (aXgymey Xa) = R Ue=1) £lxy, X ooy X )

r=4 j=1

(3) ,{(3(41.)(21 Xn) Xd' *p{-—‘-{ /—'l'i /{)_’t‘_ﬁ. ) XJ :#01/ 4 2/-- /}7

Als Foze}mﬁ aus Eulers Theorm erhilt man yfa,r lxyxz, % )2 O
% Eex‘, ‘Zéx4‘ Xy ey Xn) =k |

Formel (2) ist (Zr Funthonen von n Vanablen in dieser Fomn rechf undites~
sich¥lich. T4 der Mbé&rzwzj R = (x4, %y ooy Xon ) and dler 3@%«%/%4/23
/—{F(xd,xz,--., xn))f&fr du Hesse -fadrix von f, lasst Sich (2) viel hompakitr
in der fechter 2u merkenden Fesm

(z) X7 H{(f)? = k(le«/l)‘Z(x) angeben.

Zum Abschluss dieses Abschnitbs befrachtrr wwr nock e/?){je 2;7@/3/9/2/&
Okonom (scher Anwend ungen.

Ze/'slo/e/: Es se/ V: R "= R ene Funktion, die den Outpurt enes Tredibrions-
proZesses in Ab/zanf jée/r‘ von 7 //z/m jm/ée/z G Ve Vi bOSChIOBF #@%\7
)Lhﬁfv‘ man dee Annahme, dass 2 8. ene e /daﬁolzz/{j Aer //Zﬁ/d(‘f/‘qgéﬂ 24
einer Verdqgolw\zy Aes COhelpocets P&%ﬂ‘ b2 allgemery dnss e flaligoli-
kahon aller //z/mffﬁ/’éeﬂ mit einem Faklor £>0 2w enem t-fachon
bt ,&pém‘ Va7 9‘77%/ also dee Apnahime

Vibw, by tva) =t Y vavayeey via) faralte £>0.
Andlers %jea’f&’ ckt, sefer man Y &ls homogen vom Gumd 1 voreus.

Belspiel: Auf dem [larkt Selen Al Gidrer mi¥ ueisen p, g, a~ und
flengen x,4,2. D A/czc&//rye nach emem djeser Gates dewrch €i2¢n
Verbrucher Sel Mp,g,47 m ), wobei m das Enkemmen beze/net
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Dee Zuo%ve?‘me/zje des Verbrauchers ser:

fxy,2)eR’: px+gy +r2ém X320, 420,27205.
Andern sich nun alle Prise un enen Fakfor ¢ 70 und gleichzeriry das
Einkommen um denselben Fakfor, dann wird de gxdfe/éascéré’/zw
/wny W Lpxt+CQy+tTE Lt was aéeré’?m'ya/m%@u dler veori—
gen Zadjeféascé/ﬁﬂéw. [lan kann in dieser Situaltion Acher annch-
men, dass  Mtp g, ¢4, 6m)=Mp g a7 m) nty d.bh. dass de
/I/ﬂoh//zge/am ~hion N homogen vom Grad O it
Wenn alle Preise wrd j/e/a/q m’/ﬁ das Einkommen cm 10% Steizer,
aroewt sich de Nachfrage nich?.
Als Beispic! fér eine Solche Funktion befrachion wnr

/V(/U/.?/T/-”ﬁ: m-p ) b konsfant.

Es qilt: __tm (6p)°
j /V/Z'[D/ZLQ) LL/’; fM) -‘[fp]bf'z{*(f?)bfw*[i_/r)br//
1 b
- gy Mg

Lineare A{’o’mwa'ma Horn

BereiFs im lefelen Semester haten wir jascﬁeﬂ, wu man unker jeeﬁxzc;@n
ﬁ/ﬁferen Herbarkets mmssa/?wyeﬂ eme Funkfion vor elrer Lariablen
lokal, dh. 11 der Nbhe einel festen Sklle X, durch ein RBlypror, das
@/ar/oa{y/wm L annahern kann. Der einfechske Fall war dabel die
[ineare Agoroximathon, d.h. de /Va%emﬂ7 Aurch eme Funkbion oler
Fosm t,(x)= Gy +a,(x-x,) ,&Z’r eine. Funktion )/ @9//? —> IR, &re an
einer Pestn Stelle %, € Dp Aififerenziertar st fus den Bedingungen,
dass t, an der Sele x. it im Funttionswert and der 1. %/e/k%j
libereinstimmen soll, hatten to1r dew Zb/w@//mg

By x) =£ix) + (‘cxb) (X~ Xo)



herye/e/le»‘. Dies Ist jem A é%/e/'c/uafﬁ Her 7&/{7@”/@7 an den Grgoher
von ¢ m Punkt (%o, f1x0)).
Wir werden dies nun 2anachsrt /&7 Funttronen von zwel Lariabhen
Ve/‘a/{?eme/ﬂem. Dazu betrachien wir eine Funthon f LSRR,
Ale an aner (esten Stelfe (% y*) €Dy 5%5:?'7 partiel] differnzior bar
ist- [n der Mane von (¥, g*) soll f nun derch eine lineare Funktzon,
A.h- durch eine Funktion der Form tixy)=a, +a,,(x~)<“)+a¢(5—'3*)
@0/9/0)(//77/6;4‘ werden. Dabei Soll Tiqy) an der Stelle (x*,4*) mt dem
Fun ktonswert und. den beidlen partielien Ablesungen Lboeseinsiimmer,
es soll also 7e (den :
1) <) y*) = flxc¥, y*) &> 0y = {1y
2) O(";gj*) = e (<5 5") &> a,=fy)
3) fe Y=y (5 §*) €0 ap= YY)
Serzt man nun dije erhaltenen Ausdricke Liir @, 2,05 172 Ab Ot
&’cnjﬁebe/ze 4/{79/72 e/ne Form en, o erhalf man :
tCxy) S‘E(x*,ﬁ") + & (x"',\tj*) (x= x*) +8y (<% 4*) (y ~3*)
= Pty + < grd P g, (1) >
Gieo metwath ist dies die &/e/'c/mﬂj einer Ebene m RS Um eire keonkre—
tere Vm/e//zmg von dieser Ebene zu Gewinnert; hallen iy nah emal
Fest, dass  mit L an der Selle (¥, y*) sowoh! in Funkhonswerr, ok
auch im ﬁnsﬁey n X- b, 3-/?/07/&4/27 pbereinStimme W wunrer—
suchen nun, ww e Sitearson é?/. Aes /4/25/6{'75 1 andere /Rich-
/a/zje/z aussieht. Unter den yggéeﬂm Vmsse/@wgexy WISSEN (75
Aass fir FeR® mit 17124 gilf.
9‘7\6&,3) =< 5?,3/@4 flxy)>
Ig tny)=< 7, gud 19>



Do sich aus der Gleichung far tiqy) unmittelbar eg/éé Aass

Wﬂx,j): ?md(()c“, ¥,
]fo/yv‘ :
I PO y*) = <&, grad P, 4*)2

=< gad ¢ (x5 4*) 7 =97 ¢ (< o,
t und f sbhmmernr an der Skelle (x*; y*) also awh in alen Richrengs -
aé/e/laﬂje/z bererr. D durch t beschrubene Elene z/e/'/cllzy/)‘ r&/?jz%/?é/

an den Girphen ven feqy). Lir f”assen Aie E/yaén/.'%e 2USaIINEN .

Lineare /ﬁomx/m@ Y20/
/57‘( @ SREP—R i (x* , 5*) eZDf Sle;i/j /oah”z'a// a{/g/efmzferbd/,’ SO /1St dlre
haease Agproximeaion Gegeloen Aurch
L (xYy)= f[x *) + <jlzwl,f[x 5y%, /; § )>
n der Make von (x* "‘)‘7//)‘ Vﬂ[x,\j)"’ tixy).
D durch t besHrubene Ebene /st duw E/yenﬁ&z/eééﬂe an alen Giraohes
yon )f m Punkt (Xx‘/j*/ 'f(x",j“)).

Ee@/)/'e/ » Wiy bestimmen A lnear /fa/omx/mabbn von
\{C"/\’j):e”g(’cﬂ -1) um (x* 3")= (0,0).
Es 3//9‘ :
xX+y XYy=1+y -1
f(0/0)=~4/ fmdf(x,j) =€ (xg—/wx ) ; 9/u0(vf(0/0) ={_4)
Die lineare Appmxxmﬁwz von 75
wm (x* 3*)—50 0) ist soms¥

fo,g]-*% +< ) )>

--/l><3




Bellsp/'e/ : Wir bestimmen dje lineare /4/)/)/0)(/'/7242/7'0/7 von

f(x,g)c 7‘{‘)<2'SZ " um (x ,3*) (z, Z
Es st @F={(x,3)eﬂ32:x +y étrj,der&@o/z vvn‘? istdlie obere Nelb -
kccje/ um (0,0,0) mit Radius 2.
Es gil¥: ‘fcz,zrﬂ~

grd fiy) =Tn—_—xz——1—’_§:( p )
grd fl2576)= - 4(1)

Dre lineate Approximation
anf um (3% 1%67) istalso

L”Cx/j):% +<Vk45'(’1%')1 (;:g%?)>

-3 _4 4\ A
=5 -3x-% %2(3“‘3‘
-8 _ 1 _T1c?

Y SX 3 4

3@/‘5/01‘6 [: Sel 'f( %Y4)=x 33~ 2x>. Dann j/?f f( 4,2) = 6. [Jir bestimmer rn#
Hitpe der lnearen Agproximartion von £ um (42) Weherergswerte Yur
°f(// 04,2.04) und £(0.93,1. 39).

Es ﬂ//'l W’fﬂ(j] /53x3 ) /W{?M/Z):éi)
Also ist tixy)=6+< ,,2), {;:;)>=é+ 2= ) +12(y-2) =20 +2x+12y.

Daraus ermiHelt man :
£(1.04,2.01) =-20+2.02+24.12 = (A4 % f(4.04,2.01) = 644420 501

t (0.9%4.33) = -20+ 198+23.88 =5.86% ‘6(0,33,4,33)= 5961419501

Wiy betrachlen nun a/@eme/ﬂ e lineare /ﬁo/;/vx//}mﬁ'an ainer Funtior vn
n Vanablen. Daze ser / ' @'g cR'—=IR 51&96(‘7 /mrﬁie// akﬁ/ie/eﬂz/'e/bafm
emer fesken Selle G x5 €lp. Die lineare Aproximation dler Fesm

% Xgyooey X ) = Qg + g (X xf) Fa, (6, -x) v ..+ a, (.- x5)
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soll mit £ im Fankhonswert, sowe allen pastreller /4b/e/ﬂtﬂjeﬂ ar Aer
Stelle (x} x5, ) Lebereinstimmen, d.h. es soll ﬁe/,ém :

&) 06 X3 ) = LU XS LX) ED ap= Pl oy )

b (%4 Xy X8 ) = )‘-Dx S %= XD, 242 n =D A=y O K ey XD =42,y
Somi' ¥ jst.

0y Kyjeey Xn) = \ec"fl X5 1= Xom )+ B 06 15 0) 04X ) £, (G 1 XF) (o =X5)

+fx(lexz, “)(x“ x%)
= fed z,--,xy.)ﬂ-?:\@ (K X5 ey X)X = X

)(,.-‘J(f
= ‘ECx,,’f Xap-er *)+<7mdf(x -0, (::’:f) >
Auch hier karn man lanalog eum Fall von 2wei Variablen) wisder 2&(}@/@

doss t mit{ an der Stelle (<", x¥) auch in Jeder ﬁ’/’cfz&ﬁsaé/e/#my

ikereinstimmy. (7 fassm neth emmal usammen.

lneare /4/7/mﬁmaﬁb/7
[sf vf ) SRR n (xF xF, .., x¥) s{e;é\'? parfisll sze/eﬂg/’eréa/; S0 iS¢ dlre
lineare Appmﬂfm o ;7 jfém Aurch »
20 5 o x) =\f(x,,,xz, )+ <@rad fls, X . (::_x:f) 7
Fér (ke %n) in der Naihe von (f, x5, x5) ist fliyXormy 20 ) % 0k 2 o o).

Beispiel: Wir bestimmen die lineare /4/0/0/01/'024)%29/7 von
By %) Xs, X ) = X2 Xy =2 Ko Xy X5 Xy X5 m (2,34, 2)
Es gil¥: $(2/3,1,2) =15,

2)(4X\.[ S
_ |2 & _ =&
3ma{,?(x,,,x2)x3, X ) = Sx:wax; ) g $lz,3,4,2)= "7
XZ —UXp Xy + X3 -19
8 X-2
3
Somi¥ ist ¢ (x,, %z, X5,X, ) = 4§+<( )1 (,f; ,,)?
19 2

= —AS+8(x=2) -8l ~3) +1(x3=1)~43 (x =2 ) = 2F +8X—8Xz+UXz - 19Xy
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Daraws bestmmen wir /Vé’/celaﬂjeﬂ 7/42}')// 2.4,2.9,0.9,2.1), f11.35,;3.05,035205)
t(2.4,2.9,0.9,2.1) =157 %{(2.4,2.9,0.9,2.4)==15.5361
£(1.35,3.05035,2.05)= - 46.35% fi1.35,305,0.35,2.05) = = 16.3850062S

lotz/fes (ollsténdges ) Differentsal
/n en genm chSammen/La/y mit der [inearen Agproximation Steh¥ der Be-
7/7/7{ des foraten (vVollstan ca‘jen) Diferentials ener Funkihon.
Wir befrachten zunachst eme Funkfion z={lxy) von zwer Maé/ﬁé/zjye/z
Variablen , de an emer Sefe (x*, 7 skhj pattul] defferenziesioos ses
PR, 4%, 25) mit 2%= flx*, 9% ser ens Funkt cef dem Gerap feert Von f
wid Tdw in Petridle fe Engznﬁ&/eéeﬂe. L belra chben ,/a‘/i’e/zd.e
Fragestelung: Welche Anderang erféitnt dor Funkrronswest, d.4. dii
Hohenkovrdintfe z duy Flachenpunkies P bes Vervmbwfy Awses Funtlos
ouef Her Flaiche selbot und acf oler 24%7%0’77"7@/1 largentialebene 7
Verochiebungen auf der Fléche -
De bei der Verxchiekung auf der durch £ beschrubenon Fliiche stttz -
don Woordinatendindorungen, bezogen auf den Berictpunkt 7, bozetimen
wir md Ox, 8y, Bz. Puwid nun 2o auf der Flache vesachobery daos orsh
Aee wzabkmigm Wovramaten X und g wm AX bzw.Ay Gnderrr. Tntw/
andert sch der Funkfienswert wm

A ¥ = LOTHAX YR +DY) = PO y¥).
A2 beadna bt also den 2uwachs der Hohenkoordinale und dam/t des
Fanlhonswettes ber einer éémck/eba/@ a%[ der Flache. Ter Runt? Pt
daber in den Pnbd Q verxchoben worder.
%f/vc/&/ewm\?e/z awf Her /Zﬂfe/z;%z/eéme:
D beou einer Verachwbung aunf der E/gem%z/ebe/ze eintretenden Uoordsna-
%ﬂéﬂdwmjeﬂ bachnen wir nun mdd dx, dy, dz. Dabe soll der Funtt
Pso auf der Mge/bﬁﬂ/eéefze verchoben werdlern, Adass sich e tnab -
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hc’[njgen Koerdlinaten weder am Lx Dy drdern, A h. dx=N0x unA
dg =A - Dee /Jhdem/g Az lasst sich leich? qes Aer c;/e/chaﬂy

oler hﬂﬁe/w‘ia/ebe/ze
f(x,\cj) (cx /8*) +‘€x(x ,(5‘) (x—x*) 4~+03 (x* ")Cﬁ——j“‘)
%94 oLx oi‘g
ermitddn 2u

dz = Ll y*) dx + L6 yoly
Diese Guzje beschrabt den uwachs der Hohenkovrdinak z bed Lerzcie-
b&r@ cwf Aer Véﬁﬁeﬁﬁd/eéeﬂe . Der Punkt Pist daber i den Tuenkt
Q' auf Her Eﬁfma/ebme verchotben wordaen. (2’ legt /. A. picht meehr
auf dor durdh ,f beschrbenon Flache, A 4. (A Adz2ANz.
Ba genngen l/emch,wémye/?, A.b-firkleme Derke yon dx=Lx wunot
0(3 =0y 5//9‘ /m/wa/ﬁswe/se
Nz Edz=F (x g*)dx 44 (<% 3*)0(5
( uj/ auch den Abschmi ¥ liber dee linvare 4/9/0/01//72@'9'07)
Fiir dlee Andlereng dz der Wéhenkowrdinate auf der Jangentizlebens
Wn wir ,fo/yende Z’eze/chnxﬂy en.
Definition. Das forale Lvollsidndiae) Diderential ener Funtfion 2=(t:y)
von 2wel Vareblen st def’/n/'e/f als
0{‘6361%: ‘f)( 0()( 'f‘.ﬁy 0{5
Enhp/ec/zam{ a{e//m'en‘ yan das roralke ( w//S/Ez’/zd‘/ﬁe) @W&/ giner
Fantetion ,? ven 7 Veranderlichen duizh
o= Lo, dxy t o, g -+, At = 2 o ol

Betspiel Sei Y (KL, T) eine Produkhionsfunktion muf den Giengpradetin
Vic 1 Voo Vi des Kapitals,der Arbert und der Anbacfliche. Zann /st
das fotale Difrentiz/ von Y -
AY=Vidik +V,dL +VpdT
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De anmmg AY = YIKAK L+DL THAT) = YK L T) kann durch
A Y approdimiert werden, wennt A, AL und AT betragsmissig ke
$ind.

Beisoie!.:
@) fxy)= ?xz——ng - f—//‘{xdx-égzotﬁ
b) fery)= bnlx*ry) [ dp= AAx +

xzﬂj ><2+g

dy

I 42

C) fegyl= eI dp=—e 500(4—236 Yoy



