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Impli2ides TD/%/;/efe/zzfe/*exz

Dae KeHen f@je/ (5SF Sich gt flr dre Untersuchuy von Fankrionen
verwenden, e nicht i1 expli'e/ver; sonders 17 inpliE/ver Forn gere-
ben sind. Um mit dem Thema vestraat su werdern, betrzachlsr (o)
2undichst den Fall enes urabhingipen Varablen X. Epliz/t bedew-
vet, dass Aje aé/w’i/ﬁ/j'ze Variable explig/it i def Form y=gec) ge-
qeben 5% Implielt bedvuter; Arss der funktnale Zusammenharg
von x und go) i Ferm epmer &/e/ZAMj angegeber /51, Afe sich
mo’(’y//'chefwée 9 Nnicht nach 4x) auflosen (Zsst:

Das Folgende j//% auch, wenn die durch dee GLlelhung beschrie -
bene Kurve #kem széﬁb/zswé st

Zeléﬁ/é/: chx)]z+ 3)(25 (x)—13 =0
Diese &/e/churﬁ lasst sich nicht einfbch nach 4 akfloser.
Jrorzdem kann man Funkke ermifteln, die awl’ dem Gugohen lzgen.
Serzen wry 2.8. x=2 in de &/e/'chuﬂj eI, so erhalten wer

Ly@ TP+ 12 y2) - 13 =0

Han sieht leich? ein, dass 4(2)=1 die &/e/'chw? er{allt; A -h. oler Funkt
(2,1) //'ey/au/ der durch dee 6 /e/c/w/ﬁ besch rrebenen Kurve.
Tatsachlich beschrerbl duwe Gileichung dje m der unken Slehenden Grrapht
e/)zyeze/ch/zeé rote Kurve. Bildler von solchen 1mplizi gegebenes Aurven
lassen Sich im ﬁ{/yemex'ﬂeﬂ nurmiy /e/rmj%/é%gm Wmfmrm ernk/len.

2.5

c2,4)
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Wiy mochten nun die Sk{'?u/g der @nfmlm an den Wurvenpunkt (2,1)
bestrmmen. Dazu d/ffefmz/ew war dje é/e/'cé,wzj wnter Verwendlins
der /(eﬁ(emefe/ awf beiden Sellen nach x wd ehalfen:
3 [fyx)]z'g‘oo +6x5cx)+3><25’o<) =0
E Q'Cx) { 3[3@0]2 + 3><23 = —£X 46)
Far Lyeol®+x>+0 [dsst sich dies nach y'cx) auflosern :

[ . _ b6xycx)
g,C)()~ 3()(2‘-!-[3@()]2)

Féer den FPunkt (2,4) egzé;‘ Slch SO/ﬂ/'r‘g’(Z)z-% als S»(e(/]?a/y der
/2/2\76/7 fer, durch den Kurvenpunkt £2,4), die in der oben Skhen -
den Giraphik blaee ein jeaﬂ/'c/me/ /st

Be/’sp/'e/: x> [300]3 + [gcx) F4]e = x+2
Fzr x=0 c/j/éf sich durch Emsefzent 1 dle ﬁ/e/'chaﬁj
yo)r4=2 &5 jéo): 4
Der Punkt (9 1) liegh also auf” der durch 7 é/e/'cﬁwy bveschreebe -
nen Kurve. Um da Stegang der Tangenten an diesen Kervenpant?
2u ermifen, differen zieren wnr wuder de é/e/éﬁwg auf” beiken
Se/sen nach x:
2 X [300]3 +3x* iy o1 %lO() + 3’o<)~6'x~[36x)+4]6'x =1
= yleof3e ?ix)]zi'e:x = 1-2x[yeol® +0yc) +41e™
>0

. ( _ 4-2><l_;gcx)]3+fgcx)+4]c"(
< g = 3)&{30037'{-6“

Ernselzen von x=0, 5(0)=4 //'e/e#-' 3’10)= 3
Dee /Zryexzxé am Kurvenpunkr (& 1) ha¥ alo de 5’%%[73 .

Frn2iplell kann man ir Funtronen von muserr lnablen anabg

vogehen, was wir exernpolansch an evnfgen Besprelen zegern.
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Buspiel:  2lx,y) ser implzit gegeben Aurch de é/e/'chmj
Xx=2y=-320qY)+ Eacx,g)]z: -2
Setzen wnr2.B. x=y= 0 en, so ethalven lir die ?md/né'sde 5/6/%«/1\7
-3200) + (=014 =-2
S 2000)=1 y 200 =2

D beiden Funkte (6,0,1) und (0,0,2)
//'7% also awf der durch Ave Gler-
chaﬂj beSchrebenen Flache .

Dam/t st auch klai; dass es sich

bei 20 q) nicht um eine Funélion
handel?.

Wia d/}%m 2ieren e &/e/c/wmj auf beiden Seken partiel nack x wid
ertalten: A -3z009)+2200Y) 2u(xy) =0
fair #04y)% 5 (Gsst sich dies nach ¢ g) awfloser-

1
#oay) T 3-220¢Y)

Im Funkt (0,0, 1) (st som/t 2=, im Panét (g o,2) thﬁexz z.=—.

Difpesen hakon Aer & /e/'c/w/zj auc/ belden Seiten nach g liafeH.
-2-3 %a,3)+2%(x,g)~zdzx,5): 0

Fur 2(x,y)¢% ldiss? Sich dies nach 2y &, Y) au/lo5en -

2y (Y ):EEZF,E)—-_{
Im Punkt (0,0, 1) /s som/¥ 2y =2, i Kurvenpunkr 0,0,2)15 2 =-2.
Bemenéémg : Heer konnle man prinzjpiel! dee G /g/'cézﬁ 2ina i SFrach
2(x 4) auflosen; 2cxy) = %tm und musste damn beide Lor-
zalchen der Wurze! beachten.
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Leisple/: Du Saje/m/m/e NMerlove «/?/}gsﬁzd Produk vionsfunkrion VK, L)
151 Impliz/¥ durch de Gleichan

A+cenCyiK, L))
v, o) I e P , KL >0,

it positiven KonStanten A, o 3 definierf.

Wir bestimmen Ausdricke fir de Grenzprodukrivstzten von (K, L)

Z aes sz//&/s K und bzql. des Arbertsansarees L, d 4. Ausdricike

far Vi(h,L) and V) (L),

In dieserm Bersore/ ISF die [mke Sete Zemlich W/o//?/ef% L) verwen -

Aen daher enen Tnik, der auch in vielen chnlichen Sitaationen hiéf-

Felch sen kansn. Da beide Serten der &/e/'c/wﬂy 091110 SNy konnen ik

auf’ beiden Seribn den nariirijchen L %an%mw anwenaen wuna er-

halkn dasraus wnter Vemmda/y der Rechenregeln Fiir den Zﬁan)‘/zms-
[1+c &zlY(V\,L))J' 61()/[/\, L) = (A-kK%[P)

Diese &/ex’(/m@ Ayfferenzierer wir nun el beirs Sevitrs parter nach K

Y (kL) Y K,L) _ Ao KTLE
C Vih O (VL) + [1+c lnlyl1))]- >;<W/[_) Y

= l/a_l/v_ﬁ_gmu inly ) ( = %

= _ YK L)
=) YK (K,L) % {4+ZC€H(Y(V‘IL))3

Em’s/owwe/zd ethallen wni durch pastielle @/}%/mﬁdﬁm nach L.

BY(K,L)
(L) =
VethiL) = Li1+2¢ enCyk,))3

Als 2ussteliche U ézmﬁ Sllen S einmal versuchen, de /4a5ja/zjs~
y/e/c/w/y ohne V@rlzer/jes Zﬁaﬂ%/n/ﬁ/’(ﬁ Arrekt partill nach K
baw. L 2 duflrenziercr, um auwy) de Ausdriccke i Yy (K L)
wnd V] (K, L) ze kommen. Welchen Trik bendragt man, um Hee
linke Serte zenachst jeefyfzef um zuschrerben ¢
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Jrenzra fe der Sebstitu hron
D Ilebhode aes /mphziien @/%\M 2lerns Ist auch y@(/jzzaf Hes Msvewec/s nien
giner Funktion ,/:/?2—7 i~ genauer 2 wrkersuckher, da diese awuch Wﬁ
i inpliziter Form vorkommen ( ygl. Vﬁa//e/ Z)
st eme Mvea!/inie durch da Gleichurg Feay)=c bestimmy, und be-
Yra chren wir Y 7 /4%52{%/7?/56/;‘ vent X, So heben wir
‘Z(x/JCx)) =C.

Difrentration auf beiden Seiten nach x fglert -

fx (x/Jc&))' ;%}i ’L{j (xljcx))' i—%=0 )

A.b. kurz g’ -—L falls fy#0.
Fior das /t/@a‘m ol/est Ausd recks haben Oleonomen esren 7942/5//9/7
Namen. Es st

_felad)
Rt!x £5 x,y)

Diese Bﬁn’@kbﬂdéyy soll Awrch oas )ﬂy(/fe/m’e z’e/é//;’/ oty vierH weres.

dre Grenziase Ader Subsytuton von 4 Aderzh X

Baispie!: Es ser [/(KiL)=IK*L mit W)L >0 eine (obb=Dougles Pro-
da»é&ébfzé)["anéﬁbﬂ wund YUK L) =108 dre & /e/'c/z;mg aer /Sogaa/z—
ten (Niveaulinise) 2um Oulput 408, A.4-

KL= 108 <> =7

Fér die Gienzmte der Scbstivubon ‘]
von L {ZZrK y/ff' ' P

Ry, = LuCKL) _ ZUL _2L -
L= yLCK L) K* 2 4

Darniss eilt man 3.8. fir | ¢

22 7 R
?(L/ITI': ku,( g r=3372S _
&,(6 3) . RLV\ DD 2 4 é g 10

R(8 ) Ru=&r=042482s



In allen Punklen F,Q R werden jewels 408 Eperfor: predee z/ert.

In P wird lueﬂﬁ wa//zz/ und vie/ Artbectsansarz venvendert, wm A0
Einheilen 2u produzieren. Die Skiung der lcoguante in P ist - &, o.b.
die GRS (Guenzrate der Substitusion) betragt 5. Do Infeipress -
hon ISt nun s, dass man niherwigswelse darch tufiung vor
4 Einheit Ka/)//&/ in etwa 4 Exnherten Arbeitseinsar? we/z(}e/“ e/ -
wenden muss, um das Mveau des Ouppurs 24 halker, & Eimhe/ten
Arbertsensarz konnen darch 1 Einiet KCf//a/ SubSPHYe/er e
@aﬁejen kann man in Funét G i evwa A Embert wd im Punkrt K
nur 55 Einhenon dusch 1Einkert Kapital Substriuserern.

Beisoie!:. Wir beshmmen du Girenzrate dor Sibatstectson fir
ﬁcx,3)= €nCZxZ+—5‘3“ +2)

¥ x
R o fxbay) . ZTEESYTEZ
Yx \33&‘3) 2043
2)&#5‘3“4’?_

X
33

-4
-5

Homogene Funkpionen

In diesem Abschni W werden wir eine far Skonomische Anwendangen Sehr
m‘cﬁ,ﬁje Klasse veon Funtbonesn, die Mm@eneﬁ Fankbhonen, kennenfernen.
Dise. Funkbionen haben eme Rake h//'cé/zfef und nelelicher E?j’wsc/ﬁ//en , d/e
wIr hetlerlen und auwf elnige CkONOMISHhE 85/3/9/79/3 anwenden lwerder.
Bezetchnet 2 -B. YIK,L) o Anzahl produ 2lerfer Emnpesterr bel Vefmmj
von K Einherten Kapila! und L Einkeiten Arbeivsensasz als /n/m%, so
//'el?r‘ vﬁo{?e/z de F/afes sell . l&/ﬁ nehe.

Whe dnder! sich ke produzierte /Zeﬂjf, wenn ey @/72/ = tnd Arbervs-
einsalz Vc’rdgy/?e/ﬂ 4 Mf/dﬂ//pe// Sich der Owtpouct oder 6{7/17/ SIch reehr
b2 . Wﬂ{?ef als olas Zb;o/ae/;é.z
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m 24csammmém7 mit Solchen F/zyesle//aajm 5/0/3/07 ave /Zc?/ﬁfff/lé’/?
Faneionen eree mcé;?fe folle, die wrr 2enachst fur den Fad vor zael

Varmablen d%/h/ﬁfﬁ wid unfersuchen woller.

.ZI;//}z/'ﬁm . Eine Funktfion £:Dp € R*—>R hey? /zmzﬁm vorm bueA £,
wean )&Z’r alle (xy)ely 9/ -
1) (tx,£y) € Dy 7&2’/'(/%4(@5 £>0
2) flixty) =t finy) far jedes ¢ >0

Der Giad & der /%amajeﬂ/'i%’r‘ fann daber eine ée//'&é{7€ reelle Zab) Ser7.
Die (lultplikaron der beiden Varmablen mit enem Fakror >0 el
also eme Halbplkaton von Fg/ it &

Beispic(:. Wit untrsuchen, ob die Funkfion fegy)=t#x y° +.2y%=x ¥

homogen st und bestummen gegekenenfolls den Grad.
flr £70 /¥

pltx ty) =t (£x) (tg 2 +(exF 1ty P -2 x)"

— £q§4X53+>(ZJZ‘—-Xq] = ft/f[’(zfj)

Dee Faunktfion (st also é@/;zoje/? vom Gired .
Es (?//7‘ 2.8 fLzx,2¢)= qu&,g) =16 fix y).
Eine Vera’aﬂ/yﬂug von x und 4 fahrt 2u 5/46/‘5/6(75@/{1?@!35 fané -
V20715 weres um Aen Fakrer 76.

In dem Baspie! handet es sich bei der Funttion am eir 7%94&/% v/
ren Giadles, bes olem ;oez/e// die Sumvme del Exponenter i1 jadter
Stern mandern f/e/éﬁ el /SF.

aen bar lisst Skch djeser Sachverhalt verallgemeiaen. Eiz Pa{yﬂaﬂz
vom Giad k Ist genau danr hormogen. vorn Guad k, wenn da Siemme
der Exponenten in jedem Summanden mit & cbereinstzimm?



Beispiel: Wir un erouchen de (obb ~2bcy/as Fankrten VK L) =AK*LC.
Fir £20 gt : V(4K £L) = AGEK) (¢ L)" = 77 VIK, L),
o) &véh@oﬂj/xs Funkbon is¥also /wm&yen vewr Grraal atb.

39/?/5/ Flir ore sogenans e CES-Funkreon [ constant elasricity off
substasion) YK L) =Ala KErb17S)S
gt fir >0 YK EL)=Ala (ﬁk)‘f FL(L)S)E
= (¢78) 5 A[ak'3+/aL'3)
= 47 VK, L
Die Funkbon /sr also éo/m%yefz Vo 65/zzd ”m.

Wir kommen nun zu e/&{‘ﬁexz mc/hjﬂﬁ [‘:/7&75%/@4 hompgend fertliomen
st éom&ﬁe/? vorn (i £, so G defini ﬁmSjW/@

(%) ](/l'x z‘j) 2~ Dﬁx/g)
Difpesenziescn wir m/'t ////,fe Aer K Ve//emﬁe/ auf’ beiden Seiten rach ¢, so
erpalten nr . Lo (EX ty) x #fy (Ex,1y) Yy =k £ “Pray).
Far t=1 erqbt sich darmus speziell : £ (x,9 )%+ fyCqy)-y= k feqy).
latséochlich j//)‘ auch de /{mAeA;a/Zf, was wir /n demn Vé(/jeﬂdm
Y 2écsammefz/ assen.

Ewlers Theosem : Sei f:Dp cR*—>R partiel/ d/ﬁfefeﬁa/ﬁbaf, any (7/’/% ;
£t /tO/ﬂ@jéf? vom G k <> x-feloy) t Yy Cug) =k fixy)

Q/ffere/z 2lerf man (%) quf beiden Sesten partrel] nach x bew. 4, so erhiliman:
b f (b, dy)= 50 (xy) & b lxty)=t"Prey)
by Lexty) =t Py () & fy (exty)=t* feqy),
d.-h. de partellen /4/a/e/We/7 emer /zaozoc?eﬂfﬂ Funttron yom Grad # sid
/Lomaczme Funkfonen vom E/ad k.
Darans wund mi¥ Ewlers Theorem lisst Sich nun ere wertere E@m&cﬁaﬁ‘
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herleifen Dazu wenden wir Eulers Theorem awyf die parrelen Ablesteengen
& wnd {7 an, e /w/m%?en vom Gieedl k- siad. /s Yf 2aelsrc/ g,ék\'?
partiell differenzierbar, so 91
X fux gl + Y .ij (xy) = [k"4)"fx (qy)  (Ewlers Theorem ,fZZ/’y&)
X gx O y) +9 - fgg &, y) = Ce=2)-fy () (Eulers Thoorem firfe,)
Wit multiplizaren de 1. Gleichung mit x und dea 2. mi? 4. Beachtol ruan,
oass nach dem Salz von Schwarz fx\y (£,9) = Fyx xy) 50 eHhalf mas -
X% Pux (x4 )+ xj'f"ﬂ y)= Ck=1) Xy () §+
xs-@x:j(xla)-/- 32.‘633 (xy) = (/e.~4)'3"€j (y)
xzfxx C":j)+ Zxﬂ\f"j ("aj) +32¥f536’(tﬁ) = (fo-4 )}X'fxfxlj) +J fJ (x,d)j
Mach Eulers Theorm eg/é/ Slch féir dle fﬁc/?we/,l’/e Wlamme/ auf Aer racher
Sat k-flay),d.h. wir erhalien.

K g L) 42y o o) + g L) = e Lh=A)f L)

Weiker Sefeen wir nan ;pe;/é// t=L baw. t= 3’* /[zi—)wO baw. y>0 in Kewmr wid
ethalion :

P&ty (3) teey) bew. 5 w} (3 peay),
dh. Lo4)=x g0 3) = q<plE,1).
Whr hallen de /Leﬁe/e/kfen E/feﬂxha//en noch emmal W@Waﬁ/ ,Pes%.

ffe: Sol f-Tp < R — R /LOWjB/Y vem Giad k. Damn y/Z% unter gec/gpeten
ﬁ/ﬁfefm zierbalkesvs vorussesz usi 19/ :
(1) £y und fy sid /uﬂmajm vorn Giad £-A.

(2) X*fex (6,y) +2XY fy €54 ) + 42 fgg Gy )= kCk=10p 1Y)
(3) fLig)= U £) =g (G 1) parx7014>0
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Beispi el: Wir venliziexn die E/jmsdzaf%ﬂ an der Funkhon
Pexy)=2xy - Xy*.
Do flix ty)= t10eqy) , ist V{/wmﬁen vom Girad ¢
Wei'ter (7/’5»‘ !
X fe(xy) "’33@6’(/5) = x (6x*y -Zxﬁz) + 4 (2x3-2x%y)
=8y~ xPy*®
=423y~ 2 y?) = 4 Lxy)
in Ubereinstmm “ng mit Eulers Theorem: .
Farde particllen ﬁb/e/'mjeﬂ P (4y)=6x= y=2x SZ 1 fyixy)=2x3-2xy
\7/’8:‘ ;
beltxtg) =t (6x°y=2x ) = €L tqy), fyltx 9)=43(2x> 2% ) =t gy
de partullen %/e/kmje/z sind also homogen vom Gpad 3.
L't berechnen nun ( ogl. (2) m aéﬁem Sarz) -
ol 9) 4204 g 04 ) + s )
= x2(2xy ~2y*) +2xy (6x*-U xy) +y* (-2x7)
= 42x3y - 2Py T HAL XY - 8 XPyT - 2Py
= 2‘%)(33 ~12 xzsz'
=1-3-(2Py—xy®) = 4-3-2(qy)
Auerdem st
xqfﬂ, -,%)= x"fZ'/I& —E— — 1% (;'%)23 = 2)(’3 - ngz =‘€a(, yJ,
A= 2 (3P ~ (AT =20 g = fusg),
n éi'befe//zsﬁmmunj mit (3) aus 06{9@07 Sarz.
Bespie!: Die Frodukstionsfunktion (K L) sel homogen vom Gieed k=A.
Dann Gitt mit (3) aus Oblgern &z
VIKL) = K-V Z) und YKL =LY (5, 1),
A.h. V(ﬁ/L) VO und Z(i_g_) =Y(X 1),

—
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Das Output = Ka/g/'/a/— Verhelin/s ﬂé{ﬁ lGsst Sich also dusch enme

Fankhon des Verhiibinisses yon Arted 2u Ka/y/’/éz/ ausracken., Ebernso

(¥ sich das Oufput-Arbeits - Verbiitiniss Y42 ate Fanttion dles

Verkacinisses von Kopital 2u Arbes! beschserben.

Als konkreres Ze/fs/yl'e/ belgachten - de (obb- Zbﬁlaf Fankizor
Y(K,L)=/4-K°‘L"“Q, Are Wﬁeﬂ vorn (Gimd A vof.

ES ﬁ//z‘: !%,L) s {,pL(_)”’“ } VCLV\.L) -4 (%)a

Eine weltfere Anwen dung ven Eulers Theotem epgibt Sich, wenn mas:
Aee é/e/chmy X-Ex Cqy)+ Yy (2 y)= Az-((x, y) ln Falf fa;\y)#& olueh
Pyl dividiert, d.h-

] xCK( ) ) (X, 5) _
X u\m,g) +Y A?ﬁ_sfcleﬁ_') =k
Au/ der linken Soule der é/e/c/ucnj S aber ge/zm’e Ao Spermne der

partielen Elastizitziten, A.b .

E¢, fexy) + E@g.ﬁ&qg) =k .
Do Summe der pashellen Elast2ifakn ener hngexze/z Funkfron Stwom#
i 1hiem b’mqyem’fa’?‘sW [hogrel.

3@/[5//8/ C VKL <A K ALP st homaogen vom Gyad a+b.
Also g/lt: Eb, YK L) +EE VK L)=atb

Im Fa{pzdm werden wir wns miun mit elslgen jemzefﬂ'xkeﬁ E(/}cﬂxmﬁéxz
ﬁmagme/' Fiunktionen ven 2we’ Variablen bexﬁé]%j% Ar Ajese crge
sehr- anSchauliche E/yeﬂ.ﬁchd//eﬂ besifzen.

Ser wuder [: Dy € R* —> 1R /lﬂ”ZOjeﬁ vom Girad k .

Wr befrachlen emen Strahl in del Xj*Ebf/If/ Aer darch den ﬂf;&/ﬂﬂy
und ehen weileren fooken Punks (X", 3*] €Dy Verlaift.



