1r Haxza’we@aé_ag det-_Differentialiechneng jn mebreren Wanaber

h dresem Ka/a/la( werden Wi m'c/z)?'fe feshoder fir den /D/ﬂréﬁ.ﬁ%é/?
Um Y mi? Funkbonen ven mehteten lanablr in Zusapmmentang mut
der ?/ﬁ/e»enz‘/&e//ech/zwy kennentzmnen. Je //zM/zd/U%e/Z wA Interprefa -
honen eren daber, sswer? mElch, an Hand Skonomischer Belsprele e/
[z et

BarerH in der /4/m{7y3 L haben wni jeseéen, Loze enehtiy Au /(e)éémejé/ ﬁ’r
vz ZefechﬂMj von Ables Z&Mjfﬁ ISY. Whr werden wuns daher auch }&Z’r Fevé-
Honen von maehresen Vanablerr mit enrer SM”’{/W’” enen K&%zﬂg\e/ be -
schechgery dle in Spezia /ﬂz// wradler A yns berery's bekannrer /?.:/73/4 ligsert
L2V Jibt €s Z«mmmmééhfe ) N FENen Ene Funtlsove nichs 172 expliz~
ter Form, sondern implizi# oureh emne &Aﬂ/z&wy fejeéw /¥y /%{%
oler impliziten @/ﬁ%fm%zﬁm , bel der weeglerunr e /@W/ej\e/ cine
m'ch;?/be Kolle 5//;9//, konnen war Solche Fankrtionern weiel untosuchor.
Eine ?&2’/’ okenomische Anwend wpgen Seht wrch é(f%e Alzsse wovr Feenl -
tionert biloen e Sﬁfﬂaﬂli/ﬂl hﬂﬂz?fe/]f/ﬂ Furnttionerr. Digse haben Eire
Reihe m'c/u’a&e/’ und niifelither Eigenschafer, die inr herlelsen und
anf e/o{ye Okonom/Sche ﬁe/;a/e/é Anwender yserden.

L7 besthligken Hieses K@/Zd mi¥ Her E/h/é%mf Aes rotaten Djpe~
rentrals und oter lnewren /%afpx/}na/é'pﬁ VOV Fenbétaonen mehreres
Varnablen, de wnr bererto i d{/ﬁeﬂze/}ze/m memmm/y st Her
75:17/&7’ - /50/970%/ mathon /é’f Fnshonen emer terieiicr 17 Ao Araly-
Sis L behandel¥ habey.

Dz UeHenreqe/

h vielen 0’76(;/20/7:/'5(% en Modellen werdern verketere Frnkbaemen vere/aert-
Dnber hande/t es Sich wm Funbtronen vom einer oder mehiren lbrza -
blen, n denen e Varabien Selbsyt wuder Furnthonen wn einer aler



mehreren Varabren sid.

m lefeten /@o/'/e/ haben wir berelts enen ?aezfa@// Lebandar¥ ricom -
lich (}P(x, q)=wlvty) mit wDcR—=R, v By CR*—>R baw.
d,/({7£/72€/7l {00, % yeey Xon) = 0l Uy Kooy X)) i 0 Dy SRR,

D, <R =7 R.

2l ist es, eire Repe/ fir die Diffesentiation ener Fenthion fBER ™
gy Ko feoey Xon ) > «rpé/,g(’(z/-»-/ Xn ) nach einer Varablen z;’//: ey
mz&ﬁe&eﬂ, WENN die Vanabler) X, xs,.- ,Xn Ihterser¥s von Hden larizblen
‘ﬁf, ‘fz/--, fm ﬂbﬁa/f/ﬁfl?.

Bevor wir ane solche a/yeme/’/ze A”’ﬁe/ @7756517, bexéa%fm wer uns ee-
na chst mit m’chhjm ;oez/’a%’//f/?.

Belspiel: Wir betrachlen die Funkhon fiqy)=x°y, wobes are bareeblen
X wund g ven emer Vanablen ¢ jemé/’é x=x{t)=%4¢, jsj/fkéz
dééé'/ﬁe/?. Fiir /’édas teR st (x(#) jlﬁ) en Puntt in dler xy~Ebene
und (xtt), yit), 20¢)) pu? 2 ()= fIxlt) j/z,‘]/ err Funkt der dech ave
Funkhion beschricbenesn Fléche .

Wit geannnen ginachst mit Mife emer Lerfetabolt eie %973:@//;%? azven,
welche Punkle in der xy-Ebene durch (x(t) yit) beschreeben werden.
t -3 |=2|-412]o0o ]| 2| z]|?*3
xB|-=|-1-2] o| £ | 1 =
3

2

12101l 11 4 31 --

£z Es handelt sich hier also um eine para-
beffSrmige Kurve bel der mar zusi izl
nech Informastionen notisren kans, welher
Vanablenwerf (man Scﬁ/ auch Trzmeter-
wetf) von ¢ ze bestimmben Funkren ge-

t=1




Jedem (xlt), j/f// wird nun durch dié Farktonsyerachnff en Funttrons -
wert (eine “bishe ) 2&:7@0/%&57‘. Dies bedeceia Alass mian Senkrechten #u dber
Xﬁ-Eééﬂé Awrch di Kurverpon ble
(xlt), j/z‘)) erichiel und aese ¥
et Hureh ’/ (x y) beschrebener Flaihe
Shneider. Dadarch wird acs der
Fliacre gne Kure Msjéxé/z/ Hen,
Aje alferdings in der /??é/ ke
cbene Kulve mekr (s1, sodlon mn
4/\/?6/775/46/7 ene Raeemburve.

t=-2

Unterouch? man nun die Funkizon i 454&%&%5/{4 vom Terameser ¢, So
bedeu bt dies anschaclich, azss man awf Areser Kurve (‘arem be-
Stmmien @d Z &eé/fje Y, fm‘/a/zj wanders. D S;e;zjw?y aveser Kusve
15 also de /%/e//zzg des Funthon nach &, d 4. de momenszre ndle -
rase 57/ £. Diese bOrechien (b 2unachsy videm (il /07 ais
Fankhonsleich ung A Ausdlriicke fer X und g7 Aééé’/g{?ke/%‘ von
T enserzen
{(x(f),j/ﬁ} = (4¢)° . ¢ = {,’-f‘/ =f/f)
Da dies nur netd, von fﬂé&éf/ﬁ?‘, konnen W nun a1kl nach ¢ ;z’//;ﬁ%e

ien2iern, A.h- ~ .
@ﬂf-m = ¢

Um nun dern Zwamme/zéaﬁj m/f/é/e/}%ﬁm von / jmr 4m£/f~
swhen . konnen, Schaelben wni’ aunddsst eryge Ausiliicke getsenmt

et Ax g)-

4
2

9:‘%} (x(t) \7&&/) le%)jlf) —j-—(xzwé 3%)) (xtt)*



Qamit eg/é/ Sch nu
5 ot-(— 228 ("lnnese ”/7%18/40\17 von x nack +)

e é@ _ Q'L&(Xm, y )

/ Yhe14))= ——‘%}-(x () glt)( 4;9(52/6 45/3//{#@ 1/0/7)Z /zacéj)
&
=2x(t)yLe) = g—f‘;‘g)— (xtt),ylt) ( ’%a,éexe'%b/e/%tz@ ven fnachx )

St de Ausdiicke ([;r X (4) und (7/#) enzuselzen und anschlicpend rach
tau W,%fm%éleﬂ héten wrr also awch

2fy) 45 + BEixy) 4y = 4F Lay)
betechnen konnen.

Bevor wir ene a/(yeme/'ﬂe /?ge/ formuliern, befrachken wir nech ein Beigoke!
mit ehwas komplizierterer Funkronen.

Ber 520/6/ Wir betrachlen eine //ﬂch//ﬂjefméﬁaﬂ
M, m)=p "% m*
in Abhangigkert vom Prels o und Einkommen m .
Wir behandeln nun Adas Froblern, dass sich Peis wnd Ekormmes
mit der et  andern , A.b. Funkhsonen plt, mlt) der Zei# i,
2.8. plt)=1.05%, mit)=1077
Setet man dies in den Funkbonsausolbreck flr die /VW ens, So
erhalt man
Mptt), mi#) =(1.051) "% (1.07%)?
_ 4‘05-4.5# ' 4,07'2-{: _ /\7(6),
Ad.b. eine Funkhion, die nwr von der Variablen (den Ferameter)
t aéh&’/ﬁr‘. Du Frage nach der momenvanen Jidefwgsmé der fbch -



{/zge iyt der 2at ¢ [gsst Sich nun mit den Methodlen Aes (efzfen
Semestesd beantrworien, wenn wir beachier, Aass j//;‘
/05 ~A.5¢ 8—451- €n&705J 40?% zt -en(1.0%)

Qam /’/ erhaln i :

/

1.5t .5 2
0{7/,, N 1) =-1.5n(1.05) 1.05 407—+4os- 2 5 tn(1.02)- 1.07

= (2040 - A5 (1.05) 105 107
hidhdiagiis 72
~0.06213...
D momentare /4’/%( ews&é Aer /chdz,ﬂrzycf VZi /4é/zé’ﬁ\/7/éw'/
von der 2ot ist also in diesem Fall peotiv, d-h. A /%5&,%775 /5
b aer zZar t mj JMONOFN (IRCASENA -
Wrr éegc/m,,ﬂ/ajm uns nun myt der F/%e e man ﬂf/ﬁ&é/ ohne Emnselzen
von plt) und m (t) dew momentare /f’/zdem/(zysm/c TF (p,m) bestirmnes
kann. Um den oben erhaltener Ausdreck je/zaaerwza(/yye/m 2w fonne,
Schnesben wrr uns nachSt efiuje %/e/naysdasdfé’cée weeder epl a1t
aa{. Es j/%‘ :

Q—LB-L%): 01 (105)- 1.05°

AN (o1t mit)) = - 1.5 (pl8) (n/z‘)) Ly mit) = 2ptt) )

9 zt) ZH Frrll
=-45105 z '//.072-{: =2105 &-5/1,0?}é
A//r versichen nun, diese Ables %mjsaasd/aoée 7 Aesm oben Lur

AIL18) orrmj Helon Egeé/z/s medeWﬂdeﬁ

1.5 (105)- 405" 40? ‘105" 26;1(4,07')'4.0?7'*

= 454,05 4,07 enc105)-4.05F

- N = __E L
S5 (pt&)m (&) (t)

1.5+

- t
+4.05 2407 .

_ 9NV (&), mlt)
—’amét')(!o ” )




A
PW L (pimn) - g1 ¢ 2N (pm,mm)
~ II\ ’ n
Aubere" partelle % erfulle
Ab el'M/Lﬁ von N/ /%/ e/ von /
nach ;
Innere /4é/e/;4¢£7

von p nacht

Man swht, dass dies formelmafig genanso aufpebant [s¢ wu iin ersten
Berspiet

Tatsachlich kann man )fa(/je/z e a//jem ane /?‘ﬂig/ ,formzz//é/e/f.

speeiclle Kettnregel: Sei flxy) stehg partel dfgerenziertar whd xR =R,
Y (R—2IR dperenzieroar. Dann (7/'5/ :
AL (unyye)= 2 (e gee) i) +——§—cx g 8) - A ()

Sei flxa X)- ., Xn) Stehy parfiel differenzierbar und x;: IR —>R,j=1.,n,
differenzierbar. Dann j/’ﬁ"

%[X/ W)y Xy L£) ) _:ﬁ—(x [£)--) Xl £) ) éé)

lenn dlie Fankhonen X, g/t) b2w. X, 14),..., %o lt) explizit jfﬁeéeﬂ sind,
kann man pnn 2‘//)/6// immer errt die Ausdricke 1N dw Funttion emnserees,
was aber Wj un /)/u/ehﬁscé /St JH Aer K&%ﬁ/v?ff/ lassen sich zunachst
a@eme/he ih/o/e//wzje/z herlerven, m ade man darn jﬁeéea enﬁ//s
soezle/le Funtronen enserzen kann.

Beispiel: Wir betrachten wuder die lerdunitschatfliche Frodukhonslunk-
Hon YA L, T)=A K% L*TF,
lobes nun Aas %@o/'/n/ K | der Arbertsemsarz | und ol #nboad-
fliche T~ Funkbionen oler Ze// t Sem sollen mit KN L, 7 >0.
Dann 15t (i déﬁ&ééc/?/@/’ Schrerbwerse )



= Aa K* L“°+Aw< P T e Ac K2 LT

= AK® LT fa Ky +bL: +c-;(lj-§

_yz bL"’+cltg

LJenn wnr ‘fur y# O die &/e/C/Lanj Adwrch )/d/ wedieren, erhalten (o2 r:

% L T
Y= KH"L“T

D relave eriem/ﬁsmé Ye des Ow;’pm‘s ézj/ der Zert 1s¥ also enre
jemcéleé Summe der J/zde/wgsm/eﬂ von Kap//% Arbedsansale und

/4/76@%)5/

Beispiel: Sei flx g,2)= Xy + Cn(y+2), wobei x,9,2 Aifferenzictiare
Feen ktbhonen von 1 € IR bz2d. einer jeeﬁzze/en /e//meﬂjc von R Sepr sollesn .
DLans j/’f/ 2unachst :

ol dx dy , 22 _ d=z
SF asiz) = axy- G+ (e 3%1)0% Fur e ot
Hot xlt)=4*, gt) =™, 2it)=et erhitt man da/aas :

o 9.2t y 4 2t Z +

= Yt +thcz++2_
Hat man angegen x(f):e“‘,g[f);@%[ 2(t) =& S0 et man qun der
-t
4L (i 2) = 28380 [ L) 28+ L op e

e*tre
gt
=%e

Beispiel: wcx,s) sei eine Funktor, die das Gesamite (oklbg/Zadler ener Ge-
sellschaf¥ misst, wober x ein Index fir die in der éeje//xéa// oreduzier-
n wnd konsumierten Giler und s eir Haf )&Z’r Aen Verschmurzunas -



grad der Ummelt bezeichne? [ wgl. auch Basoie/ in lefetn Hapitel).

te ser skrq partiel differenzerbar fir xs >0 und fir die partreler
A’é/e/%mdoe/z je/:é Uy (x,5) >0, us (x5) < O,

Lir nehmen nun an, dass der Grad s Aer L{mm/)%e/ds%Mj emne

difforenzierbare, sheng monofon wacksende Fanktion von x wn, o 4.

s= sCx) it ij—i’i)» >0.

In diesem Fall ISt dann wcx, sex) =wec) ene Funtbon, die nur von
X czbhé&ngf- Lrr beshmmen nun d//jelﬂf/h erne /wmem’/fe Zea&gzzfg
Arficr, dass ex) an ener Selle x¥>0 ein Haxwmum bes/tet.
/I/m‘wend/gc 3%’/@%7 Fir en Haximum von L an emer Stelle X*< 5t
4 ﬁ/' /4/1@@5/’5 Z): %C}(*) =0
MK Hilfe der /(e/a’emeje/ erhaken wir:

%cx"):o —=> ;%Z—-(;(fsd‘)) =0

AX o * As
=D U (x* sex®)- 25 00) + U (% see®) G2 (k%) =0
SV U (X7 50¢7) + g (x5, scx"))'—’*jj (x*) =0

A/s Spezielles Be/'s/o/e/ betrachien wir die Funktoon
Wix,s) = n(xZ+8%)=2n(s) pit s=5cx)=3x4 +16 ' .
Fir x>0 15t auth s>0 wund es f//?‘:

_ 2% 25 2z _ =2
ux(xl§>—KZ+sz >0 / u'SCXIS)—-)(.L't'SZ S _()(2'1-52')‘5 o

-2/ 3 3
i&_ (X) = i 4 3. 3 = Lt X — _L'{)_('_-._._
d)( x 3 (3)( +46') /’ZX (ﬁsx‘-{ +16 [)Z' - (50().)2
Die n@sfwe/w[(}ze Bea&ijj 6{7/% m Aresem Fall sevnst-

2X - 2x% Y3 2 wid auf z%ch%/zeme/‘
XZ ol | G ABeR) ) | Lsoa =0 ‘ lyrz{zjen

‘- Nenner + O

<> x Lsen]>=Ux®  _ o

(x*+[s60d®) [sew]®

=) g §lsenl*-Ux1] =0



Do nach Vmsse#wg X >0, erhallen wir darous nach Emnselzer:
von [sc0P=3x"+ 16 die é‘@a/'m/em@ /wo//aeﬂd/;z Zé&l’//%/Mﬂ
16 -x1 =0
Wreder weger x>0 st x"=2 die ehz‘/?c é&Sa/z\? dreser &/e/'cha@?-
Mach den a&z&eﬂ me SF
>0 for x <2 und <O,&2’rx>2

~ /\_/‘——_\
_ZLZ.(X Sex)) = QCQO() — X (16 —x")
aAx ! aAx % HseoP) S50013
e

70_'&22/')( >0

Somit ist ((x) sﬁe/g menoron wadsend far xe (6,2) und SHe9
monston fallend fir xe(ge).

* $0¢) ulx*o0x™) Awf sder e/é(/aezg/'célze/éfz Lonre
j@/t/ es @lso by zur Stelle
(x, 5x*)) =02, ¥) aeef ewirt> and
danach abuwsztto.
&menémj c Als 2usgrzlicke

0,41
III,3§

1R %bwg konnen St 2um Ve -
0.13 e j/e/bh auch et scx) ih wlx,s)
Dﬂf g i '-w:;.» o = ansetzen und dro facrmam

S, 4B beshmmen.

Bisher hoben wnr nur den Fall befrachret, dass de Varablen ron £ ven
elaer Vartablen (enen Parmameter) aééé‘njeﬁ. Wir wenden uns nan Aem
@/{76073/'&6/2 rzll 2u, A-4. behandeln Funktionen ven n lsrables, 1o -
ber diese von m Faramerern (Variablesn) aééé‘xzjf/?.

Lo feée/z 2unEchSt dje Ketten ﬁeje/ M 1hrer a{/feme/kefz fom an.



ﬁ/{?eme/he Ke/s/emeye/ DSy B R 1R, (X X pery Xon 2 £y X 1 ),
56‘/5 [artil] differenieroas. Lerter seen X, =12,.., m, Funktionen
x;: DeclR — R, lt,t;,. ., tm) X by bgym ), 17 f/ﬂ'e/?zfme/)z%,

men Delinshronsberarch U, die eben ]&//5 5;@4('7 partiell difeen 2ier bar
sid - Tann ‘f/f/ :

2£ -9f X1  PE DXz . .. PL OXn
97‘;(}' 2%, 9{,—0; IXg 9y 2 X 'a-b&

n .
=> 2 €  2x ,

i=q4 X %
wobelr hicr aur besceren Ubessichiichket dve 45«/}264’@ Ader Funkroner
/aeﬁ je/assen wwden.

Diese a,/{?em eine K eé(%/ge/ beinhaliet de berer¥s behandelen 5062/2: yztte-
Fer n=1 m=1 egzz»‘ sich dlje /{e/@mge/ @us der /4/20,{%4/55 L.
Fir n=1,m belieklq ergrbr sich e/&facﬁe A’e,%meje/ aus rapire! 1.

Far n be//c’é/:? , m=1 6{7/191‘ sich die n diesemn Ky/%f/ zuerst behanale/ve
.9pezx’e//e /(e//emeje/ .

Be/.’sf/e/: Wer schrerben dse /(e%le/z/ejg/ a{;o//,é/}‘ ﬂz‘/ aen Fal n=m=2 ﬂa)[/
oy 1,”:@( ¢ RZ-—7ﬂ?, [x,‘j) l—vﬁ(x,g),

x: D ER—>R, (4,5)—> x (%) g De R*— R, (¢,5) —> 4 ths)
NMach der Ke#eme‘;e/ 5/'67‘ K

2L 2L 2% 2L .24 ; 2L _9f 22X L 2L .94
2t 29X 2t+93 >t 2& +9‘d 55

2SS oX 25

Be/'S/oie/: Se/ 760(,5) =Z)<24f352 mi¥ X=¢t"-s /5=t'+253

Dann giéF:
I 2 e ui 2t £aqa =UCE=S) 26 + (¢ r2sY)

=8t -8st+6t+4283
2L = Y X (-4) + 6y-657= H(t™=5)-(4) + 6( ++2%) 652
=~Y4£* +Us + 36t 52 +72 5%



Beispiel: Sei flv,w)= Y

Es g1 W 28 .28,
2t 2V at

L 2& 2w
9w ot

_lvrw)=ly-w)  E¥S
(V+w)Z

mir v=e

t+ S
,1/1/:61‘5

~(vtw)=lv-w). .. b5

(v+w)? S€

ts

2w Gt 2y

B (l/+w)2 (v+w)?
8 t+s f+5~5'6+5

=2 (e 'H-s t-S)Z.

- 5-€

€+ S+ tS

=2-U-5)-&

( T+Sy ‘65)2

2L _2& ov (2L 2w
25 2V 295 oW 925

2w '6t+5—- 2V L. FS
( z (+w)*

vt w)
t—+s+s€
C ‘t+5+et$)z

=2 (1-%) &

In Gkonomischen Pmb/emsk//a/tfw kommt es haufiger ver; oass nichf alle
Funtétionen expliz¥ axz\yfyeéeﬂ sd- #oer ist das Bekherrschern Aer Aetten —
fge/ besenders wich ﬁj

Beispiel: Sei £:R>—7K , (x,5,2)—> fix,y,2) Slehg particll aiftperen e
bar und x=x(t,5) stehq partull differenzirioar fir (45)€R; y=£*h(s)
h d/’ffzze/zzzérbar auf R, Z= s>,

@mmj/&‘ ,_é, -2¢ 2x L 2f .24 L 2& 22
2 X ot 95 2t 22 ot
—2_@_.2_5_ 2& .
=5 53 95 26-h(S)
2f - 2% . 2X .92£ 24 2¢ 22
25 2X 35 ‘24 28 92z 95
:.g_g: 2X .\_._é tz—h- 2£ 352

Q
b
m
V(v
L,C
q)
W



