L 2z exeﬂﬁ&(@ﬁ_ﬂ‘ung JLl_funtionen pehscrel tenablen

WIT ennnern uns 2ungchsr an f//'zga Zwmmeﬂéé'/gfe far Fankrionen
von einer bar 'aé/m/ die wir wn vergangenes Semesser behandlet raber .
st f:R—>IF Funkhon ener Vanablen, so verskht man wunkr Ao L -

ten 2engu chenton den Ausdrueck
Afex)  plxth) = Plx)  flx+h) ~p(x)
AX T (x+h)-x ~ h

Der Differen Zeﬂgwﬁ ent j/z t die darzhschnipiche Jm’efﬂgﬁw von
tber dem Infervall von x bis x+h an. Gieomedsich Isf dves dw 5}%4{/{7
der Sekantn durch du Punkte R, fr0) wdd B xth Lo +4)).

Den @f/ﬁfﬁﬁﬁ?ﬂ&ﬁéﬂ@ﬂ 620 Qe 1 /é/e/féwf eriGtt man aus oen
Differen 2enguotienten, mdem man den Grenzwers (27 b —>0 biter;

Adh. A L)

LX) _ ploe) — g
ox _fcx)_f_/g?o ax

) h40.

Der D, ermf/'a/?awﬁénf (7/6% de momerntane Ajzﬂfe/a{?s/zé von f an Aer
Stelle X an . Geometnoth Isf dlies de Soigung der Tangonsen an aer Girgoker
von C an der Sle x.

S/t man Sich awf den Graphen einer Funktion von aner Vbraablen so finr
man nur ene mo("j//'céf ”/?/’céfé{/ﬁ y e oem é@oéeﬂ 1/5/1)‘./4/?(7 20 Loan -
Aern”| némlich i x- /?/Zéﬂmj. £s ‘/ﬂf/zr’ Aann envueolel /auy; renres exer
blert) awf derselben Hohe.

el einer Funknon von zwel Larmblrn [stdles andears. Skest’ man w?/ e
brraphen eier Fanktion von 2wer Wernablen (man kann sich 2 8. emfach enre
Grebingslandshaft vorkllen), so kann man prinzjolel 4 belieby vk 1 -
/Mje/z ‘wandern”. Wihend es in ener f/’cé/wy Sker? bera%, ekt es

i einer andesen Kich#ung m{?//cﬁefw/[sf sanfy el oder bleity act
j/e/’céer Hohe. Es ist nun /zaée/ffymd, A Zeﬁmmjm 2unachst acf
soezizle, @geh}é’h [ /?/'chz‘mfeﬁ , N@mlich de Aer /(m}zaé/m&éféz(ftw



._.Z._.

enZUSHIANRD LN die AurchschniBlichen bz.). meanen ranes? Jxa’wags -
1zkn 1 x-bzw. gf/?/bémf 2u unkasuchen. Dazu hid man evie Varizise
yzst und sy nar ,Jkde/wgm n del andesrr Varwebien zu.

Begolel: Wir betrachten dic Fanklzon

Y43+ x-
fexg)= i‘*gffj“ =

Wenn wir fir g emen festen Wew Vage/ae/?, erhallen i ene Funktron,

dee nur von X aééwg»‘ 2.8
4=0: 7/(x/ £0x, o)= —.4%4-4

Der Gimph von ﬁ st der Schniff des Giraphen von fixYy) mi¥ der Ebere,
die Senkrecht zour )((]"Eéé/le Aurch die Greraqe Y=o n aer Xy~Ebene

Vef/aW/
xex=a y

5 1 : .f()() ((X14)"' X+ Y
Der Giraph von f, /51 der Schnitf Aes @@gﬁffz vor flx4) mit der Ebene,

die senkrecht zur X { ~Ebene durch dje Grerade J:4 M der Xy ~Ebene

l/er/i[c,ﬂ% .

In der xjvaewe sind eﬂ’/"?e
Tarallelern zur x-Achse Lz
€/?f€2(’/bﬁﬂe/.

Die Schwarean Aurven ent -
s/ofe(hm Aent E/hfck/i/zéwya
del Funktion awt” diese
Fam/lelen in Mh/’ﬁ'&/fs —
bereich.
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Entoprechend kann man x y/es/ Vageém Lnd ethill¥ damr eite Fankhion,
die nar von 4 mééé’/%?/, 2.3,
x=0: ,é,{yzsém,jjz ol
Der Girph von (5 (5F der Schni¥f des Guaphen von fexy) mitder Ebene,
die senktecht zur xy-Ebene durch de Grerade x=0 11 der xy-Etene
ver/aift- .

g P )= Yy +1-9
x=1. ﬂ[ﬁ)—‘f{//,g)« vEa +1
Der Giaph von £, Ist der Schuitf des Guaphen von flx,y) mifder Ebene,
Aic senkiecht 2ul Xy~ Ebene dusch Aw Gerade x=1 1 der xq-Elpene

Ver/é&/%.

In der @—Em sl f/‘ﬂ{'fe
Farallelon zur ﬂ'/%“ n grau
N

(7 e/kyeze/zh/zer’.

De schwareen Aurven eny -
S/J/ecém den Einschrzinkur 277
der Funtron awf Aiese

: Familelen im Defin/vionsite -
Hich.

Tartielle 46/6/&4/73@/2 "f[c/' Funktonen von zwel Variablen

Dis vortehendien ﬁ/aer/f?wyeﬂ fiihien uns auf e Definitir von parfeler
Difperenzierbarkert und partieler Aé/e/i‘my. Dee parfiele /45/5/'%%/7 arrer
Fanktion £ von zewer Varnzblen nach X bedeute je/zdz Aee 4&/5/2‘% von
£ r2ach X, wenn 4 gonsrant Jehalkeys kA, Entgorechend 15¢ des poasficile
4&/&/}4{/7(7 nadh Y Jerade Hee Jé/zfxi‘/wf von [ nadh 4, wenn x konstanr



\7@/74/@7 Wi . Gienauer halten wr ,ﬁ%‘r’.‘

Telinition: Sel P eine Funkfion mit V/ D, < R*—>R wunA (x*, “yIELe

D heff an der Sle (™) partiell digfeienzierbar bzl x , wenn Her
67/5/12‘4/6/’7( 2 f()(&/'A)(, 8,@) __f(xx‘lgaé)
o AX
AX>0
existiert. Der Guenzwert wird mit ¢x (xy*) oder mi¥ %?Cx %9%
bezerhnel wnd hedbt 7. partzele Ablestieng yor Lrach x an de’”

Skl (%, u¥).
st f an Jeder Ste (xy) ey partll nach x o/«,{ﬁf/m?/efbar s0 4t
& bzw. é—f- er partulle %/e/mﬁ Vo / nah X.

2) f hest an der Sele (4 /oafz‘/e// a’/#ﬂmg/eréar beg/ 4, wenn der
et wert O BOE1gH2Y) {Cf‘g*)

AY>0 D 3

exsstett. Der Gienzwert wird mit (< y*] oder mt _Je_[)( 1y
vezeichne! und heft 1. partulle Alerteng von f 24k 4_an der
Salle (o).
/st f an /edef Stelle (x,4)€Dp parkill nack Y Aiffprenzlerioal; Sohefbt
{? b2o. 554 erote_pattelle 4&/&/}44/20 von, ,/ nach y.

3)Ist die Funktion £ an allen Sfe//eﬂ (x, j/éwwg Sowohl nach x als auch
nach y partull dfferenzierbar; so heyst Ae Funkhon partull 2iieson-
2erbar
Sind 2usivelich de partullen Ableivergen [ wndl fy Sterig, so heyst
f Sttg partel Aulferenzierar.

Wir baften rodb enmal 7?«95;‘ arss met den Vamjﬁa/zje/z% Aléfr/gm -
gen und Defintiones /a/ﬁ/ Apss fi A momentane /445{5/5//(75@/@
62(7/ X bel RonsSiant feﬁa//e/zfﬁi 4 wunl 7(/} Ao ompntine Ande -



/Mfﬁ/zc/e b/ Y bei' konsiant feﬁﬂ/;éﬂem X bedeutet.

Die &sﬁ'mmxnj Aer /)ané;f//eﬂ /45/@/;4%75/1 eter Funéhon von 2wes Ve -
ablen ISt nich? allzu szén('?, wenn man e /%/ﬁ/')émf&iﬁf/ﬂ ypar Fent -
tonen einer Larabien beherrscht ¥

Wrll man gf beshimmen, so denkt man sich y als Kenstante und Aifffe-
renziert £ nach der blrabken X o, als ob f nur von x aééﬂ/fym wrlae.
Entsprechendes j//)‘ ,ﬁar 20 Somi? werden alle Ableiunsiepein, dlie Wi
im A Semester bfiomcﬁm haben, hier weder vernendler.

Konkref bedveter Ajes yfa‘/fe/mf% ;

?ffe/ﬂ fir die Zewan parteler 4&/3/%4\75/7 wnte der WSM
dass ou aucfpredenden A’b/e/’%zaﬁfm ExsNieren.

Faktoren, duw nicht von der Varabien abhingen nach der djgferen 2wt

wirdl, bleiben erfalven :

2

9x(cc ) X, )):cc y- 2% ()

2 X

(e oy )= cex)- 22 (xiy)

Sccmmemeje/ : Dee /oan‘ze'//e 46/5/%4/57 ener Samme (@zf',’fe/% 2) /5¥ dee

Semme C ﬂéffefe/z 2) der par#edlfen Ab/ex’ﬁu?ém

2

23 {acx y) +0(x, g)> Ux (x,4) + Ux (xY)

%(mxlgh— U‘CX15)> = Wy lxy) + Uy (X, y)

Frodu /0‘/646/ :

2

5> X (ULCX 4) - u*(x,g)> tA,QCKle)'U’(x,ﬁ)a— Wex Y)- Ux(x 3)

.928. (wex,y) - u’(x&)) = Wy Y) - U Y+ Ui y)- Ugy)



é?uo/zémfe/zfge/ :
) ( wexqy) > _ U (X YY) Ut Yy) — W, Y)- Ux (X Y)
29X U’(le) [chl(d)j
2 ( weqy) > _ (/LsCxtﬂllfol‘j)— we y)- %C){l‘j)
9 S chlj) [VCXL(G) :‘2'

E//z{ache Kettenrege/ - .f(x, y)= w( olx, 5)), U Dy SR—>R,u:M, <R =R

£ xy) = 2 (Uzxy) - 22 ()
("dieBere” - “1anese "Ab/e/‘alwzj)

Py (0Y)= G (vouy) - 2 (x,Y)

2y

&/;70/3/: Wir bestrmmen du parfiglen Ab/fn'fwyeﬁ yon
Yocy) =Py + 28y~ Fx +3y*-xy
Fir dee $efec/maﬂ3 von 2% betrachien wnr g als konsfant und x als vanake!.

2L (xY)=3:CY + 225y = F- Ay = 3y ¢ g~ F -y
Fir dee Ze/fchnuﬂj ven )e_ befrachten wnr x als konstant und (7&/5 venabel
,75-0(1 )=x31+2 xz- +3- 24 =x-1 = x>+ 4xY + 6y~X

Leispiel: _ X"y + 4 _ wexiy)
/0 )ECX/g)"‘ xzﬁzfﬁq +2 - U'(’((fj)
Es g9/6f: uetay)=2xy Ux (1Y) =2x y?®
ug (x, 5) = x* (IJ (x,5)= szﬁ + U4 33
Somi¥:

2L ¢ y) = 2xY(x%9% 4y +2) — (x%y +4) -2xy*
29X (xz +3q+2)2

_ 2xy(xty* 1—93“4-2 XPyt-y) - 2x4(Y"-y +2)

(x*y*+y*+2)* (x?yz+yi+2)*
Spezicll 2.B. 2 _ux Ve (x4) = X
oeziell 2 _a_f_( 1) = ) Lum 67/€/Gh f X,//) 7_ 3

_oL_ExZM{ _ 2X(xH3) —(x*4)-2x _ 4x
AX (x+3) ~ (x2+3)Z T (x*+3)F



XY+ i 42) = (Rued) (230 +443)
(xz\él .’_qu _I__Z)Z

2L (xy)

KYE+ )2yt 2x® - 2x g2 U x®yfi-2x2y - 4 43
(x*y*+y*+2)*

L X3Py x®-23y -4y
B szﬂz 1—3'1 +2)%
Soezjell2.8. 2 A6 24" + 8Py -Yy3
7 3? (21‘9)_ Cy 52-4—5“-!—2)2
Zen Vergleich _ Yy
J #4y) = i 5’—+Uq+2

ol {%M ]7 _ Yuy*+y¥+2) ~(4y+4)(8y +4y>)
Ay Ly ry'+z (4y*+y*+2)*

_ A6y -y 8 -gu-Uy>

Besplel:  feoy)=yTx rx-ed , Dyp=7lay)eR?: xz0]

4
fx&(,ﬁ) =3'%—)< 2"!‘63

_9 Y
2% te

£y xY)=Tx +x-e3

Beispiel: fiqy) = xy-€nlx*+y)
Da der Zﬁ@n}%m nur ./[c‘r /oaa/’hl'e /4{74{/77,97%: d%/'/z/;e// s, (/a/fé‘

W=ty eR*: y>-2f.
f J 7 ' D

Stizze Mes ?15//}2/%'0/7556/5/665




Es j/’&‘: (cx, y) :X’\‘j'bt(()’(xl Y mit wlv)=énly) , vixy)=x*+Yy
Nach der e/n{ac/zen Kz/mxeje/ j/’éf‘

2 _ 1

Pl el ] = S 2 RGN

Mun konnen wrir des partillen ﬂé/e/ﬁe/ym von fm/f der ﬁzzézé;ffge/

beshmmen :
2 2x%
fx[x,g)=5 i1 Cnlx+y) +x- ,fz+3z‘2><f =3{&1(>< +y)+ xim f

fj()(/j)ix Z”/' balcy)ty- :24'32-( gen(x +5)4‘ x2+Y }

Beispiel:  p;pgy= X=9 - woa4)
/0 )Q Xlg) ex‘j \)_,(Kltd)

Es 7/5)‘: (,(x(x,y)=4 , UZ(Xlﬁ) = 3.6"‘4
Uy o yl=-1 ugo(,g)—: x-€3
Sormut erhallen w1y far dee partullen 4&/91%«/:473/7 von f:

1-e*9 —(x-y)-ye*I _ 34— (x-y) A = (e~
Bt y) = ?ex%z(x y)ye ? _ (e"ﬁ); 9)4) _ efa“)i

oo ) = 49— (x=w)-xe _ @(-A-(x=4q)X) _ ~A=(x=4)X
g g = (e*9)F T (e®) T ey

Beispiel: Eine é{m(ersackwg Aer //acé?fmfe Mp,m) nach Hadth i 46&5’/%/7—
kel vom selativen Preis p>0 wund dem Familiencinkommen m >0 erpas
olen Zasammenéazzj

Mg, m)=A-
it elaer Konsfan ren /4 >0.
Wit beshmmen A partichen x%/e/%wym der Mcéf/zyq/mwm

2 (om)=A La5) p T m* % B () = 4.2.08 pH

o8
Z -15 2.08

.—AoP om /

408

/0
W A pund mpas/ﬁ}/sfﬂd, /st 577-@/’”)40/ %nT(/O/M) >0, Al ms?
wachsendem Preis nimmit dee ,Va%fye bei enem Yzstn Einkommen b and
bei wachsendem Einkommerr nipmmy dee W/zye bei enem yeskn Thei 2u.



Tarticlle 46/6/%06” hohere) /%{/zm

Fir eme /?méhm £ von zwei Vx/mé/e/? X und g s die eraten partielien
Able Wjeﬁ wieder Funktionen von x und 4.

Sind drese wieder partiell ditperenzierbor; sokonnen wiy die parfiellen
Ablersengen zwe/i!er &/dmfzj bilden, d 4.

A ol

%(%f> X9y = {y —g_g{gg) 24> = £33

und. e/z/op/eohe/zd auch /mnéé//e /4é/e/Wﬁ hoherer am@,
De partullen Aé/g/ﬂMfm erer und 2wer &/m/g@ §o/eém be/ aler
&S%meg von Extremalsielien ene MZA}ffﬁe ale.

Besprel: Wir beshmmen alle pcifé'é//elz /é/f/%wffﬂ ester wnd 2water e -
nung fir ({x g)= e
Hlxy) =35 e
Ly (x,4)° x> Zje = 2.3 Yy S
Fc &, 3) 6x -4
bey (9= 3%23& = 6x%yed
L (4, 4)= 6 x° g e3
fag 5= 253(5 + g 2ye8) = 23 U2 ed
In diesem Beispiel st "&j 0 Y) =fax (i Yy), A h-es splekt keine Rolle, ot
wrir fer de nganm(ﬂﬂ femzsc/z/eﬁ 4&@//1//{7@7 e riach x wnd dans
nach y oder Mfééﬂﬁ/ff Aifferenzienn. Wir werden an qpiere! Skelle /i -
)eichonde M/%Mjm Jhr diese Vertauschbarke ¥ Wﬂ.

&/3/)/}5/ {WIT bestimmen alle partielen A’é/e/i/tzfzfm bis wer 2wenten Ored -
nwzj yon fz ﬁ) X2 it %Y >0.
Ft e @/ﬁé;e/zhaﬁm nach § ist flx g)= Pt Vo G e beackren,



f,((x,fj)=3-x3~

{7 cx,j) nlx)- cy 7
VZ"‘ (x,j/ /jvﬂ xJ

Fey Co4)= X8+ 4 Cale)- 3= Xt ye)
b (097 F-x® £ yxT = X (Ut g€t
fug (6 9) = nGAI - x 3

= Onlx) x°

Tartselle Ableitungen fir Funttionen von mehrern Variabhr

Viele Funk ﬁmeﬁ:j d/e, 1N ORNOWISCheN /%numo(wy‘% Verwander weratn, fabtn

O auch mehr als wwei Variabkn, so dass das Konzgot der partialer

Mé/e/)la/zjw auf Fanktionen m/? mehseren Vasnablen //e/z//ffxﬂzf/ﬁze///

Werderr muss.

Definihon: e f ene Fankiin M/@F SRR und (55 -1 %) €Dy
DV et an der Sele (¥, 1" - ., %,") partiell /m% X; diRererizieroar; wem

oler Greniverf L 12()(41“ Xy ,,,,X‘ VARG K g i X )= f 1)<?,, =)
DX >0 AX|
exiitiert. Der Grenzwert wird mitfy Gk xit..., x.9) eder 266 x5 . k2

bezerchnet wnd hefbt ek pariale 46/@/2@7 vond nach x;_an_det Skife
(< x5, ., xF). lst [ an jeder Stelle (<, %, .-, 5 ) €Wy partel nach x;
w'ﬁ!efmz/eréqr, S0 hefbt fx; b2 %j:j. erotk parkile /%/m’éazuq von L rach ;.
2) /st die Fanktion ff an allen Skllen (x,x,, ..., x» ) Dy nach Jeder Variz -

blen %;,i=42,..,n , parfiel A, ,l”f”erf/fe/e/'éa/; donn /m/# / /a/ﬁé//d{,%ma/e/éa[
Sindl ausitelich de porticlen Ableidungen £ =42, n, S5, So hegst
£ skhg partil] difrenziertar

In Aiesern a/ﬁem/)ze/z Fall badeutet f; die momenfane JW/Z%%é 424/.

der Vanablen x; bei ponstan? \75/24/3@/16/2 Xy war Xy X 1. w1 K-

D partiellen /46/3/me héherer Ordnung sind analpg zum Fa/) einer Funé-

Yion ven zwel Vanablen Adefinier?.




- /14,-

&/S/J/e/ Wir égsﬁ/nmeﬂ a//e /oan%e//eﬂ /%/e//wym eroter un zurerker ﬂ/zézzMj
von flx,xy Xs)=

Lb(
161(4 (’(4 le,lxs) = xz;3

2
X, (X X5 ) X ) = 12 X4
\gxq M LA X210 3) Xp X

'5(4 (X'(l XZ/)(3>-— —l(fé;

Puxs (% X2 %5) = 4G
Xo X%
—xJ

x5 X3

Py (X4 X2 1%3)= L A8x5 (<2 4-><3)

3
XXy 1 X3) = -\qﬁ_
I‘?KZ)Q( AN | 3) x'é)(?,

Proxe (X4 %2 X3) = f’(; F365,(2+x2)° £ 220 X (<3 xD)
2 N3

x4 4
BxoXg (x4) X2 Xs) = )("4x7' + N80 X2 X3 (X5 +x%3)
2 %3

- x4 S S
'€’<3 (X4 %2/ X3) = x’i:g + A2x3 (X2 4+ X3)
2

U3
fraxa (KXo x3) = ’Zq'))%%
2z

xﬂ

~£X§XZCX4, )(21 X3) =

Froxs (%a1X21%3) = 3:4 + 1266 6x3)" + 10,2 (6 +xE)"

Auch in diesemn Ze/s/o/‘c/ konnen wir die /?e/%zeﬂ{b/fe bein Biden dler oar-
Hallon /é/e/fwf?e/z 2welier 0/dxzﬂ/%7 wieder vertauschen.

leider y/Vf die Verauschbarkert bem Biden jfm/ké;érpmﬁ?//ef%é/e/iézgm
RICAY inmer. bJir feém Adaher als b r/chende M/ﬁ% Aen folgencler
Sarz von Schwarz an. Firdie m den Anwendlaungen M&ﬁj[fﬂ Feenttobnen
sind. dre %ymxsser?fayfﬂ aes Sarkes in der /?ge/ ERfUILY.



- 47—

Stz von Shwarz . Ber einer jem/ﬁch;@n partielen /%/e//wg R-ver ﬂmzfy
st da Rechenfolge aer einzeen Dffesentiationsschrtfe verfauscht werden,
wenn de ,Oar/z'a//en AWf/ijn kter Orzn ung s;éﬁje Fenétoonen s

Bevor wir uns mit einigen Ckonomischen Anwendungen befpssern, fiitren
WAT I Zasa/nmeﬁ/za/zy it /oané'f//m /%/e//twfm 7ok zwer Bezach -
rungen ein, de wns an sodteser Skelle in 2usammentizyg rui Aer Be-
57‘7’/77/7%44\7 welativer Extrema niifelich San werdlen.

f/ﬂd/éfm‘ und,_fesse - Hathix

Qe/;'xz/ﬁ'm ! Fasst man die parfielen /4é/e/)‘a{_7f/7 erofer Oretnterg ener fenk -
ton (I < R R 24 enem Lebtor zusammen, o eriZl man Ao
Gizdienten vor ?/ :

fx,, [)(4, Xz( ---/ Xn )

'g’(z C’(/t/’(z,--( Xn )
grad fle o p= |

‘E’(n C"/z/)(u"’lxh)

De partiler 46/5/%&@(% 2welter @n’/zmvy werden 71 ener Wﬁkée/y
nxn~Hasni, der Hesse-=llatns, angeoether :
1@‘4’(4 (K41 %z -"/XM) -?fa"z (’(41’(21- cXa) - '\e&xn(x”z)(Zl-—'/Xn )

H 6( X X)— fxl)(d ()(41)(21--1 X ) *ﬁ(z)(z_ ()(4, XZ[--’/X“) - =T ﬁ@(u(&lle'" - )(h)
€U T : ' ,

10)(,,,})(4 ()(41)(2,-—'1 )(VI. ) fK“XZCx/nXZ_( ——'/xm) T 5(“)(116(4/)(2 1-—y)<p,)

Beispiel : fxy) = eX+% +y-Cn (1)

ex+23+ 2XY

xXZ+1 €
W xu)= , ?//ad 1.0)=
Q/ l‘j) (Ze’“zﬂ—t-en(xzw)) 2% f[,o) (Ze +€n[2))

et L 2y X, gty BX ie Ze+A
Hﬁ(’(ﬂ):( (X?*+4) X4 /Z-ﬂ #€(410): )
il

26)(4-23 + %;(4’_4 ,_{ex\tz«:s Ye



~135—~

Beispiel: Py, 2)=x*yz +3xy’z -2xyz"
2xyz+3y3z-292"
gmd ’?(x,y, 2)=| x*z + 8xy?2z - 2x2"
*y + 3xy— Exy2’
2yz Zxzt3¢?e-22Y  2xy+3y*-gyz?
/71’5()(, y2)=| 2xz+3¢%2-227  48xyz R4 3x - Ex 2
2%y +3¢°-8yz® X%+ IY-9x23  -2Uxyz?

Okonom/sche 4/7/05/2&(44/2 gen /964//25//6/’ /4é/e/9éaz4€/7

Beispiel: wir beﬁacbm eve /azxz&(mn%céa////cée Ploduktionsfinkrhion
YCAKLT), wober Vali Anzak/ produzierer Enkesten in Aé/wgyé er?
vom investierten Kapifal K, Arbertseinsarz L undl von der Antanfiache T
beze/chnet.
%—K’( K,4T) jst die momentane /Ederwyﬁ/a/e Azs Qpouss bggl. UK,
wenn Lund 7 konsiant je/za//e/f werten i werd Girenzprodlakr ks
Kapitals genannt: Envoprechend hegst S1°CKLiT) Gienaoroteck! sler Ar-
bert und ZE (KL, T) Grensprodukrt der Ankaufliche
Wir nehmen nun an, dass du Produktionsfunksion ene Cabb -Doaglas
Funkbon st, d.h.

VIK,L,T)=A-K“L° T, K10,

mi't positiven Konstankn A, a,b,c. Tann Ist Aas
Grerzprodukrt des Kapifals - Yo (UL, T)=A-a 1™ 15T €
Crrenzprogecks Aer Arbert - Vi (KL, T)=Ab KT
Grenzpraukt dler Anbaufliiche - V- (KL, T)=A-¢- K LT
Unier der Annahme, dass K,L und T positev sid , ShA Hee Grenzpors -
Aukle chentalls positiy. Das heyft, dass ene Erhdhung dles Kao/1als
bel konsfany \?e/u/;@/wm Arbertsansate und unverdnderver Anbaduf7acke
20 emer Er/ﬂé’/m/zy der pproguezierien Einnatimen frhist.



Entoplechenddes j//% 67& L b2w. T,

Werter @il 2B Vi (K, L, T)= A-ala-1) K L°TE

Far a<d (st Yy (KL, T)<O. Das bedewte! en abnesmendes
Gitenz produkt des Kapitals. Eine E'Aa”ézz/ﬁ Aes Kz?a//%Zs L, aunes

2u einer Erﬁ&’lsz Aes Ohespiests ( Y »0), dler Ansteg jﬁﬁ(é/&/zfaéé/'/n/}‘
abnehmender fate (Vi < 0) ( dg/c’ssiyes Whchsveem K.

Fara>4 st Yyu (KL, T7 0. Tas bedpulet 2une/merndles Guenzradukt
des Ka/J/}%/s. Erze E /%0%%/7 Aes /(5?0/)%/5 frtr! 2u ener E'/ﬁa’%zaﬁ
des Owlouts (Vi >0), a’er/%zsﬁej geschieht mi? eier andhmendon
Rate (Y >0) progressives Whthstum [)

Bejspiel: Es sei x eh Index des &esam/beﬁafs der Gifter, da 1 ener
Gresellschaff produziest ind kensumrert werden und s eir Fap 7&2’/—%&7
Vemh/m&wysyﬁw{ Ao Umwelt. Werter nesumen wir an, plass wix,s) e
Funkton /st, de das ﬂesam/e Wohlbefindlen der Gresellschafy miss.
ir Koerlegen, welkhe Vbreaichen fir u (4s) und ds(xs) au ervarfen
sind yand was Ohonomert jewé‘/z/z//'ch 7&2‘/— das Verzeihen von . (x,S)
Annehmen
Es ist sicher plausibel, anzunchmen, aass bel konsfanter Umweltbelesiung
Azs Aké/é%//}zm 9@4% wenn e /Zaﬁe Aer Giiiver 5@5)6/.4, Uy (8 >0.
Enbprechend 1214 bes bonsfant fe/za/:@m /Tﬂyf Aer Giirer Azs
Whlh eﬂhﬂ/eﬂ ber wachsendler Umuweltbelastung abnehmen,d 4. t;xs)<o.
Wenn man nun ven Uy (x,s) de partiele /%/e/?wg nach S betrachter,
wuntersucht man, ot des Wachstam dor Pufredenhart ber 2unets -
mender Umveltbelnsiuny Stzirer oder feﬁ}zfer /st flan kann Eriar-
fen, dass Aer /4/15»%@('? im /r/a/z/é@//'ﬂdeﬂ Aerch mehr Giuiter bol Sk -
Wr %mw@/asmf j{fﬂ}?jﬁf wird, d.b. Uxs cx,5) < O.

(D Slexjerzmj Aes U&ﬁ/éeﬂ)zdfm Adurch e wwerves Stcack Uucherr 1sf



—45—

/N einem VErZwcherrern el Sicher j&ﬂ'/zfer ale In enert /L 7

7ﬁm'clqe/' éu//. )

En 85/3/9/'6/ g eme Funktion mit solher Eimmﬂm, e als /todel/
fir da ober gmm%e /éﬁ/\faééﬁsé//%ﬂf el SIchel au enfhch wase, 151

L(,(X,S) =_T4-/-’:TS—7'&(XZ'/’4)/ )(1520.

Fir x,s >0 j/’éf:
10 2x
Uy (X S) =T sz ea

> O 25

1

y o 2x <0

u,xs CXIS): - ng‘] X244

Rardielle Elashzitzten

Bererfs Im lefeten Semester haben wir uns iin Eusammenhang mit der Djfe-
ren é&//almmﬂ s Fankfionen ener Veganae/ichen md der &7/7,4;/
Elastizitat vertraut feﬂwcé/. Wir haben yestrhaller, Azss Li2strz akern
das Verkilnis von welbfiver Andering der abhingigen brifie (2 8. dlor
Vachprage) s relasiven //zdemfzj Aer Wééd%ﬁ@m Giryte (2-B. Fres)
beschnerben, A 4 - 7&2}“/ Qp €R—21R, { an der Stelle x dfferen 2ler bar
und fex) +0, /st b2, g % N

Ao (Funkt -) Elastizifait von f bz(f/. X.

Fiir Fanthonen von mehseren Variatien istder Baprifl ma/g A lmiert, wober sits
Bory auf eire der unabhingigen Verblen grommen wnd. i Ableitang rst
somer! durch dic enprechendale portille. Ablesung 2w exaefen
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Definston: Sei f: Dec R"—PR, 7{ an aner Selle (x,xz,. .., %,) €Ly /aar//:e//

nach X ﬂ’/ﬁ/é/‘f/z&;@l’bar unA f(x,,,xz (=1 Xn ) #O. Tonn heslot
fai ClaiXayoy Xn)
?e()(.q, le—-l Xun)

(partile) Elashzifzt von £ 6291 X,

ng; F(X4I xz/ - Xn ) =

X

Fiir eme Funtbon von 2wes Variatlien x urnd g j/é/ es somyY de beAen
(pa/—//'f//e/z) Elrst 2117 fen

x (X f

[, fey) = f_(—-ﬂ X wnd EEpiqy)= f»"(i‘gg y -
Bersore/: De Mc/z&tye N teym) nach Kar/z;%/n i den USAH totude

awischon 1327 wnd 1394 n Abhingigkert vom Freis p undl olem mitrse-

ten Einkommen m durch Mpm) = A 5% m ™ Jeschise
Da A/ad%fﬁe /l/( m) nach /4/,&//1 nut dem Freds g ’ﬁaf /4}}/9/ e
aaf /V/?,m) B- g‘n?”/ 32yﬁscéai/%1‘ -
Wir beshmmen des Einkommenselastiziidien Elp Mip,m) und El,, Nég,m2),
sowie du Pieiselashzitaren El,Mpm) und Ely /17(3, m).

—0.66

/4 -0290 Y mm A
El Mpg)= f;__ozs,migy -m =0.34, analog El,N@Gm)=1.32

Beide Einkommenselashatiten sind peatiy; de /Vacéﬂ;ffe s/e/;/ ot wech s -
dem Einkommen, wobel e telakive Jm’e/mj der Machfrage nack A/o/e/n
sté.rrer, bei Kartofin fenfyerxsv‘ ak die relative A’nde/zz{zy 77

Elp Mpm)==0.28 | Elg [ig,m)=-1.27

Beide 7/66@/626)42//31/@/7 sind neqariv Heo /%l&é,ﬂ/?ff Skt mitt wachsesader
Preisen, wober da relative %zdemj dor Kechprage bel M/aié//y betrags -
méfbie /4 wieder sigrret, bel Karfoffein behzysm/éy Jermger (37 als e
relative And erng i m.

Du Wachgrage nach Apfein reagert empfndicher Sowohl auf Pres — als
aach o/ E:’néommensslegemnjen.
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Dies st insofern plausibel, als dass 2 der betrachieton Zert Kartoffoln fir
A meisven Verbraucher ein wesentlicheres Gut dasokiien.

Im Easammm/ea/g it Elashz taken ennnern wir noch ar enfge Berift
e cuch fir Fenkpionen von mehkeren Vanablen entyorechond verweno?
werden .

| B, £k %) 1202 £ vollkommen unclastisch bagl. X,
0<| B o ey Xn) 1€ 42 L anelastisch bagl x

| E€ flcxz- ) 124 :]Z I-clastisch bzgl. x;

| by xnl >4 2 L elastisch begl. x;

Auch A 1m lefzlen Semestr ﬂﬁ?@bﬁéﬂ Méﬂfgf/ﬂ behalten i analoger
Fosm ihke é&’/v?,ée/;‘ und werderr Awr Aer %9//5@24/;@? falbel noch e -
mal fir den Fa/] mebserer Ve rablen a/(zyﬁeée/z

Kachen %eae//z f v mw‘m//e Elast 217t
1) Ee,, (f g)(x4,xz, ) Xn) = Eb,, {(x4,xz, —p¥n) + B, 9%, Xz, Xin)
2) E&(; {?) (K4 Xz 1--1 Xn ) = Eex,'f(xzf/x?_l" IXV') - Eex;gfcx»t/xzr" K"l)

3) E&«ﬁ?"ﬁ) K4y Xz joemy Xn) = _ A ) Bl )+ G0 p50) i@ )

)FCXMXZ/ IXn)+gCX4;le (Xn)

4) Eex (g_ 3) (%4, x’l—/"‘/ Xn) = _.f(K«uXZ/ ,xn)zcﬂ&/&, <X )— gi(x,nxzz JXn)E(;q%qul",Xn)
)

rp(X'HXZ/——-[Xn) _gqulel-. - Xn)

5) Bl (Lg6x3, %0 %)) = B, Ple) BGuqlian o Xn) mat U= G055 11 %)

6) EgX{(75(’(")(2""/’("))P:/D'Eg&‘ﬂ’%xzr'/)‘“)

129
X+yz
1 2) ,:,)

Be/'s/o/e/‘ (&x,‘j) = x253 304,5) =n(x +‘32 LA +y

5 J— X+auz X
B (f9)00y) = B figg) +EEgly)= 5 X+ﬁ-ﬁ%—&)~ X224, Tt

zY 2

2 _ 3P XreE =, 29 _
£e, { 3)(x,5) —E@(%5)~E@ go(,j)- ;?5?7 3 Lalerq?) 4=3+ Oee?) (k)
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Rich %anqsab/p/ﬁm una E/ae/zsc/za.ﬁ@z des Guadien fen

Bisher /weéeﬂ mr nutr mameméme AWWS/&/M 1 Richteng der Voor—
Aina tenachsery A -h. cartelle /%é/enéz/kzye/z betrmchtet. Dies wollen twer
nun Vem/(/yeme/’/z ern. Tazu befmchien wnr zandchst wieder den fall

YP‘ @'g CR=>R. Ber den pastellen 46/3/5@7@/) betrachiet man Ave /4775&?%4@
Aer Funthon in Frchvung der kardesischen Eimnherts vekioren,d.4- 2 fithtang
von e, = )wz&( 2 =(% ) a/s0

Pk het, 4 +h-0) - x,4)

becng)=tim 3 (X g+h)
he,
ongp-tin LEROBERALD | o
A0

> X

(o)

Wir lassen nun auch andere ﬁ/bhémjsueé/vrfﬁ s= / Z )m/% 171 <Torzrogz =1

v
zu. Damit ergib? sich Vea{?emf/}zef/w( fol- @
Yende Definitieon fir die /?/M/Mjsab/e/%a/zﬁ
- . = {)<+la~u:,,5+l«z-aé)
dh- fur du /@/ﬂ en mi/%zd.mffsm@ A
einer- Fukbon 62(76 o st 1671=. Q)
> X

ﬂeﬂ’n/ﬁbfz: Ser 'F @ CR=—>R. Du ﬁ/dz/masaé/e/%ozfr (derA/zsﬁéc;) voh £
2 /?/d:lafm Pt 1= st Aefiniert als

b0y, YrhVz) — i q)
7 ﬂ(xn& ;
e h

folls der Grenzwert exitier.

= 967 Yg[’(lfj) /

flan Sieht [eich? ey dass man s/we?/e// / lir =&, bew. F=E; Ad par-
veellerr Abler Wjé/? erha/t, A4 .

9z f( j) &l y) undA 9->V€(»(,\7) fj zj)
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lst die Fanlehon stetsy partel Aifffernziirtoar; d.b. excrzsen e par-
tullen Aleitungen und Sind Stetz, o lesserr Sich ol /’?/Uzwﬁsaé/é/w~
Jen sehr einfach mit bfe der partulen Ableikinger beradinen
Der 7/0(76/2%’6 Sale St daher flr pmttische /%c/z/wnﬁ% yon Wf ZMW
Sartz: Sel IZ@F c R*—7/R &éﬁj /azn%é// afﬁ/ﬁm 2/es bar: Dany j/%‘ frrde
/?/'C/L/a{zﬁﬂceé/e/}/a/zf von ,f Y H’cﬁ/f%j Z mit =1

Iz fray)= v fxtny) + % fy qy)

=<U—’,Wﬂéx,j)>

Beisoiel: fexg)= 8- x>-ty* | 07= 5 » )
Es j/'&‘ |& =T'-{7—2-' v =1 gnd W{%g#/:;;) :
Somet it pfiay) =< (), ([5)7 =i Cax+ &Y.

An der Stelle (<*, 3*) 9t 2.8
bl N=2 , Py(41)==8 0 fl4 M) =536 = 372

Beispicl:  fong)=thlf-x), 5= £(3). < ) ) )
I e N (*4

Es gt 1Pl= $TH+3 = {und gradficy)=| 4 |=3x 2

= 2.,)(
Yy g

. <4 ¢q-4
Som/Y ist Dl;vf&/,j)= <ﬂ5—‘(3 /@(23)7:5—%1_,)4)

An der Stelle (x*, 3*)=(~4, 2] aif¢ 2.3.
&12=-7, f 42)= is,: J gc’x’f("4/2)=zg—9

/m Fc{yma&eﬂ nesmen ar 2uniachSr weder de %ﬂwawj 2w M wad
Stelfen (ns vo¥, dass wiran ener Stelle 1 ener éeé/'gs/d/z&(s%d/f/’.s/eleﬂ
wid a{/eje/z(;re /?/'c/z/tyg Suckhen, dre wns den Skerlsten /xzsﬁéf b Absrag
ae/j»l Herauef (2557 Sich Yalsachlich ene a{/femex@o&’/@c Antlyort ffée/p.
Des /st won fm/gem JOrRRASHEN Nielzen i Eusammentary ¥ 45@77% -
men eur é&gmg von Whiemj%w/emm, wenn man 2 3. ausges end
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von enem Starjounkst shyiwese immer weader i Richtesng des skefsten
Ams;ézjs b . /4&5;%35 forischieilen will, um ( /m/ce/w\zyswc(se) z4 €Men?
[asimum bao. [lammum zu je/ax\zfexz.
Um verstehen zu konnern, was mathemabisch dahinter Steckts muss man wisser,
Adass €5 el /Z?"f//céfée/}éﬂ ¥, 1nnere Produkte ( Salayorodeckse) von ek~
foren zu berechnen .
Sad & = OM) Ma’ (bz) 2we/ Vektoren in IR SOJ//‘%

<Ec7 o= 15[ cn L)) =a,b,+a, b
Lrobei Aet klemere binke/ 2w nehmen I5¥.
Du sich i eine s{a@ partiell diffeenzieriase Funktion die Fichfungseblei -
teeng wber das jnnere Prodedkt <&, grad fcx,4)2, | =1, berechnen [asst
j/?% also

2 f(xs)’ | & u’ 2| [W(x,ﬁ)\ Coo L7, i/rzwéfcxg))
DQor maximal moy//f/’be Lert )fca'/’ Dlerr (esinus st 1 bei enenr kel vonl°
und der mins mal mégliche Ler st -1 fir emen Winkal von 180 °.
D /?/'céwgsaé/e/%mﬁ D fex,y) wid also maximal, wem i und j/zzﬂ// 6 4)
2 dieselbe /‘?/CAW 2@('76/7 wrd minimal wemn F wud fmd)f(xdj h Hee
engﬁe/@eseé/e /?/cﬁ»QMj 28(?6/7.
Zzﬁzmme/z)&sseﬂd e/&"/ér‘ Sich Sem/iv
Stz Der Gradient 2&{7% VZ. /Q/Z/szy des Skiskn ,4125)%{;45, oler /zﬁaﬁw
flad/mf 2olgr i1 /?/cMWf Hes Slsven 4&5@5.

36/;0/’@/ - Wir betrachlen de Funkvon
ulx,s)= 7’;1___—,“ h(x*+1) , x,5 20,
Adie wny schon in emem ,Emﬁe/m Ze/.S/J/f/ wnkrsucht haber.

/llﬁeme//} ist dje /?/cﬁﬁwﬁ ples Skorlsten /4/25/1sz
grad wlas) = (T“‘ﬂ s v L M))
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3 757 0.42
® %) = . =" &
An der Selle (<5%)=(3,1) 2-B. gmdul31) (—-;—7_27-@2(40)) (—0.44)

Eine weilese Eijenschaft des Gradienten enchliet sich mit Hif fobpendler dber-
legueng. 2elgt &7 in Richtung der Eﬁm@y ener Miveauline, so /5t dre ﬁ/éA/ﬂﬁS -
zé/e/}écﬂj 1 Richbung ven Z{f/e/'cé Vall) da sich der Funtlonswerf auf einer
Wiveawlinie nicht andert. In diesem Fall is¥ also

I fiay) =< grad g2 =0.
Ds innere Frodukt zweler Vekforen isY aber gena Annn Mell, wenn dse
ektzren orhogonal aueinander sindy o 7 | grad Plcy).
usammen fssend erhalfer anr:

22 : Der Gradient Steht Senkrecht M)/ olen Mveaw/inien.
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Der My//sfr'i/w(\/?ée// ha/ber jcbm wrir nech dea Definltion der /?/%WfSQé/élyﬂ/zg
a//gfﬂze//z }Z&,’/ Fenthionen von n briablen an.
Dafanition - &/’/ e R"™—=R. e ﬁ/cé/a/wseé/e/ﬂm (oler /4/75@0) vonl /2
/f/(/z/am 2 151=1, ist definiert als

‘f//)’l f()(,fl-hU;, Xz'/’h Oz)---) X +h-Us,) .f("d/XZI =) Xn)
A0 h
7(4//5 der Guenzwert exstert.

~9(_;‘€(K4/X2/,--/Xy, )/

Auch @/ﬁgme/}z (7//»‘ die ,&”[Zr /am/éﬁ'%e WW% &Jz'ch/(vfe Aussage -

Se# : Ser f @,e SRR 5/6/2'7 /Jafﬁé// Wﬁ%ﬁeﬂﬁeﬁé@r Dann f/ﬁ‘/éf ale
/?/c/zlcc/gsaé/e/%yy ven )f 7 /?/aél;m? 7 ot 5=
9(;7 {(X”/XZ/“{ Xn) = 14; vy '1?)(’, ()Q,le-,-[)(n) =< G?/ Wf(&l,le--., Xn) D

Der Guadlient 20l0t in A Klchturq oles Steilsien ,4/2519605 | Aer negptive Gra~
drent in du Richtenq des Stilskn Abstugs.

Be/éo/e/ i betrachken &Zce (ot ~$@ij}/as Wﬁm%fmﬁﬁm
YKL T )= K120 T ,
wobel K das mnvesterte Kepital, L den Arbeitaeinsare und 7ale Arba-
féche bezeichnen.
Wir wollen wassen , in welcher /?/'ch/a/ry Ao Frodektron ddﬁ\‘fkéﬂﬂ(
von K=40,,.=5 und T=20 am s/a//cs/m a/zsle/yf

Z:Sj//% 15 K120 T
W((VLT)« 2.0- K% |0 T8
MAS' Lzo
Somur? 1.5-T101-5% 20 50

vaos 20) = 2.0Tws 9 20 =To' (20 00O
T10% - 6% 2500



