I Vektoren

Im @lelen Wapitel hatten wnr bererh bel ledrzen muV nur ener 2esle
beeo. ber /la#r2en mit nar ener §oa/l@ /1 Kleewynern dise fﬁﬂﬁ”&
dalen vekiotr b2wr. Spallenveklzr verwendet. Beide wemkrn wrhi auch

als Vekforen bezeichnen. Wir bezeichnen ekroren i der Eﬁe/ -
kleinen Buchskben mit enem 7R/l darider. .

Fir emen Soalten vektor a €M schrecben (ny a= ( an) @erzzef&
horge Yrnsponierte Veklor isY dann der Zellen vektor Z7=(a,,az,., An)
D Zahlen a, ay,.-, a, heffen Komponentern oder auch Koorasraater
des Lektoro. Insbesondere Vekloren des R* und R> haben rech anschoue-
liche geometsische [nlerprefationer, mut denen wir uns im Ansohlass
an dee Facheneperationen bechaftigen wollen.

Rechensperatinen Licr Vek/lorer

Do wir hier Vektoren als gpezrelle Tpen von [latrrzen bekarnAeir, (ﬁf/ -
fen oee e [latrrzen aﬂ(%feéeﬂm Rechensperartionesn auch fir Vek-
Foren. Zur Wbericht fassen wrir dies fir die soezielle Situation nock
einmeal zusammer.

a)2wer Vektoren &, 5’ €IR™ sind qlesch, wenn Sie i i ren %M/// e
Kompanenten abefe//zshmwe/z Ah. =B > = by fir atle ief13,. 07

b) Zwei Uk toren 2,5 eR” werdlen addiert (subtmhieet), mderm olte f-
welll %n Kom/ome/z ren addsert /Saéﬁdé/ef/) werdes, A. 4.

— = Qs+ b - ) axz, bZ
2+ L = e oz ) a—~b = ‘
anton Ry - bn

¢) Ein Vektor Z e R" wridd put emrem Skalar aelR multiolieert; i -
Aom /edz Kom ponende m/¥ o« maultplizets wiiA.
X o = %2;
X a

v
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$e/'§o/e/ : Ein Unternehmen vetkawft & verochedene Guicter. Du Preise /7
Ewro Siad i dem FPreisvekter p"=(7.00, 3.00, 3.00, .00, 2.00)
quebe/?, wobel ) ,0=42,--, S den Fress fir oas i~ Gaf beserih-
nmes¥. Es wid nun )&{78/2&56 F/em'efﬁé’/mxg beschlessen. Be' aller
Guistern mit enem Preis bio 2u 5 € werden de Prese um jewer (s
0.30 € erhSht, be/ denen ab € wn 0.50E. lhder werden
auf den um/o;zl’/zj//(ﬁeﬂ Precs netbs 5% ax{;&écé/ajm.@er TS -
Vekter mi? den newen Freasen berechnot sich Somi# 2u -

2.00 0.50 2.3S 0.S0 285

[ 300 0.20 3.15 0.30 34S
(1+25)[3.00 | + [ o550 | =[5 |t|050|=|8.35
%.00 0.30 4.20 0.30 %.50

2.00 0.36 2.10 0.20 2.40

s innere Produkt (Skalaro odukt) zueier Léktoes

B der [(ée/%/nfwy oles /%céeﬂqae/nébﬂ 2weser [tassr2en ernnnelr 7z
Wi wns zenachst daran, dess das Froduks! A5 oeer [lashizen
nutr d\%h/ek/ ISY, wenn dee 592//6/7 2a4] ven A ¥ Aer Zeles -
204/ von B iibereinstrmmit-.
[st A nun goezlell elne (1xn )=/t (A 4.en 2allenvek oy, so
kEnnen war mirt einer (nx1)-Hatix (o -h. eizem ?a/%/m%/%f)
urd, awuch a,mj@ée/mb mulpplizesen, o.-b.
by bi2y baaz --- ban
b,a, 20z -~ baln nxwn
(?1)'(%%":%) =7 TR er
o b;;a,, bna, --- b.:.a,,
bz, by
b,

(adla‘Ll"/aﬂ)' :O‘Jlbzt{'az,'oz‘l"“"l'awbn élﬁ-

bn
/n gasamme/zémg me 't Vekforen f[&éff Aas 2awe)te Pmdaé}‘cu%[
die Definition des r1aneren Frodukies bze. 5@/@)’/@&[&0@/@
Zweaer Vek/ores .
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Definition .. Seien Z,5 IR zwed Lektorenr. Qonn /st Aes fanere
Produkt (Skalasprodedt) <2, U 2 definiert durch
45.7,?> = a,,b,, ‘Fa.z éz +-- + anbn = Z—/I; Q.é'b[— .
‘=

Achtng P Das innese Produkst aueler Vektoren ist ken Vekres;
Sondern ene reelte oAl |

Beispie!: Dor Pressvektor BL(3.20,2.30, %40, 3.50,5.20) gebe
de Prase in € pre kilo 7&2’/ vesachiedene Cbsvsorden an. In Hem
Wasn vekter X=(0.5,1.5,22,0.7,3.5) sird die gokauften
/@/Wm n g Mjﬁe&?ﬁ. Das 1anere Fragukt L5, X > grbtso -
mrt Aen /o’c’r dee Wbsren /'ﬂSjesamz‘za 2aslendlen Brefs an :

3,20 0.5

S 2.30 1.5
<5,2>=< i'10 ) 22 D =3.20-0.542.30-4.5+4.40-2243.50-0.3+5.20-3.5

c20/ \2.5

=35.62
fechentezelr L das _innesre Frodukt
Son &, 5,8 el ,weR und DeR” dergnige Vektor; dessen Komponen-
ten alle Mu] sindl. Dann il
)< T, 5 >=L5, &>
hea BHEr=<&, b > +<a, TP
)@ B> =< & )b P =0 L&
)&, Z>>0>T+0

- T 7 1 > =D
zea) <a,b°>=2_a/b; =2_ba;=<b, &7
=4 =4

>

l

= n n i - ~ s
20 b) L&, 6+ D=2 a;(bi+¢)= ZAQ{lo[w”Za;c,- =L 2L, T
I=4 = =4
= 7> A S < ~> >
2uc) <, o> = Z;Gxa:)b{ =2 a;(xbi) =K§ by =x<a’ b’ >
= =4 =

- —"
=< &, B>
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21 00(&27, & >>0&EDa% tay +. 4+, >0 ) tO0firmindestens ejn /
& & +0

Geomertische [nlerprefation yon Lekioren

Im /-?9(76/25(6/2 wollen wnir uns aunichst mit der geomerSchen /nfer-
preraiion von Vektoren ée)fasse/z. Dazu beachtbn wir eendch SV Aoess
dic Angabe bestimmitber Gugfen wee Kraff und Gesdhwmdypkess
nicht nur de /4/W emer Skalrwn Grgbe ( Zahl) erforderr), sor -
Aern auch de 4/1(7@&! enes /&'céﬂz/z(y. Anschaulith entyprroht
dles enem il mu# enmer bestimmiten (ange tnd emer bestzmm—
en /?/’cﬁz‘mg.

Alle Teedle mit f/e/'cée/' Za”&ge unA j/e/a%er Ruchizesg werdten 2e

enem Vektsr mammeﬁfgfasy‘. M 6’&47 entes Vek/ero /ey

oprisentant des Vekizn. “Wenn man emen kennty dznn femn!
man all v

Anschaddich eméo»ef/zm Vektoren 2.B. Veh%/ééaffm.
Di Punkte A, B,C hejben Angriflopeenére,
de Funtte Veefoen

T Aes Vekfero

-

G
Vekroren lassen sich it Hiife techf winklger %ﬁﬁa’/‘m}%ﬂ%/mze ver—
anschaulichen. m R? verwendef man des Kooraimaknsyshors »./#
AN XX, A Senk recht aufen ander Sehen. Im R bensret man
Soerannte RARSIGAATE Syskme, d.h- de fewels Serkrecht 22V
ander Sthenden Kosrdimmzlfenchser x,x,,xs werlen i1 aer
(7/@/%6/2 &/Zexzyfaﬁe (fe/ur%/ t, we Teemen, Ze/‘fe - //{/ﬁ‘a///@ay' Aes~
1echien fnd.



%2
T o (Mittlfinger)
Xy (Zther)
> Xy
x, (Dawemen)

7&//@ mit /4/7/3{%%40%7‘ V& /(/x//pzm,@Z /Le%eﬂ Ontwektoresn . Thduiz/
wird ein bestmmiter /?Z/fz?:;enz‘a/zzf eines Vektoro ’fesé\e/o?%. Dee Fesr~
/3744/1\7 emnes Vekrero yescélé/zz‘ adaner darch dee /égzzée Aer Koer—
dinaren Aes Z/'e//wmé;(% Aes OPvekies.

Beisplel: taichnen der (Movekforen

57:(;) / ( 5:(;)
2

NX

-4 0]

Wir Rennen nun dve Additon und Subbmktion verr Vetrererr ana e
W/M‘m enes Vekrern mof e Sbaln) (7&9/)25/}44’% yeran —
Sthawlichen .

— T2 _ Y
a+b= 3
N
Py
1 -4 d?
2!
w4 ’I-IZ_ > —t t+—>
/ 1 2
/




X2
27:(2 A
1
Lf« 2C:42
2 =
Zc= 2) 1 1%
—ic,t
~_3_27:(-3 S N PRI S S 7‘{—>x,,
-3 2
2 = Z 2Cy
% d_,
1-2c,
3-2

(st x>0, 50 ot oc-& oler Vefror m¥ deroel/be frcttieng we &, Aesser
linge das ~fathe derlinge von 2 betiigt. Istu<0, 50 wha-d”
der Vekter mi¥ enfpagengeser/zier Kichting we o, dessen lange olas
(~oc)~fache der linge von & betrige.
Dii. bishergen geometrichen Interporetationen tir de Rachenopenz rionen
(rssen Sich (dann a//em’/'ﬁfs nicht mehr anschaulech) féar Vekrpren 11
R %ra/ﬁeme/)z er71. Dies 7&,%;»/ V4 Eﬁeé/z/s avwf i berei¥o 2a Bz -
gran Aes /(a?a/'/é/s dﬂf??&ééfzc’/? T/De%)z /onen.
/o @(/7@/”&9/7 werden war wuns mit Aer éc?f/zie (Betmg Norm) e/ze s
Vekrtozo und dem ZW Aer ﬂh%?jwm//éiﬁ‘ ééscéé’ﬁéjm. Doz
erlausern urden Sachverhalt 2unichst vn R bew. B> und vera//—
ﬁeme/fzer/z Adann e Z?n’% W Aen 7
&h'ng ( /é,’/zje L Notm_) enies Vekrero
Unter dem Berrag (der ldnge [ der Mogm) | @) emes Vektoro & verorht s
den Abstiand des 2ebpunkieo Aes Ovbovekrors 2um (Zm/mj ots

Kawz(/'am@ﬂsgséﬂzs .
X2
A /m IR*
S Nach dem Safz von @#ﬂﬁm j/Z/ ;
7 I&I?=ay +a; ,also &N =Taz+a3 "
! N X
@, 7




.;?,__
A Im IR3

Mach dem Safz ven 73}%{7@% ﬁ/’é‘ 2UNncchsr
7&’2;* Aee @/bjma@ Apa Rechfecks i der

x %, -Ebene: A= o} +al

Ebenfalls nach Pyl goms it fr das rech/-
winklie Deieck =

22 1% = A% +a’y = o +a5 +05 | also

'l =TaZ +o +aZ |

86/3‘/7/6/.‘ Der ﬂeﬁng von 53=(3) wt Il ll=Tg+16"=T25'=5 .

-2
@er’b’e/mg ven 57—-/ 2) wt 1B 1=T4eg+46 =T23".

De anschawlithe A@/’/e/z‘zzﬁ wand /m@yye/&ﬁbn Lo nan Bleratr=

ma/ém verallgemesne +t.

ﬁqf/ﬂ/’z‘/m L Sk &=la, 0, an Y eR™ . Dann wtder &14%067 (de (ange,
die Mo3m) von & Aehpert durch )

A i/z

1@ =Tz +aZ +.--+a% ' = g% a”

Zer 35/7(7 enes Veklo9 owht mit dem inneren) Frodedf eizes lebroro
i /a/;e/méer Berwhing - )
2,7 = a,}m;w--m,%:gq?: 12 |

Wei fet (75/9@/7 N Ze/ﬂf enes Vektoro feserze,de volllg d/za/ﬁ 2w
denen  {i den Zeﬁzﬁ ener reeflen Zanl sind.
/?ec/zeﬂfese/ée Lir Aen Betrag enies Vekfrero

Seien 2,57 elR” und %é\/ﬁ. Qarn 916!

a) 127120 and (RN =04=>&=0) (Raitintit)

b) el =l -lla’ll (/L/O/)?ﬁelz/'/ﬁff)

¢) Na+ble @l +1T @/e/leoésaﬂjée/'céaﬁg )

Wltnend a) wnd 6) direkt aus der Definition felpen, madken wer

wuns ¢) anschaulich im IR: kal:

2
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o ST, Anschasdich st kiat; dess die Lange des Summen ~
) ° vektor B+ héchskns f/e/’cé Ael Supne oles
C lGngen der Vektorn B undl &’ 15t Anschaulich isv
auch klar, dass dzs Gileichheitszachen i c) genau dann angenomme
wrrd, wenn &2 und § dlie gleiche oder enfgeqengeserei /chéfzmi habes,
A wenn @’ =o-b’ it fir en «c R.
Eine besondere $e2dcéxzﬂ/\17 ethallen Vekrorr, dleren Betrag (7@% 7 soV-
S Aez)ée/z E/nhelfs vekreren .
/st Ze IR" \?073 So erh&&f man Aen Einheitsvektor 2°n /?/Céﬁllﬁ
Awrch: &%= l\/{a. ol a7
Denn : 2° hat de /?(C/L‘il{x’&ﬁ ven o da “4/5707031”5/.
Fér den 8e/mg von & L7/57’
I@on=§ > qimolP=tg o 2 et g -

Berspiel. Sei a :(_4/ CEs qilt @2 U=Tata'=T2
Also /st &= = [_’f, ) Einhertsvekfor in @/C/zz‘anj yon 2’

y y
Ser 57=/ ) Dann ist I N=T16+4t1+9 ' =1307; L L= (_24).
3

4 30
Ein welterer m'c/uéjer Zﬁﬂﬁ/ ist e Mgma//}‘a"z‘ von Vekleren.
Wir cobe t’/efe/z 2uncichst wwder Anschaungsatem ;we Slch dee
OH, 0j0/24,é/712’% 2weier Vektoren B und B chamkbrsicren (5559-

Nach den Salz von %%Aﬁ% jot der yon @ und &
[ \ am jescé/aéseﬂe Winket genau dant enl rechiey
=% Wrnkel, wenn ﬁ/ﬁ‘ N&h+ 0 &=l &-T I

Dalla?P =LZa72, 1B 1P=<b, b7, |- CIP=L& & 2-2L&, T >+ <B T 7, /st
Hies dguavalent zu L&) &0 +<4G\67=La,@7-24a, 5 7+<C B 7, alo
é’?m'm/em‘ 20 <a,56>=0.

-2
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Wenn 2wei lektoren @ und B eien rechien Winkel eirschliefen, nennt
man Se w/éﬁmaf . Dus wird fir Vektoren in R” allgemer nun so
Jormulier?
Depunition:. Soien &, 6 €R". & und L heefen on%%amaf, wenn 1
Ihnerco Todakt den bjert O hat AN
&1L & <@ T>=0 , 5 .
Betgoiel. Whthe dor s Vit 2= ), - /. zé/;z_ )
s M{]@ﬂaf z
Wir berechnen 4@’@' /D'meﬁen Predekie 0 g
Lal, = <(§),/—5)> = -4 <&, E’>=<(%>,(;)>:0/
<6, 7=< (—-3),(}2)7 =0
1] {2
Also Gitt: a1 T and C1Z ; 2und T sird nicht erthogoral
Beispiel: Wir betmoiken o spezithen Einheito veliorer
2,2 (3) wd E2=(2) im R D boidten Eintakovetsoncr segen i
/Qz'd%mg der beolen Kovrdinadenachsen uwd es prer'
8,820 ,d4. 2 1 &,
Entopreend %z;m m R3de Einhetoockfornen &= /5), é’;/ 50 )/ &z° (4”7
n ﬁt'&’zmj Aot Kovrdlmafenachser.
Do <3;,6.2=0,fols i#k, 9t &, 18,8 L8, 5127
y Unabhinglrakat, Dimepsion wun s
Im Foloendlen werden wnr uns mi¥ einjgen sehr zenfralen sz Aes
Linéater 4/5&6/4 é%/xsse/?. Wir werden dabel So vogehen, dass wrr ol
GSyverhalte 2undichst (anschawlich) in % erpidern, um dann enr-
gorechende Ve/a/\/feme/)zemﬂfm m R anzugeben
Nach E/}tﬂZW/g der fycheneperafionen Addifion wd Heldjolkatiov:
mef einern Sealar zu Beginn dleses Kapitels kénnen wir nun zu



m WRINN 8y, &3 - | @y und m recllen Zahlen oyus, .., om Aen
Aws dreck
é KB, = g8y + Ky Cog oot KonBomy
bilplen. Einen solchen Ausdrack nennt man Linear hombiaitson Ler
Vekloren @ ,,,@2‘. .
Girbt es )Zwr einen Vektor5 reelle Zahlen &) -, O | O ASS
Z oA,
3/6% Soézz/sv‘ 5’ aus aq,az,--,a,m lnear kombinerbar: /azn 5@77‘
auch, & (asstsich als Linearkombinabon von 8, &y, ., @y odlar-
stllen.
3@/5/3/3/ Der Vektor Z— ~2) lass? sich als Lirearkombination Aer Vek—
a, ( 4) ( ,,4) darotellen ,denn es Ggilt:

(-zf): < 4)*%’[-44)

X2
N

(]
)
e
by
o~

NS

Py

? %4

! -
(\)

(
Nt
S

o)

EY
AN
N4

Beispie/: Der Vektor b ( 3) vt keine Linearkombinalion wn &, / Z) e, "( L{)

Egal wee man o, und @, lovearr kombiniert s kommt immer ein

X2 . 2 = =
T Vielfaches von (%) heraws  da wegen,=2.d.,
=27
]Zb - K/l 5?,1 +0<Z a?z': (0(4{—20(3)’5?4
1] = @ 4 . =~ .
a Do b aber kein skalpres Vielfaches von &, .07,
T 3 +— >X, - . . . )
4 o1 2 7% st B nicht als Linearkombinadion von

oy A 7, datrHllbar.
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Beispiel: Ter Mullvektor [5) st Sowohl [inearkombination der Vektoren
Z,2(3),@.2(3), als auch der Wektmen Z,=3) wnd T,= ().
Bei den baden Fallen beskht /édacé e wesentlicher, jmdsé' fz -
licher Unferachied.
1oald)ven(3)=(8 @7{

3+ X, =0

064'1"35(& =O

§<=> X,=K, =0

Es j/’é" nor éne /é'safzj, namlich o&,=«,=0;ale 50(7@/20/7/7/6
trowle /a%wzj.
2 20cq —Hot, = O
2y (3) v 4)o ()] 2 320 e wam2uy
£S5 g1kt unendltech veele (Sourngen; neben dor ¥rosakn loneng
xy =%, =0 sind auch alle Kembinabhonon ven «, und«, , ,&2/’
dee ;= 20; wt, (&siungen. A

Du Uborlsgurgen i den Leteten Belgoielen fiitiren auf einen withiiger

Bagriff i der Lneasen Algebm, ramlich der Liveasen é{mééé’/%/?,éa}‘,

den T undchst fir Vektoren in IR° angeben wollen

Delinstion:, m Vektoren @, @, .., &, hafen Lineas unabhingia, wenr
e @/e/'cﬁxﬂﬁ /00) :i'd?} oy de frwiale 165604(7, a4
Kp=y == Ky =O boorT2t

(rb¥ es awper der ¥rivialen Zéswﬁ not’s westere Za”om(;m, So heyber
sic [near aé/mng/g



Oferboar ist daw E@mm/f Her Linearen Aé/ﬁ/gﬁé&/f bew. Méﬁgﬁ—
koit ven Vektzwen im IR® verknigptt mit der lage dler Vektoren zuerander
Wir anteranen des nan genaceer.
Zunzchst haken it &W ot Jsf ener Her Lekloren &, .-y &,y Ader
N/l vektor ,ol-h. 2 =/5//Z£r e 1€8Y..., mg, dann Snd e ekforre
Ry)-., Do Linear nb/ernj/j, Az fir pede LA von o; #0 wnd adle
oéf":(? /W{(,[#/ stetr ()= «; 535‘?/'57‘,01./;.4% Q/e/'chwzﬁ
(&)= ,:%’_j_o(; &' bodlTet eme nichtériviale losurg.
Im Folgendien betrachlen wir nur nots den Fall 3, -, 3, e R \})}
m=A: 2u untronen |5t de Gilelchurg [§) =4 (z'jz‘),
Far 53475/00) vt Ares ner /&bar,f[ér &, =0,d.b.em lekl?r,
oot wngleich dam Nl vek tor ity /st Siets Linear wnabhiing -
m=2: tu unlerouchen (st dee Gileichung [5)7« [::)7"“& o
Hat die Gleichurg eine nich¥friviae (Gung, sO muss «,0
und o, # O je/s(e/?. D éz/e/'chu/’g ist dann E?:?&{,/Va/gﬂf 2u
&y == 88, o b 31t ein Skalares Vielfaches von & .
Da beiden leklesen habhen also dieselbe oder entgezen fese/%e
ﬁ/’c/uémg, sle Sind linear @bhingi. Di 2upehorizen Onovek -
Voren AWM&M&@W durch den Lrgorng.
m=3: Zéégu beteito 2wer Orosetforen auf epes Guradon, so brathen
Wk nichio wellter 2w unferoncten, es tigf Lireawe /%ﬁé/g(r’? -
kest VOT: Wes passiers, wenn difes nicht der Fall ist, macherz

WY uns mut eimer Skizze klar.
A

3) (-1
— &?/]:(/l &?3'_‘(4)
3
' 7

C =7 . , — - s —
&4 Die é/e/c/mng. X, a: Y +o<30?3-= o

ISt é’%m/mz‘ 2t Aemr [1nea sex



&/e/'c/zx/zﬁsSJsM: B, + g — g =0

Ky +20 +oy =0
mit Aer /éfsmgsmenje IL=5( 2¢,~%2, ¢) - +€/R]
Wahlen wnrz B. € =5, d-h. («y6,,23)=(3~4S) so e/ 67
sich dee 1 der Skizee Aa rges Ellte Sitteaton.

X2
N
”7
L7
1 -7 e’
> 1
Gy
1 ) - >
\,q o[\ A 2 /x'f
SR
\\
N
h\
\.r:

//ZSJPéSamZ‘ gt dass je dlre/ Vekforen des R® /' mmer lizear
aéhéinj@ sind. De [laimalzahl linear uﬂaé/fé’/zj\/%e/‘
Vektoren im IR? istalso 2.

Jenn wn’r uns Adas oben skhenoe 3@/;0/’8//1@/1 ein mal an —
Schauwcen, Sehen hrauch, dass sich #-B. der Veklor o, (aber
aeech pder andere Vekfor des R?) als Linearkoembinatron
et [inear maé/éinj ge/z Vek fonen &, und 9277_ Schrel ben

-~ . =2 =_§_—’> y = Xz
loss?: a's =& =a,

Die ober cerzies/e//fen Betrz céfx//cjen jeée/z 7&27 den 24, jea —
medsoch, A Ebene) Anjass 2u Qé/fffzden ZWSé//Mj&/?.



Im thnblick aufmscé//eﬁexzde Vefa/@eme/écmym fir den B sered

A folgenden Formalierengen ‘etuns kompliaurder; als dus (ZirAon

iS /w"/z'g ware.

Definston: De Mlaximalzah! linear maéﬁa’fnj‘/;e/‘ Vekroren in der
Ebene) A -4- 2, hefst Dimension der Ebene.
Je zwe Einear a/zczééaf%{ye Vektoren dler Ebene bildlen erne Basrs
Aes [R? ( Zwei linear wmb/zcm(?.ye Vektoren Slcxmneﬂ dee Ebene aaf )
Fir k (inear Wéﬁa/lj/yc Vektzren Gy, ..., a% €R° heybt Aes
/72/15@ %—Z«z Gy -+ 04Ty 0y, 04, € Rj /e~d/men5/am/er 7e//reem
(Unterraum) von IR% ( Im R sind nur k=4 oder k=2 simnyall).

Besspicl: I7ir betrachten roth emnmal dei Vektoen =) wnd &,=(%)
hgen o, &ty Sy =(8) &> x,=0,=0 1, Aass die sogenan ~
ten kariesischen Fasisvekforen £,,E, (irear maé/m’%g\/?shd
wid eine Basis Aes IR bilden. feder beliehge Veklor &=
lasst sich Sehr einfach als Linearkomibination von &,¢% dar-

stlen - (21) e, (1) ou 2]
2, wnd & bilen ene Basis des R*

Beispie [:. Wir Kberleqen, was ein 1-dimensionaler Talium des i°
geometrich darotellt. Sui Z=(). oir betmchtern

M=fxc57:oceﬁ€f‘

Durch den Ovbovektsr 2 1wt 2anischsy eme be — N2
S5tmmte /?/c/zz‘/wg vorgegeberr Durch den Jaklor ;x ,
« karn de lange ée//'eé\/? verdrdert wid bes .
neqatrvem « c Richtnrg wmgekehrt weron. 1
Geomertich enfprchen 1-Aimensionatk Tel] ruune m//ﬁe/adm Herch
den Urgpreng . S 15F durch den Mmﬁfu{zimd dlen Zelpunkt olas Op -
vekror &’ 5/)10@0@ forgerest

t X
> >X,




Wir werden nen da i den IR? hergeloiiorer $em§zz wnd Zusamvrner -
hiznge auf den R Vera@eme/'/zem. Orbei lassen sich leider nuwr de
Goezialfille n=2 bzuw. n=3 g@mﬁw’dv veranschaedichen .
2unzchst asst sich der Ze?ﬂg{ Aer [inearkombination i analoger
Fomu/iem/ﬁ angeben.
@q&'n/h}m ;. Seien By &y ,..; dm ER” und oy oty - 10m ER. Jedor Ars -
Aruck der Fowm ;[;" X, B =0, Gy + 0% At -- -t K, Do
heslt Lingarkombination. der Vektoren 3, @y, ..., .
Cubtes far emen Vekior LeR”" reelle 2ahien 04,05, i , SO A SS

- _ . = o _ ’ o
b c; "(l'a?i ; 50 /w/S/ b aus 034/ 0/72,-,, a?m lhear kom binicrbal:
)=

. > (1) . > /1) > /1] [
3!/5/9/6/! Der Vekror 5=/g)15% aws den Veks’men &,= /&0) a;/é},@-/f).
linear kom binierbar, da

B M
Dor Vektor = (1) ist aus den Vetioen 322 ), B2 (1 ) @ (1)
hicht linear kombineréar, was man loendermapen ensweht-
Dbt man da Gilejchunyg o, Dy 40 Cpt By = b leormponanten -
wuse auf) o 97/19/ Sich dao {éW lineare 5/3/%44/575{75/”7:
%yt oy =/ ja%ﬁ' eythmus
Y 0

Ky —oly =1 Jc-z)

1 1
1
1

A -1 11)7@
oo
3

20(,1 *("ZO(L{:/I O 1 “4
2 0 2

Aus der leteten Ze'le
des Giawfo— Schemas Seht
man, dass das é/e/'d%‘
S gs@m NICht (eober iSt.

L’ ist alsp nicht Lineaskombination der Wbtown &,, 3, und &,

-2 2
O




39/5,015/ Der Null sektor O'= / ) 1St Linearkombination Aer Vekrores

Oy = /;),_7 ()ww{ /) denn
4 0 1 0
“4(’0’)4'”‘2(21)4’“3(2)3{8) E) o=t =t g =1,

telR ped wihlbar
Betrachten wir nun @ = / / ( ) ay= ( ) s0 egzé/ Sich

“4(1)4'“2,/0)“‘14 )(’—7 Ky =0y =y =

Im Giegensate au votrher gibt es hier nur da Frviale (S5unq -
Wir kénnen nun di Begnfle der Linewen /%/m/ﬁ\/ﬁw‘ baw. Unobhin-
g red allgman ,/mma/defe/z
Definition .. m Vektmen o, a, .., a,m eR” éa/ﬁeﬂ Lineal” unahhiing /q, wens
de Glecharg Z w: & =0 mur die Hiviale losung, p{ b, =
Ky = e 206y = O éesu‘z%.
GiibY es aufer der tvialen (Ssung nock weier Losengern, so
respen se linanr aééam/ﬁ
In dem vorsehenden Be/s/o/e/ sind da Vektoren &, @, , 35 liear abhan-
qig, d. Vektoren &y, 2y, &y linear uncbohangl. Jer Untorichaad ist;
dass jeome%ch befrachier, ol Vekioren Z, &, ome Ebene d%/oa/we/?-
n daser Ebene vt awch der lektor o ) durdh lineatkombiizrzonzs:
“hommt man nicht aws dieser Ebene horaus " Da aoy nich? n aer
von @y, & aufgespannsen Ebene //'%7‘/ “bomm¥ man mct /4’74&
von &y aus der Ebene heraus .
f fich der Haximalzail moi//aw Jnear Wééa/ﬁ ger Vekisren Jn
R" kany man nun folondeo Eqpeonss formaliern.
Safe. Do Maximalzahl lnear unabhzrgizer Webtomen im R™ /st n.
Werter ikertragen wir dw Be?«nﬁ{e Dimensier, Basis wund Telraum aef
ez @//fgmkze Situation.



Y

Dafinition : Vi Haximal2ah! linear maééo’}gyéer Vekrerer im IR of 4.
n, hept Dimension .

Je n linear Wéﬁ&'/%/f?e Veksoren des IR bilden cine Jasis ales R,

Fiir £ /inear /maé/m’)%/fke ebtrren @, €R" €542,k heytf dec /e
U = {o(,, By +0y Qg b et oLy Wy 0y 0 ny Ky E IR

k-dimensionaler Tellraum. (Unterraem) ven R”.

Beispiel: Wiy betrachten de Vekioren ereR”, i=12,..,n,de aa -
Aeerch definiert sind, dass ihie i-fe Womponente 1, alfe arderen
Osind. Lim R Sind diss da. lektmen E-(2),345) Es=(3)0.
A/@ﬁe/z KyCy 0y By Femt ey = 574———) w8,y =0p = . =0, =0 2ilt, alss
e Sogenannin kawesischan Basisveklzren &) C 2y n lltOr tint =
aé}zféﬂﬁ/g sind. und eie Basis des IR bilplen. ( Im RZ bzw. R3
Zagen A Vektoren 1n /f/'&éﬁl/ﬁ Aer Kopreinaten achsen. )

]m’@r 66//'66{?8 Vektsr @ e R” (Gsst sich e/'ﬂ/acéef wkise als Lirey—
kombination von 2,,&,,..,e, darokllen

Ay 1 0 Q

az o 1 . L =
[ F [ Hglo [t tanl, [=0 are] .
' : i O/ =4

an 0 O 1

35/5p/€/ L Whir dbef/‘%?m/ was 1- bzw. 2-dinensionale es/racume L2
R> Jeomesmach dasrellen.
//za/aj 2u den Mbw@wﬁen im RE Sight man, dass den A-dinen-
sionalen Taliaumen m R> geomehuach wauder Geaden dirch
den /(roﬂ/a/zf e/zob/a;ec/ze/z.
Seien nun @y, 2, € R linear a/zaé/zé/ﬁ(/f Wir berrechren

n= 20645347‘-042532 Pty 6, eRS. Walltman 2 .B x,=0, so ethizl¥

man mif o, e oty €IR, Al Fuuntte , ol o dlor Gueraden doerth Here

Urprerng Ligen, deren schvuny dar?, z, verzeqeben 15



-1 &~

Emb/ﬂe%/mfw y/’/f ’&'Z/"dcé Wil «,=0 ’&2’/’ oy By [0 EIR. Dee borien
bwraden sind wegen der linearen %ﬂﬂéé@yﬁé&a‘/ VeI e Ao .

Alle weteress Wahlen ficr oty wnd w, fiisen in dor Wermbrral 7077
)& Foly By 2 Chem Punkt v der ven Zyund Z. dl%fé.?mﬂﬂ/éﬂ
Lbene " Wi erhalen somit eine Ebene, 2

die durh den Urprang und de Zisl-
Jourle Ao Opbovekioren &, und _

@ endectiy folE/eyt (57 5%

emden - wad Leanaiglichaigen,

tum Schlwss djeses Kaprtels (bertegen wir noth,ww man mi¥ Heffe

ven ektmen auch andere als durch den l{qmwy vertpufonte Gior -
den bzw. Ebenen in R baw. R. Ein analoges, abshrakies Voppehen
gilt auch aligemein fiir den IR ", was aber hier nicht weter vertieft
werden soll .

Mach unseten V&Wwﬁmm %ﬂ/@ﬁwgeﬂ Wissen wir schory tee s
Guradern baw. Eberen, du Awth den /{rga/wg vertnfor, dlaronkllss:
kann. Wir kénnen nan im Prinzp solhe Geerndes b2ar, Eberers

X

mot Hilh eneo Lektors derxhaben. N
Dadarch erhalf man Guemaon b24. 7
Eberen due 2u den M/)l’[&ﬁ//c/zzﬂ A
prrallel verlauwfen /
> %4

Wen Fkref eﬁeéf/z S/ch 7@(/764&(6
Srtecartiones .
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Pamm&é/’d&n/&/&u’&g ven &e@dﬂﬁ/&%ﬂ{ﬁé/]

1) Punkt- Rich fungsfwm emer mﬂéeﬂj/afcﬁa/zg
Sd G ene Gerade , & ein Ovbovektor mit Z/'e;owzb‘ awf 6 wndd 5 esz
Vektor, der in Rich ;‘aﬁg ven (7 2&39/. Dann jSr Jjedler Funkt ven 6
darch Z+t-L° mit einem geclgneken Tarumeber tEl darokilloar,
dh. G:X=T+t L teR (gonascer 657 -3 1T, teR] )
ist Pamme/erdamwmg der Gurdpm &.
Durch Addition von & werten des Zelpunkte von ¢85 (Grmdle durs:
den Uryprung) ‘an dis riige Stell verochoter "

/]

2) 2eoei - Punkle~Form oler Guoraalergle/churq
Sel ¢ emne Gurade wnol &, mit&+T Onovckforen my¥ Zrelpurk -
en awf Gi. Dann ist b= =& +T Richkengs sektor der Grmter:
und G:X=a +t(Z-&) ,telk, Farmmeterdarotllns Aer Gomdten.



An der Skizee ist berei erkembar; dass Pammeterdartlinges

von Gusmaden 7/cht en'dzmég S

Bersplel: Selen & = / 42 ) , C= /_ /,4 ) . Cresuchr /st ene Farmmetes Aar—
stellung dAer 6emdlon Gy asf dor et Zifporntse von Z unsl 7

iooen. /
'eger " /‘75"3//'0& 7’4/:2/72&/6/&’4%//&(/580.‘

: %= vi-a)= (4 )+ (1) ter

G:X = T +o(@2)= (1) +s(2) seR

Beisplel: Liegt der Funkt P(1,2,40) auf der Greraden
G1:X = / _é’ ) +t/ ; ) 2 Wenn Jo, muss ein Fammeterwert el exvivelen

sadassj//z‘: /4240_):/2;’)+,5.[4Z’) )

Ah. §1=4+¢ t=0
§z= %jé?zsf:ﬂ/zj?
10= 24+¢ +=8

Es 5/70‘/@/30 heine L&u/ﬁﬂ;r (%),d.4. ’Plu'?v‘ nicht aesf 6.
Pa/nmeaéfdar&é//wﬁen von E. ée/zexzj/e/wmien
1) Punkt- Rich z‘wzﬁs[@rm Aer Elpenengle/chung
Wi Ebenen dicrch der Urapran (5.0 durth, eiven Punk,
namilich den %l'o/omﬂj yund 2 lear W/ahc?/ﬁ{?e Ruchtierr -
gen ﬁﬂ)‘g%f/ sind, 3/'/ f deeo entoprechend aquch a//?eme/'ﬂ.



Sei £ eine Fbene, &7 emn Opfaveletor mit 2ielfpunty awf dor Eben
und 5, b, zwd liwar W/za}’/zg{;e E/'cﬁkmgsz/eém/z der Ebene-

. Dann ist pedler Puné! der Ebene E olarch

/ \ artbytsby mit jae{'jna/w Faramekrn
4 S5t eR dasotellbar, A.4.

| E:R=Ztt b, +5b5 ,stelR,
WrE%Z’:?%’#’EﬂsZZ,s,%é%?ﬁ

15t Fammeterdarokl/ung der Ebene E.

/ \‘ e

XA

2) Dree — Punkle - Foym der Eéeﬂf/zf/e/’cﬁmg
S0 we buraden durch zwe: vesachedene Rentte , Spdl Ebenerr durth de
/4/2(754& von dra verachwolonen Puntlen, de nicht auf emer Geraden
liegen A é’f{efz , €I a(améj ﬁﬁye/ﬁ% L Sind 2, T, A Oouchtoren mat
elelpunkien auf emer Ebene [, dw nichf auf aner Geradbn lieger,
dann sind b, =-Z+C und T,
fun 55Veé/mm der Ebene und

i

—ad lmenr amééé’/zg{'fe Rich-

) - o - =
, E: %= +t(T-a)+s(h-a), stelR
/
3 / ) ’'st Pammeﬂferﬂ(am%&//aﬂj oler”
3 S
/[// \\ Ebe/ze E .
/
[
/
a?
S,

X2



