L) lirease Gleichungss steme.
Zahlieiche Hodelle . den W/vaﬁ‘f Wz'ﬁsmfchaﬁ(éﬂ perwenden Systeme
meA mehireren é/e/chwzjen ;ﬁ:a' mebrere ariaben. Sind diese Gles—
chu/ﬁen linear, S0 werden Mnfemccéwzjs— wA Zé?swysmz%odpﬂ
im Beseich der Linearen Algebrn aur Verfugung gestell?.
In diesem %a/p//&? eHdibern wir 2wel yerchiedene [ethoden, mt
denen man Systematisch [ineare é/e/da/\zjss‘j‘s/em [6sen kann.
La brend Sich Aw Crameroche /?(eyef mer ,ﬁé‘r é/ezkhaizfﬁﬂs/wu
verwenden [Gsst, bei genen die Anzakl oler Unbekannien rmt
i fAnzahl der &/e/cémjeﬂ liberenShmmy, 1S¢ Aer G —Alg0 -
H¥mus auch anwerdhbar, wean es mehr oder mﬂjeré/e/é/zwz«
gen als Unbekannde j/ér‘. Awberdem verwendet man dua Cramer-
Sche fagel wegen des sonst 2w hoken Fachenaus/wandes medst mer
2ui éésmj klemer Ghnearr ﬁ/e/c/zmj&sys;éme.
Fevor wir uns mo den a/zygeéexzm [ éfswgysom/éadeﬂ bescha -
gen  lgen wir 2unachst feot, was unter é/nem Eruaren Grler -
cﬁu/zjss Josm 2w verolehen [S* und geben emn Bespul an, i denn
Cineare é/e/'c/szjss js/@/m N okonemischen Lusamm enéa’]gm vor-
kommen .
32/15/)/6/ L 3%t 2%~ 4 x= 9
Xy~ Fhtd3%=14
st ein lineares Gile/Chungssyslem mof 2 Gileschungen fuir Aes
3 Unbekannten x, x, und 3. Ein Zahlentrpel (<fx5 <5)
oot [ éffé(,/z(7 des Gleichungss yskms, wenn ol Zokten
X, X¥ and X berale &/e/'chsze/i erfiillen. Durch Ensefzer
lasst Sich leich? festsiellen, dass 2-B. (5)4,2) abel aucs
(531-2%,-1) Lasungen des Gleichungssystoms sinl.



— 5
/4/{fe/ne/ﬂ werden wat uns auch ek der F/zrfe éesc/zé%jwle oC e/ VoI —
gegebencs lineares &/e/cﬁmysysé/n Gherhaup? (shar ot und wenn )z,
ot es e/'ﬂdmbj lesbar st oder wunend/ich yrele /OTSZ(/ZJM bes) 174,
Allgernein (asstsich em lnenkes &/e/chﬂ/ys%s;ém it m &/e/chwyen ’&Z‘r
n Unbekarnte x,x,, . Xy in folgendter Sterdardfoym angeben. labe/ selees

@ M}’W/Ldéd/jé//zﬂ Voraus, davo nicht alle Kae,%'zéém@: ener Zat O s,

@, X, * QpXot oo + Qu Xt -+ X0 =
0.24 X4+ Q’LZ X2+ .- .l—Q-?JQX\L-f—'-—-i_Q'LVlKV\:
Q;y x1+qile+ - - +Q,;l,_ X‘(+""+O";V‘K"\:
O‘WM' Xqt a‘Mll)(L'{_ ---- +QMLKk+""+ Q-:MVIKW:

Die Faktmen 4, € R vor den Unbekannten X, hegen Koef'zien ter
des (inecren éle/téaanSjskms_ Die reellen Lahlen L bitden dre
rechte Sede . In der i-kn Zele gehort aur Unbekannten x, Aer
/fat’,ﬂt 2ient ay .
Bevor wir uns mif [ethoden 2wr Zo"szoy Solcher linearer Gile/chungs -
sgs ferne éej%é}ﬁhjéﬂ ) betrrchkers wir em ckonomisches Bersplel,
auf das wir an sodterer Sklle 1n allgemeinerer Form nech emnma/
2uriickkommen werden.
39@//'5/ e Einfaches Beisole! des [eon z‘/'ev[’—- Vlodle/ls)
Eine Volkswnrischaft habe die drel Industrern Fischfang, foror-
wirbochaly unA Boolsbac . Es fe/fﬁ fogmde Zed//"gmdaéﬂ .
Um 1t Fisch 2w faﬂjeﬂ , werden ¢, Fischerboore ben é’ﬁjr‘-
Um 1t Wolz zu ereeuges, werden fiir de Ernz Aer Foraar—
bauser ¢, t Froch lz@zo’%’fﬁ.
Fér die b’emk//aﬁﬁ von A1 Hscherboor werden ¢, t Kolz bendfigy
Dies soflen due einzfgen /ﬂﬁm?«ré/'ée/? sen, dje fir e dres



_g -
//méujﬁzézwe\/fe bendtipt werden. Wir nehmen an, dass es ke
dusarziche exerne Machprage rach Fischerbooten g/b1 aber eine
2usateliche /Vacéﬁmfe nach b, t Fisch wid b, ¢ Holz.
Es soll beshmmit werdlen, welchen Giesamtowlput jeder der
Ares /ndm{ézé%wk/?e produziesen /muss.
Wir bezeichnen mik
X, A Gesamtanzak! au produziercnder Yonnen Fisch
X, o (resamiznzahl 2u produzierender Vonnen ho/z
Xy da Gesamfanzahl tu produzierender Fischerboote
Und ZZMJM, welcle M%jg na i den emzelnesn Toackren be—
28
Dee /f/adz'ﬂ/aje nach Fisch selzt sich /oéfdderﬂm/éw 201520071727 .
Um x, T fblz 2 produzieren, werden ¢, x, T Fisch benotia?. Weiter
muss e 2uSateliche /l/ézdfmje nach b, ¢ Fisch &zﬁzéﬂﬁjv‘ wer—
Aer . Som/¥ muss j&//eﬂ :

1) X=X +
De Madfmge nach Hole efgibt sich analbg. Lo X Fischerboorte her-
Stllen 2w kinnes, werden Cs Xs ¢ fble bendig? . Auferterm soll dut
2usiiteliche Madifmge nach b.t Hole betradipt werden Some/

Di Med\frage nach Booben elgibt sih aus der L[étn@ﬁmg/ Anss fir
ol Produktion von X, t Fisch ¢, x, Boot néteg sind. Also mess
g@&éﬂ ;

o) X3= G %y
De G /e/ckunﬁzfn 1),2) und 3) egeém gusammen @n Gnears Giler -
Chungssysiem fur de Unbokannten x,, x, und x;.



_y-
Ferm? man ohe &/e/'c/m/zjefz dgenvalent am, S0 ety man das
7 /e/chS{ys»ém 0 Stengardisertr Foim .
Xy= G Xy = b,
Xo— C3%= b,
Yy +Xx3= O
Wir werdpn das &/e/'chmﬁss jsm an goafeses Skelle werer unfersuchon.
Lateraungnien und (Jnmerodhs lagel
In diesem Abschnitt beandeln wiir den Fald, dzss ow Anzak! Ker

Galerchun 90 n dem Lineasen &/e/céwg&sjsém it der Angaild Aer
Unbekannien icbereinshmm # A4

Q44 X,,'l' Q4ZXZ+‘ - - - +'a41,_x1,~+' -—-+'Q4w XV\:
0;24 X4+ Q-LZ X2+ .- . +Q&X\LT-,_.+ QZVlKV\:
a'L'4 X1 + Q':z xl + - - - = + Q_"k_ xk+-_—- +- a.;vl KVL =
O, Xt Quakod -oon FaQpuXt - --F QnaX, =

2ur E/&Meuug des BWS'@:@%M/MM& “undl zur Herlertung Aer
Cramesachen Fegel betrachten wnr 2undchst den Soezialfad n=2,0.4.
2 Gilerchun Gen piir 2 Unbekannte

A) @y Xyt @ Xy =

2) Gy X4t Qp X, =
lreo metnach, beschre/ben die @/e/dzwyen 2 Geraden in R
esuch¥ Sind Werepaare (X,, X, ), die beide &/e/c/zwym erfulles,
oA-h. geometrach Gememsame Punkle der beinen Greraden
Es j/'b/ nun 3 verochie Aene A/c‘;?//ch;ée/;éﬂ :
a) Es /bt eme e dexﬁj bestnmie Zéisa/zj/ A 4. es j/;érf/ﬁexwa

em Werepaar (o, 55 ), das beide & lerch ungern Z e



tieometnich bedewtet dies, dass Sch die beiden, alureh oles

&/e/c/mnjen beschriebenen (reradden /i genzu e Font?t
schneiden . Der Schnibipunkt hat de Koordinasen (<), x,°).

b) Es grbt unendliich viele Lé’szmyen; dre beiden é/e/'cémyeﬁ
sind zuemander properfionat.
reometnach bedewlet Ajes, dass die deerch dee é/e/fc/w/zjeﬂ
beschrubenen (reraden Lberemnstimmen .

c) Es j/'b% keine Léﬁswzg. (reometrvach bedewdel dljes, dass e bed- \
den, durch due & /e/cmizfefz veschmrubenes (reraden zugnandder

/Qam//e/ Ver&m)&n ) S& haben kethen Schne¥ipunty.

Wir (8sen nun a//jeme/'ﬂ rechneseach das é/e/céa{yssi&@?z 7)2).
Tebel serften wii (2uncchst) a’erE/hV/ac/z/ze/r‘ halber yorans,Aass
e a«.{r‘m@ﬂﬂéﬂ /@q«%éféﬂy@? Qur) Cuzy Qray Coy AUl von Moal]
verochieden Sein sollen. Ziel ist es, durch Addihon enes jee(;}ze,;@q
V/'e/[ac/z en dler 1. &/e/cﬁmj 2u e/nem maé/y/ecéma(m Vielfachen
der 7. &/e/cﬁaﬂﬁ /ezf}aZj tine der beglen Unbekannven zu 26—
minjerel, A 4.

4) ’ aZZ " azz aM x'f T Qzz A,y Xz = Qo {-f—
Z) ’ {'-adz) T By Ay Xy T Oy Oz Xy =T A,
I) (0»14 Qzz ~ Apz Oz y ) X, = 0,022 0,04

1) *(0u) =y By Xg = 0yy oy X ==y g-l—

Z>. QM : a'M a-ZA )(4 + Qpy Oz XZ = Q

21

—

_LI) (O.M Q‘ZZ - a4z Q7_4 ) xZ = QM - 0.7_4

Qas Gileichungssysiem 1) T) ist é’gm’mlmz‘ 2Un GileIChuhngss ysken
1),2). fan kann nach rehnen, dass dies auch giet; wenn Keet eren—



Zen des é/e/dmjf S Jséms Ml sind.
Das [ é’gmgs verhablen (isst Sich nun an derm et valenter
ﬁ/e/chzm(yssgﬂe/n I) 1) leicht unkrsuchen. Man semt, dass
die éé‘s%smfﬁ//ch/ée/% durch den Wet von
D=(ay 2y, ~Qya,,)
beshmmt (determiniert) ward. Gren aver 9/6¢ -
a) 15t D=l a0, - Apaz, ) F0, S0 hat das (ireare Gilelchangs -
535#/71 die e/ndewhy besthmmrte Loswng

% _ Qaz — Cuz * _ Am — Rzq

=
1 Qum@az = QuzQas g Qa1 Qzz — Quaz D24

b 15t D=( a0y, — Cpyy) =0 UNA 2122y ~boy, =0 tenA
Qg L2 = Qg b, =0, 50 hat das lineare &/e/'c/m/fjsyséﬂz L —
end/ich viele Zé'Sﬂ/?jé/Z.

¢) Ist D=(ayt,; — 0pas,) =0 ww(( @2z ~bi 0, F O oder
Qus b2 = Qg b, #0), S0 hat das lineare Gileichungssysrtern:

keine (Ssun j -

HMan kann den Sachverhalt nun wesentlich kiireer angeben, wenn

man den Zﬁn% Aer eMW.

Arr  Qaz .
CD: = a'/M Qzz ~ 0\.47_ a-?_4 /’El/gf
Q24 Qza
) Qaz
Ebenso sind D, = =002 — by 04, wund
Qzz
D = Qg _ . _
% o = Oy o, = Ay, Deverminanten zwelrer 0/&1/%/@ .
24

Formal erhitt man Dy, und Dy, aus D, indem man olse 1.
bzw. 2. 5/m/¢e von D dusch die rechle Seite Aes é/e/céa/zjssiskms
eroerzt.



—_— ?_ —
D &/e/cm/zjen T) und ) [assen sich nun kuarz Schnaben als
I) D- Xy = ®x4

E) :D ' XZ = @xz
und esy/&‘:
. D D,
) st D+0, dann 1s+ X, == und Xx,=="", also

D D
L=f(3 39§
De durch dee 6/8/'5%44(179/7 beschrubenen Greraden schnelden sich 14
je/zaac einem Punit.
b)) st D=0,D.=0 1D= 0, dann 1st
[L=§Cxyy %) * QuaXat Qg %= bos 25056, %) 1 Qpp Xt Gz Xy =105 G
De durch di &/e/'chunjen beschrubenen Giermden sind gleich ; alle
Punkle der Geraden sind Zékmfﬂ.
c) st D=0 4(Dy+0 vD,*0), dann ist I) oder IL) mcht er-
fillbar, also
L=5 3
Du durch dee Grleichun 191 beschreebenen Grerden SnA pamite!, /b
also kelne Jememsamen Puniie.

Beispie/:  2%4=5 xp= 1
— X 4t 3 Xp=-2
Wit berechnen de Zuﬁeéé’rzjen Determinanten .
-5 1 -5 2 4
- 3 -2 3
Dus é/e/'c/zw(zyssjsuém Kig e/hdeuﬁ? [sbar mi¥ X,= %"i =~ 7 wid x3= gxz?@
dh. L=§(-%-3).
Fir eine \7eamez‘/1lscée Xeﬁwmng; [esen wir dle é/e/'c/zw{fen nach
Xo quf . /7n dlieser Qamﬁé//uﬂj Sleht man wnmueloar; dass de zu-

I

—

- -3 ) :sz:

2
D=

__A ._Z




— g —_
geh 5}7;7% Gernden verchwedene Si @f“”fe” bes/Teen und sich Sevmi? i1

Jerau einem Punkt Shneiden.
s — Ly, _ 4 - 1 .
Z x4 - gxz = 4 <'—> xz"' g x4 5 -10 g i | da - U_ 2

"X t3%,=2-2 & =23 - %

Beispie/: ~2Zx, +X%; ==5

%4 —$x= ’Zs:
Wir berechnen die 2ugeh o"ﬂjm Deserm nanven.
~2 4 -5 4 -2 -5
D= . =0, D= s g =0, D= , %=o

Das limeare & /e/'c/zunjss jskm bat unendlich yrefe losungen, al-4.

L=70x,%): =254 +%=-55= 500y 1) 1 X4 = T X = T
Bel Genanerem Hnschauen Seht man, dass Sich de 1. von der 2. Giler'=
Chung nur um den Faktor ~Z Unkrcheide?, da Gileihungen sind
2uginander propevhonal.
(oSt man A beidlen Gleich ungen nach X auf, ehal man 11 ber-
den Fallen dasselbe Eg&éﬂ/&

—2x, +X,==5 &) X, =2x-5

Xy = 5% = 25: ED X, =2%~ 2

Die durth de Gileich wngen Aargestlifen Gremalen Stmmen Liberein .
D Nootdinatn alfer Punkte per Gemaer sial /é’szm(jen aes Giler—
ohufzjsijs[ems.



Beispiel: — 2% +x.="Y4

4 x4 —2X, = ya
Lir berechnen ow 2&&3@4&‘737@1 Deserminanten.
2 4 4 4
:D: =0 ; :Dx4: = § :/;O
’—f =

Sorvut 1St das Crenre &/e/tkufyﬁjs;@ﬂ nicht lesbar, d.b. IL=F §
(oSt man die beliden é;/e/démjeﬂ nach X, auf] So erhatsF ran -
T2y X =Y () X, =2x Y
Uxg=2X,= 2 &) X,=2x1—
Die beiden durch A Gileichun ges
beschriebenen (remdien besiizen zuwar
dieselbe 5%99214/? 2, aber veroch -
dene Achsenabschnitl wd s
somud paralle/.

1 1 1 1
. L 3 —_ o —_ b3 L . a
| L | L | - L L | L | - L | -

—2xi —4 2xfi—1

Die fir den goe?/a[/a// ven 2 G/e/'ckuﬂjen i 2 Unbekannten erlarerte
Losurgsmethode hofot

Im fo/j&/)deﬂ soll e Cramerxhe /%ye( auch Piir A Zoﬁm(y j@@efer
guadrmbischer ﬁ/e/cﬁMjsfys;@me /167(76/5/)@7‘ werdlen. Dazu messern

die no%wend/jen &jnv?e auef lineare é/e/'chw(zjss(ysmz mex n Grler/-
chwzﬂen fid’ n Unbekannte , ner, Vem/{79/;7 e/mnert werdes, o 4 .
wrr betrachten nun a/{ye/»ze//z :

@, X, t QpXot oo F O Xt - -t @y X =
G.M X4+ Q.Lz X2_+' «e. . +QlkleT'—‘+ Q;_ley\:
a'l.'d x,r + Q-l.z Xl + - - - + Q-I,ll. Xk-{_-_—- +-O";Vl Kvl =

Oy Xat Quakod -coo F QLK F - F Qunk, =



Am/@g sum Speziakfall n=2 werden dw Koeftazienten des linearen
&/e/cﬁungssjs/ems In emem Wm/w’chen Schema, der
| 2USAImMEN] fe/ass Y.

Can

Qnag

Qaz

Qnz

'E ' Qin

- Q'Vl‘l_ -

Qe - Qun

- - a,zn

" Qunn

/I\
k- Soalle

& e Zerle

-0 -

Der Nogylzient a; Steht im Kmuozﬁowzé% Aer i~ven Zerfe and
der k-fen §oa/aé.

Entoprechend. au dem Yorgehen in peziaifall n=2 etdlt ruan

wuder weltere. Deverminanten, indem man jewels die k-f goalte

von D durch die rechte Seile des 6/8/&%4(?75%75@25 eroerzt

Can ~--

:Dx=

e )

Wie man Solche

ssle//wzj Solcher De¥ermimmanten an einiem :/57@/:9/9/'3/ erlautern pnAd

Qu -

Qpy =~

a“/‘l—'f

A2)le-1
1]

a—n,l'.-4

a‘4|b_+4 T yp

Coglers ~ 77 Qan
1 \

ink_M 77 Quy

/ k= 1,2, ---y .

Deserm nanten n—fer Otnurg allgemen berechnet,
wird weiler unten behandelt. Vorher wollen wri die forma/e At -

die Crameroche Eejéf a/{j’éme/'ﬂ Vﬂarmu//efeﬂ.
Beispiel: 1x, -2 %, +3 %3 =

_3)(4 ‘I—%Xz '\‘S-X3 =
1 2 3 -2 3 1
_ly -4 _ 1 -
-1 1
3§ S TS5 3




s
Wir formulicren nun du Cramerche /‘2&‘7% ?&Z'r Olen d/‘/?é/ﬂ(’/)?t?ﬂ fzd.
Sarz .
a) Ist D+0, so ist+ ( — /'—‘1 m‘”) o emdeuﬁg besrmmre
[Csung des (ineasen &/e/cﬁmjsgs;éms
b) s+ D=0 und mindlestens e Dy, +0, so hat das (1reare
(1 etchwngﬁy&%em keine Losa/zj
W c) I1s+D=0 und D, =0 fura//e k=12,..,1, SO kann man /wi"
n>2 keune a//gcmeme /46&56%6 Machen. Den genauchen Sachver-
hal¥ /&Zf Aon 2/l ﬁem emeren Fall werden wir [m Zusammen-
® hang mit dem W%ﬂjﬁﬂ%mz&s Sehen.
Um due Crametache &g&{ Anwenden zu. kénnesn, muss man nun
WiSSen ; W man ﬂ/{jeme/h Deverminanten n-ter ﬁla’mz/zy berech -

nen kann. Der im weleren erliunerte Entircklungssare von (aplace
gibl ein Verfohren an,we man emne Delerminante n—vter OrA -
/umy als eine Summe von n Delermiianien G-1)-ver O/a!’ﬂﬂ/zg
berechnen kann . Jede Deserminiante (n-1)-ver ﬂm(/w/ﬁ w1 Aann
als eme Summe von (n-1)Deferminanten (n-2)-¥r ﬁ/m’mmj
berechret. Dis seled man forf, bso man nur noth Dederrniinas-
ven Z-fer Oredn “ng zu berechnen ha

Will man z .3 cine Determinantt Y-ter Q/v(mzrﬁ berechnen, So v
Aaficr A Berech nurg von Y Desesminanten 3-ler 0/5/)1%/4(7 e/~
fmder@ ch. Fir feo{a Detes minante 3—ver 0/7//74{/2(7 mussen 'S De-
erminanven 2-ver 0/7{4%/7 berechret werden. /nsgesamy Sl
also fir du Zé/fc/znwy emer Deverminanie Y-der Ortnung ¥ 312
Deserminallen L-ver 0/2(44{4(7 2w beshmmen . For eme Dekerm/ —
nanke S—fer ﬂfn’/mfy snd es bereis 5-4-3=60 ce.s.0.

Um den Entencklungssale von [oplace erlaufern 2 Aonnes,



bené’ﬁgen lar Zunachst e/'ﬂ/l';e Lellere Z%rzf‘fz
Stheccht man m einer Dekrminant n-ser ﬁldmwy die (/e

Zeile und de k-te Spalte, so erhdté man eine Determmarnte
Mi (n-1)-ter Odnung, die ein genannt wnndl- byl -

2erft man den Miner My met dem (-1) ‘-’%/ 50
erha¥ man Aen sogernann den Cre.
36/'5/3/’5/ .' -1 F Y
=|-3 5 1
2 -6 -F
5 1 » 5
i I LAl W
Moy = 24 _z , 62_3:(—4)”3/‘125— : _z
F—t— -
Der Voreeichendaklor @oo¥ pich alch ern fach | TLTLT
dlem Schachbretbmuster entnehimen . E N i

M7 /7’/'/7fe der (o -Fakroren [(aSs? sich pun a,/zjfbéﬂ, wee an Deve/-
minanten n-ter 0/n’/zwz(7 als Swrnme von Deserminrntesn (n—+1)-
ver OrAnurg darsiellen kann.
Sazz
a) Em%m'cééu/zj nach der i-ten Zeste:
Fir pden festen 2ellenindex 1€ .., nj gity:

Qua Oz - --- Qyn
' ‘ : n

Qg Qiz = - Cpn|= Ay Cipt 0 Cipt..+ay, Cin = 2_ Qe Cre
'l \ ] k: /{

Ona af’ll - .- ann



a) Em‘m'cééu/zj nach der k-fen §mf%e.
Fr pden festen Spaltenindex ke f1,..., n} 9itt:
Qun = Ay ==~y

LY "‘a.';_(("'abln n
| ) = Qe CAk +a?_k CZI:."' ""f’a.nk_Cy.k = 24 Qe Cl‘k
(=

Xna” "7 Apl ~ 7 Qnn

Es /st fatsachlich eqal | hach welcher Zeile oder Spalle man entwickedy.
Han erhilt immer dasselbe Eﬁebﬂ/s.
36/'5//’6/ :

1 2 1
Wir betechnen dee Defermmante 24 1 -2
-1 3 4
+ -+
Schach bretbmuster fﬁr e Vw%ffcﬁenbfczéfmm ‘— + -
+ -+
a) Endwickeln nach der 3-fen Zeite .
172 1 2 1 14 42
555 —_4"" “Z]~3'(Z -ZM"LA
==(-5)-3(-4) +(-3) = 14
b) Entunckeln nach der 2-den Spalie
12 1 2 -2 14 14
SRR RSt
=-20 +4-2-3-(-4) = 14 1 -1 0 0
Beispiel : (Iir berechnen den Wert Ader Determinank i _32 j __f’
1 0 2 2
Wir ent wickeln 2anachst nach der 1. 2eite :
1-10 0 343 |2 13 |23 -3 234
Z _32 2 _‘; =4 |2 4 -A\+1]|4 1 4| tOly =2 =1|~0'|y 2 1
A0 7 -2 0 2-2 4%-2% 102]
Entun Cledn Enveon clelnt =0

nach 4.5/0,2/6 nacth2.2¢/le



— MY -
1 -3

2 2

A 4

2 1
|

12

1 -3 2 -3
|

S A e T

=2-0+t24-4-4+(1)+3 =-6
Nachdem wnr wissen, we man auch Deferminanten héherer als zwe/ler
Ornury ausiechnet | konnen wir dlee Cromeroche Rgell auch anef Giled -
c/unﬁssio/eme mf n &/e/'ckanjen /[;r n Unbek annte anwenaan,
wean n>7 Isf.
Beispie [:  3xq+ Xy =1
Xg = Xo +2 X2 =-2
X4 +3%X, — Xz =3

Wir berechnen zunzchst e Z—ng/zé'n;en Dekerminantes .
321 0

D=1 -1 2 [ l '2_ 4l =10 ( Aso Ist Aas &/e/cﬁxﬂjs(st/em
2 3 -1 emdeméj (5skar.)
Em‘wvc/edn nach 1.2z
1.1 0 42| |2 2
j}:~2 - 2_ = - = -
1 -1
Tm‘un ‘theln mdz 1.2¢ le
3 4 0 2 4 31
:sz-‘—- 1 -2 2 %-—2 -1 Y = -3
2 3 Em‘mcke/n /zadz 3. S/n//e
2 31 14 A1 3l3 1 ‘3 3 3
1 A =2 |=2|_ | _ T
;7 3 3 ) 1 -2 1 -

Madh der Cramerachen /C'Z%Z vt iz e/‘ndzm‘;g bestammile [ a"szmg

des linearen é/e/CAMijjs;@ms jgebeﬂ Auwrh :

@x -1
)<4~:D 10 IxZ 37 47 | X3= TD 40

Som iV ist dee /aScmgsmeaja f?jcféeﬂ Aerch
[L ZC'IO’ 10 | 430-)}



Bespie [: Xy + 2%y + 3%y = 1
Ux)tSX, +Exy= 2

FXTE X, t3xq = 3
19 2 3

Es q/&f: 23 1 3 1 2z
D=|u § ¢ :?“ts_é —8'}% c +3- y S
+ 8 3
=7 (3-8 ) +3-(-3) =0
1% 23 |13 1 2
Y lasel=v -2, bl ] &
2 89
=3(-3)-80+3:1 =0
113 1% |13 14
:Dfﬁ‘?—é=7')z,é’3'% |7y 2
+33

=12-0-3:(-6)+3-(-2) =0

I 4’1/ 142
s L7y 2 [Ty s

=3 (-1N-8-(-2)+3:(-3) =0
Do alle Dheiminanien j/e/c/z Vel sind, wissen wnr nad: der Camer—
schen W Aass es wendlich vale [ 5550'5@/7 j/é/— LT Wrissen
Nt wre duase Qussehen. (eomehuch beschreden 3 Gleichungen fir
3 Unbekannte 3Ebenen i R3. Bel unendldich vulen /Esa/(zfe/?
konnen Sich die diei Ebenen in emer Gieraden Sthnoiden sdes
wbereinshimmen. Im eroten Fall Smd alle Funkle oler iéﬂ/Wje/ﬂ%’/?
leSungen des lipearen é/e/%wgsfjs/ms , i 2welten Fal alle
Funkte der Etene.
/n diesem Beispie! liegt der erok Fall vor, we e folgends
Graphik verznschaulich?.
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Als nacchsies greifen wir nogh emnmal das Beioiel von S.2 acwf
Beispie [ Auf S.2 hatten unrt ein einfaches Beigjel des leontuf -

Hodells mof Jo{jie/wlen (niofen betrachset -

C,: Anzakl der Booe, du 2eer Produkhion von 14 Fisch /257?'7 Sind

Cy: Tonnen Fisch, die 2ur Froduktion von 1% Nolz notag siad

Cy: Tonnen NeCr ol wiur Fraduktion von 1 Bool nhi sind

by Tonnen 2usélzliche //a%vﬂmie nach Fisch

b, : Tonnen 2uscrzliche Mache nach kolz

Xy Giesamtzahl 2 produzerender Tonnen Fisch

Xy Gusamtiohl wu produzwrender Tonnen Holz

X3! Giesamizahl zu produzsrorder Book

2unZchst bemhalfet de Auf”jaéeﬂsé//mﬁ, Anss dee Grofe1 Cq Gy Cs

and b1, by poo/tur sird.



A%l
Wir haben bereit das flaernce neate G /e/'cﬁanjssgs/em aav[’fes’é//#.
Xy = C X% = by
Xy = Cg Xy = by
-Gy + X4 =0
Aus der Aaﬁaéen&é//zmj 15Y klar, dass nur posivive Zé{sanjeﬁ
sinnyoll  sind .

Wit berechnen zunachst die wye/to"njen Dederminanier .

4 _CL O 1 -C —-Cz O
@__ -C — 3 - C —A1-cc,cC
=0 3 |= o A 1| 4 -Cg - 17273
- O 1
by =¢ O 1 -G b, —C
) _ 2 T4
Db, 1 ¢ |= b o tG 0 =, + G by
O O 1
1 b4 O [o —-C 0O —(C
_ P2 T3 3|
:QQ,_ o) b?_ "'C3 - 0 1 b4 "C,, 1 -—|OZ+CAC3‘OA
G 0
1 G b, -C, 194
%: 0 4 bz = _C4 4 b = 64b4 "I—C,{C/z“OZ:C,thA-{_ CZBZ,)
< o0 o -

Do €4 Co\Cy by by 70 sind, 9ittf Dy 701D, 704D > 0.
Somi ¥ 15t das GrleiChung ss ystem nar dann [oshar; wean D #0
/st De 15544/1(7 ist dann eindeu$ besthmmt

-~ . _§ ba +C by by +CCab, C4CAA+CZEL)§
Fur 4+4c¢,c,Cq j/ffalso IL 54_646153 A —c.cacs | A-CiCals

Um  pooituse [G5ungen 2 ethabiler, muss C,C,Cy <A gellen ¥

Bei den belfrachlelon Ze/'?a/'e/en haben wir jeS%éla Aass beun PBerech -
nen von Deerminanten Vmuj.Swa;e nach emer Zerle oder yoz/-
fe enstwickelt werden sollte, de mo:'f//césf viele WNullen enthat¥.
Es /67 nun e/kz/&?e fechen ﬁeje/n )[7[(;' Determimanven, dre u.a.
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verwendet werden kénnen , wum “zuscreliche Mallen * 2u beborr —

men buo. de zeffchnuﬂg von Dekrmmnankfen 2u VefE/)i/afééﬁ.

fchen /‘66)13//1 .,f%r Determinanten

a) Sind. alle Elemente einer Zeile (oder ~%a/;le) emer Devermmiante
gleich Null, dann hat die Determinante den Wert Null.

bl Schmanbt man in einer Determinanien dije 2eilen in ertyorechender
/ﬁe/'Aen)fo@e als 5/9a/ﬁ<m auf; so bleibt der Werf Glerch, d. 4.

Xy Qv ™" Qun Q, O, Clyy
a a - @ a’AZ Q Q.v;;_
' = ! \ '

Ry Ry Ay, Qypy Ay -+ Qo

¢)Eine Deferminante wird mit einer reellen tahl « muttplzatt,
ndem alle Elemente einer Zeile (Spalte) mit x mulbjolza i
werden

o) Vertausch# man in einer Dedermimante zwe Zeilen (Soaklen.) so wechset
Ao Deserminante /hr Vorzeichen.

e) Sind zwel 2eilen ( §oa//m) Ciner Determmpante 2ueinander propor-
toral,so hat se den Wert Aulf

£)Der Wert einer Deserminante bleibt unver Gndert, wenn das bie/-
{acé@ etner Zeile (Spalte) 2u einer andewn Zeile ( Spalte) addiers
WirTd .

Oa) Ha¥ eme Delerminante "Q;aéc,ésjes&ff “A. 4. Sind alle Ehﬁife
ober- oder underbalty der @/&(70/262/6/] Wall, So oot der lWert Ader
Dederminante. gleich dem Froduk? der Dizgonalelemenst, d.4 -

Qan Oyp - - = Qan a4 O o.__o(

O 0O - -- Qg Qry Q22 O, '

o Oi“\ N OV~ P PR P /' ~ .\ - TRy Azpi- Apy
". s '\‘ ' ' . - .- o)

@) ©---0 o SV Qo d-vn_— - e Qyn
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Wir illusneren du genann ven &fe//z i Aen Soewilel der Dekrm/ ~
nanten 2-fer 0/%/14443.

a) Qurv C4uz
= a'” ! 0 - 0' a\,’z = O
o 0
b) Cian Qaz Qi Qyy
=2y Qo Q4 Ay, ) =@y Qzz ~ Qqp Qyy
Qv Qu Qqz Qa2
C) Qus A1z K0y KOz
o = (O Rz = Ayp Qg ) = oL 0Ly By = Aozt 04 Rz
au QZL a—z4 azz
0{) Qiz Quy Quq QRaz
= Quz Qo gy = Gy Oyy="~ Cau Qzz = Qz4 Q»tz): -
Rzz. @y Q. A2z

6) Q44 C-@_M
= a44‘C'az4_ az,t'C'QM:O

Olzgq C Q24

~?) Qan Qe

0._14+ C'a44 Gy, ¥ C Oz

= a-44 C Qukca—ltz) - (-aZ/! + C- Cas )a»tz

a-44 0.42
S Q@ T Ay @y, =
Qzy Qzz

)@-44 Qyz

g "’QMQ'ZZ
O @y,

Berspirel :

a) |1 0 -1 b)[1 23 [4 21 Q4 |336]| 142
20 5|=0 5 8l=|z 53 TF ¢ 4|=7 4 4
30 1 -17% 2 -3 & 2 -2 -8 F -2 &+

Ny

A)[1 27 132l o34 e)[1 =Y -2
4!4/(=-444):/{A¢+ 2 F -4(=0
© 17 0o 3 1 1 F+ 2 3 9 -¢

g |12 3 10 3 3)4 e
14 2 3| =1 0 3 0 2 410™°°|=42-3=6
3 -1 9 3 -+ 3 © 0 23
L1

-2)
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2um Sthluss dieses Abschnitto Soll noch erne /&(74! vorgeskl s
werden, o ol Zefecﬁzzmﬁ von Determinanten 3-ter OrAn ung
VC/‘e/ﬂ'@CM.

&je/ von Sarres :ur aﬂwe/zdéarfd'r@e;éfmm anten S+ver J/z/ﬂq/g r
2unichSt schredbt man dee erolen bejden \;oa/){e/r der Deserminan-—
¥ 1ot emmael 1cht> riben e Aviie 75%2%@. enn madiyplsze Hf
man de jeweils mn Aen Dizgenalen stehendlen Elermnense. Du
Frodlukle der "blaven ?/'?fa/m/en " werden addiert, da Aer “rores
@/aﬁcm/en ! aiefdfn __sué/m/z/e M.

e v a7 !
/

Qyy Qzz Q23 = QuyQa Rzgzt Ay Qas + Qg

Qsq Q32 233 ”a34azz&43 _dza Qa3 — Qas

+ +\\‘+

Wir 20iqen de @E/f(/j,ée/f Ajeser Regel, ndem uni dle Determings-
e mut dem Za//xceﬁcken E}za‘m'c/c/wg&saé berwchnesr undd st
Eﬁeémsse Ve)y/e/céexz. Entunicken nach der {-kn Ze//e .

Ry Qqz Ous

Qza Q23 Qrpy Gop

Qyy Qzz Qa3|= O,y + a2

A3, Qg Qz4 Qg3 Qzqy Q32
Qyy Qg3 Az

=0y ( Oy A3z~ Qg Qps )- Q4z(0~z4 Qg3 A3y azs) +0,5( Ay &32’Q.34a;?)
= Quy Qo Az "CuR2 %y ARy A3zt Qe O340zt Az RiqQz, s Oz 4 daz,

Ein Ve{y/e/ch muk den oben angegaémeﬂ W 2&57‘ ol &é’/ﬁfw .

36/[5ﬁ/'€/.‘
-2 Y4 4
3 22 = (-2)62) S+ Y2 A+ 03 F - A-2)-A)-32(D)-5 3-Y

- =—27



Graufsches El[m[gg‘ﬁmszerﬂfzé@

Fier (7/5/6915 lineare G/e/chwzjss ;méme ISt dife Cramerxne /?eje/ yuchr be -
sondlero e/%ﬁb‘. Awperdem 1sf se rucr aef 6/6/'6444/(175574»{%&@ mX n
Gilelchun ger1 b n Unbekamte anwendtar. Im folpnden Stllen wir
daher ein a/@eme/'n anwendbares Verfutnen vor, in dem s(jas/maui'sé
Unbekannte aus bestimmten Q/e/'cwyyen eliminrert weren.

2iel Ist es, das vorgegebens (meare &/ex'c/zwzjs%s@m X me}&f
lontes Gilelchungssyskm umzuformer, das eine Scpenannke Zerlen -
5%757#77 bes/1zf. Daran lann dann einersests Aes (o5rn7s ver -
halien ( e//’zd%?? loshkar, unlesbar, unendlich viele Losunger)
abgelesen herden  andierSetto im Falle der (Ssharket de LoSungs-
menge anfach besthmmi weden .

Wi behondeln nun a//fem e linsas é/e/dumjssdw»ém mit 2
Q/e/céa/ﬁe/? 7&2’/' m Unbekannk, .4 -

Q44 X,,'l' a_,,ZX?"l" - - - - ""a,",_)(k't_ -—-+'Q4w XV\:
az4 X4+ q-ll Xz'{- .- .I—Q.U‘X\LT.,-'{_ Q;_ley\:-
Qiy x1+‘1£zxz+ c-- -t Xk+----+0~iw’<vl:
o*ml X4t a-w;z’(?,+ ----  F QMLK)(-{— -o-t Cl-;vmxw =

Das Zci‘su/zjsyer.fa/wﬂ beruh? a«.?Z 7/0(78/7&’9/7 @u/ka/e/zaw@mwzjm ;

1) Gle/ chan gern Airfen m der Rechenfolge miteinarder ver-
fauscht werden.

2) Gleichangen déirfen mef enem beliebgen, von Vud verachieate-
nen Faktor mulfypliziery werden.

3) 2u pder Gileichun g Aarf ein be//zfé/j')es M{e/)&cﬁes einer ande-
ren G}/e/bhaﬂg adliert werden.
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Bevor wir das Guaupsche Eliminationsverfahien weskr erfautern,
Gefrachilen wir emn Baspiel, dzs awf ein lineasrs Gile/chungs -
system m/t ZG/e/céuﬂjeﬂ (Zr 3 Unberannte Fiblst.
Ze/;o/e/.- Ein Unlernehmen produziest 2 Giter AwundB. Das Un-
ternehmen hat S Fabhgen, in denen dre beidlen Giter nach der
Ih der folgenden Tabelle fejeéefzen Hepgen pro Stunde produ -

ziert werden . Zbﬂk 11213
A 10 |z20|20
B 2ol10|20

Das Unlerneamen eriGlt emen Aufirng Lber 100 Epheitn von Gruth
und. 500 Einhei/ten von Gut B.
Wir bezeichnen mit X, Xz, X3 die Anzanl der Skuden, i denen
die 3 Fabrken zur Produktion des Aufbrags genutet werden.
Wie kinnen/missen X, %, x5 Gewdhlt werden, um o Einhelven
pir den /444/7615, 2u produziesen.
Aus der Awfgabensyé//xnj ezy/ﬁ Sich Aas wFo‘/7em!e lmneasr Gle)—
chmjssjsy@m i A0 X, +20 % +20X3= Y400

20X  +10Xy + 20 X3= 500
Durch Einsereen swellt man leicht fesv; dass 2.B.
XKa=12 Xy =2, X3 =42 aber auth X,=1%, =4 X3=9
[6’54&/%7e/& Sind. (TatsGchlich bes/tzt Aas @/e/'céafﬁafysw
sogar unendlich Viele LSSMje/q )

Wie wnr beieits qeschen haden, Qibt es fiir Linease Gilerichungs -
S JS/e/ne Strukverel] unlesochadliche E(yeéﬂ/Sﬂzc:p‘j//%/c e/ven .
eindenhq Losbar, unlésbar, urend!lich viele 45544/4(76/7.
Lir erdulern die  |olgehens wele zundchst an Belsorelen.



Um den Schretbaufiard spifer reduziren 2o konnes, Schiweibes

wir parllel en Fechonschema auwf. L werden sehen, dass masy
sich aunf dfeses [techanschemax beschirgnken kann.

Be/'§0/'e/ -' Gz/e/cmmgss Sskm Rechenschema
Noefizien oot | rechleSeiie) Rechenan .
Xy + X + X = 2 A4 A A 2 (2) 7¢-3)

2)(,1 +3><2_+' ><3 = -/ 2 3 /7 - j ]

53Xy + Xy tHXy =413 2 14 4 |13 o

Ziel: Eliminaton von X, aus der 2. und 3. Glelchung mu#
Hitfe der 1. Gileich ung . Doz
— Addshon aes (—Z)Tz”acéeﬂ der 1. é/e/dmj zar 2. é/f/béaﬂg
— Addihon des (—3)ﬁmhen der 4. &/e/'chwzg gur 3.Gilelchend
Die 1 &/e/'chcmg blerbV en vergndert

&/e/chunjss Js(em Rechenschema

Xp+ Xg +Xq5 =2 14 1 2
Xy — X3 =-g 1 -1 |-5 (2)

2% t X3 =7 -2 11 F

Zlel: Eliminavion von x, aus der 3. é/e/dwzg mit Hilige
Aer 2. &/e/'c/m/zy. Dazu :
- Add/ hon des Z-Mm der 2.Gileichung 2ur 3. Glewchuny
Die 1.und 2. G/e/chmg bletben wnverander?

hlerch ungssg,csém Rechenschema.
Xat Kz + Xq = Z Y 2
Xz — %o =-5 1 -1 |=5

— Xq == 3 -1 | =3 | (1)

Wit mubtyo bizeren nun nodi da letete Gileichung mit (1),
Adams ¥ e /z’acﬁﬁzzémlm n Aer @/’aﬁma/e/v alle 1 werden.
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tleich un35555km Rechenschema
Xat Xg + Xg =72 A A A 2
Kz — X4 =-5 1 -1 -5

Xa = 3 11 3

Lrr haben ran em zum /%ﬁﬁga/ySSﬁm@fz Efwimleﬂ/es ,
‘gpotafeltes " Cileichungssyalem, d.b. en Gileichangssysirr
n “Zallenstufen form ) Aas Sich nun einfa “Yieckwarto
Ah. von wnten nach oben aeflssen (E5sY.

Ve 3. Gleichung liefert unmittelbar X3=3.

Ernselzen von x3 m de 7.Gleichun i //'e/er/ D Xy==2 .
Emserzen von x, und Xz mn ae 1. &/e/'c/wmj //'evﬁsr/ P X, =
Soms¥: U=7(4-2,3)F.

Be/'S/aie/: &/e/‘chunﬁSSJs/em Rechenschema
I, ¥ Xy +2K5= 2 34 2 | 2 |9tE)qe)
2X 4+ X3 + Xq= 1 2 4 14 | 1 jj
3Xg =2 Xy + S¥a=—1 3 -2 &6 |-

- Addifion des ( ~—Z—)—.fachen Aer 1. Gy/e/'cmmy zur 2. 6ileich wzﬁ
- Addihon des (1)~ y?aec/zen der 1. &/e/c/zanj: zur 3. &/e/c/zcmg

&/e/chwzjssgs#m Rechenschema
3x,,+><2+7,x3 A 34 2 2

3x- Txa=-% T 3 -% @

~3><Z+?>x3-——3 2 3 |-3 j

~Addition des F-fachen der 2. Grleichung zur 3. Gleichung
ﬁ/e/'chmjssgsa@m Rechenschema.
3IXy + Xy +2x3=2 3 1 2 | 2
30 -3%=F R

0 %X=—6 0 1-6



.—-Zs_._
Ofenbar g/'bv‘ es kein x; R, das dije lerek &/e/'cﬁuﬂj OX3==6
erfullt. Damus Schlieft man unmittelbar, dass das liware
&/e/'chwanSJSém nicht losbar /st d-b. (=5 §.

ZZe/s/J/'e/- &/e/chmjss(ﬁs/em Rechenschema
LXx,+ X5 + Xq = 1 2 1 1 1 (=2) = (=4)
Uxg+2X, +%3 =0 H 2z 1| 0 j }
2%y + %X =~/ 2 1 0 | -4 <

- Addlihion dles Z—Z)fad.en der 1 &/e/c/m/% 2ur 2. é/e/'ch;m'?
- Addition des (- //(a&?m der /. &/e/'c/zwzg 2us 3. Gleichung

o /e/'ch,ccnﬁ 55 jslem Rechenschema
Lxg+ Xz + Xq= 1 2 14 4|
— X3=-2 -1 | -2 (-1)
h Iez'chcmgss jslem Rechen schema
LXy + Xz +X3= 2 4 4| 4 |-Z
- Xg=2 -4 -2 |0
(o=0) (ol 0)

Wir sehen dass di &iete Gleichung liberflissty isY, da se
keine C/Zed/hgunjeﬂ una /nforma tionen ljiefert. (nenerel/
werden alle & /e/dwrge/z der Form "0=0" fesmme/z :
Wir mathplizwren nun nodl dee 1. &/e/'cﬁw% et Z wnd
Ae 2. &/e/chunﬁ ek (1),

Gileich urqssy s¥ern Rechenschema
1 1 1

Xpt g Xy v 4x5= 5 1 £z |z
X 3 = 2 1 172

KJ&AM%W&;:SM D Xy=2 /st destds de 2. G;Ze/'c/;d’ﬁ €/ -
d%g ﬂmlfe&g% An der 1. Gleichung sehen w7 dass x, e



— g
jeu/zZ/Lér‘ werden kann. [noem wit x,=t sefzen, liefert Erz -
Sefeen von X3 = 2 und x=t i dic 1.6leichung x,=-F-L¢
/ns gesam * ethalven wa1r ase /éjswzjsme/{?e

UL=§C-4-%¢,¢2):teR]

Es j/'é/ unendllich viele [ 55&4/576/2 ; f&’/’ /edc ;062/5//6 Weatb/

ven telR emhalten wir eme s/oez/e//e /éfsu/@ . /m/}f T2erz —

meter. eometrisch bilden alle Punkle der [ é&affs/ﬂeﬁfe

7 Sdz/ulfye/ade Aer darch dee &/e/'cha/geﬁ azs Lrzeares

Gile/chin jSSJ‘S/@/ﬂS beschrubenen Foenen in R°
Nachdem i an 3 %7/9/5&5/7 Bergole! Ans Zéiswys verfahen ef=
Lo lert hoben Jeben wir nun ene allgemeine Beschreibung des
Verlahrens an. F Kilfe der erlawblen clemen faren Zerlen um -
#fm wngen ( Vertauschern der @akeﬂfaﬁe Aer G/e/ékm(fexz )
Helbplikahon emer Gleichun ki mrt be//éég«*em Fak o7 ung le/th
pell, Addithon ernes Vielbfachen eimer E/e/'chwzi 2U emer ardle -
ren @/e/c/wmg ) er/o/gr‘ im RechenSchema e /{m/aﬁ%ﬂﬂg
au  Zeilenstefen form, dic sich Schematisch wie pola? Aaroklen (assT

AR+ o e m e e e i e e e X A,
A K - mm e ool o oL LA A,
A% - = - - ccm o - - ds

1% - - - - ¥ | Ay

N # - % s

A % -- % Ar

Ocnm im0 -0 | dy,,
O--¢--=--=-==-==--0---0 | Adm

Ist eine der 2ahlen Ay, ..., dm mj/mh Wull, o gibt es feine
lé'5u/%.

IS* Apoq = Arn= ... =Ayn =0, 50 werden dee (1) - bis m—ve Zerle
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gestrichen wund man beshmmt dee /ékagsmexzfe auws der 4. b
T-¥n & /e/'chuﬂg Aurch “Riack Mm@@a{/o”sm " Die n Aer ZestonSvi—
fenform 2u den %a//eﬂ thne ”/7;0/04%5/447[@ g JohSwenden Unbekarnien
(%2 oblgem Shema 2.8. Xz und xy) sind fred wahlbar und werdes
Glesch den Tarmmetesn tyts - bn-r j&se@r‘. D Anzah! dler Un-
&%ﬂnnkw,dk7ﬁdﬁﬁdﬂﬁ‘WWMﬁh@%%w@/wn4fﬂmw¢aaﬁ¢d&
Anzasl der des [neasen G/e/'c/aanjssjs/ems. Im Fal/
der en dewﬁjeﬂ [Ssharkea? /st de Anzak! der Fméeﬁ‘sfaﬂdz
Wull ; alle Vanablen sl durch dee @/ﬁ/ﬁ‘ﬁ%ﬂfﬂ? e/hﬁlzm?? be-
Shmm¥.
Zum Abschless dreses /@//’@Zs betrachtesn wry noch e/'m"7e E’e/s/a/'f/e.
Dabei beschmznken wir uns awf das Rechenschema. Weiler versziz -
gern wir den Schveibaufwand, ndem wir Zelen, die nicht weker verardet
werden nur markieren. Du markierien Zellen egeben am Ende das
&%ama;&z&ﬂkw&%q&wﬁbw7
Be/'sﬁ/'e/.' X, +3%, =Xz =l

Xy FUX, =41

L¥ + Xy t Xy = F

2%, = Y Xy +4x%= 6

™4 3 -4 Y ]c—:',) ¢2) 1 ¢-2)
3 4 O |11 |&
2 1 +
2 -4 4 6
Lng -5 3 -4 JC—O -2)
-5 3 | -1
-0 6 | -2
6 ©
—6 ©




- Zg_.
gusammenstellung der markierkn Zetlen, wobes 2) noth durch (-5)
dividiert wird

43 4|y
12
Risckwiirisanflesen : xz=t Prei wahibar.
XZ=%:+-§_—1‘:
x,=ZF-Lt

L=3(8-tt,L+2¢,4):teR]
Do Anzahl Aer Frc/ZLe/‘?‘S?/mdc behﬂ':jv‘ 1.

Beispiel : Gzejeben sel das lneare G/e/'chcmjssjsvém
U—2v+w+22 =a
w+ Vv -w+ 2 =b
w +Fv-5w -2 =c¢
fir die Unbekannten wy,w,z . Fir welche Werte vorn a6 c be-
Sitet das G/f/'chuanSJskm L&%&{ljen 2 Wre sehen dre Losungesn
im Falle der Lésbarke? aus?

v A 2 1 2 a ]M) 1)
17 14 1 41 b |¢ J
17 F -5 - C ¢
v 3 2 -1 jb-a jc'?ﬂ
9 -6 -3 |C-a
o 2&—%L+c

Das &/ez’chuanSjs;@m 15F genau danr loshkar, wenr

2a -3b+C =0 j/'/f.

Fér 2a-3bt C =0 stellen wir due Zelenssufenform noek
einmal 2usammen, wobe/ wir Gleschung 2) notd Awech 3
Arvidreren.



._2’3—-

™Y A 2 1 2 a
o -z 41 b=a
' 1 = < = u v, w %
/%[Zaéw&’ﬂoa«'ﬂ/&fn :

Aus 2): 2=t W=5 sind be wiklbar

Damiy v=2% + Zs+ 1t

3 3
L y= b= Y o 24 g gp=Gtlo A Y
Aus1): u=o+2 X rds+Tt-s -2 z F35 %7

/njjeja,mZL ethalven war
M_{j 5, falls 2a =36 +c #0
f

atib 4 ._ b-a, 2 1 ) _ =
(252 +4s-1t, 02 To+dt s b): s telRy, folls 20-36+¢c=0

Las _leontief- Hodzll

Zu Zej/'nn des Ka{a/'/e/s haben wiT berwibo ein einfeches Beigpiel des

sogenannten leonvul- [lodels angegehen, das nun in allgermeiner

Form behondelt werden soll.

Wir berrachten eine Volksirirtschaft mit n mitenander verburdenen

Industren , von denen /eda en einzelnes Gut produsiert yund oAabe/

nukr emnen Produkt 'oxzs/oma%s verwendet. Fir o Frodekiron 14ses

Giules muss pde Industre /n/m@é’/er von wen/gskens enesr Aer

andern [ndustren benuleen. 2usiralich zur Veroopgung Aer andlerern

Industren mit iem Gt hat /wée /ndlustre m??//’céerh/e/_'se roch

eme exlerne A/acé/rz(ﬁe nach 1bmem Giot

Beze/chnun 1971

X; : iesamre Anzahl an Einheiten des Gutes i, die (nduste L

In einer beshmmten Zeiteimhert poroduiert

Qjy: Anzakl Einheiten des Guves |, die zur Froduktion von
einer Emhert des trules k bené'ﬁ\'?z‘ wirA



—3p-

Wir nehmen an, dass der Inputbedarf disekt prapevtional zar

flenge des zu produzierenden Outputs jst, d-b.

a X, | Anzahl der Einheiden des Gutes i, dw zur Produky: on von
X, Enhelfen des (rutes k. éezzé’ﬁjv‘ werdlen.

b, : Externe ﬂa&hfmje nach dem Gt (

Damit X, Einhelten des Guubes 1, %, Einhelten des Guutes 2, ..

Ky, Etnherlen des Gutes n preduzert werden konnen und da ex-

veyne /(/adzﬁmje by er;’f[z/[f werden kann, muss /ndustra L /)2555—

Samt  Xp=Qu X, + Ry Xy +--- + Q X ¥b; Ernherien Oles

Giutes i produzeren. Dies gitt fir alle i€ §42,...,nf. WiT erkal-

n somit ein [(mnears @A’/C/%#Z?SS js/em, Aas 1N Starda i sier-

Yer Form lacdet:

(M- a,,)x, - BQup Xp = == — Qun Xu = by

~ Qe Xy H(1-022)% = 7 T Gan Xn T ba

— QRny Xy — A XZ“ R +C4—0L,m)xn= by,
Dieses %s»@m wrA als bezeichnet De (e
Qe ) k€142, ,nT haber odler

- Fir gegebene externe /Va&%/zzjeﬂ 1) b2)--, bn JI&V
eine Losung (%, . Xn) o Om‘pm‘gfm;‘éeﬂ pir jeole /notustre
an, 0 dass alle NMechfragen Aer Industren wund de exlsner
/téw@/ﬂmﬁeﬂ onfiillt werden konnen. Es st e beackfen, dass im
Sinne dber ﬂ%abmsk//mg nur Zé’suﬂjen des &/e/duwfs -
5j5/em5 sinnvel! sind ,in denen alle x, ﬂ/’dh//z%ﬂ,ﬁ'y S
Beispiel: Wir befrachten ein /n/awr‘— Oa,;?wf Hedell mih den 3 Sek -

Yorert Schuserindlusini, Leichtindustrie undl Landuriviz haft. Dus

/Mm‘arz/mzierwgm selen Awrzh V&/gzﬂdz Tatbele Wn :



_3/,__

Schwerindustra | Lechhndusire | londwrrtchapt
Eﬁ%ifﬁéﬁruﬁ- @, =0 1 A, =0.2 Qgn =0.4
ix%ﬁgﬁf;ﬂv" 02420.7 G,,=0.2 Q23=0.2
f%%’fﬁfggg; Qs = 0.2 Qqp=0.2 Qug = 0.4

Do exsernon /I/a.&z{%zje/z Selen jﬁeéen durh b,=85,6,=35, b;=20.
Das [eon/—uff« Sf;@m fir du ;wzaﬂmén Decken lowte! :
0.3x, —0.2x,-0.1x, =85
— 03Xy +0.8 X5 0.2 X3 =35
—0.2% = 0.2 X, +0.9 X3=20
Wir (Ssen das (neare Q/e/'chMjSSjskm nut dem Q%g - AHgo -
Hhmus.

0.9 -02 -041 |g§§
-0.% 08 -02 |35 (-3
-0.2 -02 09 |20 |45

\nd 0.9 -0.2 -04 |85 JCMJM)
-0.9 2.4 -06 |2€S5

-0.9 -0.% 45 |30 £

2.2 -03F (330
1.1 2.95 |135| - 2

\nd 2.2 -—-0.# [330 —’]C4)
-2.2 29 |350]|¢

- t2]720

&es"a,yg&ﬂes %s{e/n nach Divsion ven 1) dureh 9.9, ven 2)duwrch 2.2
wd 3)durch 72

7, -= -4 £s0o
3 ) 3

4 -2+ |418s50
2z 14

/1 100

/%(ZCMP{?W/&:S&? //'e'éff (X =A00 X3 = 200 ; X4 =150
L= $(1s0,200, 100) |






