UL Folgen, renzrerte und 5%7@/ vo7 Funktronen

Wir hatten bereits gesehen, Adass el der m-maligen Verz.a -
sung mit ernem fObrlichen 2rasfes von p und jewedls

weiterer Mitverzins wng des Ma//'/%/& nach t /aﬁfcn Aas
Kcz/o//ﬂf cw,,f
m T
K& = K, (4+ A 00 - m
a,/zjeum,ohserz /s¢,

= Aen Ausolreck / A+ ") hatten Mf‘/e.sﬁeéa/-/fﬂ Aass

ﬁ/;ﬂm /4+ —) —e=2.71828. ok

Das bedewtet, dass sich der Ausdmck [47‘,%’,,-) m%{;_’_
wachsen de m olem Wer? e nipert.

Diese Zusammen /chf/zjc wollen wir wun allgererner
betrachten,

Da}é'n/'ébn: Ejne reelle Z’@A&A‘[ﬁ?e Zan]: f(n/ /5T eine
Funkt/on f @Vg —> R mit ﬁyg N und We EIR.
flan kann Folgen durth 4}1{7@64 Aes Z’z’/gﬁ%age/‘z-es
oder awch durch Anflislen ser Funbhonswerte angeben.

22/5,0/6/ fa,nfné//\/ 2(47‘— 4) ]ﬂe/M

1 A
éjj,,{/—/z’———_/"'”(sﬁ
L€ Z /’lé//(/o

Y, &
Be,/ Aer Fa@e Zé,, j kaun man beobachden dass sich mi

wachsendem n dee @@énj/fe%e/’ I mer mn(//'ﬁer von O
unterscherden , A h-

L1 —‘—(9 ]

n
N = oo 2

A (gemein halten wir fest:



—-Z——
Definih10n : Gfﬁeée/z se/ e/ne uneadliche 5(76 fané. Mahes?
Sich a, mi¥ wachsendem n Jprai ener ree flen Zatl (nar,
50 hefof Cn der Girenzwert Aer Faﬁe- [lan Schicibt Hann
,Z/-/Vl d.n = 6-7

7 oo
and sagd, die Folse fan,§ ist épnwrjenffﬁeﬂ Gi. [t
Aic Folge kelnen Giscnzwes, sohefft sie Aivergent.
Berisple!: 8l-1)"Snen = 11, ~ 44 .. ist Ai'vergent. De Fo/-
genj//'ede/’ wechseln zwischen den Werten +1 und -1,
22"}7: 2,4, 8,46,... st al/'mtyenz‘- foo wachsendern

n werden o Fo/geﬂj//c:der /mmer grofer, sie wachser
dber pede ée//éé/}a Schranke . In einem solchen Fal/
schre/bt man £ip 2" =0

Z—nzj ==A,-Y4 —3,-46-25 .../t M/'Verﬁem‘. WA wachsen-
dera n fallen due Folgenglizder unter jeds belicbige

é/'}z Schanbas wndd man schreibt f_{;;(‘nz)z —o0,

Bevor wir uns mit einigen, far Anwendurngen unchisge
Folsen besch a;/#{}:en , fassen wnr nock cinige Kecken +e96/71
it Grrenzwerte zcegamme.

Kechen reqe ln [for Grrenzwerte

Seren fa,:j u/w,( {énj F&{f‘eﬂ mit L, =6a wun

”l—=> eo
Lim bn =Gy put Gy Gy €R wnol ce (R erie Konstante,
Thnn j/f?‘.'
Z2rm (C‘Zn); C- Z/m &, = C- 5(4_
Nn—ooco N->oo

- = m - =

i Can—by)= g/'ﬂ’z Xy — /ff,';ﬂ;bn = Gg — Gy,

n-o00
) , —_ p X, - p = .
Ligy o bn) = Ll ®n - L1736 = Cre Cre

L '619_:\1.— = V{L’P/San)/(g/_égbn/ = g:_ /Ka/lséé?éo,

+y1—>o0
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WIT befassen uns aun wut 2wel Typen von Folaen,Aercs
Z’/fﬂl%nﬁ‘s fese?%e eine bestimmite @Wﬁe Strzc ke r
m¢mz’5en.

Lofs'nsvion : Eine Fa/;’,z ;Qn j/zezﬁz” AN mehsch) wenn Are
ﬁ/c;ﬂf’eren z zwerer aa.,[’e/h an a’e/‘fy(/jend er /9L/fgn f//éﬂ/e/-
enstant /St, A, 4. wenn j/@a‘:

Aniyg = QO + A »ru# dle R honstant.
44&/';4@/16(9/‘72@ ?,Zﬂde Fégfﬂf//ed er untersche/den
sich also Stets wum emne adldiave Konofzrrte .
Besspie/: Lineare Abschre/bun 7
Eine Masch/ne wrird yfo'Zr 25000 & m?jescéa//{_ Es
wird angenom men, olass der blert verlust /Z'/mﬁbh v
werls 10% /hres AnscAaf{angSWerz‘es éez’/z’c’daf. Zor Rest -
we st (/er/'djef’f sich also /e,’dej Jalp/" wuw 2500 &
Beze/chnen tnr mit £ den Restwerf nach n jatisen,
So erhbalten a7 :

6 =26000,K, =22500, R,= 20000, Ry=17500,R , =15 000,
Be=12500, R, =100 00 ,R5= 1500, Rg=5000,Rg=2500, Rao= O
Dies 15T eime (endliche) omthmefische Folge Z{/Q}z Zr,:o
mi¥y Rap, =R, 2500 ,n=-4_._,39.
Lefinifion: [Eine Folse fa, ] helft geometnsch, wenn Aer
Nuotient zwerer aufeinanderfolierder Folen 15/ 1EAE T
konstant 156, o . L. wean j’/(fr‘ :

Qppg = A, 3 mi/Y 2R Aonstant.
Aufeinanderfofgende Fofenglieder unterscheiden Sih
also Stets um erne multiplikat;ve Konstante.



Uy
Beispre/: Die Z/’/zSesa’/zsf&rme/ K, = K [4 *+ ;’:—;) " Aefenier?
cine feame%*m'c/ué Folse fKn]néNo mit Kup, =K [4*,;%; ,

Aus Oer @ﬁ&hr%b@ hann man Aireki den {éﬁe/zdérm%/—
bau einergeom etreichen /'5‘/76 asleser .
2y A= "3 , Q = &'-’7*;@/’32/ Ay =25 F =% '57231""
A4, a,//?o,me/n Aning =4y 2",
Crr & éer/ej’en nan das Konuerfenz verhalten ven 2’3"].
Beispiel: j 0.1"f = 0.1,0,04,0004,0.0001, -..
70.97f= 0.9,0.81,0329,0.6251,0.59043,___.
und 0.9 =0021299....
[4.475 =44, 4.24 4,334 4. 4644, 4.64051, ..
wnd 4472108 347F0S ..
{(-00)"[=-0.4,0.04,-0.004,0.000 1, - - -
geo,s)”gz -0.9,0.81-0729,0.6254,-0.53043, .- _.
$EAA)"S= —AA A 24 ~ 4. 334, A YL Y A, ~ 164054, .
Geometrische Folge
05 e
El,ﬁ—- +
III,4—_ =,
EI,E—_ +a,

0.0

-02 o
-0,4 - o

-0,6 o

-0,8 -




5
Die Ze/’s/y/'c/c unfer mauern WagenoQ Q/We/}w /Wafe.
Sare: Esyz’é»‘ o n:jfo ,yfa//s -1<9 <A
s> 00 1, falls g =1

v f-?”]né//\/ d/'m;,znﬁ palls 2¢ (-1 47,

W7 wenden uns nun Xem Garen zwertbegriy fir rec/le
Funktonen zu. Es Qandelt sich daber wwm crnen der zen—
tralen Begriffe oler Analysis, ohre den Sich wihfrge Ei-
gen 5c/m7/tn Von Funklioner wie 51@4"7/%&&7’ und Dffe ren—

zierbarkelt nicht Veﬂzé’n/é{? erklcren Eassen.
Be/spic!: j?fcée: Sel olre rationale Funktson

fex) = ’; ::,{ mit dem Definitsons bereich Dp=R\e1J.

Wir an¥ersuchen, wu Sich o Funelionswerse o) ver=
haCten, wenn x i1 oler Méhe von //é(,'e(’fé.

x 0.3 |0.39 0393 | ---[1004 |1.04 |44
,ga)\ 2.+ | 2.9704 l 2.33300/ ] - .- ’3.003004/ 3,424’ 3.341
Vi Tabelle @7&” nahe, dass bel immer we/teser Arnmahe-
fung von X an den Wert 1 der Funktionswert /mmer
robor an 3 heranq rickt
Shae ¥ man Sich den Funktionsterm genauer an, so
stellt man ﬁaz‘, olass x=4 nrcht nur eme Vullstele
Oleo NMenners, sondern auch des Zéhlers (St
Val227.77) P&\’jn@m Arvision kann man den Zabler
fokdor.sieren.

(x> — 1) (x=4)= X*+x +

KZ — Also s/ X3—-A=(x*+x+1)(x-1)
xR : (x*X +4) (X~
1 und damut fox)= = 4

o



_¢—
Taraws Casst Sich nua Ler G/cnaweﬁ‘/&,‘rxﬁen 7

L olol best)smmen .

3 o xFx+1)( .
i 3% = Ly ;Miz,&m (x*+x+4)=73

Wir fassen nun den ienzwertbegnfll mathematisch gerduer:

Defirition: Seien | erne Funttion und xo €R wmst
Cxo—€, X, ) C lD‘e undd (xo, &91—?:)9:/7‘[)

liirein bun reichendl Alernes €>0. (Das bedeutet, 4ass

Adw Funktion mindestens m e/rnem klernen Bererch aum x.

Aefp'niert sein soll. x, selost muss nrch? im @g}l/'n/;é ons —

bereich Ciegen. )

Sheben nun zu ée//ék/"jen Fat//eeﬂ Sx, fdie von links oder

rechts (mmer noher an X, heranariccken, Aie W&hé}gfen

Funktionswe rie ﬂf(x,,) gegen eine Zoht ) dann /ze//'&z‘

G2 Prenzwesrt ooler limes von f Lir x gegen Xe. fan

Schreibt dann xziv;";?o fex) =6

Betrachtet mooa har Aje /Va:'/Leluﬂﬁ Von 1echts bew. Gnks
an die Stelle Xo, 50 SPRCAF man vom fea/nfsse/%jen Girene -
wert e bzes. vom 5/'/%566/1939/1 Guenzwert Gy wund

SchrecbV Aann fiv’fﬁg fo) =G bz J{%ﬂzg fexl=Gy
SHmmen Aer rechts ~ und Aer K/'mésse/ﬁfe Girenzuert
Liberein, 2. 4. (7/'6/ Gle= Gy =G, Hanx f/’ff ek
/'HSjédef YAV % .,f()c) =Gh.

PR
De echen /’Cf@gﬂ 7%027’ Gaven Zuserfe Vo Feentsonca syioof
a’a/&;’? 2 Hexen ;&Zr Fa?zﬂ,



. T
fechen rege/n Vf ap Curenzwesre Vou FurTtionon
Seien %fu/t_d A [—ce et onca mit Lrrm .’ffx) =>évg undl

XD Xe
éﬁ?ﬁ Acx) = Gﬂ wnd. Cc e R erne Nonstante.Dann (7/?7/.'
e o) g5 = -

L C:/m)*ﬁcx)) = &Zéhgaﬂfcx) *f{ﬁ;’:’@éc’” = @f + Gﬁ

X7 X o

n( Pcx)— = 7 -2/ =Gy — Go
Lin( Pcx) —Bcx)) ,Z/mafcx) &/mﬁcx) % 7

K=7X o X Xp ~ Xo

Z/M(f[x) : &CK)) = Zimn f(x) « i fex) = G;Ve : C;@_

X-2Xo X Xp R—=2Xo

2o fcx) — f_/_;/;;tcsfcxl: &ﬁ /fa:/[S é@?ﬁa‘

xD%e g (x) kg_,:),,)?o A Cx.) Grg,

1 X220 i '
3@/’5/9/’5/: Ses’ ,&x) :5gnéx) 22"4 4’2200 die Syﬂwmfurz/cﬁaﬁ.

—

Hier (7/'67‘.'
ST graenfiaak i o
7 L 3Jnfx)=4
| p s
p &( ) =—
ry 1 »é_/?ﬂx’oi §L7/L
[Lraks ~end rech¥sseitger
T T T 11 Giren 2pert fiir x>0

sthmmen nicht icberern.

Ader Girenzwert Em .ijz X))
xX=vo
exnterf nicht |

Aufrerden sipd e @/'459/%;@4 Gren ewerfe auch nod/lvom
Founkhonswert an der Nelle O veroctden.

Man kann de Qﬁam,&cwé o1 il Zeichnen, ohne den
S abzusereen . [lan ﬂafw‘ el De 5(/7/2 %m,ﬁm/eﬁan
1t nichi- Sleéf an dor Sfee x=0O.
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//éZo,ﬂxg werden S ieé}J,Q Feenltrsonesn dadiirch ‘beschreeten)
dass man /ve Crphen zecclinon hana, Ohue Ko
St abo 2w serzen. Dise sehranschauliche Beschre'bung
/st a//erd///%s cenfer mathematischen Giesichiopunkter
unzureschend . Lk Aetinieren aaher Aen @«nﬁ? Aer
5)@;‘(75&&% mi¥ (e von Guenzwerien.
Zepn/bon: Sewen 7fo<) ere Funhon cwad x, Q@Pg i
yf beylBt 0/6»%022 i1 %o, Wenn (7/619, Aass rechds - wund Cnks—
Se/'ég,of Grrenz wert existieren, gle/ch sind wnd mix ders
Fienltronswery Lex.) an der Stelle x, wbereinstmmen,

A bL. kerz Lim ,ﬁ(x)= Zym (cx7= (cx,).

xX—2 X X~)Xg

26/3/9/19/: For Kcya/%ﬂ'«zfajeﬁ Yon A000E bis A00 000 E

mit ernem /4»;4.%%7@2—6/'7‘/?&“;44 von ] jabh bietet emne

ante 750{76/16(2 AondliHonen a.

For esae E/'A@é by A0000E: 3.0% Jahreszns |
Lber 10000 € Ly, S0000E: 3.5% Jahreswins
Lber $0000 & b5 400000 €: £.0%  Jahseszins

%%ﬂ/ﬁ der am /44 resende ﬁ’//@m Zinsen in 45@?{7@//

Von der [:'_—/'/lgzj e x . Einsen abhdngig von der Eapifaleinlage

4.000

3.000

x-0.03,40005>< £A0000 -
Frx)=0x0.035/40000£X£50000
X:0.04,50000£xX£ 00006 ™ 7

T T T T T T T T T 1
10.000 20000 30000 40000 500000 60000 70.000 20.000 90.000 100.000
x
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Hier hat der Girapth der Finthon affensicAtlich %mj—

stellen bois X= 10 OO0 und x=60 0 0 . Be/ e/ner andere/
Funk¥aon konnden solche gmaﬁ;fe//en aber awch kletner
ner wund damt “wunsichibar “Mﬁ//eﬂ.

LW wateroccchen Aas Girenzverha lven 57/ X=10000 wendx=50000.

Zrm ’f()C)«,Z/m X.-0.03=300
X210 000 X 10000

SECA) = b X- 0,035 =3SO
x-—MooOo X = A000 O

Lyon )Zcx) = bim x.0035=AF50

X950 000 X—=)Spoo0o~
VAZZS ‘fo) = L X -0.04=Z2006
x>soocoot x<—> S 00oo"

Fronzipiel! konnen %«5@6&4&%ﬂ/¢£€2@ Craevt Selar uner—
schied [1chen CharaKer baben & 8.
5,0%759@//6/2 [ Pollsvelten, ?%h/%éw&z%eﬂ :

Wi¥ bhallen nerh 7@4¢ Hro ez 11 /af/kff Vﬂ77€59@//9é/4
CrrurdfunkFionen sieh: g sl aa{ rlasermn jewell)oen Ve -
/zn/ Honsbereich.

Aeloerrterm sinol Summen, Difercnzer, Froleckic, Quotiintess
v Verkettungen Ss(eé?zr Frenbhorwee peder skt ac/
Alem /6%/7/{'56/7 ?%lrw%'a/wém‘(ﬁ,

Beispiel Wiy betralhen Q,foc) :ef@zf/e, un jzx)=f>_<7
9 =R, . Be/de Funktionen smd M/Mn /éw//géeﬁ
Q%x/wé améwz C/LZM 0%@94(7 Dre verkettete Funktion
[.{oé)[x 7/[35’”) =™ /5o Svér‘;j ./ar alle Ke@ =R,

Wir beenden dos Kc;a/'/e/ m) ¥ oler cxem/ola r2.schen Berech-
rung erniger ?fenzwef{e ,dre e/'m\';e Ader wblichen Vor-
ﬁeéens €IS dem onsHieresr.



Beispse !/ : Qy[Cx);—_ XT_23x>—9x% +23x — 42
X - < +15
(IJan o4 ,Z/mgfx.) 2z
F/mﬂfz—en wvn x==3 /1 Aes Zaﬁfer/aoﬁzzam //ey[erf
-3) -'3 (- 3) -3 (- 3) +25(-%)—12 =

tnd X=-31N dus /f/éﬂflff/DO{JUﬂam (-3) 4—2’*(’3)%—45':0-
2abler— unA /Veﬂne/pafywm haben also beide an Ader Sk/fe
X=-3 e/ng Mlsitle. o Padyxmma(/'yz'ﬂm berechnet man

(X ——374 37<—)/23)< 42) ()(_1-3) )(_ é,( +9x-Y
Xt +3x3

-6 r>_3x*

— L x> _49x% Atoo : x"-3x> - IxZ1-23x—12
z X
—Ux—AZ
—b{x—/tz_‘a
@
(RE+ZK+45):(x+3)=X+5
% +3x 2 B
X FAS Aso:xF+ BX +16= (x+5) - (x+ ™)
TX NS

o
Dami ¥ ndet man ;

— C
///n.vfcx),,é/m (<36 0%~ ) Cxr®)

X=> .3 X -7 C7<+'5’7);%7
) 3 -6xF 3% _ AFC - 99
=l TS 3
2@/’5/0/'3/ N VY Arz'—T27
40 2t

Lim (TA+2 —12)(Thez' +121)
A0 2.‘“—('91,'("2)1’@)

. h+1-2 . b
L (Mol =450 2 A (TR +TA)

Il

a1 A Y
2(TZ+7T=Z7) ~ 47z ~ &

I




. _ AL — §1x*
26/5/016/: )f_;/&;:b 27,;(7 —
HA der 3. binomiSchen Forrie!/ 7{,’&‘
A6 -8AxE=(4+3 x)(4-3x) =(4+Ix) (2+3T<)(2-3T<)

Som/ ¥ Lolg +:

¢ 1(2+27) (23X
_ 46_ 4)(2'__ ) {L{'IL%X
3

= Lr () (Y+ )2 +3TX)
x—b%—
=(-1)-§-Y=-22



