Uapitel L. [Teelle Funktionen cliaer lbrakled

Ze @al'é)é//%%f und élmfersac/wz@a ckonomscher Zusam -
men hinge und ?mb/%m@//aﬂjw erfalgt Az Herch
Modlelle, die durch mathematische Finkpronon besch iie—
ven werden. 25/'5/0/6/@ /z/'erﬁ[;r smdl :

— /l/adz,ﬂmfe - wnd Angehotsfunkhionen

= Uostenfrunktonen

— ?mdaéﬁbﬂs)["aﬂ/cﬁ'a/zeﬂ

= Mmmm)faﬂ/aé'anen

- &emmg/‘aﬂmmm

/n diesem Kapite! werden Funkiionen ciner reeles

Vanabtlen besandel¥. Neben der E&,&%kaﬂg j/‘Md/Q‘

gen der {?ey n,'[’fe werden 812{72 e, 1m Fusamm entrang s ¥

Chkonomlschen F/ﬂﬁ@j)@//«/ﬁfexz éézep’g& cu;ﬁée/e/m’e 1~

fhematische Grnd funkhonen emﬁe/&’hﬂ‘, wobes e/nipe

mogliche An wendangen rn Ze/;o/é/cw Skrzziert werten .

Em/c}feé/ando . Stwedlieren Sie mséesondere dlie AbSchin vk
2w Forenzen, [o9athmen und Funkfronen aus dem
Vorkurs !

Definltion.: Eine reelle Funbktion £ ener reellen lara -
blen 5t eine Luordnung, die fedem Element X aus
emner /’feﬂye % < R emn deuﬁc;q eme reelle Zah!, den
Funktrons wert fox), euordnet .

Dp hey3t Definshonsbererch von £ die Menge %/F» aller
Fenkrons werte /Le//'ér‘ werfebereich von £.
£ D CR—>N\p SR, x—> fc@




Bezeichnus j s[5t ]f ene Funkton ) 80 beze/chnen wir h@/&g
den Wert von f an einer Stlle X nut Y =Lrx).
x hel3t olanny //waééamf,ye Vanable oder %7amexfu‘ von
7[’ und P aéécmgge Varable .

Zemeréanf Wicht 9 ver der ﬁe/m/ﬁm Aes Funktons be -
?/nﬁ,% /S¥ dre Fé/z{e/sz nach oler E//zdeza?ée/%der
Zacsrz{%aﬁzg
D Zuordmmy Selpst kann autf unterschied(iche /?rffe«

geben sein . 8. darch eine Formel,emne Jabelle oder avch
darch erme Kurve.

Beispiel. Vie Lolsende Tabelle ordnet /e'der Jatiresgah! 2asischen
1938 wund 200 ¥ den durchschniilichen personlichen [on -
sum 11 Doflar 1 den USA zu.

oA |4439[493Slzooo’zoM]zOoz[zoozjz,ooq
puro. U | 5873.5| 62825 62334 20550\ 1376 1| 2760.9| 823 4.4
Der darchschnittiche persénliche Konsum ¥ hier eme Funk -
tion der Jahreszahl

Beispiel - Dse ng@narzm(e ’Za#”er—f{ urye ”aq/;'v‘e/'ﬂ ttedel] fir

A die Steweremnahnien als Funkbion des

) Stenersarees . QFensithtlich Sd die Siaer-

: esnnahmen Mull, wenn der Stewersarz 0%

: betrég?. Ein Stewersafs von 400 % lassF-dje

L\ 5 Arbe/tsmotivation ouf (nahesu) Mull sinker,

400

yexersa,ﬁf mn% do das jesam/e Emn komrmen czéygf -
werden mcissee-

Qas Hodell ist aller dings hev%d'a, umshitien )

Sfeafre/'ﬂmémen




&/5/7/’6/: DAX In Aéh&fnj(yke/'f vom Dot
4Jaﬂr‘ 40]0./1/6
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Bevor wir uns mit emnifen mathematischen Girendfunk ronen
néher befassen, betrachlen wir ernre empfache Anwendangs-
beisprele.
Beisore! : Honsamfunkrion
In der makroskonomischen 7heorn wird angenommen, dlass
der Gesamithkonsum C fir Giver and Dieast le/sfeen 1gen e/1e
Funkfion des Volksemkommens V15t Ein er1 faches /Todell [5F
eine aflin - lineare KMSLLm)fgmé;%n CCy)=a+ b~>/.
Die 5%9(/74m? b (dblickerwelse ewnschen Ound 7/916r an
um wie Viele Emberten oer Konsum zunimmy, wean das
Votkseinkommen um A Einhert Steigr. Die Ségmg (St e soe -
nannte Genzne /(7 wg Konsum ate Fusiion des Volkssinkommens
zam Honsum . |
Aus einer Un /ersadthg
der US=-Wirfschafe par
1923 - 1341
AKonsum funkﬁon 56 -
Ccy): 15.05+0. 1LY
&Iellz’:'ﬂe/\l?uﬂj zum Konsom.:

p= ——————=0.#12 24 ' ! ' ! '
A y o 1 c(_&r:l 2 — 3 4 5




Be/'sf/'e/.- Die Kosten ?&2'7- die Hers 9@//4443 von X Emnherten cines

Prod uktes seien jeyeée/z durch Clx)=100xTx" +500.

_ Kook = 07 + 31

- Fer x=0 haben wir
toa | Aoslten ven ((0)=500.
_ Dies sind dre Frx-
kosten, wahrend oler
Term A400XTX! ol
_ Variablen Kositen
e beschrelb¥.

il

2000

6.000

4000

— . r . r . - 1 . T T T . T 1 T T T 1
0 5 li] 15 0 25
|— Ce=00xy 7 + 300 |

Wir nehmen an, dass das Unternehmen x E/nherlen
produsiert wund bestimmen olen Zuwachs der Uosken
ber /%ers:@//u/zj e/ner werteren Ermhery.
Uosten Frodukbion x Einheiten: C(x)=100xT<"+ 500
Wosten Froduktion xt4Emherven. CCxt4)=100(x+4)Tx+4t+ & 0O
Zuwachs der Kosten : Coxtt)—Cx)= 400 [(x#)Txea! — xTx ]
Beispicl . Die A/a.ch,f/age von Verbrauchern nach eimem Guet
/n e/melr bestmmren Rehode 1sF aéAEa’/Zf/; vom Trers .
Liblicherweise geht dre W/zge ée/’sfe{éeﬂdem Prers
2crtick Dos Aﬂjeéoz‘ oler Hersseller dles Frodukres /s eben-
)!a//s aééd’ng@ vom Prers, dler erzielt werden kany, wjobes
das Angebot lblicherweise skl wenn der Freis 5;@/5#.
In etmem (sehr e/hy/achen ) [ odell mit der Bezeichn ung
PL&r den Preis kSnnte dies 2. B. so aussehen.
Nexch ,Fra_je MP)=100-P  Angebot: A(P)=40+2F




—
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ngebot und Nachfiag Der Schnstrpunkt |= der be/ -
den Uurven /st derjen /“76
Punkt, bei dem ol Wachfmye
g/e/ch Aem Aﬂj@éd)‘ shd-4.
An jebm‘ und A/ac/t}@mf/e /7
sind .

A00-P = N0+2F

=)
Der zaje/zéﬁ;e Prels

o B e felbt Glechgewnchtsprers,

A e zajeéo"nje Menge

ACP*)=(P¥) /st olre &/e/'céjem'c/zﬁmeﬂfe
(/n oer Praxis oer Preistheorie wird P ublicherwerse a,a,fofer
vertikalen Achse M@e&‘mjeﬂ.}

200

150

100

504

Allgemerner kann das [Modell lihearer A/accé/’/afe - tend An-
gebotsfunktionen folgendermaden beschneben nerten .
W (Pla -b-P , A(P)=x+fP
mit positiven Fammerern a,b,«, 3.
Aﬂjeém‘ und Nachfrage sind im &/e/thjemkéﬁ wen»
N(P)=A(P) &> a—b-P=oct+ P

& 7= L5
Ter ﬁ/e/'chjew/chb/pfc/g ’sE also | die zuge s
n’ye Gile/ch jew/c/w‘s men ge éeﬁi’ﬁv‘
WCPY = A(PT) = OF = a- b 2=% = a8 +xb

btB LR
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Belspicl: Die Aosren fur dre /?ese/ﬁjmj von /Zopder veruneres -
nigungen i esnem See selen  blp) = ——— =

Der ?e’ﬂz'n/'ﬁbﬂs bese/Ch (ST hier sinnvollerwerse acef’

D,="L0,100] enzuschrinken .

Werte fabelle

P/ O | 40{ 20| 30|40 [s© |60 |70 [ $o| 89 [400

4o
4+

40
/(4

bCp) O | zo YO
P‘ }45 * _{\ZO fz?’

200

Fosten flir die Beseifigumg von p% Verwpreivigungen
' 200
Was (st der Zuwachs an )

Hostlen, wenn sia# p% oler
Verun rein Clyzmjen Gor1)%
bese/ﬁj% werdlen Sollen €
éf/ov* 1) - b( /D)

_40p+1) _ A9pP _
—Aas"—c/o-rA) 105 —pP 50

_A0(p+1)(105-p) -0 (104-p)
T (104-plrl405-p)

150+

b 100

1050 0 @ e @ 100

—(4o¢/—P) (105-p) i

b= 15— —p

/4//[79/74 e/ner : Was st der Zuwachs an Wosten, wenn skatt o %
oler Vemme/'/zﬁmien (oth!%, h>0; éese/’ﬁjr‘ werden soflen ¢

) _A0Cp+h) 40P  _ 40504
blp+h) blp)=; 10S-(pth)  A0S-p ~ (0S—p-h)(105-p)

Z2.B. Zuwachs an Kosken )&cr d/e Zese/s/zfanﬁ von
30% Sttt 20% b(30)-b(20) = —- S X164 7

0% skt 50% : bl60)-b(50) = 14& ;"zox Y242z

G0% sta#80% : b(30)-b(£0)=2&

100% Statt 0% : b(100)-L(90) =140



Die Berspiele sollten zundichst klarmaches) dass funkrionale
Wmeﬂhﬁﬂﬁe als Modelle vieler Froblems /e//émyeﬂ cace/4e -
ten. Die Awfpate der Makbyratk /stes, 2LndchSY e/nen 7€-
eignesen Vot an Grundfunkiionen eur Verftigung e
svellen wunol Methoden cmzageéen, mut dlesren 1€ man aus
diesen Grandfankfionen zusammengesefzte [unk fionen
cntersuchen Rani .

/n olresem Kap/'/@/ werden wrr 2unachst 6‘7/1&/24[).44”4/9 onen
4 e/'mjeﬂ wesent(1chen E{?@ﬂscéz aﬂ/m angeéeﬂ-

émrzo/fccméﬁ'a/z er?
— Fovenz - und Wa/?e//améﬁ'wzen
- Ex/mnemé'aﬁ unA éodoan}%ma,sl’aﬂ/eﬁé/«zem

£ /jeﬂ Sch a/;@ﬂ
— Definitions - urd erkbere/ch
— Monovonse
- Zescé /in@%e/’f
~Symm efree/
— Um kek r,&m,é 2l

Punzchst ben o”%ﬁeﬂ WA Ein ﬁe Verem barungen und @gﬂz)«zz'ﬁ'o -

nen. Sel £:IR—>IR , 4=L0x).

Defin/bronsbere/ch : Wir vereinbaren, dass der ?eﬁ'mﬁans -
vereich emmer Fankhon aus allen reellen Zaklea LESfehen
soll, Pur die die Funkfon berechner werden kann, es sel
oenn, dass ern anderer Qgém'/}é'a/z‘sée/e/é‘é angezeler
/SF.



__8,_

Honotonie. Eine Funktion P hel3t %’i’;};o@ﬂ wachsend,
(x4) 2
wenn aus X, < Xz WO{?P‘, daSS ;éfxd)ézgi);z)jg/ﬁf
Eine Funkfion f /a,e/%v‘ ;Z;%ﬂo/pﬂjfa//end/ wenn aus
4)o>/ (Kz)

Xq<& Xz QZ@/% Aass 2(12()( ) > ,foz) j j//‘f
Feschrankthel: Eine Funkbon £ hefbt nach ; dﬁi;j veschrankt

wenn es eine ontante C gibr, so dass f[)()} ; C]) Yilia /?ara//exé@

Se heybt besch 12nkty wean sie nacl, cben Lind unken beschiznkt
/SF.

.Sjmme “en . Fine Funkhon £ heybt jeuafz/ wenn 1hr &/@04
(achsen '/ff’”m etroch zur N ~Achse 15, ol -4 - Loenn j/’cf/‘ ;
(1) xe Op =>-x €Dy wzdcz))ﬁc—thfx)fd’r alle x&Dp
Eine Funkton hey? Mjefdaéz, wenn it G raph (/anéf/_
symm ehath 2um Uryoreng /5% A b. wean /&
(1) Xe @75 => —X¢& @Y‘g und (Z)7£(~x)= ~f(x)far alle xe Cp.
Wenn fir em festes o.€R 9/eF:
(rlarxely =2 a-xel wnd (2) platx)=Lla - x)}fd’ra//exé@,
dann /st Aer Giraph oler Flen ke tron fjwmeﬁw'ck Zur (ze -~
raden x=a (Famllele tu Y-hse durch (a,0).

Beyor wir den gefmﬁf aAer K{mée/ﬂ?’fméﬁbﬂ 0(54'14/'6/6/// bo -
ymchien wnr zunachst e/ Beisprel

3@/5/9/@/ S Whir befrachlen die (imeare A/czc/u,frye/fméﬁm
N=100-057P

/n Ab /w'fng/g/ee/'% vom Prers T



Aus der Sicht des Iferstellers istes mog/iche rwelse eaeck -
méy319, die her 2usvelfendle /Yeﬂje als wahlbase Girele anzu-
sehen , um den oamus resultierenden Frels e betrachren,
A.-b. Aer FHersseller /st an Ader imyersen Funktion ( Umbelr-
ﬂm ktion) Interessiert. Diesen Lunktionalen stm/fzen/za/zg er-
halt man, wenn man Are //aoh/mye/méﬁm nach Pawf -
(&Y, 4.

N=4100-05PFP & FP=200-2//

Freiz als Funktion der Machfrage
_ _ 200
Wachftage als Funddtion vom Preis i

100 5

a0 T 1350 i

100

L I A L B B | =0
0 i 100 150 200 i

o

O 20 40 A/60 20 100
N=400-05 j//yr’ 2u jcﬁebeﬂem Prefs F die Wa%ﬁnfe N an.

Um j@/eeh/% f/bf =200-2 M 2u f‘ffe@e” er /(/acéfmﬁe A/ Aen
Preis P an.

In beiden Fallen handelt es sich wm Funktionen §
Die beiden Funkhonen siad invers zuepmander ¥

Um ke hrfmﬁh&m ( Inverse Funktion): Sei £ eine Funkiin mif
@eﬁn/'ﬁvnsbere/cﬁ @Vg und Werre bere/ch lh{g, / vt wumAehirbar

e/ndentig, wenn es au jedem ye\Wp Genaw e xe Bp Jibr,
So dass g:.yffx) f/}fy’.



__40_

/44?%/7@ lent deczu (st Aie &d/)?m? ,Aass zu verxhedenern
Elementen aus dem @a/f/é/ﬁ'wzslaefe/cé Stefo verochiedene
Funkthons werie yem"feﬁ mussent; d-h . wean Lar x, X, € Dy
mit X, £ Xo Steho 7£(x4)¢7£(xz) 759/(72‘
Ist f umkehrbar ein ﬂ[e/&ﬁ? , dann besitet sie eine Umbohi-
’ém kton (inverse Funktion) g mit Defin/tonsbercich @Of e
wund Wertkbereich Wg =De - Dabel 157 /ZZr Jedes 4 iz @é der hert
g,[g) Aie e/ndeaﬁda, bestimmeie Zahl Xélh/g mit fex)=y.
Es gilt dann ,&’Er xé@g=lb@ ,gelh/‘efJDOq :

}5(7); X L& é{-‘—vflx)

Veranschau!ichun g

TN
w‘—;‘i -

W Dy

//a[uﬁg bezeichnel man die Umkehrfunksion zu f mef £77.
Aechtung: L7 it micht dasselbe wie V-Z— Vd

M'chh'g s, dass es sich bei Aer é{mée/zm/? wieder um e/ne Funk-
tion handeln muss, wenn man von eer Umkehrfinktion Sprmchf
Wie man am Beisniel der Mormalpambe! sehen kans, /st Ajes
nicht  selbstveraigndlich.

Aus der Depinstion wirdl klar, Aass Sﬁfﬂg monerone. Funrkrip -
Nen st umkehrbar em Aewh sind.



A —

Eigen 5c/za/fen i veroer Funftionern
/st g UmkehiLunktion von L, dann st auch £ Umkebrfzné -
fion yon . Es gilt dann
3 (f))= x Lar alle xe Dy wnA
.{(g(g)) =y far alle ge@g.
2 Z—Z Unkhonesn
Zefinition: Seien 7€ R wiA xe Oy <R. Die Fnkhrovs
.{fdx)=)<4- heyBr ?oséﬁgfzmﬁﬁbﬂ-
ﬁgﬂh/}ébns -, Wertebereich wund wesvere 5(7'\%55/153/’,@/; Aa”ﬂjen von Tab .
Wir betrachten daher verachiedene Falle.

1) lex) = )(,7 ne/l/ 7 agerade Potenzfunktionen mit positiver, ganzzahligen, geraden
] . 7 U . Exponenten

4_

2.B. fix)=x*, fex)=x1
*D=R,W=R¢
¢« nach unten Awurch Mul/
beschrank?
. je/zw(e, ﬂ(h-Sjmmetr/éoh

2ur Y -Achse

. Sv&/grmmafoﬂ)ﬁ//eﬂd auf -,0]

sﬁa?/m'ze/mwczcése/zda%[[o,m), 2 4 o013

|—— 2 g —— 6

© umkehroar em demg nur b6/
eingeschrinklem Definitionsbereich, 2.8. D=Lo;)

Beispie/. Sel <7=7fo<)=><z mit =Ry, Wp =Ry .
Bes ﬁmmmi der Umhkehrfunktion :
(g=)<a A X 7/0)<=?L x=Tg7
Also ist 35375’? =y4* die 2ccye/zé’r7"7€ Umkehrfnktion.
¢t verfauscht man nech die Varblennamen - gx)=1x7



Zeichnet man die Graphen emer Funkbon fix) und der 2ugehsrizen
Umketrfunktion gex) In el Koordjnaten fys;ém ) el dem e Achsen
Gleich skaliert sind, so 1s¢ der Guaph ven geo AJe Splegelurg
des Graphen yon fix) an der erden Winkelhalbrerendlen.
Allgemein 15t fir 7Bac) =x", net, ﬂjefd.df und Wp =Ry die
wjeho"nye UmkehrLunktron gex) =xT1=x"
2) fex)= " nell, n unyenzde Potstitisnen it posiiven, gl
2.8 fu)=x, Y60<)=)<3, .{&x) =x% e
- 0=R, W=R
o unbeschrank?

-

1_

- ungemde, Ad-h. symmeNtoch 2um
ﬂhﬂ/ﬂﬂy

, s%rmj monefon wachsend a«,ﬂ R

* weger der sﬁmjen [tonesfonse auf
genz R umkobihar | due Umkohi-

ﬁunﬂcﬁ'@a lwste? .
gex) = {%&"/ N/Oj:f X* | X320

1.
', x<0 —(—x)“1x<o

)£Cx =x" neM. n gerade Ftataon g, i g S
z .5 &x)-x -;@,1&:0 == 77

- D=R\{0§,\W= R+‘(O,w) |

* nach unten durch O beschzink) ]

. jemdz, d,h.s(ymmehw'c/z 2ur 1-_

. Sﬁeﬂ(f meneron wachsend ai (-0, S _21_1 pamn B
5%3 monoton allerd auy (@)

. nar auf emjeschomé/e/ﬂ Delini honsberesch, 2 B. (0,2) umbehrréar

A

Féo/'@ [0/00) MYLM ﬂm/é&éd’,fd}ﬁﬁoﬂ j“)'q——f—x n

3_




lf)_‘&x): NEN N merm/p
z .5 $£X)=>< ,ﬁzx) =x"=

- D= [R\%03, \W= R\$03

¢« unbeschiznky

. uﬂgem,dlé.s(ymme%ch
zum U rsprng

. 5ﬁeﬂg meonoron fallend mvf
(~00, 0) und aeef (0,00)

O@aﬂzem @eﬁ}z (honsbereich

mbehrar Unhohrfurkin

Potenzfunitionen mit negativer, ganzzahligen, ungeraden Exponenten

CK)S?X “4}X7O g:?mﬂ}x‘>/0

g *(—-X)W,xéo -: | X< D
=X

5‘).€zx)=>< = QF

2 .8. f(x)—x” iac:"' ﬁ(x) ><

Potenzfunktionen mit positiven, rationalen Exponenten zwischen 0 und 1 4

20

13

10

05

\r’l

Potenzfunttionen mit rationalen Exponenten grafier als 1

. @=R+ , \W:-/’R.;.

e nach unten durch O beschrznk?

b

. sﬁeﬂg monoteon wachsend. auf R,
© auf gesarmtern Depiniionsbewich umkesrbai; Umbehrifzuntrion

gex) = x 7 =5



1y —

6 ) £ _ iP5 @aé
Y (K) =X st = Potensfunltionen mit negativen, rationalen Expotienten
-F_ 1 1 47
5. Lo )= ===
2.8. fa)=x = e _

‘D=R; ,W=R] |
- nach unten Awreh O 2
beschvankt

+ Streng monstfon V&//exzd ay/ R _
- auf 5esm;(em @%hx'ﬁ'msbe— 0

reich umhebrbary Umbehi— | -

@mé/hm gax)= x”‘}

[r12tionale Porenzen

mee: Was versteht man z.B. unter 31_272
Das FProblem ist, dass 121 eine Irmationale Zahl ist d.b4. eine unend -
liche, n/c/z)‘/oeﬂbdxisc/ze Dewmal/zab!l .

Awch wenn wir wuns mi# Fo(/jen wndl Girenzwerten bisher richlt be—
Scéé;%jt haben, veruchen wir ans yé‘/ieﬂdés vorz2usyelen :

Wir Starien mit dem Wert x,=41 wund bertchnen nacheimnander
far natarliche Zoaklen n die Werte

Xntqg =52{—x + }%;
X, =—'I—K +—£—o=2"l
K= Exe+ =t 2
X3= 57k =54

k.. W.

A
i=2=45
2=22=1440%

12 =2T224 414245682

/lan erhalt eme Fo{7€ von Zahlen, die immer ﬂ;’iﬁg/’mﬁﬁem/ﬁbéj‘/
A.4. erne Fvée mi? Guenzwert T2!. Befrachtef man daza Au folg e

e

3BL

HO?
342' 3 /—_-

, S0 hat man ene Fé/je mu ¥ rationalen Ex—

poenten. Dese Folge lasst sich als Folge immer besser wemlender



—15=

727
W hervngen far 3 assen. Den uenzwert defaniercn wrr
angen fir 3 ”
als 3°°.
Solche irrationalen Exponenten werdern be/zo?‘/?f, wn i Exponen—
halfunkhonen ol dem Definitsonsbererch D=R Aganieren ze
ronnen.

Exponen z‘z’a//nn/éf/men
Exponentialfenktionen treten i vielen wrrbchafits - und soeda/—
inssenschaftlichen [todellen awf . Jeispiele simd:
— wirtSch a,fz‘//'ches whchstum
— Bevilkerungswachst urm
— slez‘/g akkumu lietter Zins
~ abrehmendes Analphabetentum
Definition.: Sei aeR). Die Funktion fex)=a mit Ty =R feyfr
 Dabel hofet und x

Do es Sich bes der Vefmﬂdwzg von Exponentialfunkiionen off wn
die Beschieibung zertabhingiger Vorgarge handelt, wird Wf dse
Vanable t vermendet.
Im Unlerschied zu Totenzfinktionen, be denen die Basis dlje anabhin-
9i9e Vanable ist, ist bei den Bmﬂ@z‘/'a/yfuﬂ Kfionen dler Exponent
die unaéh&'/zgﬁe Variable.
Bevor wir uns mrt den (mféemm‘/kcﬁeﬂ)é’{;mscha/;@ﬂ naher éesc/m:;/ -
z‘{7en, betmchten wir e/'ﬂ/'j'e Ze/ﬁ;w}:/e.
2 elspie!: (Bevd! écmngs wachstum )
Wach Schiifeungen der UN wurde erwartet, dass die l?eyo”//ée/wzj
Europas zwischen 1760 und 2000 um cirea 0.72 % foro Jobir 2t -
nimmt. /W 6441 flio. im Ja/yr 1360 ware nach d/?fSé/‘%é’/%—ﬂ/?f



—16 -

;la,hfr Beyslkerng in Hio.
(74
179 60 6 41
19641 6441+ 222 )=¢44 400722
1962 64116072 (1+ ‘-’;;’%2)=6W-4,00722
1363 641 1.0072°

Bei einer konstant angenommenes Jantithen Jachstums rare
von 0.72 % wachst die zezxo"/éerzmg /'cdes Johr wm den Fakfor
1.00%2. Die Giripe der Population zur Ze/t ¢ bezggen auf olas
Janr 1360 (asst Sich somi? darch die Funkbion
Plt) =644 -4.0072°
beschnelben. Mach diesem [lodel] ware die Ze//o"/ée/wzﬁ Eurgoas
17 Jaby 2008 auf
Plug)= 644100 ?2 "’ 9045 Mullioner
xngeh/acé.sexz .
Belspie!: (Zinseszins ; exponentielle Verainsung )

Wir betrachten em zum Ze/fpunkt (=0 (Beginn emer Zinspesz—
ode ) vorhandenes Kapital K. Wir diberlegen, wie sich Azs Ha -
pital bel eimem nominellen Jahreszins (=p% entwrckels; wenr
das Kapilal  jabntich m-mally zum relativen Zinssafz ;- ver-
2inst wird und die Zinsern Jewells Aes Map/h/ (744{765%%'&07
werden. Zum Beiprel bedentef :

m=4: d/a/zr//dze Melzmsmg )

m=2: M/é/uéf’//C/LC Vcrz//zswg mn‘ =

m=12: monalliche Verz/n smi /mz‘
m bezeichnel also dre Anzahl der Z//zs/aeﬂaden pro _fatis: feT
m>1 sprich! man von un ieg%jef Vgrz/}z5mc7.
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wie 3/—9/3 ist Azs Kaf/)&/ Kom nach ¢ Jaéfe/z 2

m=1
t=4: K1(1)= i (1+()
t=2: K1(2)=K, (1+1)*

t=%5. KoL)z K, (1+ Z)

t=1: K21)= K (1+L)°

£=3 ) K,(1+£)°
2 . V\Z(z)’ \o 2

lﬂ:z = éj

t= % KH(T)= Koltry

b= L KHE)= K, L)°
2. 1

Al 5'e}y[e/n st K (£)= Ko (1+ )™

KAL) =K, (1+0)

Ko(8)= (i *°

Y-t

Kt ()= K, (1+E

A b. ene Ex/:a/zezzf/é{/wnkz‘/aﬂ
der Form K,-a® mit der Basis a=(+£)”

, 2um Ve/y/g/'&h berech -

nen wir {ir enen 4n/ajeb6fmg von ko= fli m=1,2, 712 Aas
Kap/'v‘n/ nach 4,2,40/54/14{/7 )&Z'r i=p% =155

+ 1 | 2. 10

KATE) | 1#0.05 =105 ma.oﬂ“ =/1025 105" = 4628934
U2UE) (A+oozS) =1.050625 (A+oozs) 21403813 | 4.025%° £~ 4.638616
wy(t | (1v0.125)" o= 1050345 (1+0.0425) "'440‘fo86 4.04254° = 1.6%361%
K12(¢) (4+000444) %0562 | 1r0.00442) %1, 40%43 4.00%45‘2"%4.64%00‘3

2ler VMCW//ChMMﬁ
Bel einam Am/ajebe;‘mﬁ Ve

16000 € eygip! Sich bei p=5% ]
nach A0 ]cy%e/? el Unkerochued 10+
von AQ1ASE 2uun mornadl/che |
wnd jiboticher Verzinsung -

24

gIeJ'chem nomz’neﬂen Jahreszins von zekhn Prozent
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wenn hot Sich das eyt mm’%oe/;‘?
Um djese Flage 2u beantwerter, muss man du Gilerchang
Ko (1+7£)7F =2 4, = [(1+5)" J% =2

nad t awflosen. Gesucht ot also Aiefenge Fotenz % (s VEr-
Aspplungs 2ect), 2u der a=(1+;5-)" ethoben werder puss, um
2 zu erhalten. Dies werden wir an 7921%1‘67 Stelle mut Z@jﬂ/h%ﬂiéﬂ
(Gsen.
Was es bedenlet, wenn wni die Anzabt! m der JZTW%M Z//'zs/% -
rioden 1mmer jm'/'ger wermen lassen , d. 4. Ve’mh5m(7 folen Tag, fedle
Stunde, pole Finute, pide Sekunde efe. befrachien, wesden wir as
Sspateres Sklle Jenamer wnkferouchen.

26/3/9/'8/.' Wir betrachten emne &fu//e von 10000 Anaphabeten .
Dureh spezielle E/de(zﬁs mafnatmen soll der Anter! dler Ana fpha -
beten n dieser @W wmn /MM A0% reduzest werden. (/se
Grefs st der Antei! del Arajphabeten nach t Jaﬁ%ﬂ 4

z | o ) A l 2 | 3
Angert /4mrfp4, [/zo ooolmooo{ —35)=10 000'0,'51 10000-0,9% '40000-0,33
w.S. W

i Anzahl kann Somit durh da Exponen tialfunktion

Alt)=A, 0.9°
beschiwben werden. Hir wt die Basis 0.9 < 1, mi¥ sunehmendder:
t ward Alt) kleiner
Nach welcher Zeit hat sich die Zahl der Anajphabeten halbiertZ
Zu losen ist dw Gileichung

A 09%=p5 A <= 09t=05

Creswcht ist also die jentge Rotenz t*(die Halbwertszert), zu derdlje
Basis 0.9 ethoben werden muss, um 0.5 zu erhalien Auch dies lost
man mit Hilfe ven Zﬁgm"%mm.
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Wir wenden wuns nun wuder allgemein den Exponentiolfunkhionan,
of.h. Funktionen der Fotm fix)=a* | a Ry, zu. Dazu schawen
wWir ans sundchst beispielhaft die Grphen elniger Exponential-
7&{/7 ktionen mit verchiedenen Basen a an. wir betrachten in folgen-
den nur a4, da der Fall a=4,d.h. fec)=4"=1 picht sondler-
lich interessant /st

Exponentialfinldionen mit Basis Exponentialfunktionen mit Basis
grifier als 1 % mds-:t;e_n 0 uand 1
i _ i @ = ﬂ?, \\/\/: ”\)-,k i
5 g
. * nach unten durch N
. 0 beschiankt .
] . ([p}: 1 5
<4 4
] « faraz1 sﬁexzj mo- ]
5] ?ﬁ 3
, neron Wachsen anf R N
— . ,ﬁ(’,’r O<a </ Sﬁefzf mo - i
2 -1 o 1——2? /Lm/? )&//e/lﬂ( ﬂ(ﬁ[ﬁ 2 1o 1 2

A/ejexz der Sﬁeﬂjeﬂ Honotonie Ist fex) % ﬁ?‘r fdes aeRINSA} wn—
Rehrbar e/'ﬂdeuhg. Due %zge/zo'h(';eﬂ Um keirfun kitionen sind dije
envsprchendien 10(74 nthmusfunktionen, die wir im Anschlass
an die Exponentia /ﬁm rttienen behandeln werden.

Es 7/'6%»‘ iEac+4) =2 =a %= a,—)foc) bew. A= %%Q :
Das bedeutet, dass Adee Basis a den /'elefen Fakfer daroteltt; m/7
Aemn sich fix) andert, wean x um A 2un/mme.

Rlls 4= 1+ 2> | p>0, wichst Lex) um p%, wenn x um 42—
nimmt . falls a= 4—,—,§0— ) PZY )fa’://f'pffx) wum /D%/ wenn X wm -7

wachst.
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Eine besondere Bedeuthﬁ kommt der Basis e,d.b.der “‘natirlichen "’
ExpenentiatPuntktion Vex)=e™ 2u, wobei € =2.7182848284 53045 - -
die Euleriche 2ahl bezewchnet. Die Euylerache Zakl e ist eine 1riatis-
nale Zahl. Um zu %e{7e/z, wie dre irationale Zabl e in ‘natur-
(icher " Weise als Basls auwftn¥, greifen wir das abﬁe Beisole| zwr
Vapitalverzinsung roch einmal awf
&/go/e/ - Witd em Kaf/m/ m - mal /d%r//'ch 2um relaviven Znssarz

von 75 verzinst, so hatten wir yfm’ aie Ka/yxfa/e/zz‘woé/xﬂf Are

Formel — KMmlt) =K, (1+2)" (76/44/161’5/7

Bei' wachsendeam m werden i1 1mmer kidzern Aoslandlen e relatven

zinsen dem Yapita! Zajesch/ayeﬂ. Wir haben gesehen, dass Km (£) F795e”

Wity wenn m grofser sid. (it flustriren dies noch enmal mdt fol-

genden Werten: Ko=1 ,i=100%, t=1( ]alzr) Lir verxchiedene leste

von m.

A /NS edern pro / “ /)

7 (2/)152(&%/4:7 W/Z/z (1+4)" =2

2 zzmszusdq/aj Mé/;%r//m/ (1+L)* =225
12 ( Zinseusching monatlich) (1+£)* x264303¢
365 (2inszuschiag tiglich) (=) x 2214567
8340 (2inseuschlag stindlich) (e 2)"Cr 27484 22

Man kann nun 2@/36/7, dass auch bei beliebg Wm Ziaseu —
schizg pro JQA«/’ dh. m—00, das Kapita! am atweserde emen be -
Shmmten Zez‘mdq nicht cberxchneton kann.

Berrachter man namlich den Ausdruck (1+ 7 ) 7? wr z—>e, SO
shebr dieser Ausdruck ﬁ?@ﬂ adre Eulesoche Zahl e.

fLan Schrerbt  Lim (1+ i} =e .

Zz 2 o
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Serzen wir Speziel =T ein und befrachten m —> <o dann ertal-
kn wir Ly (1+5) - . Damus hann man Schlieder, dass

m—ye0

. ) P VB it ct -
Lim Kmlt) = oim K, (1+7%)" =U,'e 5

m—>e0 m->e0

Wit ethalten damwut die Formel ’Z&,’r aye Sﬁe/mwm/e

Kit)= K, -
Weiter oben haben wir bereifs erwihnt, dass jede Exponentialfiunk -
tion Lex)=a* mit aeRINS1] wumbschrbar ein dentig ISE. Dre zu-
geﬁo'hgen Umkehrfunktionen sind die Lﬁaﬂ'}%maifaﬂéi’/bﬂéﬁ.
Loyam's%maslfuﬂéf/meﬂ
Wir wiedetholen zundchst die Definisron des Lajan':%mas einer
22hl w € R} zur Basis a:
Log, =y &> o=
Log, L4 [st also die /e”{?e Zakl v, die als Potenz yon a gerommer
werden muss, o dass & = L /St
Defini'vion.: Se/ ac RN543. Die Funkhon poc) = Log x hreqfot
(zwr Bas/is a).
Dumi¥ 15t fex) = g, x gerade olierch ez E(/'fmsc/zd/% Agleniert,
Mm/aeWunbém 24 go) = aX zu Sem.
Dether 9ier: log (a°) =X wnd & "= x r
Das Zojzm'%/am/e/e/? macht SopUSAGY das Exponentieren /z?céyé’ﬂ—
(7/3 und um(76/eehh¢.
Fer soezlefle Basen gibr es abkiirzende Bezeichnunger-
Loz ,X =4y x wund leg,x = x
Die Giraphen vorn Lﬁan’#ﬁmxsfaﬂéﬁbﬂfﬂ erhalt man Ash 5//2?6 -
Wj der E/yio/zem‘/a/ﬁan/a‘/b/zen an der erofen lirkelhalbliernden.
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Bevor wir uns Bex’;a/ée/eﬂ ZUWENARN) betrachten wiT die Graphen el
ger L@?a n)%masyﬁméf/b/zen wnd svellen e//'z{ﬁe imﬂd/efézzﬂe E{?fﬂ -
scéa.ﬂen 2USAMMEn.

Logarithrnusfunltionen mit Basis grofier als 1 Logarithmusfunddionen mit Basis zwischen 0 und |
] i 4

-4 2 4 i ]
] ¥ ]
-y -2

7 —— logy(x] 7 log,(x) —x

D=RY , W=R
Unbeschrankt
c{(4)= 695@4 =0
Lir a4 sheng monovon wachsend auf Ry

’ ,l’éff O<a< 4 Sﬁmg menckor ﬁz//é/zd aef RE
Ee/:;o/'e/: Wir betrachten eme %palm‘/bn, die /a’[hr//'ch um 3.5%

Wechst. Wie grof ist die Verdlapplungs zert 2

Zuniichst gitf  Pi)=R (1+ 35) =B 1035°

Gesucht ist 2,50 dass giet: B1.035% =2F

P.4036%=27 <> 1035%=2
&= I (1.035¢)=4n 2
<=+ ln1035=4n2
<=>f=%3—s
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T 2,142035’,4:20'4 S

Die Verdﬁ/goémzfsae/f éez‘/njf t

Wir wiederholen die Fechen ;eoe//y J T Aen me?%mag

1) Zoga_(x <7) Zgﬁaf + &93“
2) 203, ) = 4egx — 4.y
3) Leg,(X7) = p-deog x
4) 49, (af) =
Awfaabe.: Selx 0. oder falsch &
a) (k)" =l-snx?
FalschV Fér x=e 7 (tne)t=A"=1, aber 4 lne=Y%1=Y
), 4g x =Z,%T’7 Z
Nach W/ﬂfﬁ 247x"= %(T”) =4 X
¢) 2n (%= Inx" =3 Inx?
Ft den &je/ﬂ 2)und 3) gt

In x*° = fnx" = // =l x® = 2n(® =3t x?

Beispiel: Im Jahﬁe 1990 wuirde das fnd%xa/a;omdwéf (BSP)Chnas
auf 12:40°F und die Wachstumsrate auf =009 Jeschiter:
Das BSPder USA wurde awf 5.6 104 mit einer Wachstums-
rate s=0.02 jesché'z‘z‘:% Wir nehmen an, dass die BSF dAer beiden
Lander m den Folgejahsen mit den (7/6/’6&2/7 fLsen wachsen -

Wann waren die BSF der beiden Landler gleich (7@? z
BSP China 2urZeit #: B (=42 A0 (1+ 0.03)°
BSP USA zureit t: Bult)=56 10" (41+ 0.02)°

tesucht : <, 50 dass B (¢*)= B, (t*)

1.2-40"%4.09% =56 40" 102*

. 4-09¥_ 5.6
& 1.02% A2

& fm(,, oz) ﬁn(



Zn(%
<=5 f: 0 ££1>

1.02

(53
Also st das BSP nach t*= —— 053 223 Jahwen cleich .
50 | nach t 2 (222) Jehren glerc 3/@%

_Zq_



