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Kapitel 1

Einleitung

Die Modellierung praktisch gegebener Optimierungsprobleme fithrt in der
Regel zu Optimierungsaufgaben, bei denen eine Zielfunktion f : U — R
iiber einem Teilbereich X C U des R" zu minimieren ist. Dabei ist f zu-
mindest als stetig vorausgesetzt, oft aber als (zweimal) stetig differenzierbar.
Der zulassige Bereich wird dann durch Ungleichungen und Gleichungen be-

schrieben
X={xeUyg(z) <0, h(z)=0},

die iiber (stetig differenzierbare) Funktionen g : U — R™, h: U — R?
ausgedriickt sind.

Dabei sind all diese Funktionen in einer zumeist vereinfachenden Modellie-
rung aus Griinden der (schnellen) Losbarkeit der entstehenden Optimierungs-
aufgaben héufig affin-linear, es liegen Aufgaben der Linearen Optimierung
vor. Um diese Linearitdt zu erreichen, werden allerdings teilweise erhebliche
Ungenauigkeiten in der Beschreibung der Wirklichkeit hingenommen. Dabei
ist die Ungenauigkeit bei der Modellierung der Zielfunktion oft grofer als die
der Restriktionen.

Deshalb ist ein interessantes Modell die linear restringierte Optimie-
rungsaufgabe. Diese behilt die Linearitdat der Restrktionen bei, ldsst aber
bei der Zielfunktion beliebige Nichtlinearitat zu. Mit diesem Aufgabentyp
soll sich diese Vorlesung hauptséchlich beschéftigen.

Zum Beispiel konnen die Koeffizienten einer zunéchst linear formulierten Ziel-



funktion (von den Abnahmemengen z; abhéngige Kosten)

n

fzy,.yzp) = Zcixi

i=1

in Wirklichkeit nicht konstant sein, sondern von der Grofe der Werte x; ab-
héngen: beschreiben z. B. die ¢; Kosten pro Mengeneinheit, so ist allgemein
davon auszugehen, dass bei steigender Abnahmemenge diese Mengenkosten
sinken. Je grofer |x;| oder ||z ist, desto niedriger wird in der Praxis ¢; sein,
was durch ein lineares Modell nicht widergegeben wird. Also sollte man rea-
listisch ¢; = ¢; (21, ..., x,) ansetzen. Dies macht die Zielfunktion nichtlinear.

Kennt man die Abhéngigkeit der Kostenkoeflizienten ¢; von den Variablen
Z1,..., Ty nicht, so wird man sie ggf. in bewédhrter Manier als affin-linear

ansetzen,
n
C; = éi —+ g Tijxj
J=1

mit geschatzten Groken ¢; und r;;. In diesem Fall wird die Zielfunktion zu
einem quadratischen Polynom, das Modell zu einer quadratischen Op-
timierungsaufgabe. Quadratische Optimierungsaufgaben sind der néchst
einfache Modellierungsfall nach den linearen Optimierungaufgaben und es ist
von grofsem praktischen Interesse zu wissen, wie man diesen Aufgabentyp am
besten 16st. Dies ist auch eine primére Zielsetzung dieser Vorlesung.

Nun ist die theoretische und algorithmische Betrachtung quadratischer Op-
timierungaufgaben nicht wirklich von allgemeineren nichtlinearen Modellen
zu trennen, deshalb wird im Folgenden auch von allgemeineren nichtlinearen
Optimierungsaufgaben die Rede sein. Wir wollen aber versuchen, diese grofser
Allgemeinheit, wann immer sinnvoll, auf linear restringierte Optimierungs-
aufgaben zu beschrinken, d. h. auf Aufgaben mit nichtlinearer Zielfunkti-
on, aber linearen Restriktionen. Bei diesen Aufgaben sind manche Dinge
einfacher zu beschreiben als im allgemeineren Fall. Gleichzeitig konnen die
grundlegenden Techniken doch auch hier schon dargestellt werden. Einige der
angefiihrten Fakten gelten allerdings im allgemeinen nichtlinearen Fall nur
unter zusatzlichen Einschrankungen.

Im Folgenden betrachten wir also eine linear restringierte Optimierungsauf-
gabe mit stetig differenzierbarer (nicht-)linearer Zielfunktion tiber einem Po-



lyeder M C R"

minimiere f ()
(P) { s.d. xeM

Gehen wir davon aus, dass M wie folgt beschrieben ist:
M={zeR": Az <a, Hr = h}

mit A € R™" und H € RP*". Diese Darstellung beinhaltet auch die Stan-
darddarstellungen des zuldssigen Bereichs, {xr € R": Hz = h, x > 0} und
{r € R": Az < a, © > 0}, bei denen die Matrix H maximalen Zeilenrang
hat.

Besonders interessieren wir uns fiir die quadratische Optimierungsaufgabe

minimiere  f (z) = 27 Qx + p'x
(@QP) { s.d. Ar <a, Hx =h

mit symmetrischer Matrix () € R™*".

Bemerkung: Die Matrix () der Koeffizienten quadratischer Terme in der
Darstellung eines quadratischen Polynoms f ist nicht eindeutig. Man kann
sie oBdA als symmetrisch annehmen. Beispiel: f(x) = z129 + 3xox; ldsst
sich auch als f (z) = 2x129 + 229wy schreiben.

Wir werden zunéchst eine Finfihrung in der Theorie der linear restringierten
Optimierungausgaben und klassische, mit dem Simplexverfahren verwandte
Verfahren der quadratischen Optimierung kennenlernen. Wir werden iiber
grundlegende Techniken zur Konstruktion von Verfahren reden und im Wei-
teren diese Techniken zur konkreten Konstruktion von Verfahren zur linear
restringierten Optimierung verwendet. Wann immer moglich, sollen die dabei
besprochenen Verfahren der quadratischen Optimierung von MATLAB Pro-
grammen begleitet werden, um so einen Eindruck von der Leistungsfahigleit
der Verfahren zu erhalten. Insgesamt ist die Vorlesung eher verfahrensori-
entiert. Dabei geht es uns vorrangig um die grundsétzliche Konvergenz der
Verfahren. Gelegentlich geben wir ohne Beweis auch eine lokale Konvergenz-
geschwindigkeit zu den Verfahren an.

Uberhaupt wird aus Zeitgriinden an vielen Stellen der Vorlesung, an denen
eine Aussage aus sich heraus verstédndlich oder einsichtig ist, auf einen for-
malen Beweis verzichtet und lediglich eine Literaturstelle angegeben, an der
der Beweis nachgelesen werden kann. Wiirden alle Beweise ausgefiihrt, wére
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der Zeitbedarf fiir die angesprochenen Inhalte sicherlich doppelt so grofs, die
angestrebte Zusammenschau der Ergebnisse, Techniken und Konstruktionen
aber erheblich behindert.

Grundlage fiir die Vorlesung und als Begleitliteratur empfohlen sind die fol-
genden sehr lesenswerten Biicher, auf die wir auch immer wieder in Form von
Hinweisen zuriickgreifen miissen, wenn der zeitliche Rahmen der Vorlesung
die ausfiihrliche Darstellung eines Beweises nicht erlaubt:

e [BSS] Bazaraa/Sherali/Shetty: Nonlinear Programming - Theory and
Algorithms, Third Edition, Wiley Interscience 2006

o [GK2| Geiger/Kanzow: Theorie und Numerik restringierter Optimie-
rungsaufgaben, Springer 2002

e [GK1] Geiger/Kanzow: Numerische Verfahren zur Lisung unrestrin-
gierter Optimierungsaufgaben, Springer 1999

e [A] Alt: Nichtlineare Optimierung, Vieweg Verlag 2002

Ferner wurden auch Informationen zu Verfahren aus den folgenden &lteren
Biichern entnommen:

e [K K R] Kiinzi/Krelle/von Randow: Nichtlineare Optimierung, Springer
1979

e [H] Horst: Nichtlineare Optimierung, Carl Hanser Verlag 1979

In all diesen Biichern sind auch viele konkrete Beispiele und Modelle enthal-
ten, die anzusehen wir dem Zuhorer empfehlen.

Zusatzlich werden verwendet:

e [B1] Beisel: Affin transformierende global konvergente Innere-Punkte-
Verfahren der Linearen Optimierung mit langen Schrittweiten, Shaker
Verlag 1998

e [M1] Mendel: Primal-duale pfadorientierte Innere- und Auflere- Punkte-
Verfahren zur Lisung linearer Optimierungsaufgaben, Shaker Verlag
1998



Notwendige Voraussetzung zum Verstédndnis dieser speziellen Ausprigung
einer Vorlesung zur nichtlinearen Optimierung ist das Vertrautsein mit den
Techniken der Linearen Optimierung, ausgeweisen durch einen erfolgreichen
Besuch der entsprechenden Bachelorvorlesung. Hilfreich zu einem spéteren
Zeitpunkt der Vorlesung, aber nicht notwendig, sind Kenntnisse aus dem
Bereich der "Innere-Punkte Verfahren”, weshalb ggf. auch der gleichzeitige
Besuch dieser Vorlesung empfohlen wird.



Kapitel 2

Theorie linear restringierter
Optimierung

Im Folgenden werden einige grundlegende Begriffe und Aussagen zu linear
restringierten Optimierungsaufgaben zusammengestellt. Da vieles davon be-
kannt oder unmitttelbar einsichtig sein diirfte, wird weitgehend auf Beweise
verzichtet. Wir unterstiitzen stattdessen die angefiihrten Aussagen und Be-
griffe weitmoglichst durch Skizzen, um deren Akzeptanz zu erhéhen. Wichtig
ist uns vorrangig die "Zusammenschau der Dinge”.

2.1 Konvexitat

Wir betrachten in diesem Abschnitt eine Funktion f : X € R®” — R mit
konvexem Definitionsbereich X. Dabei ist X konvex, wenn die Verbindungs-
strecke zwischen je zwei Punkten aus X ganz in X enthalten ist.

Man beachte: Es gibt offene und abgeschlossene konvexe Mengen sowie sol-
che, die weder offen noch abgeschlossen sind. Der Durchschnitt beliebig vieler
konvexer Mengen ist konvex. Lineare Halbrdume der Form {x cR":a'z < oz}
zu vorgegebenen a € R™ und a € R sind konvex und damit auch die Hy-
perebenen {3: eR":alz = a}. Daher ist der zuléssige Bereich der linear
restringierten Aufgabe (P) konvex.

Die Funktion f heifit konvex, wenn fiir je zwei Punkte z,y € X gilt:
FOz+1=XNy) <A (x)+ (1 =\ f(y) fiir beliechiges A € (0,1)
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Sie heifit streng konvex, wenn dabei bei x # y immer das < —Zeichen gilt.

Sie heiftt gleichméafliig konvex, wenn es ein > 0 gibt, so dass sogar fiir je
zwei Punkte x,y € X und beliebiges A € (0, 1) gilt

FOz+ A=y +pAL =)z —yl> <Af (@) + (1 =)) f ()

Die Funktion f heifit (streng, gleichmifiig) konkav, wenn (—f) (streng,
gleichméfig) konvex ist.

Beachte: Gleichméfig konvexe Funktionen sind streng konvex, streng konve-
xe Funktionen sind konvex, wie sich unmittelbar aus den Definitionen ergibt.

2.1.1 Charakterisierung konvexer Funktionen

Die Konvexitéit von f kann wie folgt charakterisiert werden:
Satz 2.1 FEs sei X offen und f stetig differenzierbar.

1. Genau dann ist f konvex, wenn fir fir je zwei Punkte x,y € X gilt

@) —fy)=Viw (@—y
Genau dann ist dabei die Konvezitdt streng, wenn bei x # y immer das
> — Zeichen gilt.
Genau dann st die Konvezxitit gleichmdf$ig, wenn es sogar ein jn > 0
gibt mit
F@)=fW) 2V (@—y) +ule—yl* firalez,yeX

2. Genau dann ist f konvex, wenn fiir fir je zwei Punkte x,y € X gilt

T
(z—y) (Vf(x)=Vf(y) =0
Genau dann ist dabei die Konvezitdt streng, wenn bei x # y immer das
> —Zeichen gilt.
Genau dann st die Konvezitdat gleichmdf$ig, wenn es sogar ein > 0

gibt mit

=y (Vf(2)=Vf(y)>pllz—yl® firalezyeX



Beweis: [GK1], Satz 3.5 und Satz 3.7

Unter schérferer Voraussetzung gilt der
Satz 2.2 Fs sei X offen und f zweimal stetig differenzierbar.

1. f ist genau dann konvex, wenn V2f (z) fiir alle x € X positiv semide-
finit ist.

2. Ist V2f (z) fiir alle x € X positiv definit, so ist f streng konvex.

3. Genau dann ist [ gleichmdf$ig konvex, wenn es sogar ein p > 0 gibt
mit

d"N2f (z)d > p||d||*  fir alle z € X und alle d € R"

Beweis: [GK1], Satz 3.8

Man beachte, dass die strenge Konvexitat hier nicht dquivalent charakte-
risiert wird. Das liegt z.B. an der Funktion f (z) = 2%, die streng konvex ist,
aber im Nullpunkt eine verschwindende zweite Ableitung hat.

Nun betrachten wir eine Optimierungaufgabe, bei der f iiber einer Teilmenge
X des R™ minimiert werden soll.

(KO) min{f(z):z€ X}

Der folgende Satz stellt grundlegende Ergebnisse fiir die Optimierung zusam-
men.

Satz 2.3 FEs sei [ stetig differenzierbar. Dann gelten die folgenden Aussagen:

1. Ist f konvex, X offen und x* € X ein stationdrer Punkt von f, so ist
x* Optimallosung von (KO).

2. Ist f konvex, so ist die Menge der Optimalldsungen von (KO) konvex
(evtl leer).

3. Ist f streng konvex, so besitzt (KO) héchstens eine Optimallésung.

4. Ist f gleichmafig konvex und X nichtleer und abgeschlossen, so besitzt
(KO) genau eine Optimalldsung.

Beweis: [GK1], Satz 3.10 und Satz 3.12
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2.1.2 Spezialfall: Quadratische Optimierung

Betrachten wir nun die Aufgabe (QP) mit quadratischer Zielfunktion und
linearen Restriktionen. Die Zielfunktion

f(x)= %xTQx +pla

ist zweimal stetig differenzierbar mit V f (z) = Qz+p und V2f (z) = Q. Des-
wegen ist f genau dann konvex, wenn () positiv semidefinit ist und genau
dann streng konvex, wenn () positiv definit ist. Letzteres kann wie folgt ein-
gesehen werden. Wir haben nur noch die Implikation zu zeigen: Ist f streng
konvex, so ist () positiv definit.

Sei d € R™ mit d # 0 vorgegeben. Ferner sei x € R" beliebig. Dann setze
y =z —d. Weil f streng konvex ist, gilt

-y (Vf(x)-Vf(y) > 0=
(r =) (Qr+p—[Qu+p) > 0= d"'Qd>0

also ist () positiv definit.

Da V2f (z) konstant, also fiir alle x gleich ist, ist f konvex, genau dann,
wenn f auf einer offenen konvexen Teilmenge X C R"™ konvex. Letzteres ist
nicht der Fall, wenn () indefinit ist. Dies ist nicht selbstverstandlich, wie die
Funktion g (z) = z* zeigt. Diese ist auf R", streng konvex, aber auf R” _
streng konkav.

Ferner ist die quadratische Funktion f genau dann streng konvex, wenn sie
gleichméfig konvex ist, wie man leicht einsieht. Denn ist A.;, der kleinste
Eigenwert von (), so ist dieser bei positiv definitem ) positiv und es gilt

d"V2f (2)d = dTQd > Auin ||d||*  filr alle d € R”

Ist also f streng konvex, so besitzt die Aufgabe (QP) genau eine Optimall6-
sung.
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2.1.3 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1

Zeigen Sie, dass sich jedes quadratische Polynom in n Variablen iiber eine
orthogonale Transfomation und eine Verschiebung des Koorinatensystems
auf die folgende Form bringen lasst:

1
() = 32" Qu+ s
mit einer Diagonalmatrix Q = (g;;) und einem Vektor p, der hochstens in
den Komponenten j ungleich null ist, fiir die g;; = 0 gilt. Argumentieren
Sie, warum Eigenschaften wie Konvexitidt oder strenge Konvexitit bei der
Transformation nicht verloren gehen.

Aufgabe 2

Uberlegen Sie sich ein Konzept, auf der Grundlage von Aufgabe 1 ein Beispie-
lerzeugungsprogamm in MATLAB zu schreiben, das quadratische Optimie-
rungsaufgaben in allgemeiner Lage und allgemeiner Struktur erstellt. Stel-
len Sie einen Katalog von Forderungen auf, die eine zu erzeugende Aufgabe
erfiillen soll (Konvexitét, Losbarkeit, Lage der Optimallésung, Typ und Be-
schrianktheit des zuldssigen Bereichs,...) und legen Sie Parameter fest, die
diese Eigenschaften bei der Erzeugung steuern. Erzeugen Sie schlielich eine
Serie unterschiedlicher Aufgaben, die es mit spéter zu besprechenden Verfah-
ren zu losen gilt.

Aufgabe 3

Erzeugen sie ein paar niederdimensionale linear restringierte Aufgaben, die
aus der Literatur bekannte, schwer zu losende nichtlineare Funktionen als
Zielfuntkion haben. (siche etwa [GK1])
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2.2 Optimalitat

Da die Zielfunktion der Aufgabe (P) stetig und nichtlinear ist, existiert zwar
bei kompaktem zuléssigen Bereich eine Optimallosung der Aufgabe (globaler
Minimierer), wir miissen aber davon ausgehen, dass daneben noch weitere
lokale Minimierer existieren, die jeweils den kleinsten Zielfunktionswert in
ihrer unmittelbaren Umgebung besitzen, nicht aber den absolut kleinsten.

Zu beachten ist allerdings, dass bei konvexer Zielfunktion f jeder lokale
Minimierer von (P) automatisch globaler Minimierer von (P) ist, wie auch
anschaulich leicht einzusehen ist.

Die folgenden Ausfithrungen in diesem Abschnitt beziehen sich alle auf die
linear restringierte Aufgabe (P) mit dem konvexen Polyeder M als zuldssigem
Bereich. Viele der im Folgenden aufgefiihrten Fakten sind anschaulich klar,
deshalb werden auch in diesem Abschnitt nur wenige Beweise gefiihrt.

2.2.1 Subminimale Punkte

Wir wollen versuchen, lokale Minimierer zu charakterisieren. Dazu betrach-
ten wir zuldssige Richtungen: Vorgegeben sei ein zuldssiger Punkt = € M.
Ein Vektor d € R"™ heift zulédssige Richtung im Punkte z bzgl M,
wenn es ein k > o gibt mit x + A\d € M fiir alle 0 < A < k. Wegen der
vorausgesetzten Konvexitat des zuldssigen Bereichs gilt auch die schwéchere
Charakterisierung, dass = + kd € M gilt fiir ein k > 0. Im Falle allgemeiner
nichtlinearer Restriktionen gilt dies i.a. nicht.

Man beachte: Ist d eine zuldssige Richtung in x, so ist auch ad zuldssige
Richtung in z fiir alle a > 0 : zuldssige Richtungen in x bilden einen Kegel.
Wir bezeichnen mit K (M, z) den Kegel der zulissigen Richtungen in x
bzgl M.

Mithilfe zuléssiger Richtungen kénnen lokale Minima notwendig charakteri-
siert werden.

Lemma 2.4 Sei z ein lokaler Minimierer der Aufgabe (P). Dann gilt fir
alle 1m Punkte x zuldssigen Richtungen d :

Vf(x)'d>0
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Beweis: vgl. [GK2] Lemma 2.30

Zu beachten ist, dass der Term V f (x)Td die Richtungsableitung von f
léngs d angibt.

Wir nennen zuléssige Punkte, die die im Lemma genannten Eigenschaft besit-
zen, subminimale Punkte. Lokale Minimierer sind also subminimal, aber
nicht alle subminimalen Punkte sind lokale Minimierer, sondern kénnen z.B.
auch lokale Maximierer sein. Ist die Aufgabe l6sbar, so besitzt sie durch den
Minimierer einen subminimalen Punkt.

Der im Lemma angesprochene Sachverhalt fithrt noch zu einer weiteren Be-
griffsbildung, die an dieser Stelle genannt werden soll. Ist d eine zuldssige
Richtung, so fithrt diese nach Definition zumindest ein kleines Stiick durch
den zuléssigen Bereich, d.h. es gibt ein y € M so, dass d positives Vielfache
des Vektors (y — x) ist. Ist M konvex, so erhélt man zuléssige Richtungen in
x gerade durch Differenzbildung (y — x) fiir beliebiges y € M.

Insofern kann die im Lemma angesprochene notwendige Charakterisierung
eines lokalen Minimums fiir (P) an der Stelle z auch wie folgt formuliert
werden: Es gilt

Vi) (y—z)>0 firaleye M

Dadurch motiviert definieren wir:

Sei X C R" nichtleer und abgeschlossen und F' : X — R"
gegeben. Dann verstehen wir unter dem zu dieser Situation geho-

rigen Variationsungleichungs-Problem die Aufgabenstellung
VIP (X, F), einen Vektor z* zu finden, fir den gilt

F) (y—z)>0 firalleye X

Subminimale Punkte zu (P) sind also genau die Lésungen von VIP (M, V f).
Fiir Variationsungleichungs-Probleme gibt es eigenstdndige Verfahren, die
zur Ermittlung subminimaler Punkte herangezogen werden kénnen. Wir wer-
den spéter darauf zuriickkommen.

Ist = kein subminimaler Punkt, so gibt es mindestens eine zuldssige Richtung
in x mit Vf (x)T d < 0, entlang dieser Richtung féllt also die Zielfunktion ten-
denziell ab. Wegen der Stetigkeit der Ableitung der Zielfunktion und wegen
der Definition der zulédssigen Richtung féllt die Zielfunktion entlang d fiir ein
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kleines Stiick sogar echt ab, d.h es gibt ein A > 0 so, dass f (x + 7d) < f ()
und z + 7d € M fiir alle 0 < 7 < A gilt. Wir nennen dann d eine zulassige
Abstiegsrichtung in z bzgl (P).

Zuléssige Abstiegrichtungen bekommt man offensichtlich auf folgende Weise:
Man l6st die Aufgabe

minimiere Vf (z)" d

(ZA1) s.d. Ad <0, Hi=0 (2.1)
]} <1
Dabei ist || || eine beliebig gewdhlte Norm und A; fasst diejenigen Zeilen

A;. von A zusammen, flir die gilt: A;x = a;. Diese Zeilen entsprechen den
sogenannten aktiven (Ungleichungsrestriktionen-)Restriktionen, die
durch x mit Gleichheitszieichen erfiillt werden. Zu beachten ist dabei, dass
die anderen Ungleichungsrestriktionen bei kleiner Abdnderung von x nicht
Gefahr laufen, verletzt zu werden.

Skizze:

Trifft man im Zuge der Bearbeitung der Aufgabe (Z A1) auf eine zuléssige
Losung d mit negativem Zielfunktionswert, so hat man eine zuléssige Ab-
stiegsrichtung fiir (P) gefunden, existiert keine solche, ist = subminimal.

Die Bedeutung der Restriktion ||d|| < 1in der Aufgabe (Z A1) ist die folgende:
Hat man eine Losung d der Bedingungen A;d < 0, Hd = 0 gefunden, so ist
auch A\d Losung dieser Ungleichungen fiir jedes A > 0. Dies ist insbesondere
richtig fiir d mit Vf ()" d < 0, so dass im diesem Falle die Aufgabe (ZA1)
ohne Beschrankung der Lange von d eine unbeschrinkte Zielfunktion hétte.

Natiirlich kénnte man auf die Restriktion ||d|] < 1 verzichten, wenn man im
Falle des Abbruchs des Simplexverfahrens wegen unbeschrankter Zielfunktion
die entsprechende Kegelerzeugende d als Abstiegsrichtung nimmt (beachte:
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der Nullpunkt ist einzige Ecke von (ZAl)). Nur ist deren Qualitét in der
Regel nicht so gut.

Alternativ kann man die Lénge der Losung d auch wie folgt begrenzen

minimiere Vf (z)" d
(z42) { sd. Ayd <0, Hd =0
V() d>-1

Beide Aufgaben zur Berechnung einer zulissigen Abstiegsrichtung gehen auf
ZOUTENDIJK zurlick. Wir werden spater auf sie genauer zu sprechen kom-
men.

2.2.2 KKT-Punkte

Eine weitere notwendige Figenschaft lokaler Minimierer liefern die KARUSH-
KUHN-TUCKER Bedingungen.

Satz 2.5 Sei x* ein lokaler Minimierer der Aufgabe (P). Dann existieren
Lagrange-Multiplikatoren A\* € R™ und p* € RP so, dass (z*, \*,u*) den
KKT-Bedingungen von (P) geniigt:

V(@) +ATA+Hu=0, A >0
(KKT) Hx=h, Ax+y=a, y>0
0=y

Beweis: [GK?2| Satz 2.42

Wir nennen einen Punkt x € M KKT-Punkt, wenn er zusammen mit
geeigneten A € R™, € RP die Bedingungen (K KT) erfiillt.

Bemerkung: Wird die Zielfunktion f der Aufgabe (P) in einem lokalen
Minimierer x* linearisiert, d.h. durch ihre lineare Approximation

Ty (x) = f (&%) + Vf (@) (x = 27)

ersetzt, so sind zuldssigen Richtungen in diesem Punkte bzgl der Original-
aufgabe und der linearisierten Aufgabe genau die gleichen. Wegen VT (z) =
Vf (z) stimmen zuldssigen Abstiegsrichtungen und sogar die KKT Bedin-
gungen beider Aufgaben in x* iiberein.
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Zu beachten ist, dass die KKT-Bedingungen sich auf ein reines Gleichungs-
system reduzieren, wenn keine Ungleichungsbedingungen gegeben sind. In
diesem Fall konnen also KKT-Punkte durch Losen eines (nichtlinearen) Glei-
chungssystems ermittelt werden (siehe unten).

Auch die KKT-Bedingungen charakterisieren lokale Optimalitéit fiir Punk-
te aus (P) nur notwendig, sie sind nicht hinreichend, wie wiederum lokale
Maximierer zeigen. Immerhin gilt: KKT-Punkte sind subminimal.

Denn sei etwa x € M betrachtet und d eine in x zuléssige Richtung. Dann gilt

sicher Hd = 0 und A;d < 0, wobei A = eine Aufteilung der Matrix

Ay
Ay
A in aktive und inaktive Zeilen ist. Damit folgt aus den KKT-Bedingungen
Vf (flf) = —A{)\l — Ag)\g — HT/,L, AL > 0, A =0=
Vi) d = —XAyd— N Ayd— p"Hd = -\TA1d >0

Interessanterweise gilt sogar eine Aquivalenz der Begriffe "subminimaler Punkt”
und "KKT-Punkt”. (Dies gilt so i.a. nicht bei nichtlinearen Restriktionen)

Satz 2.6 x € M ist genau dann ein subminimaler Punkt von (P), wenn x
ein KKT-Punkt von (P) ist.

Beweis: [GK?2], Satz 2.36, Satz 2.42 und die bereits oben gemachte Fest-
stellung, dass KKT-Punkte subminimal sind.

Unter der zusétzlichen Voraussetzung der Konvexitéat der Zielfunktion sind
die KKT-Bedingungen und damit die Subminimalitdt auch hinreichend fiir
lokale Minimierer.

Satz 2.7 Die Zielfunktion der Aufgabe (P) sei konvex. Dann ist jeder KKT-
Punkt der Aufgabe auch ein lokaler Minimierer.

Beweis: [GK2|, Satz 2.46.

In Anbetracht der Tatsache, dass jeder lokale Minimierer der Aufgabe (P)
mit konvexer Zielfunktion bereits ein globaler Minimierer ist und dass die
KKT-Bedingungen bereits als notwendige Optimalitdtsbedingungen erkannt
wurden, gilt das

Korollar 2.8 Die Zielfunktion der Aufgabe (P) sei konvex. Dann ist ein
Punkt v € R" genau dann ein (zuldssiger globaler) Minimierer von (P),
wenn x ein KKT-Punkt bzw subminimal ist.
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Bedingungen 2. Ordnung

In gewisser Weise sind die KK'T Bedingungen noch zu schwach, um lokale
Minima scharf zu charakterisieren. Diesem Ziel kommt man néher, wenn man
zu den KKT Bedingungen noch weitere Bedingungen hinzunimmt. Wahrend
die KKT Bedingungen sich nur der nullten und ersten Ableitung von f bedie-
nen, kommen durch Verwendung der zweiten Ableitung, also der Hessematrix
von f, starkere Bedingungen zustande:

Satz 2.9 Es sei x* € M ein lokaler Minimierer der Aufgabe (P). Ist f
zweimal stetig differenzierbar, so gelten neben den KK'T Bedingungen in x*
auch die folgenden notwendigen Bedingungen zweiter Ordnung:

d"N2f (x)d >0 fir alled € K (M, z*) mit Vf (z) d=0

Beweis: [A], Satz 5.3.1

Dieser Satz lasst sich so interpretieren, dass in einem lokalen Minimierer die
Funktion entlang einer zuléssigen, zum steilsten Anstieg senkrecht stehenden
Richtung konvex verlaufen muss.

Skizze:

Ahnlich kann lokale Minimalitiat auch hinreichend charakterisiert werden.

Satz 2.10 FEs seiz* € M zur Aufgabe (P) beliebig vorgegeben. Ist f zweimal
stetig differenzierbar und gelten neben den KK'T Bedingungen in x* auch die
folgenden hinreichenden Bedingungen zweiter Ordnung:

A" f (¥ d > «||d||*  fir alle d € K (M, 2*) mit Vf(z*)" d=0
fiir ein a > 0, so liegt in x* ein strikter lokaler Minimierer zu (P) vor.

Beweis: [A], Satz 5.3.3

Dieser Satz kann analog dem vorherigen interpretiert werden und auch die
obige Skizze passt.
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2.2.3 Fritz John Bedingungen

Ziel der Konstruktion von Verfahren zur Losung einer Optimierungsaufgabe
ist, Punkte zu ermitteln, von den gezeigt werden kann, dass sie Minimierer der
Aufgabe sind. Uber die Optimalitdtsbedingungen 2. Ordnung ist es uns fast
gelungen, lokale Minimierer eindeutig zu charakterisieren. Leider erweisen
sich diese Bedingungen in der Regel als viel zu scharf, als dass man sie fiir
einen Losungspunkt z* des Verfahrens nachweisen konnte. So muss man sich
meist damit begniigen, theoretisch nachzuweisen, dass z* ein KKT Punkt ist,
um dann im konkreten Einzelfall nachzupriifen, ob tatséchlich ein (lokaler)
Minimierer vorliegt.

Zuweilen erweisen sich sogar die KKT Bedingungen als zu scharf. Eine Ab-
schwiachung der KKT-Bedingungen sind die Fritz John-Bedingungen:

Satz 2.11 Sei x* ein lokaler Minimierer der Aufgabe (P). Dann existieren
Lagrange-Multiplikatoren \* € R™ und p* € RP und ein 7 > 0 so, dass
(x*, \*, u*,7) den Fritz John-Bedingungen von (P) geniigt:

TVf(x)+ AT+ H ' u=0, A >0
Ar+y=a, y>0

0=y

(7-7)‘”“) # (0,0,0)

(£J)

Natiirlich ist jeder KKT-Punkt ein Fritz John-Punkt, das Umgekehrte gilt in
der Regel nicht. Dies hingt u.U. sehr stark vom Format der Aufgabenstellung
ab.

Beispiele:
1. Wir betrachten die Aufgabe
min{zy :x1 + 22 <1, —x1 — 29 < =1, —25 <0}

ohne Gleichungsrestriktionen.

Skizze:
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Zu dieser Aufgabe ist jeder zuldssige Punkt ein Fritz John Punkt:
Setzen wir f(zq1,x2) = xa, g1 (x1,22) = 1 + 22 — 1, go (21, 22) =
—x1 —xg + 1, g3(x1,22) := —x5 so lauten die zugehorigen Gradienten

Vf(xi,z2) = (0,1), Vgi (x1,22) = (1,1),
Vgg (111,1’2) = (—1,—1), Vgg ($1,$2) = (O,—l)

Fiir ein zuléssiges © = (x1, x2) gilt dann g1 (1, 29) = 0 und gy (1, x2) =
0, die Fritz John Bedingungen werden daher erfiillt durch

TZO, )\1:1, )\2:1, )\3:0, y1:0, yQZO, y3:$220.

Dagegen priift man leicht, dass nur der Punkt (z1,25) = (1,0) ein
KKT-Punkt ist, namlich z. B. mit den Parametern

7':1, )\1:1, )\2:1, )\3:1, y1:0, yQZO, y3:O

Dieser Punkt gibt offensichtlich ein globales Minimum an der Aufgabe
an.

. Formulieren wir nun die obige Aufgabe unter Zuhilfenahme einer Glei-
chungsrestriktion:

min{zy : x1 + 22 =1, —x9 <0}

Sie besitzt offenbar den gleichen zuléssigen Bereich und dieselbe Ziel-
funktion wie die vorherige Aufgabe. Hier beschreibt sich mit den obigen
Abkiirzungen der zuldssige Bereich durch ¢; (x1,22) = 1 + 29 — 1 =
0, g3(x1,29) = —x9 < 0. Ist (x1,x9) ein zuldssiger Punkt dieser Auf-
gabe, so muss in

T(?)HS,( Y >+u( ' ) = ( 8),7,)\320, (7. Ms 1) # (0,0,0)

zwangslaufig p = 0 und 7 = A3 > 0 gelten. Fiir einen Fritz John Punkt
muss dann ferner die Bedingung A5 -y3 = 0 erfiillt sein, also y3 = 0 = x5
gelten. Damit ist nur der Punkt (x,25) = (1,0) ein Fritz John-Punkt.
Dieser ist gleichzeitig der einzige KKT-Punkt.
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2.2.4 Spezialfall: Quadratische Optimierung

Betrachten wir wieder die Aufgabe (QP) und bestimmen wir zu dieser die
KKT-Bedingungen.

Die Ableitung der Zielfunktion lautet

Vfl(x)=Qz+p
daher ergeben sich die KKT-Bedingungen zu

Qr+p+ATN+H =0, A\>0
(QKKT) Hx=h, Av+y=a,y>0
0=y

Zu beachten ist, dass dieses Gleichungs-/Ungleichungssystem in eine qua-
dratische Optimierungsaufgabe in den Variablen (z,y, A\, ) € R™ x R™ x
R™ x R? umgeschrieben werden kann

minimiere Ay
(QPD) s.d. Qr+p+ATN+H =0, x>0 ,
Hx=h, Az +y = a, y>0

bei der die Variablen x und g unbeschrankt bleiben.

Die Aufgabe (QPD) ist genau dann mit Zielwert null 16sbar, wenn es einen
KKT-Punkt zur Aufgabe (QP) gibt. Lost man also die Aufgabe (QPD) mit
einem Verfahren und erhélt einen Minimierer mit Zielwert null, so hat man
damit einen KKT Punkt der Aufgabe (QP) gefunden.

Wenn die gegebene Aufgabe (QP) losbar ist und damit einen KKT-Punkt
besitzt, ist der optimale Zielfunktionswert der Aufgabe (QPD) gleich null.
Zu beachten ist, dass es Aufgaben (QP) gibt, die einen KKT-Punkt be-
sitzen und die trotzdem nicht lésbar sind (Beispiel: minimiere f (z) = —x?
tiber R).

Auch wenn die Aufgabe (QP) konvex ist, muss sie nicht notwendig einen
KKT-Punkt besitzen (z. B. bei linearer Zielfunktion). Ist allerdings der zu-
ldssige Bereich kompakt oder ist die Zielfunktion streng konvex, so besitzt
die Aufgabe einen Minimierer und damit einen KKT-Punkt. In diesem Fall
ist die Aufgabe (QPD) mit optimalem Zielwert 0 16sbar.
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2.3 Dualitat

Die KKT-Bedingungen der Aufgabe (P)

Vf(x)+ ATA+H =0, A\ >0
(KKT) Hrx =h, Ax+y=a, y>0
0=y

zerfallen in drei Teile, die in jeweils einer Zeile gelistet sind. Die zweite Zeile
entspricht den Bedingungen der Zuléssigkeit der Aufgabe (P), sie beschreibt
die Primale Zuléassigkeit. Die dritte Zeile benennt die Komplementari-
tatsbedingungen (complementary slackness). Die erste Zeile hat zu-
néichst keine Bedeutung. Allerdings besteht eine gewisse formale Ahnlichkeit
zur zweiten Zeile. Wir stellen die Frage, ob die erste Zeile auch die Zuléssig-
keit einer Optimierungsaufgabe beschreibt, die in Verwandtschaft zur gege-
benen Aufgabe (P) steht.

2.3.1 Lagrange Dual
Im Folgenden betrachten wir eine etwas allgemeinere Aufgabe als (P)

minimiere f (z)

(NP) s.d. g

wobei f: R" - R, g: R" — R™, h : R" — R? gegebene Funktionen sind
und X eine gegebene nichtleere Teilmenge des R™. Die Menge X kann selbst
ein Polyeder sein oder z.B. R" oder R} oder R’ | oder aber Z".

Man beachte, dass die Wahl der Nebenbedingungen zur Beschreibung ei-
nes zuléssigen Bereichs in keinster Weise eindeutig ist, der gleiche zuléssige
Bereich kann z.B. mit verschiedenen X beschrieben werden.

Wir bezeichen (NP) als primale Aufgabe. Offensichtlich ist die Aufga-
be (P) von diesem Typ. Wir kénnen (NP) wie folgt eine duale Aufgabe
zuordnen:

maximiere ¢ (u,v)
(ND) { s.d. u>0

21



wobei ¢ (u,v) :=inf { f (z) + u"g (z) + v"h(z) : « € X} als duale Lagran-
ge Funktion festgesetzt wurde. Man bezeichnet die Aufgabe
inf { f (z) +u"g(z) + v h(z) 2 € X}

auch als Lagrange Relaxation von (N P), bei der die Restriktionen g (x) <
0 und h (z) = 0 relaxiert, d.h. als Nebenbedingungen entfernt und dafiir
mit Multiplikatoren in die Zielfunktion aufgenommen wurden. ¢ (u,v) gibt
also den optimalen Zielwert dieser Aufgabe im Abhéangigkeit der Lagrange-
Multiplikatoren u und v an.

Man beachte aber, dass die Funktion ¢ nicht notwendig reellwertig ist, sie
kann durchaus den Wert (—oo) annehmen.

Wir legen fest: Die duale Aufgabe besitzt keine zuldssige Losung, wenn
¢ (u,v) = —oo gilt fiir alle (u,v) mit w > 0 und schreiben dies als sup {¢ (u,v) : u > 0} =
—o00. Die duale Aufgabe ist unbeschriankt, wenn sup {¢ (u,v) : u > 0} = 00
gilt.
Beispiel: (vgl [BSS], Beispiel 6.1.1)
Wir betrachten die quadratische Aufgabe

minimiere 2 = x? + 13

s.d. T1+x9 >4

1,72 20

Skizze:

Diese Aufgabe hat offensichtlich die Optimalldsung (Z, Z2) = (2, 2) mit Ziel-
wert z = 8.

Zur Dualisierung setzen wir g (21, x9) = —x1—x9+4 und X = {(z1,22) : 21,29 > 0}.
Dann gilt

o (u) = inf{x%%—x%—i—u(—xl—xg—l—él)::cl,:cQZO}
= inf{z%—u:pl:$120}+inf{x§—uxgzx220}+4u
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Zur Losung der Infimum-Aufgaben machen wir eine Fallunterscheidung:

Ist u > 0, so werden die Infima angenommen bei z; = x, = 7, ist dagegen

u < 0, so werden die Infima angenommen bei x; = 5 = 0. Also gilt

—Lu? 4 4u, firu>0
_ 2 y =
¢(u)—{ du, firu<0

und die zur gegebenen Aufgabe duale Aufgabe lautet dementsprechend
L,
max —§u +4u:u>0,,

deren Maximierer offenbar @ = 4 mit Zielwert ¢ (u) = 8 lautet.

Skizze:

2.3.2 Dualitatssatze

Zu bemerken ist, dass die optimalen Zielwerte der primalen und der dualen
Aufgabe im letzten Beispiel iibereinstimmen. Dies ist kein Zufall, wie die
folgenden Ergebnisse zeigen.
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Satz 2.12 (Schwache Dualitit)

Sei T eine zuldssige Losung der Aufgabe (N P) und (u,
sung der Aufgabe (N D). Dann gilt

f(x) = ¢ (u,v)

) eine zuldssige Lo-

Beweis: Es gilt

¢(u,0) = inf{f(z)+a"g(z)+0"h(z): z€ X}
f@) +u"g @) +0"h(z) < f (@

IN

Man nennt die Differenz
D:=inf{f(z):9(x) <0, h(z)=0, 2 € X} —sup{¢(u,v):u>0}

die Dualitétsliicke zwischen (NP) und (ND). Diese ist nach dem Satz
immer nichtnegativ, kann aber durchaus positiv sein.

Wir vereinbaren D = 0 auch fiir die pathologischen Fille, dass die primale
Aufgabe unbeschrinkt und die duale leer ist

inf{f(z):¢9(x) <0, h(z) =0, z € X} = —o0, sup{¢ (u,v) : u >0} = —oc0
oder dass die duale Aufgabe unbeschréankt und die primale leer ist

sup {¢ (u,v) :u >0} = o0, inf{f(z) : g(x) <0, h(z)=0, v € X} = o0.
sowie D = oo, wenn die primale und die duale Aufgabe leer sind

inf{f(x):9(z) <0, h(z) =0, x € X} =00, sup{¢(u,v) :u >0} = —oc0
Korollar 2.13

1. Besitzen beide Aufgaben, die primale Aufgabe (N P) und die duale Auf-
gabe (N D), zuldssige Losungen, so sind beide Zielfunktionen beschrankt.
Haben beide Aufgaben zuldssige Lisungen mit gleichem Zielfunktions-
wert, so sind diese beide auch Optimalldosungen.
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2. Ist die primale Aufgabe (N P) zuldssig, aber unbeschrinkt, so besitzt die
duale Aufgabe (N D) keine zuldssige Losung.

3. Ist die duale Aufgabe (N D) zuldssig, aber unbeschrinkt, so besitzt die
primale Aufgabe (N P) keine zuldssige Losung.

Unter schirferen Voraussetzungen kann sogar eine stiarkere Dualitétsaussage
gemacht werden.

Satz 2.14 (Starke Dualitdt)

Vorgegeben sei die Aufgabe (N P) mit konvexer Zielfunktion f. Es seien X
nichtleer und konvex und die Restriktionsfunktionen g; konvex, die Restrikti-
onsfunktionen h; affin linear. Es gebe einen Vektor & € X, der zum relativen
Inneren des zuldssigen Bereichs gehért, d. h. die Eigenschaften

g(z) <0 wund h(z)=0 (Slaterbedingung)
besitzt. Dann gilt fir die Dualitdtslicke
D=inf{f(z):g9(x) <0, h(z)=0, z€ X} —sup{¢(u,v):u>0} =0

Ferner gilt: Ist das Infimum endlich, so ist die duale Aufgabe lésbar, d.h. es
gibt eine Optimallosung (u,v) von (ND) mit

¢ (u,v) = max {¢ (u,v) : u > 0}

Wird das Infimum sogar angenommen, etwa bei T, so gilt u' g (z) =0 und T
ist primale Optimallosung.

Beweis: [BSS], Theorem 6.2.4 und anschliefende Bemerkung; [GK 2] ; Satz
6.13.

Beachte: Geméif der Bemerkung in [GK2] am Ende von Abschnitt 6.2.2
kann auf die Slaterbedingung verzichtet werden, wenn (wie bei Aufgabe (P))
die Restriktionen ¢; ebenfalls linear sind und X durch endlich viele lineare
Ungleichungen beschrieben wird.

Das folgende Beispiel zeigt, dass eine verschwindende Dualitéatsliicke auch bei
nichtkonvexer Zielfunktion und nichttrivialem Dual moglich ist und wie das
Dual von der Wahl von X abhéngig ist.
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Beispiel: Betrachten wir als Beispiel die Aufgabe

min f (z) = —%x% + %x%
sd. —1<z,29<2

mit den Unbekannten x,,z, € R . Die Zielfunktion ist offensichtlich nicht
konvex tiber dem zuléssigen Bereich. Der eindeutige Minimierer der Aufgabe
liegt bei 1 = 2, x5 = 0 mit f(2) = —2, wie man leicht einsieht, da beide
Variablen unabhéngig variiert werden koénnen (die Aufgabe ist separabel).

1. Zur Konstruktion einer dualen Aufgabe withlen zunichst wir X = R2.
Damit beschreibt sich das Lagrange Dual iiber

flz) = %:pTwaLpTI mitQ:(O_1 ?),p:(g)

1 0 2
. -1 0 1
und Ar—a < Omit A= 0 1 ca=1 5 |
0 —1 1
zu max {¢ (A) : A > 0} mit
1
p(N) = inf{éxTQx%—pT:B%—/\T(Ax—a):xeX}
1 0 2
)11 0 1 =10 1 ' )
= inf éx (O 1)x—|—/\ 0 1 T—1 5 zeR
0 —1 1
+A3(xe —2) + Mg (—22— 1) 121,20 € R
Die Funktion ¢ (1) = —1a3 + A\ (z1 — 2) + Ay (—z1 — 1) stellt bei

festen Aq, Ao entlang der x;—Achse eine nach unten gedffnete Parabel
dar, daher ist inf ¢ (;) = —o0, unabhéngig von der konkreten Wahl
der A! Die duale Aufgabe ist also leer und die Dualitétsliicke oo.

2. Nun wéhlen wir X = [—1,2] xR zur Konstruktion des Duals. Dann ist
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¢ () gegeben durch

1 1
p(N) = inf{—§x%+ §x§+)\3 (g —2)+ M (22— 1) 12y € [-1,2] 25 € R}

1 1
= 1nf{—§$% X1 € [—1,2]} —|—1Hf{§l§ + A3xo — Aao : Ty € R} — 23— M4

Das erste Infimum wird bei 1 = 2 angenommen, ist also gleich —2. Die
zweite Funktion beschreibt eine nach oben getffnete Parabel, deren Mi-
nimum am Scheitelpunkt angenommen wird. Wir setzen die Ableitung
gleich null

l’2+/\3—/\4:0:>l’2:>\4—)\3

Einsetzen in die Funktion ergibt den minimalen Funktionswert in Ab-
héngigkeit von Az, A4
1
2
1 1

(Mg —A3)” + A3 (M — A3) — Ay (Mg — Ag)

Damit ergibt sich insgesamt als Dualaufgabe
Lo 10y
max —5)\3 - 5/\4 + )\3)\4 - 2/\3 - /\4 —2: )\3,)\4 Z 0

Zur Bestimmung des Maximums leiten wir die Funktion ab und setzen
null

nach Az : X3+ —2=0
nach \y : —M+A3—1=0

Dieses System ist offensichtlich nicht zu erfiillen. Also kann das Ma-
ximum nur auf dem Rand angenommen werden. Wir setzen zunéchst
A3 = 0 in die Funktion ein und erhalten die Funktion —3A7 — Ay — 2.
Deren Ableitung ist —Ay — 1. Dies ist null fiir Ay = —1, welches aus-
serhalb des zuléssigen Bereichs liegt. Auf dem zuldssigen Rand fallt die
Funktion ab bei steigenden A,.

Nun betrachte noch Ay = 0. Dies ergibt als Funktion auf dem Rand
—%)\g — 2A3 — 2. Diese Funktion leitet sich ab zu —A\3 — 2. Nullsetzen
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ergibt den Wert A\3 = —2, was wiederum ausserhalb des zuldssigen
Bereichs liegt. Auf dem zuléssigen Rand ist die Funktion abfallend.

Also wird das Maximum bei A3 = Ay = 0 angenommen mit Funktions-
wert —2. Damit haben wir als Dualitatsliicke D = 0 gefunden.

2.3.3 Spezialfall: Quadratische Optimierung

Betrachten wir wieder die quadratische Optimierungaufgabe (QP). Dann
kann man der gegebenen Aufgabe auch eine Umformulierung der dualen Auf-
gabe zuordnen, die ebenfalls quadratisch ist. Um dies einzusehen unterstellen
wir, dass bei der Festlegung von (QP) im Format (NP): X = R" gewéahlt
wird. Der zuléssige Bereich von (QP) sei nichtleer.

Die duale Aufgabe

Zunéchst lautet die duale Aufgabe gemaélfs der Lagrange Dualitét:

maximiere ¢ (A, p)
(ND) { s.d. A>0

mit ¢ (A, ) = inf {pTz + 327 Qz + X\T (Az —a) + p* (Hz — h) : x € R"} .
Es gilt nun das folgende

Lemma 2.15 FEs sei f(x) = %:UTQJT + pTz + q eine gegebene quadratische
Funktion. Dann gilt:

1. Genau dann besitzt f einen Minimierer, wenn f konvex und nach unten
beschrankt ist.

2. Ist die Funktion konvex und nach unten beschrinkt, so haben alle sta-
tiondren Punkte von f den gleichen (minimalen) Zielfunktionswert.

3. Ist die Funktion f nicht konvez, so ist nach unten unbeschrinkt.
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Beweis: Wir unterwerfen f einer Hauptachsentransformation mit einer or-
thogonalen Matrix B, gebildet aus Eigenvektoren von (). Setze also x = Bx.
Dann ist

f(Bz) = % (Bz)" QBz + p"Bz + ¢

_ %jTQf + (B™p) 2 +¢

mit Diagonalmatrix ) := BTQB. Nachtriglich kénnen wir noch iiber quadra-
tische Ergéinzung erreichen, dass die Koeffizienten von B”p zumindest dann
null sind, wenn die entsprechenden Eigenwerte von @ ungleich null sind. Da-
mit konnen wir oBdA davon ausgehen, dass f in einem geeigneten gedrehten
und verschobenen Koodinatensystem von der eingangs gegebenen Form ist,
nur dass () eine Diagonalmatrix ist und die Koeffizienten von p hochstens
dann ungleich null sind, wenn die entsprechenden Diagonalelemente von )
null sind.

Berechnet man nun den Gradienten und setzt ihn gleich null, so lauten die
n Gleichungen entweder

pi =0 oder x; =0

je nachdem, ob der Diagonalwert von () gleich null ist oder nicht. Eine Lésung
des Systems kann es nur geben, wenn alle betroffenen p; tatséchlich null sind.
In diesem Fall haben alle stationdren Punkte den gleichen Funktionswert und
die stationdren Punkte sind genau dann Minima, wenn f konvex ist.

O

Betrachten wir fiir vorgegebenes (A, i) die in x quadratische Funktion
1
o (z):=p'x+ §ZL‘TQI + M (Az — a) + " (Hx — h)

Aus dem Lemma koénnen wir folgern: Die Funktion ¢ nimmt nur dann an
einer Stelle  ein Minimum an, wenn sie konvex und nach unten beschrankt
ist. Besitzt sie einen Minimierer, so nimmt sie fiir alle Minimierer densel-
ben Wert an. Zu beachten ist, dass ¢ genau dann konvex ist, wenn die
Ausgangsfunktion f konvex ist.
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Es gilt nun bei vorgegebenen (A, p): entweder das Infimum wird angenom-
men bei einem Z oder es gilt ¢ (\, u) = —oo. T erfiillt dann als Minimierer
der Funktion ¢ (z) = p'z + 327 Qz + A\ (Az — a) + p* (Hx — h) die KKT-
Bedingung fiir ¢ : QT +p+ ATX+ H 'y = 0.

Will man die duale Aufgabe iiber KKT-Bedingungen an die Funktion ¢ be-
schreiben, so sollte man Q als positiv semidefinit und die Zielfunktion der
Aufgabe (QP) als beschriankt voraussetzen. Dann namlich besitzt die dua-
le Aufgabe nach dem starken Dualitétssatz eine Optimallosung und es gilt
¢ (A, ) > —oo fiir mindestens ein zuléssiges (A, 1) . Andererseits: Ist f kon-
vex und tiber dem zuléssigen Bereich von (@ P) unbeschrinkt, so ist die duale
Aufgabe nach dem schwachen Dualitatssatz leer, d.h. die Funktion ¢ besitzt
fiir kein zuléssiges (A, 1) ein Minimum, also auch keinen KKT-Punkt.

Ist also die Funktion f als konvex vorausgesetzt, so beschreibt sich die duale
Aufgabe in jedem Fall, jetzt einschliefslich der Variablen x, gleichwertig zu

QD) maximiere w (z, A\, 1) := pTx + 227 Qx + AT (Ax — a) + p* (Hz
s.d. p+Qr+ AN+ Hu=0, A\ >0

Hierin sind die Variablen x und g nichtvorzeichenbeschrankt! Wir nennen
(@D) die Standardform der dualen Aufgabe zu (QP).

Zu beachten ist: Besitzt die duale Aufgabe eine Optimallésung (z, A, 1) , so
ist nicht zwangsliufig davon auszugehen, dass x dabei primal zulédssig ist. Es
stellt sich spontan die Frage, ob eine primale Aufgabe (QP) existiert, deren
Zielfunktion konvex und nach unten beschriankt ist und die trotzdem keinen
KKT-Punkt besitzt. Wir werden spater sehen, dass der Korrektheitsbeweis
zum Verfahren von Wolfe hierauf die Antwort "nein” gibt. Ist also (QD)
l6sbar, so besitzt (QP) zwar eine Optimallésung, diese muss aber nicht mit
der z—Komponente der Optimallosung von (Q)D) iibereinstimmen.

Die primal-duale Aufgabe

Mit dieser Form der dualen Aufgabe ist, zumindest im Fall quadratischer
Optimierungsaufgaben mit positiv semidefiniter Matrix ¢, unsere eingangs
gestellte Frage positiv beantwortet: die erste Zeile der KK'T-Bedingungen fiir
(QP) beschreibt die Zulédssigkeit der dualen Aufgabe im neuen Format.
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Es sei ) als positiv semidefinit vorausgesetzt. Betrachten wir nun noch einmal

die Aufgabe

minimiere ATy
(QPD) s.d. Qr+p+ AN+ H =0, X>0
Hx =h, Az +y = a, y=>0

die wir nun Standardform der primal-dualen Aufgabe zu (QP) nennen.

Im Gegensatz zu dem, was wir eben {iber die duale Aufgabe festgestellt haben
gilt: Ist (x, A\, p) ein zuldssiger Punkt zu dieser Aufgabe, so ist x zuléssig zur
primalen Aufgabe und (z, A\, ) zuléssig zur dualen Aufgabe. Die Zielfunktion
ATy erhilt folgende Bedeutung:

Sei (z, A\, p) ein zuldssiger Punkt zu (QPD). Dann gilt

f (IL’) -—w (LL’, )\,N)
= plo+ %mTQa: — (pTx + %xTQx + M (Ax —a) + p” (Hz — h))
= M (Az —a) =Ty

wegen Hx = h und y = a — Ax. Die Zielfunktion gibt also die Dualitéats-
liicke zwischen der primalen Losung x und der dualen Losung (x, A, ) an.
Diese ist wegen der geltenden starken Dualitdat immer null. Damit sind die
Optimallésungen der Aufgabe (QPD) genau die KKT-Punkte der primalen
Aufgabe (QP) und entsprechen somit genau deren Optimallésungen.

Interpretation: (QPD) entsteht durch "Zusammenfiithrung” der primalen
und der dualen Aufgabe: Zunéchst wird die Zielfunktion der dualen Aufgabe
mit (—1) multipliziert wird, damit diese auch als Minimierungsaufgabe for-
muliert ist. Lost man nun beide Aufgaben simultan (bei gleichem ) mit der
Summe der Einzelzielfunktionen als neuer Zielfunktion, so entsteht (QPD) .

Dualitatsaussagen

Ist die Zielfunktion f konverz, ist also () positiv semidefinit, so sind die Vor-
aussetzungen des starken Dualititssatzes (mit X = R") erfiillt und es gilt,
dass die Dualitétsliicke gleich null ist. In diesem Fall gilt genau eine der
folgenden Aussagen:
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1. die primale Aufgabe besitzt keine zuléssige Losung.

2. die primale Aufgabe besitzt eine zuléssige Losung und ihre Zielfunktion
ist unbeschrénkt. Dann ist die duale Aufgabe ist leer.

3. die primale Aufgabe besitzt einen KKT-Punkt. Dann besitzen beide
Aufgaben, die primale, (Q P) und die duale, (Q D), eine Optimallosung
mit gleichem Zielfunktionswert sowie gleichem x und die primal-duale
Aufgabe (QPD) besitzt eine Optimallosung mit Zielwert null. Jede
Optimallosung der primal-dualen Aufgabe gibt gleichzeitig eine primale
und eine duale Optimallésung an.

Alternative Formulierungen

Es sei f wieder als konver vorausgesetzt.

1. Setzt man in (QD) die Nebenbedingung in die Zielfunktion ein, so
ergibt sich die duale Aufgabe zu (QP) im Format

oo _ 1T T T
maximiere w = —zr  Qr —a'A—h'p

(QD1) {s.d. Qr+p+ATN+H =0, A>0

Man beachte, dass fiir = 0 die Dualitdt linearer Optimierungs-
aufgaben beschrieben wird. Hervorzuheben ist: Die Zielfunktion dieser
Aufgabe ist konkav, da die Originalzielfunktion f konvex ist. Multipli-
ziert man sie mit (—1), so entsteht wieder eine konvezre quadratische
Minimierungsaufgabe.

2. Wenn z Optimallosung des primalen Problems ist, so ist & auch der
x—Teil einer Optimallésung des dualen Problems. Die Umkehrung die-
ser Aussage gilt i.A. nicht, d.h. der x—Teil einer dualen Optimallosung
muss nicht primal zuléssig sein.

Wenn @ positiv definit (invertierbar) ist, so besitzt die primale Aufgabe
eine eindeutige Optimallésung und die duale Aufgabe mindestens eine
Optimallosung, die in ihrem z Teil wegen z = —Q~! (p + AT\ + HT[L)
bei festen A und p eindeutig ist.

32



Die letzte Gleichung kann man dann verwenden, um der dualen Auf-
gabe noch ein anderes Format zu geben. In diesem Fall lautet die Ziel-
funktion der dualen Ausgabe

1
wo = —§xTQm —a'X=n"p

_ _% (p"i_AT)\_‘_HT,U)TQil (p—i—AT)\—l-HT,U/) —CLT)\—hT,LL

so dass die duale Aufgabe nun die Form hat
1

QD;) max< —= p+AT/\+HT,uTQ_1 p+ AN+ H ) —a" X =hTp: A >0
2

Es ist klar, dass die Zielfunktion nach Ausmultiplizieren wieder qua-
dratisch in A ist. Zu beachten ist, dass diese Formulierung der

Dualen Aufgabe sehr einfache Nebenbedingungen besitzt.

. Zur Vereinfachung der weiteren Analyse von (Q)Ds) betrachten wir den
Spezialfall, dass in (QP) keine Gleichungsrestriktionen Hx = h auftre-
ten. Man kann jede primale Aufgabe (QP) auf diese Form bringen.

Dann gilt fiir die duale Aufgabe
1
(QDy) max {—5 (p+ AT,\)T Q' (p+A™N) —a"A: x> O}

Der quadratische Term innerhalb der Klammern schreibt sich um zu

(p+ATN) Q" (p+ ATN)
— pTQflp + ZPTQflAT)\ + )\TAQflATA

Setzt man zur Abkiirzung
G:=AQ'AT und ¢:=AQ 'p+a

so lautet, bei Vernachlassigung des konstanten Terms die duale Aufgabe
nun

(@D2) min {%/\TG)\ +gt A > 0}
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Aus der Form von G ist klar, dass die Aufgabe (QD:) eine konvexe
Zielfunktion besitzt, da G positiv semidefinit ist. Besitzt A maximalen
Zeilenrang, so ist die Aufgabe sogar streng konvex.

Ferner lauten die urspriinglichen KKT Bedingungen von (QP)

Qr+p+ATXA=0, A>0
(QKKT) Ar+y=a, y>0

0=y
Setzt man
v=-Q ' (p+A"N) (2.2)
auch in die KK'T Bedingungen ein, so ergibt sich
A>0
(QKKT) —-GAN—g+y=0,y>0
0=y

Auf der anderen Seite lauten die KKT Bedingungen von (QD-) in der
letzten Formulierung

G +g—y=0,y=>0
(QD,KKT) A>0
0=1y"\

woraus man (QKKT) = (QDyKKT) erkennt. Da die KKT Bedingun-
gen bei konvexen Aufgaben notwendige und hinreichende Optimalitéts-
bedingungen sind, ist klar, dass A = A* genau dann Optimallésung von
(QDy) ist, wenn z = z* = —Q ! (p + AT/\*) Optimallosung von (QP)
ist. Da @ positiv definit ist, liefert die Formel (2.2) fiir alle Optimallo-
sungen \* der dualen Aufgabe denselben x—Wert z*.

Folgerung: Es kann also unter der Voraussetzung () positiv definit
alternativ zur primalen Aufgabe auch die duale Aufgabe gelost wer-
den und das Ergebnis iiber (2.2) in eine Optimallgsung der primalen
Aufgabe zuriickgerechnet werden. Wegen der besonders einfachen Ne-
benbedingungen der dualen Aufgabe ist dies sehr attraktiv.

. Betrachten wir nun eine andere spezielle Form der Ausgangsaufgabe
(QP) . Es werde angenommen, dass keine expliziten Gleichungsrestrik-
tionen auftreten und dass alle Variablen vorzeichenbeschrankt sind, was
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explizit ausgewiesen sei

minimiere f (z) = 227 Qx + pTw

2
(@PS) { s.d. Ar <a, x>0

Auch dies ist natiirlich keine Beschrankung der Allgemeinheit, da die
Aufgabe (QP) gleichwertig in (QPS) umgeschrieben werden kann (sie-
he auch néchste Kapitel)

Die KKT-Bedingungen zu (QPS) lauten
Qr4+p+ATA—p=0, \,u>0
(QPSKKT) Ar+y=a, 2,y >0
0=MNy+pulz

Zu beachten ist, dass hier sdmtliche Variablen vorzeichenbeschrinkt sind.
In Matrixform schreibt sich (QPSKKT) zu

(5)-(% )6 - ()
() () =0 ()20 ()=

Diese Formulierung ist vom Format eines Linear Complementary Pro-
blem (LCP)

g
Y,
o o
w
Y,
o

w z =

(mit quadratischer Matrix B). Zur Losung eines LCP gibt es eigene Ver-
fahren, die sich also auf (QP) anwenden lassen. Wir werden spéter darauf
zuriickkommen.
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Teil 1

Simplexverfahren
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Kapitel 3

Dreiphasenalgorithmen

Der zuléssige Bereich der uns interessierenden Optimierungsaufgaben ist ein
konvexes Polyeder. Dessen Eckpunkte sind prinzipiell mit Simplexschritten
erreichbar. Fiir Aufgaben mit linearer Zielfunktion ist dies vorteilhaft, denn
bekanntermafien liegt dann in der Menge der Optimallésungen immer eine
Ecke.

Bei nichtlinearer Zielfunktion ist dem i. a. nicht so. Dennoch sind auch in die-
sem Fall die Optimallosungen mit dem Simplexverfahren ansprechbar, z. B.
dann, wenn die Optimallosungen als Schnittpunkte von linearen Restriktio-
nen mit nichtvorzeichenbeschrankten Schlupfvariablen beschrieben werden.
Wie dies funktioniert, sollen die folgenden Uberlegungen zeigen.

Die Techniken des Simplexverfahrens sind, wie sich zeigen wird, nicht auf
die lineare Optimierung beschrankt. Wir werden im Folgenden simplexartige
Verfahren sowohl fiir die quadratische Optimierung als auch fiir die linear
restrinigerte Optimierung erarbeiten.

3.1 Lineare Techniken

Viele Verfahren der nichtlinearen Optimierung nutzen das Simplexverfahren
als Werkzeug. Dies ist erst recht der Fall, wenn die Restriktionen der gege-
benen nichtlinearen Aufgabe linear sind.

37



3.1.1 Transformation auf Standardformat

In der linearen Optimierung sind verschiedene Standardformate fiir den zu-
ldassigen Bereich iiblich. Diese vereinfachen die Beschreibung einschlagiger
Verfahren, z.B. des Simplexverfahrens. Das trifft auch zu fiir die linear re-
stringierte, nichtlineare Optimierung. Deshalb sollen solche Standardformate
angesprochen werden.

Wichtig sind vorallem zwei Formate

minimiere f ()

(SPA) { s.d. Ar <a, x>0 und
minimiere f ()

(SPB) { s.d. Hxr=h,z>0

wobei die Matrix H maximalen Zeilenrang habe. Bei der Transformation auf
eines dieser beiden Formate ist Hauptaugenmerk auf die Transformation der
(nicht-) linearen Zielfunktion zu legen.

Vorgegeben sei wieder die Aufgabe

minimiere f (z)
(P) { s.d. Ar <a, Hx =h

Eine erste Moglichkeit, diese Aufgabe auf das erste Standardformat zu brin-
gen ist, zundchst die Gleichungen Hx = h in zwei Ungleichungen unzuschrei-
ben: Hxr < h, —Hx < —h und dann die noch vorzeichen-unbeschrankten
Variabeln iiber die Variablentransformation x =: z! — 2% mit z',22 > 0
durch vorzeichenbeschréankte Variablen zu ersetzen. Dies vergrofert die An-
zahl der Variablen und der Restriktionen erheblich. Die Aufgabe lautet dann

in der ersten Standardform

minimiere ¢ (2!, 2%) = f (2! — 2?)

A —-A 1 a 1
(5P 0 s H —-H (””Q)g ho (“72)20
~H H o —h v

deren Systemmatrix die Dimension (m + 2p) x (2n) hat.
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Eine nachtrigliche Einfithrung von Schlupfvariablen liefert auch die zweite
Standardform

minimiere (' %01 0) = 0 o)
A .1 Y a
S.d. H ( x2 ) -+ y2 = h
(SP2) y? —h
1
)
. y? | >0
? 3
\ Yy

in der Dimension (m + 2p) x (2n + m + 2p) .

Besitzt H von vorneherein maximalen Zeilenrang, so besteht eine zweite Mog-
lichkeit der Transformation darin, zundchst Schlupfvariablen einzufithren, um
nur noch Gleichungsrestriktionen zur Verfiigung zu haben. Danach werden
alle noch nicht vorzeichenbeschrinkten Variablen durch zwei vorzeichenbe-
schrankte Variablen ersetzt. Dies liefert das zweite Standardformat

minimiere ¢ (2!, 2%, y) = f (¢! — 2?)
(SP3) A —a N[ % v
- 2 | _( @ 2
s <H—H 0) y _(h) y =0

mit Systemmatrix die Dimension (m + p) x (2n + m), welches durch Um-
schreiben der Gleichungen in Ungleichungen ins erste Standardformat trans-
feriert werden kann

minimiere ¢ (2!, z* ,y = f(z' — 2?)
A I 2 .
(5P4) s.d. _}{4 _f _0 ( 2 . | 22 | >0
-H H Y ~h Y

Dimansion (2m + 2p) x (2n +m).

Eine dritte Moglichkeit, die (fast) ohne Ausweitung der Anzahl der Varia-
blen und Restriktionen auskommt, beruht auf der Anwendung der ersten
Phasen des Dreiphasenalgorithmus der Linearen Programmierung.
Dieser werde im Folgenden kurz dargestellt.
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3.1.2 Linearer Dreiphasenalgorithmus

Gegeben sei eine allgemeine lineare Aufgabenstellung der folgenden Form mit
expliziten Vorzeichenbeschrankungen

min f(2) =clz+q
sd. Az <a
Hx =h
Q?jZO, jGJ

(LP)

wobei A € R™*" H € R"™*" und J eine vorgegebene Teilmenge von
{1,...,n} ist. Es sind also ein Teil der Variablen z; explizit vorzeichenbe-
schrankt, nédmlich die mit j € J. Die restlichen Variablen z;, j € J, sind
nicht explizit vorzeichenbeschréankt. Wir nennen sie freie Variablen.

Wir bringen diese Aufgabenstellung nach Einfiihrung von Schlupfvariablen
in ein (zunéchst i. a. nicht zuléssiges) verkiirztes Starttableau ein

27 || min
fl=c1 ¢
y| A a
0| H h

das wie gewohnt zu lesen ist (der Doppelstrich symbolisiert das Gleichheits-
zeichen in den Zeilen, die Kopf-Nullen in der Basis diirfen als kiinstliche
Variablen mit Wert 0 interpretiert werden). Es gilt als vereinbart, dass die
Vorzeichenbeschrankungen der z;, j € J, nicht als explizite Restriktionen in
das Tableau eingebracht werden, sondern wie gewohnt implizit gelten. (Zur
Kennzeichnung der freien Variablen konnten diese mit einem speziellen Zei-
chen markiert sein, z.B. einer Tilde, einem Hut etc.)

Bemerkung: Anstelle der verkiirzten kénnen natiirlich auch Normalta-
bleaus verwendet werden. Zu beachten ist, dass verkiirztes Tableau und
Normaltableau jederzeit dquivalent ineinander umgerechnet werden konnen.

In der folgenden Beschreibung des Dreiphasenalgorithmus wird davon aus-
gegangen, dass Spalten mit freien Variablen z; in der Nichtbasis jederzeit
mit (—1) multipliziert werden konnen. In diesem Fall wird die freie Variable
x; durch eine kiinstliche Variable ersetzt, die das Negative der Variablen z;
angibt. Wir nennen sie (—x;).
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Dreiphasenalgorithmus (DPA)

Phase 0 (Bereinigen) Zunéchst sollen durch gezielte Austauschschritte
"Kopf-Nullen” aus der Basis in die Nichtbasis gebracht werden. (Hierbei kann
bei der Pivotwahl nachrangig der Effekt auf die Zielfunktion beachtet wer-
den.) Dies reduziert die Dimension des Tableaus u. U. erheblich. Gleichzeitig
konnen freie Variablen von der Nichtbasis in die Basis gebracht werden.

Dabei ist folgendes zu beachten:

e Spalten mit Kopf-Nullen in der Nichtbasis konnen sofort gestrichen wer-
den, da diese als kiinstliche Variablen interpretiert werden, die den Wert
null haben und diesen auch behalten sollen. Sofern in Phase 0 nicht al-
le kiinstlichen Variablen 70" {iber ATS aus der Basis in die Nichtbasis
gebracht werden konnen, kann dies nur daran liegen, dass kein entspre-
chendes Pivotelement vorhanden ist, d. h. dass die entsprechende Zeile
nur Nullen enthélt. Ist dann die rechte Seite der Zeile ungleich null, so
liegt eine widerspriichliche Gleichung vor und das System besitzt keine
zuléssige Losung. Ist die rechte Seite auch 0, so entspricht die Zeile
einer Gleichung 70 = 07, die problemlos gestrichen werden kann. Man
kann also davon ausgehen, dass nach Abschluss der Phase 0 sich keine
"Kopf-0” mehr in Basis oder Nichtbasis befindet.

e Nichtvorzeichenbeschrénkte Variable in der Basis beschreiben Restrik-
tionen, die eigentlich gar keine sind, da Punkte auf beiden Seiten der
entsprechenden Hyperebene zuléssig sind (sie vereinigen zwei Halbrau-
me). Also konnten auch diese Zeilen aus dem Tableau gestrichen wer-
den. Der Wert der entsprechenden Basisvariablen muss dann bei Bedarf
nachtraglich berechnet werden.

(Es ist bei Handrechnung u. U. sinnvoll, die entsprechenden Zeilen
im Tableau zu belassen, damit der Wert der zugehorigen Variablen in
der letzten Basislosung leicht abgelesen werden kann. Die Zeilen gelten
dann als fiir jede Quotientenminimierung gesperrt - sie sind quasi nicht
existent -, werden im ATS aber mit umgerechnet.)

Phase 1 (Zulidssig machen) Nach Abschluf der Phase 0 liegt ein in der
Regel noch unzuléssiges Tableau (ohne Kopf-Nullen in der Basis, s. u.) vor,
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sagen wir

T .
Ty || min
7T 7
f ay bo
B A b

Dieses kann wie folgt sukzessive zuldssig gemacht werden. Zunéchst wird
eine Hilfszielfunktionszeile benutzt und die eigentliche Zielfunktionszeile wird
auker acht gelassen. Dazu wird einfach eine Zeile [ mit b; < 0 ausgewihlt und
als neue Zielfunktionszeile angesehen. Die zugehorige Variable x ;) wird nun
solange maximiert, bis ihr Wert in der Basislosung nichtnegativ geworden
ist. Die alte Zielfunktionszeile wird (wegen der gewiinschten Aquivalenz aller
Tableaus) mit umgerechnet.

Dazu verfahre, solange b; < 0 gilt, wie folgt:

e Wihle einen negativen Eintrag in der Zeile [, etwa a;.. Dieses k gibt
dann den Pivotspaltenindex an.

Ist diese Wahl (auch nach Ubergang von einer freien Nichtbasis-Variablen
x; zu (—x;)) nicht moglich, stop3, es existiert keine zuldssige Losung
von (LP) (denn die | — te Zeile fordert dann die Gleichheit von b, < 0
mit einem nichtnegativem Wert "links vom Gleichheitszeichen”).

e Berechne
A S
Qmax = — = min _—|bj2(),ajk>(),]:1,...,m
Qi Ak
(ohne gesperrte Zeilen, s.0.) und fithre mit dem Pivotelement a;, den

ATS durch.

Kann ., nicht berechnet werden, so fiihre sta:ctdessen den ATS mit
dem Pivot ay, durch. (Diese Pivotwahl macht b, mit einem einzigen
ATS nichtnegativ.)

Zu beachten ist, dass generell . so berechnet wird, dass beim ATS keine
der Zeilen, die bereits zuléassig sind, unzuléssig wird, hingegen potentiell auch
unzuléssige Zeilen zuldssig werden konnen.

Wende diese Vorgehensweise solange an, bis keine negative rechte Seite mehr
existiert oder das Verfahren iiber stop3 terminiert. Phase 1 endet also mit
einem zuléssigen Tableau oder der Information, daf ein solches nicht existiert.
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Phase 2 (Optimieren)

sen, dass keine Optimallosung existiert.

Das folgende Beispiel erldutert die beschriebene Vorgehensweise:

Beispiel 3.1 zum DPA

Wir betrachten die folgende Aufgabe

min 42z,

Mit Hilfe der Schlupfvariablen x5, x4, x7 erhalten wir als Starttableau fiir den
Dreiphasenalgorithmus (das "Dach” auf der Variablen x; soll andeuten, daf

diese Variable frei ist)

3%1

4271
611
x1

X

"‘381’2

—|—2.T2
+4x9
+7xo

+x9

>0,

+43$3 +53$4
+4r3  +6x4
+5l‘3 +31’4
+2ZE3 +4$4
XT3 +x4
i= 23,4

A ININ +

O| T T3 T4 | min
f|—42 =38 —43 —53 | 400
x5 | 3 2 4 6 500
xe | 4 4 5 3 500
x7 | 6 7 2 4 | 500
0| (1) 1 0 0 50
0 0 0 1 1 70

Die Pivotwahl erfolgt geméfs Phase 0. Die freie Nichtbasis-Variable x; wird
gegen die erste kiinstliche Basis-Variable 0 getauscht (Pivotelement einge-
klammert). Nach dem ATS werden die 4. Zeile und die 1. Spalte aus dem

Tableau gestrichen. Wir merken uns: x1 + x5 = 50.

43

In dieser Phase liegt nun ein zuléssiges Tableau
vor, dieses soll optimiert werden. Dazu wird der normale Simplex-Algorithmus
(unter Einbeziehung moglicher freier Variablen in der Nichtbasis, die mit
(—1) multipliziert werden kénnen) verwendet. Die Phase endet daher mit
einem Optimaltableau (stopl) oder einem Abbruchtableau, aus dem eine
Kante abgelesen werden kann, auf der die Zielfunktion unbeschrinkt abfallt
(stop2). Da jede zuléssige Losung zu der Aufgabe, die dem Abbruchtableau
unterliegt, einer zuldssigen Losung der urspriinglichen Aufgabe entspricht,
ist damit eine Optimallosung der Aufgabe (LP) gefunden oder nachgewie-

400
500
500
200
20
70



In einem weiteren Schritt der Phase 0 wird auch noch die zweite Basis-Null
in die Nichtbasis gebracht und anschliefend die zugehorige Spalte gestrichen.

I i) T3 Ty II To T4

f |4 =43 =531 2500 f | 4 —101 5510

5 | =1 4 6 350 — x5 | —1 2 70 —
zg | O ) 3 300 e | 0 =2 | =50

x| 12 4 | 200 2| 1 (2) | 60

00 (1) 1 | 70 z3| 0 1 | 70

Mit Tableau II ist Phase 0 beendet. Die Pivotwahl in Tableau II wird ge-
maf Phase 1 vorgenommen. Da nun x4 einen negativen Wert zugewiesen be-
kommt, wird die zu x4 gehorige Zeile als Hilfszielfunktion ausgewéhlt. Diese
enthélt als einzigen negativen Eintrag: —2. Daher wird k = 2 der Pivotspal-
tenindex. Quotientenminimierung liefert anschliefend ¢ = 3 als Pivotzeilen-
index. Nach dem ATS ist das Tableau zuldssig, Phase 2 wird eingeleitet und
ein weiterer ATS geniigt, das Tableau auch optimal zu machen:

111 T2 Ty v Te T7

f 9 5 | 5810 f1 -9 —4]5720

x5 | =2 —1 10 x5 2 1 30

AN

x| (1) 1 | 10 | 11| 10

xqe | 0.5 0.5 30 xqg | =05 0 25

x3 | —0.5 —0.5| 40 x3 | 05 0 45
Die Optimallésung lautet:

x] =40, 25=10, a3=45 ;=25 f"=5720.
O

Warmstart

Ein Vorteil des Dreiphasenalgorithus ist, dass er von "beliebig vorgegebener
Losung gestartet” werden kann. Dies ist wie folgt zu verstehen: Vorgegeben
sei ein beliebiges Tableau der Aufgabe (LP), z.B. das Starttableau oder das
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Endtableau der Bereinigungsgphase des DPA

Ty | 2% || min

flad bo

rB A b

Hierin umfassen die Variablenvektoren xy und zp je eine Teilmenge der Ori-
ginalvariablen einschliefilich anfénglicher Schlupfvariablen. Seien dabei die
Variablen oBdA wie folgt abgezahlt:

TN = (21, ...,xp) und g := (Tpi1, .o, Tpis)

Seien nun etwa Zp, ..., T, beliebig vorgegebene Werte fiir die Variablen zy.
Dann konnen der Aufgabe die Restriktionen z; — x; = —x; mit freien kiinstli-
chen Variablen z; hinzugefiigt werden, ¢ = 1, ..., p. Diese verdandern die Auf-
gabenstellung zunéchst einmal nicht, weil die kiinstlichen Variablen frei sind.
Néhmen die z; alle den Wert 0 an, so wire x; = ; fiir alle e =1, ..., p.

Bringt man diese zusétzlichen Restriktionen in das Tableau 7} ein, so entsteht

Ty | 2% | min

f|ad bo

B A b

z | =1 —x

wobei I die p X p—Einheitsmatrix beschreibe. In diesem Tableau kénnen
zunéchst einmal p ATS gemacht werden mit den letzten p Zeilen.

T | 27 min

flat | b—alz

B A b— Az

N -1 x
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Damit hat man ein zur urspriinglichen Aufgabenstellung dquivalentes Ta-
bleau erhalten, dessen Basislosung xy = Z und xp = b — AZ lautet.

Kennt man also eine Losung der gegebenen Aufgabe, die geometrisch in der
Néahe einer Optimallésung liegt, so kann der DPA dort gestartet werden.
Diese Idee kann insbesondere zu einen Restart des DPA verwendet werden,
um numerische Ungenauigkeiten auszubiigeln, die sich bei langem Lauf des
Verfahrens eingeschlichen haben. Dazu nimmt man die zuletzt verfiigharen
Werte 74, ..., &, fiir 1, ..., z, und startet den DPA vom Tableau T, neu.

Beachte: Man kann diese Methode auch zur Nachiteration verwenden, wenn
man einen Restart mit dem Abschlusstableau des DPA vornimmt. z. B nach
einer nachtriglichen Verdnderung der Ausgangsdaten.

Nichtlineare Zielfunktion

Ist statt der linearen Optimierungsaufgabe (LP) die linear restringierte Auf-
gabe (P) vorgegeben, so konnen die ATS der Phase 0 und der Phase 1 bei
Vernachlédssigung der Zielfunktion genau so durchgefithrt werden, da diese
die Originalzielfunktion nicht benétigen. Zum Abschluss liegt ein zuléssiges
Tableau der gegebenen Aufgabe vor. Allerdings muss danach die Zielfunktion
noch an die vorliegende Darstellung angepasst werden. Dies kann geschehen,
indem die affin-linearen Verkniipfungen der Variablen aus dem zuletzt vor-
liegenden Tableau abgelesen und in die Zielfunktion eingesetzt werden. Da
beim Dreiphasenalgorithmus die Menge der Variablen sim Prinzip unverén-
dert bleibt, ist dies problemlos mdglich. Die Zielfunktion wird dann nur in
Abhéngigkeit von den aktuellen Nichtbasisvariablen angegeben. Dies hat zur
Folge, dass die Zielfunktion ihre "geometrischen Eigenschaften” wie z.B. eine
Konvexitéit behélt.

Beispiel 3.2 Wir betrachten nocheinmal das obige Beispiel, diesmal aller-
dings mit der nichtlinearen Zielfunktion f (z) = 42z + 3813 + 433 + 53wy +
400. Dies schreibt sich in Normalform zu

o\ /8 0 00 1 o\ /=

R 0 76 0 0 7 0 2
Fa)=51 ., 0 0 00 ey | 7| 43 vy | T4

4 0 0 00 ” 53 4
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Wir verwenden die Phase 0 des DPA, um die gegebene Aufgabenstellung
auf Normalformat (SPB) zu bringen. Die transformierte Aufgabe wird dann
durch obiges Tableau II beschrieben.In Tableau II lesen wir auch die Trans-
formationen ab:

r1+2x92 = 50 = 21 =50 — 29
r3+xy = 0= 23=70—14

Dies eingesetzt in die Zielfunktion ergibt

f(x) = 42-(50 — 22)* + 38x2 + 43 - (70 — 24) + 53x4 + 400
= 80z3 — 420075 + 10z4 + 108410

oder in Normalform

1 a \T 160 0 [ 22 —4200 \" [ a2
f(fv)—§<x4> (0 0)(;1;4 +1 10 b )] 108410
Damit lautet die transformierte Aufgabenstellung (Standardform (SPB)) :

min 8()91:% — 420029 + 10x4 + 108410
s.d. Ty — To + 2$4 =70

Te — 2204 = —50

T7 + x5 + 224 = 60

T3+ Ty = 70

1+ X9 = 50

ZTo,...,x7 >0

oder nur in den Variablen xound x4 ausgedriickt (Standardform (SPA)) :

min  80x3 — 4200x5 + 1024 + 108410
s.d. —X9 + 21’4 S 70

To + 224 < 60

0§l’4§70, 0§£E2

Die gegebene Aufgabe ist damit unter Benutzung zweier Simplexschritte ohne
Dimensionsausweitung auf Standardformat gebracht.
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Bemerkung: Wiren beim Bringen in ein Standardformat zum Schluss von
den Nichtbasisvariablen einige frei, so miisste man diese doch noch durch
Variablensplitting vorzeichenbeschrankt machen, um eine richtige Standard-
form zu haben. Dies gilt aber nur, wenn diese Variablen partout nicht in die
Basis getauscht werden kénnen. Zu beachten ist, dass solche Variablen, die
sich nicht in die Basis bringen lassen, bei nichtlinearer Zielfunktion nicht auf
Unbeschranktheit schliefen lassen.

3.1.3 Spezialfall: quadratische Optimierung

Im Falle quadratischer Optimierungsaufgaben ist eine geeignete Formulie-
rung der Zielfunktion in den Standardformen wichtig. Deshalb wollen wir fiir
die oben anfanglich angesprochenen vier Transformationen in ein Standard-
format die Zielfunktionen explizit angeben.

Die Zielfunktion bei Transformation auf Standardformat

Vorgegeben sei die Zielfunktion der allgemeinen Aufgabestellung: f(x) =
127 Qx + p"x. Die Zielfunktion ist in allen Féllen der Transformation auf
Standardformat im Wesentlichen die gleiche:

- 1
Ft o) = (o =) = L =) Qe —?) +07 (! — )
Zuweilen kommen noch Schlupf-Variablen vor, die aber keine direkte Aus-
wirkung auf die Zielfunktion haben (s.o.), sagen wir Variablen, die in einem
Vektor y zusammengefasst sind. Dann schreibt sich die Zielfunktion

) 1 2\ / Q -Q o ! » \" [ 2!
f( 17372,'3/) = 5 xQ _Q Q 0 xQ + -p 1‘2 )
Y 0 0 0 Y 0 Y

damit hat sie wieder das gewiinschte Standardformat.

Eine gegebene Konvexitét der Zielfunktion f iibertragt sich auf f :Sei et-
1
x

wa [ ? € R™™" ™ heliebig vorgegeben. Dann gilt bei vorausgesetzter

Y
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positiver Semidefinitheit von @ :

T

x! Q —-Q 0 x!
x? —-Q @ 0 2?2 | = (:L‘l — :EQ)TQ (fEl — xg) >0
Y 0 0 0 Y

Die Zielfunktion bei Anwendung des Dreiphasenalgorithmus

Will man den Vorteil der Verwendung des Dreiphasenalgorithmus ausnutzen,
namlich den zuldssigen Bereich auf Standardformat zu bringen, ohne dabei
die Dimension des Problems auszuweiten, so hat man die Zielfunktion auf
die entstehende Nichtbasis umzurechnen. Dies wollen wir im folgenden néher
untersuchen.

Gegeben sei ein Tableau ohne Zielfunktion, das anfénglich den zuléssigen
Bereich beschreibt

T|2T]1

y|A |b
und eine anféngliche Darstellung der Zielfunktion in Abhéngigkeit der Va-
riablen x

1
f(z) = §$TQx +plr+gq

Ferner sei gegeben ein entsprechendes Tableau T', das aus T durch einen oder
mehrere ATS hervorgegangen ist.

Tz |1
g|lA|b
wobei :;j den urspriinglichen Variablenvektor ( ::;3 ) in einer anderen

Reihenfolge beschreibt.

Im Tableau 7 kann eine Umrechnungsfunktion z = ¢ (&) abgelesen werden.
Diese Abbildung ist affin-linear und sei etwa durch ¢ (Z) = G-+ g angesetzt
mit einer (n x n) —Matrix G und g € R™.
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Damit lasst sich die Zielfunktion auf die neuen Nichtbasisvariablen umrech-
nen:

(G-2+9g)
(G- 3+9)" QG- T+9) +p" (G-T+g)+q

N — DN — %

= - [Z"GTQGT +29"QGZ + ¢ Qg] + p"Gi+p'g+¢q
1

= 7 [67QGIE + [GTQg + G'p]" i+ %gTQg +p'g+q

Offensichtlich hat die Zielfunktion nun wieder das Standardformat.

Damit erdffnen sich grundsétzlich zwei Moglichkeiten zur Berechnung der
Zielfunktion:

(i) Man rechnet bei jedem Austauschschritt die Zielfunktion um
aus den Daten des letzten Tableaus.

(ii) Man berechnet erst am Ende mehrerer ATS die Zielfunktion
um.

Tableauform Die zweite Moglichkeit haben wir oben bereits im allgemei-
neren Fall betrachtet. Wir wollen noch auf die erste der genannten Mdoglich-

keiten niher eingehen. Unterstellen wir also, dass 7' durch nur einen einzigen
ATS aus T hervorgeht.

Notieren wir die wesentlichen Daten der Zielfunktion willkiirlich in einer Ma-
trix

(Q7 _p) )

so machen wir folgende Beobachtung
T G —g _ T T G —g
= (6QG. - [G"Qg +G"p))

Dies sind gerade die entsprechenden Daten der umgerechneten Zielfunktion
in der gleichen Notierung!
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Weiterhin gilt, Wenn als Pivotelement aus der Matrix 7" fiir den Umrech-
nungsschritt T ~» T angenommen wird und z; im Kopf der Pivotspalte k
steht:

1 0 0 0

0 1 0
¢ 0 Lo 0
0 1 - — Q41 —Q4 —Qin bz

0 0 1 0

0 1 0

0 0 1

Dies ist die (n x n)—Einheitsmatrix, in der die [—te Zeile durch die i— te
Zeile der Matrix von T' ersetzt wurde.

Man kann nun leicht nachrechnen, dass die Multiplikation

(Q,~p) - ( (C); L’ )

nichts anderes bedeutet, als die Matrix (@, —p) mit der Pivotzeile von T' (!)
als zusétzlich eingefiihrte (externe) Pivotzeile (bei gleicher Pivotwahl) nach
den Simplexregeln umzurechnen.

Entsprechend bedeutet eine Multiplikation von links mit G, die Pivotzeile
von T (!) ohne die letzte Komponente als zusétzliche Pivotspalte negativ
einzufiihren und unter Beibehaltung des Pivotelements nach den Regeln des
Simplexverfahrens unzurechnen.

Damit haben wir erkannt:

Die Umrechnung der quadratischen Zielfunktion im ATS erfolgt
durch zweimalige Simplexumrechnung!

Der Einfachheit halber rechnet man bei Handrechnung daher folgendes "er-
weiterte Simplextableau” fortlaufend um

T |z || min
* | Q|| —p
y | Alb
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Mit diesem kann die zweimalige Simplex-Umrechnung leicht bewerkstelligt
werden. Das Feld x ist dafiir vorgesehen, bei der zweiten Umrechnung des
oberen Teils des Tableaus die um den Rechte-Seite-Wert amputierte, negative
alte Pivotzeile als Pivotspalte aufzunehmen.

Beispiel 3.3 Wir betrachten noch einmal das obige Zahlenbeispiel:

O| 1 x2 x3 x4 | min I 0 To T3 X4
8 0 0 0 0 (=1)| -84 |8 0 0 | —4200
0O 76 0 O 0 -1 0 % 0 0 0
0 0O 0 0| —43 0 0 0 0 0 —43
0 0 0 0 |-53 0 0 0 0 0 —53
25| 3 2 4 650 w5 | -3 |-1 4 6 350
Te | 4 4 5 3| 500 Tg —4 0 5 3 300
7| 6 7T 2 4 | 500 T —6 1 2 4 200
0O|(1) 1 0 0] 50 0 0 0 1 1 70
0,0 O 1 1| 70 i 1 1 0 0 50
I | 29 23 x4 I T 0 a4
160 O 0 | 4200 0 160 O 0 | 4200
0 0 0| —43 (-1)] 0 0 0| -43
0 0 0| —53 -1 0 0 0 | =53
rs5 | —1 4 6 | 350 ~ Ts -1 -4 2 70 ~
x6 | O 5 3| 300 T 0 -5 —2| =50
T7 1 2 4 |1 200 T7 1 -2 2 60
0l 0 (1) 1| 70 zs | 0 1 1|70
1 1 0 0 50 1 1 0 0 50
I z9 x4
160 0 | 4200
0 0 | —10
s | —1 2 70
s | 0 —2 ] =50
zr | 1 2 60
z3 | O 1 70
Ty 1 0 50

Der absolute Wert q der Zielfunktion muss aus der Originalzielfunktion be-
rechnet werden

qg=42-50%+38-0%+43-70+53-0-+400 = 108010
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Das Ergebnis stimmt genau mit der obigen Vorabrechnung tiberein.

Man beachte: Hdtte man bei diesem Beispiel noch die Phase 1 des DPA
angeschlossen, so hdtte man eine Standarddarstellung der Aufgabenstellung
mit nichtnegativer rechter Seite erhalten.

Zu beachten ist, dass am Ende dieser Tableauumrechnung, sollte sie im
Rahmen der Phase 0 des DPA eingesetzt werden und dabei eine Variable ”0”
in die Nichtbasis gebracht worden sein, die entsprechende Spalte und gleich-
zeitig auch die zugehorige Zeile gestrichen werden. Ferner ist beim Multi-
plizieren einer freien Variablen mit (—1) sowohl die zugehorige Spalte als
auch die entsprechende Zeile mit (—1) zu multiplizieren. Beides ist fiir die
Symmetrie der Matrix ) unumgénglich!

Auferdem sei betont, dass eine Konstante der Zielfunktion vernachléssigt
und nicht mit umgerechnet wird. Dieser Wert ist fiir den Optimierungspro-
zess irrelevant und kann am Ende des Verfahrens aus den Originaldaten aus-
gerechnet werden.

Es sei jedoch darauf hingewiesen, dass diese Tableauumrechnungen wie
im Simplexverfahren nur von Ecke zu Ecke des Polyeders springen konnen.
Dies wird der Losung der Quadratischen Optimierungaufgabe i. a. nicht ge-
recht.

3.1.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1

Man programmiere den Dreiphasenalgorithus der Linearen Optimierung im
MATLAB so, dass er von vorgegebener (zuléssiger oder unzuléssiger) Losung
starten kann und tiberpriife den Warmstart (Restart) an mehreren selbster-
zeugten Beispielen

Aufgabe 2

Erstellen Sie ein MATLAB Programm, das eine gegebene allgemeine quadra-
tische Optimierungaufgabe parametergesteuert in eine der beiden Standard-
formen tiberfiihrt, wobei beim Format (SPA) die rechte Seite a nichtnegativ
sein soll. Testen Sie Thr Programm an mehreren selbsterzeugten Testaufgaben
unterschiedlichen Typs.
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3.2 Quadratisches Simplexverfahren

Gegeben sei die folgende allgemeine quadratische Optimierungsuafgabe

minimiere  z (z) = 127Qz + pTz + ¢

(Q) so dass Ar <a, Hr=nh
z; >0, jeJ

mit symmetrischer Matrix () € R™*" und vorgegebener Menge J von Indizes.

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist das notwendige Optimalititskrite-
rium, mit dem subminimale Punke beschrieben werden:

Ist x ein zuléssiger Punkt und ein lokaler Minimierer zur Aufgabe

(@), so gilt
D,z (x)d >0

fiir alle zuléssigen Richtungen d an .

Hierbei beschreiben wir mit D,z (z) den Gradienten vom z an der Stelle x,
als Zeile geschrieben:

D,z (x) = (5—; (m),...,;—;(x)) =Vz(z)"

wobei 27 = (1, ..., z,,) unterstellt wurde. Zu beachten ist, dass alle Kompo-
nenten dieses Vektors nach Voraussetzung potentiell von x4, ..., z,, abhéngen.

Zu beachten ist ferner, dass Punkte, die die genannte Bedingung erfiillen,
nicht notwendig lokale Minimierer darstellen, sondern ggf. auch Sattelpunkte
oder sogar Maximierer sein konnen. Ist die Zielfunktion konvex, so charakte-
risiert die Bedingung globale Minimierer.

Ziel des im Folgenden zu formulierenden Verfahrens von Beale ist es, einen
subminimalen Punkt zur Aufgabe (@) zu bestimmen oder nachzuweisen, dass
kein solcher existiert.
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3.2.1 Beschreibung des Verfahrens

Im folgenden beschreiben wir ein simplexartiges Verfahren zur Losung der
Aufgabe (Q) . Der "Trick” bei diesem Verfahren ist, das auch andere Punkte
als Original-Basislosungen angelaufen werden konnen, weil im Laufe des Ver-
fahren kiinstliche, nicht vorzeichenbeschrankte Variablen eingefiihrt werden,
die es erlauben, diese Punkte als Basislosungen eines Tableaus darzustellen,
ohne dass dabei der zulédssige Bereich beschnitten wird.

Es sei noch folgende Vorbetrachtung angestellt: Ist in einem zuldssigen
Punkt Z eine zuldssige Abstiegsrichtung gegeben, gilt also

D,z(z)-d<0

so féllt die Zielfunktion, einmal unabhéngig von einem einschréankenden Po-
lyeder betrachtet, entlang des Vektors z (u) = T + pud mit g > 0 bei an-
steigenden p immer weiter ab, solange bis D,z (x (i) d = 0 gilt. Dies liegt
daran, dass die Zielfunktion eingeschrénkt auf die Gerade g : = (1), € R
eine Parabel oder eine Gerade darstellt. Wird dabei D,z (z (1)) d = 0 gar
nicht erreicht, so fallt die Zielfunktion unbegrenzt.

Skizze:

Zu bemerken ist an dieser Stelle ebenfalls, dass die Menge der Punkte des
R"”, deren Richtungsableitung in Richtung d verschwindet, eine Hyperebene
L in R" bildet:

d"Vz(z) =0 = d" (Qz+p) =0+ (Qd)" z+p"d =0

Dies ist eine Besonderheit quadratischer Zielfunktionen!

Dabei kann der Fall, dass diese Gleichung fiir alle x € R" erfiillt ist, nicht
eintreten, da es ja mit Z ein x gibt mit D,z (x) - d < 0. Uber die Lage von d
zu L kann folgendes ausgesagt werden:
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e entweder die Gerade g durch  mit Richtung d schneidet L in einem
eindeutigen Punkt. Das ist genau dann der Fall, wenn die Zielfunktion,
eingeschréankt auf die Gerade eine echte Parabel darstellt. Diese hat
einen eindeutigen Scheitelpunkt. In diesem Fall ist d linear unabhéngig
zu allen Vektoren parallel zu L.

e oder die genannte Gerade schneidet L in unendlich vielen Punkten.
Dann verliefe sie innerhalb von L, insbesondere der Punkt Z miisste in
L liegen, was nicht geht wegen D,z (z) - d < 0.

e oder die Gerade g schneidet L nicht, dann liegt sie parallel zu L. In
diesem Fall gibt es keinen Punkt auf der Geraden ¢, in dem die Rich-
tungsableitung verschwindet. Das ist der Fall der Geraden in der obigen
Skizze. Die Zielfunktion fallt hier unbeschrankt auf der Geraden.

Wir wollen Simplextableaus (zundchst ohne Zielfunktion) nutzen, um den
zuldssigen Bereich der Aufgabe (@) in unterschiedlicher Basisdarstellung zu
beschreiben. Dazu betrachten wir das (nicht notwendig zuléssige) Ausgang-
stableau (in verkiirzter Darstellung)

T() i T
y |A |a
0 |H | h

das im Laufe des Verfahrens iiber Austauschschritte dquivalent zum Tableau

< ﬂz
AN

1

b

umgeformt wurde. Wir wollen dieses Tableau durch einen weiteren Aus-
tauschschritt in das Tableau

A )ﬂ\

z |1
Alb
iiberfithren. In all diesen Tableaus beschreibe NBV, NBV, NBV jeweils
die im Sinne der Anordnung des Tableaus geordnete Menge der Nichtba-
sisvariablen und BV, BV, BV entsprechend die Menge der Basisvariablen.

k € NBV beschreibe sin Kurzschreibweise die Variable 7y, die im Tableau T
an k—ter Stelle in den Nichtbasisvariablen steht (Kopfvariable in der k—ten
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Spalte), i € BV die Variable 7i, die im Tableau T an i—ter Stelle in den
Basisvariablen steht (Kopfvariable in der i—ten Zeile).

Es sei = ¢ (%) die beim Ubergang von T} zu T entstandene Darstellung von
x in Abhéangigkeit von 2. Dann ist Z = zop die Darstellung der Zielfunktion in
Abhéngigkeit der Variablen z. IWir wissen: die Funktion ¢ kann im Tableau
T abgelesen werden.

Wir konnen oBdA davon ausgehen, dass das vorliegenden Tableau T zu-
lissig ist. Etwa im Nachhinein ins Tableau eingebrachte kiinstliche (freie)
Variablen kénnen sich in 7 allenfalls in der Nichtbasis aufhalten (siehe Vor-
schrift des untenstehenden Verfahrens).

Im Folgenden wollen wir die Originalvariablen aus der Aufgabenstellung von
den kiinstlichen Variablen unterscheiden, wir nennen sie eigentliche Varia-
blen. Eigentliche Variablen kénnen frei oder vorzeichenbeschrénkt sein.

Quadratisches Simplexverfahren von Beale

(0) Start: Ausgangspunkt sei das zuldssige und in der Basis von freien
Variablen freie Tableau T' (ohne Zielfunktion).

(1) Pivotspalte: Wihle ein kiinstliches (freies) k € NBV mit D;Z (0),, #
0 als Pivotspaltenindex. Gilt dabei D;Z (0), > 0, so multipliziere die
k—te Spalte des Tableaus mit (—1). (Vorsicht: da hierbei die Nichtba-
sisvariable in der k—ten Spalte in ihr Negatives iibergeht, &ndert sich
die Funktion ¢.)

Ist diese Wahl nicht mdglich, wihle eine eigentliches k € NBV mit

D;z(0), # 0, falls k frei oder
D;z(0), < 0, falls k vorzeichenbeschrénkt

als Pivotspaltenindex. Gilt im ersten Fall D;Z (0), > 0, so multipliziere
die k—te Spalte des Tableaus mit (—1). (Vorsicht: da hierbei die Nicht-
basisvariable in der k—ten Spalte in ihr Negatives tibergeht, &ndert sich
die Funktion ¢.)

Ist diese Wahl nicht moglich, stoppl: Die aktuelle Losung ist subopti-
mal.
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(2) Neue Restriktion: Fiige dem Tableau die (lineare) Restriktion
u+ D37 (%), =0

mit (neuer) kiinstlicher freier Variablen u hinzu. (Das Tableau bleibt
dabei zuléssig).

(3) Pivotzeile: Wihle eine Pivotzeile wie im Simplexverfahren, wobei die
neu eingefiigte Zeile mit einbezogen wird. Wird dabei das Minimum
bei mehreren Zeilen gleichzeitig angenommen, von denen eine die mit
der kiinstlichen Kopfvariablen ist, so wéhle eine Zeile ohne kiinstliche
Kopfvariable.

Ist eine solche Wahl nicht méglich, stopp2: Es existiert keine Optimal-
losung zum Problem.

(4) Austauschschritt: Fiihre den normalen Simplex-Austauschschritt T ~
T durch. Streiche alle Zeilen aus T, in deren Kopf eine kiinstliche freie
Variable steht. Gehe zu (1).

Die Korrektheit des Verfahrens zur Bestimmung eines subminimalen Punktes
der Aufgabe (Q) zeigt im Falle der Nichtentartung der angelaufenen Basis-
16sungen der folgende

Satz 3.4 Das Verfahren von Beale ermittelt im nichtentarteten Fall nach
endlich vielen Schritten eine suboptimale Lisung von (Q) oder bricht ab we-
gen Nichtexistenz eines globlen Minimums.

Beweis: Es sei ein Tableau T vorausgesetzt, das die Bedingung der Aus-
gangssituation des Verfahrens erfiillt.

(i) Es sei zuniichst D;Z (0), = 0 angenommen fiir alle freien k € NBV
und D;Z(0), > 0 fiir alle vorzeichenbeschriinkten k € NBV. Sei dy
cine beliebige zuldssigen Richtung an die Basislosung von T'. Dann lisst
sich dy bzgl der aktuellen Basiseinheitsvektoren €, darstellen als



(i)

mit

A € R, falls k frei
A > 0, falls k vorzeichenbeschrénkt

Deshalb gilt in diesem Falle: D;Z (0) - dy > 0 und die aktuelle Basislo-
sung ist suboptimal.

Es sei eine Pivotspalte k& geméfs den Vorschriften des Verfahrens gewéhlt
und es kann nun eine Pivotzeile gewéahlt werden. Nach Konstruktion
konnen wir davon ausgehen, dass D;Z (0), < 0 gilt. Daraus kénnen wir
zunéchst schliefsen, dass die rechte Seite ug der unter (2) neu hinzuge-
kommenen Zeile im Tableau positiv ist: wir erhalten diese rechte Seite
ug, indem wir in die zusétzliche Restriktion £ = 0 einsetzen.

Weil u freie Variable ist, bleibt das Tableau bei Hinzunahme der neuen
Restriktion zuldssig. Die rechte Seite des Tableaus bleibt also durchge-
hend positiv (Nichtentartung!).

Zur Pivotzeilenwahl bilden wir

b ~
)\:min{~—l:l€BV, C~llk>0}
Qi

Betrachten wir nun bei beliebigem p > 0 den Vektor Z (u) mit

in(w) = p, & (p)=0 firalleje NBV, j#k
T (u) = Bl — u&lk fir alle [ € B‘N/

Fiir 4 = 0 ist dies gerade die zu T zugehorige Basislosung.

Die oben berechnete Zahl A > 0 gibt nun an, wie weit u anwachsen darf,
ohne dass der zuléssige Bereich verlassen wird und ohne dass dabei die
Grenze D;Z (% (), = 0 iiberschritten wird. Dies bedeutet, dass das
Verfahren beim folgenden ATS zur néchsten Ecke iibergeht (wenn die
u—Zeile nicht Pivotzeile ist) oder zu einer kiinstlichen neuen Basislo-
sung (wenn die u—Zeile Pivotzeile ist), wobei der Wert der Zielfunktion
(bei Nichtentartung) nach Konstruktion echt absinkt.
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(iii)

Wenden wir uns nun der Situation zu, wo eine Pivotspalte k gewéhlt
ist, eine Pivotzeile aber nicht gewahlt werden kann. In dieser Situation
erfiillt der in (ii) definierte Vektor Z (u) fiir alle > 0 alle Restriktio-
nen einschlieflich der neu hinzugekommenen Restriktion. Da dabei die
Bedingung D;Z (z (u)), = 0 nicht erreicht wird, féllt die Zielfunktion
geméaft obiger Vorbetrachtung unbegrenzt. Also gibt es kein globales
Minimum der gestellten Aufgabe.

Wir machen als néchstes die folgende Beobachtung:

Wurden nacheinander die zusétzlichen Restriktionen mit den kiinstli-
chen freien Variablen uq,...,us jeweils als Pivotzeile gewahlt, so sind
Uy, ..., us danach weiterhin in der Nichtbasis und es gilt im dann ent-
standenen Tableau T

D;z(0), =0

fiir alle k € NBV, die zu uy, ..., us gehdren.

Zum Beweis dieser Behauptung stellen wir folgende Uberlegung an,
die auf unserer obigen Vorbetrachtung basiert: die kiinstliche Restrik-
tion wird gebildet, indem im zuldssigen Punkt = 0 eine zuléssige
Abstiegsrichtung d (in der aktuellen Darstellung eine Koordinatenrich-
tung) ausgesucht und dazu mit der Richtungsableitung

wy + D33 (#)d =0

gebildet wird. Nach dem ATS gilt (beschrieben im Tilde-System)
0=D;2(7)d=d" <Q£—|—]5)

und die Hyperebene L, die neu eingefiihrt ist, beschreibt genau alle
Punkte z, deren Richtungesableitung in Richtung d verschwindet. d ist
linear unabhéngig zu allen Vektoren, die parallel sind zu der Hyperebe-
ne.

Danach wird iibergegangen zu einem neuen zuléassigen Punkt z’, der in
L liegt. (Die Richtung d liegt nun als Vielfaches eines Einheitsvektors
in linearen Raum der spéteren uy, ..., us.)

Es wird eine neue zuléssige Abstiegsrichtung d’ ausgesucht, die in (par-
allel zu) L liegt, da nun u; = 0 gilt. Nun wird die bisherige Konstruktion
wiederholt.
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Es entsteht dadurch, solange nacheinander jeweils die kiinstliche Re-
striktion als Pivotspalte gewahlt wird, eine Folge linear unabhéangiger
zuldssiger Abstiegsrichtungen, entlang derer die Richtungsableitung im
aktuellen zuldssigen Punkt alle verschwinden.

Diese Richtungen liegen nach Konstruktion alle im von wuy, ..., us aufge-
spannten linearen Unterraum (bzgl der aktuellen Koordinatendarstel-
lung) und bilden dort eine Basis. Daher verschwindet die Ableitung von
z auf dem gesamten Unterraum, insbesondere in Richtung der u, ..., us.

Bleibt zu zeigen, dass das Verfahren nach endlich vielen Schritten ab-

bricht.

Es gibt nur endlich viele Kombinationen von eigentlichen Variablen,
die als die eigentlichen Variablen der Nichtbasis eines zum Problem ge-
horigen Tableaus auftreten konnen. Nichtentartung vorausgesetzt, féillt
die Zielfunktion bei jedem Umrechnungsschritt strikt ab.

Ferner kann das Verfahren zu jeder der genannten Kombinationen héch-
stens einmal ein Tableau anlaufen, aus dem beim néchsten Schritt eine
Pivotspalte gewéhlt werden muss, die zu einer eigentlichen Variablen
gehort. Dies ist wie folgt einzusehen:

Wir wollen ein solches Tableau T ein kritisches Tableau nennen. Das
Tableau ist dadurch charakterisiert, dass fiir alle kiinstlichen Nichtba-
sisvariablen k die Richtungsableitung D;Z (0),verschwindet. Die Ba-
sislosung eines kritischen Tableaus ist wesentlich durch seine eigentli-
chen Nichtbasisvariablen bestimmt. Werden diese auf null gesetzt, so
beschreiben sie eine Hyperebene H, Stiitzhyperebene fiir ein Randpoly-
eder des zuldssigen Bereichs, die Basislosung ist nach Konstruktion ein
innerer Punkt des Randpolyeders, bei dem die Ableitung der Zielfunkti-
on, eingeschriankt auf H, verschwindet. Wir wissen, dass alle stationéren
Punkte einer quadratischen Zielfunktion denselben Zielfunktionswert
haben. Deshalb ist der Zielfunktionswert eines kritischen Tableaus nur
abhéngig von der Kombination der eigentlichen Variablen in der Nicht-
basis.

Es geniigt daher zu zeigen, dass ausgehend von einem beliebigen Ta-
bleau nach endlich vielen Schritten immer ein kritisches Tableau ange-
laufen wird.
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Sei also ein beliebiges Tableau T vorgegeben, das im Laufe des Verfah-
rens erreicht wird. Die Regeln des Verfahrens sehen vor, dass vorrangig
Pivotspalten mit kiinstlichen Kopf-Variablen gewahlt werden. Solange
kein kritisches Tableau erreicht ist, nimmt die Zahl der kiinstlichen Va-
riablen in der Nichtbasis also ab, es sei denn, eine kiinstliche Nichtbasis-
Variable wird mit einer kiinstlichen Basisvariablen getauscht. Bei jedem
solchen ATS nimmt aber nach Beobachtung (iv) die Zahl der wdhlbaren
kiinstlichen Nichtbasisvariablen ab, so dass nach endlich vielen solcher
Schritte entweder ein kritisches Tableau erreicht ist oder wieder die
Anzahl der kiinstlichen Variablen in der Nichtbasis wieder um eins re-
duziert wurde.

O

Das Verfahren von Beale ist sehr allgemein anwendbar und verallgemeinert
bekannte Verfahren. Zum Abschluss des theoretischen Teils seien noch einige
Bemerkungen gemacht.

e Das Verfahren kann praktisch bei jedem Punkt 2° € R" (etwa einer
bekannten Néherung der Optimalldsung, ob zuléssig oder nicht) gest-
artet werden, wenn durch Einfithrung von zusétzlichen freien Variablen
der Punkt als Basislosung dargestellt wird.

e [st die Matrix () symmetrisch und positiv definit und ist die Menge der
Restriktionen der Aufgabe leer, so ermittelt das Verfahren von Beale,
ausgehend von einem beliebigen Punkt, in endlich vielen Schritten ein
globales Minimum der Zielfunktion!

e [st die Matrix () die Nullmatrix, so handelt es sich bei der Aufgabe um
eine lineare Optimierungsaufgabe. In diesem Fall lauft das Verfahren
wie das lineare Simplexverfahren ab.

e [st die Matrix () indefinit, so ermittelt das Verfahren ein Subminimum,
das z.B. ein lokales Minimum sein kann.

o Trifft das Verfahren auf eine Basislosung, deren rechte Seite eine Null
enthélt, so sind Techniken der linearen Optimierung anzuwenden, um
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einen Basiswechsel vorzunehmen, der ein Entkommen aus der Entar-
tung erlaubt.

e Im Beweis zum Verfahren von Beale haben wir den affinen Unter-
raum L betrachtet, der durch die Gleichung d* (Qx + p) = 0 festge-
legt ist, d eine zulédssige Richtung. Betrachtet man dann speziell einen
Punkt z € L und eine Richtung ¢ in L, so liegt auch z + g in L
und es gilt d” (Q (Z + g) + p) = 0. Multipliziert man aus und beachtet
d’ (Qx + p) = 0, so folgt d¥' Qg = 0. Dies ist ein besonderer Zusammen-
hang zwischen den beiden Richtungen. Wir nennen linear unabhéngige
Richtungen d und ¢ mit der Eigenschaft d’ Qg = 0 zueinander schwach
@@—konjugiert. Wir werden diese Eigenschaft spéter prazisieren und
genauer studieren.

3.2.2 Beispiele

Beginnen wir unsere Uberlegungen zur praktischen Durchfithrung des Ver-
fahrens von Beale mit Beispielen.

Beispiel 3.5 (Beale) Gegeben sei die folgende Aufgabenstellung:

minimiere  z (x1,x9) = —6x1 + 223 — 2w129 + 223
s.d. T+ X9 S 2
1,19 20

Ausgangstableau zu unserem Verfahren ist also

Dieses Tableau st zuldssig, so dass keine Phase 1 angewendet werden muss.

1. Schritt: Wir berechnen die Ableitungen
D,z (z) = (=6 + 4x1 — 229, —2271 + 429)

also D,z (0) = (—6,0). Es kann daher nur die eigentliche Variable xy als
Pivotspaltenvariable gewdhlt werden.
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Die neu einzufiihrende Zeile im Tableau lautet mit freier Variablen uy
uy + (—6 —|—4$1 — 2!L’2) =0

also uy + 4x1 — 2x9 = 6. Dies liefert als erweitertes Tableau

11 |2
(4) -2

Pivotzeile wird die zweite Zeile, Umrechnung mit dem gekennzeichneten Pivot
liefert

N[00 |y

2. Schritt: Wir haben die Zielfunktion auf die neue Nichtbasis umzurechnen:
Aus dem Tableau lesen wir ab

1 1
$1:—ZU1+§$2+§
E(JNI) = 2<U1,l’2>
1 1 3 1 1 3\ 2
= Olmgutgm g R Tyt gty

1 1 3

so dass nach der Kettenregel

. 3 1 1 3 1 1
Daz(¥), =5 +2:2 (‘z“l tamt 5) | (‘z) A (‘1)

also DzZ (0) = % — % = 0, wie zu erwarten war. Ferner ergibt sich

. 1 1 3 1
D;Z (), = _3+2‘2<—ZU1+§x2+§) '3

1 1
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somat
D52(0)2:—3+3—3: -3 <0

die neue Pivotspaltenvariable ist also x5 und das Tableau T erweitert sich zu

T ‘ Uy T2 ‘

Iyl
v oo B3
Tilg 7o
u |03 |3

wie man leicht nachrechnet. Als Pivotzeile ergibt sich dann die erste Zeile,
wodurch die neu eingefiihrte Zeile gleich wieder gestrichen werden kann. Der
Austauschschritt liefert

Ty |u  y|
21
Z2 6 3|3
A
116 313

3. Schritt: Aus dem Tableau lesen wir ab

1 2 1 1 1 )
Typ= U —ZY+5, T1=—zu—3Y+3

6 3 3 6 3 3

dies eingesetzt in die Originalzielfunktion ergibt

; (&) 6 1 1 n 5 5 1 2 n 1 1 1 N 5

() = —6(—=up —= - —=2(=u — = B —
6" 373 6" 3 "3)\ 76" 3V 3

+2 —lu—1 —l—é 2+2 1u—g —1—12
6 3YT3 6T 3YT3

Damit ergibt sich

und 10 2 2 4 6 1
Dj~ = 1 [ RN _ = - =
Z(0) 8T8 8T8 18 3

65



Daraus ergibt sich eine neue Restriktion und folgende Umrechnung des er-
weiterten Tableaus, bei der die letzte Zeile aus dem Tableau wieder gestrichen
wird:

Y
T 1 2 T T3‘u2 y‘
AR A
NI N I
w | (5) =513
4. Schritt: Wir lesen ab
1 1 +1 1 1 +3
Tog = —=Uy — = = T = —Uy — = =
2 o U2 2?/ 9 1= 5l 29 5

D,z(0), =0, D,z(0),=1
Es ist kein weiterer Schritt mehr durchfihrbar, das Tableau T3 ist optimal.

Endergebnis: (x1,25) = (2,1) ist Minimierer mit Zielfunktionswert z =
_u

5 -

Skizze:

Berechnen wir nun den minimalen Wert einer leichten Abanderung der Ziel-
funktion aus dem vorigen Beispiel, diesmal ohne Restriktionen. Wird das
Verfahren zur unrestringierten Optimierung angewendet, ist das Tableau an-
fanglich leer. Es fiillt sich aber im Laufe des Verfahrens. Die Originalvariablen
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Z1,...,x, werden als freie Variablen aufgefasst, damit die Aufgabenstellung
wirklich unrestringiert ist. Liefe man diese Variablen vorzeichenbeschrankt,
so wiirde eine Optimierung nur in R’} durchgefiihrt.

Beispiel 3.6 Gesucht ist ein Minimierer der Funktion z (x1,z5) = 6x; +
227 + 22139 + 223, Zu beachten ist, dass hier die beiden Variablen frei sind.

Wir beginnen mit dem trivialen Anfangstableau

To‘iUl‘xz‘

dessen zugehirige Anfangslosung der Nullpunkt ist.
1. Schritt: Wir berechnen die Ableitungen
D,z (x) = (6 + 41 + 229, 221 + 49)

also D,z (0) = (6,0) . Es kann daher nur die freie Variable x1 als Pivotspal-
tenvariable gewdhlt werden. Diese muss allerdings durch T, := (—xy) ersetzt
werden. Dadurch dndert sich die Zielfunktion zu z (T1,19) = —6Z; + 275 —
2711y + 223 und die Ableitung zu Dzz (T) = (—6 + 4% — 219, —27T1 + 413)

Die neu einzufiihrende Zeile im Tableau lautet mit freier Variablen uy
uy + (=6 + 4z, — 2x9) =0
also uy + 4x1 — 2x9 = 6. Dies liefert als erweitertes Tableau

T()‘Zi‘l IQ‘
u | (4) —21]6

Pivotzeile wird die einzige Zeile, Umrechnung mit dem gekennzeichneten Pi-
vot liefert

(wir lassen die Zeile mit der freien Variablen Ty im Tableau, weil es sich um
eine eigentliche” Variable handelt)

2. Schritt: Wir haben die Zielfunktion auf die neue Nichtbasis umzurechnen:
Aus dem Tableau lesen wir ab
_ 1

T = _Zul—i_i@—i_é
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Z2(z) = Z(ug, )
= o hur b ) oo (e b B
4 2 2 4 2 2
-2 (—lul + ll’g + §) Ty + 215
4 2 2 2

so dass nach der Kettenregel

. 3 1 1 3 1 1
Daz(@), =5 +2:2 (‘1“1 tamt 5) | (‘z) A (‘1)

also D;Z(0), = % — % =0, wie zu erwarten war. Ferner ergibt sich
1 1 3\ 1
Df%(i)Q = —3+2-2 (—ZU1+§x2+§) 5

1 1
somit
D;Z(0),=-34+3-3=-3<0
die neue Pivotspaltenvariable ist also x5 und das Tableau T erweitert sich zu

T1\U1 L2 ‘

o

1
U2

Pivotzeile wird die neuen Zeile. Der Umrechnungsschritt mit dem gekenn-
zeichneten Pivot liefert

1y ‘ Uy Uz ‘

|1 & |2

|0 5 |1
3. Schritt: Wir lesen ab

1
51:—ZU1—6U2+2, x2=—§u2+1
Das ergibt
. 1 1 1 1 2

1 1 1 1 2
—2 <_ZLUI - 6U2 + 2) (—§U2 + 1> +2 (—§U2 + 1)
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un 8 1 2 4 4 5 4
-1 a(d-2) - toa il

Damit bricht das Verfahren ab, das letzte Tableau ist optimal.

Endergebnis: Minimierer ist (x1,x2) = (—2,1) mit Zielwert z = —6.

3.2.3 Zur praktischen Durchfiihrung des Verfahrens

Aufwendiger Teil bei der Durchfithrung des Verfahrens von Beale ist die
Berechnung der Richtungsableitungen. Diese wollen wir ndher untersuchen.
Wir gehen dabei analog zum letzten Abschnitt vor.

Berechnung von D;Z ()

Gegeben sei das anfangliche Tableau des Verfahrens, in das die Zielfunktion
wie im letzten Abschnitt besprochen, eingetragen ist:

T | 2 || min
* | Q|| —p
y | Alb
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Wollen wir nun zur aktuellen Basislosung = die Ableitung berechnen, so lautet
diese Vz () = Qz + p. Wenn dazu nun die Richtungsableitung in Richtung
des k—ten Einheitsvektors und damit die im Verfahren genannte kiinstliche
Restriktion berechnet werden soll, so lautet diese

u+ Dyz(2), =0 <= u+ Qpr = —py

Diese Zeile kann unmittelbar als k—te Zeile im oberen Teil des
obigen Tableaus abgelesen werden! Und diese elegante Mdoglich-
keit ergibt sich in jedem Schritt des Verfahrens, wenn die Ziel-
funktion grundsétzlich mit dem Tableau umgerechnet wird!

Man beachte: Die genannte Zeile kann mit zur Quotientenminimierung
herangezogen werden und braucht erst bei Bedarf, ndmlich wenn diese Zeile
Pivotzeile wird, in Kopie als neue zusditzliche Zeile (externe Pivotzeile) dem
Tableau unten hinzugefiigt zu werden.

Damit eréffnen sich grundsétzlich die Méglichkeit einer Tableauform des Ver-
fahrens, die im Folgenden beschrieben werden soll.

Normalform des Verfahrens

Die Tableauform des Verfahrens fiihrt daher fortlaufend das erweiterte Sim-
plextableau
T | x || min

* | Q| —p
y | Alb

Wir nennen sie Normalform des Verfahrens.Es sei das Verfahren von Beale in
Normalform (ohne Beriicksichtigung von Entartungen) noch einmal geschlos-
sen notiert.

Algorithmus von Beale (Normalform) Ausgangspunkt ist das oben
dargestellte Tableau fiir die gestellte Aufgabe.

Phase 1: Rechne den unteren Teil des Tableaus so um, dass er zuléssig wird.
Rechne bei jedem Schritt den oberen Teil begleitend mit um.

Phase 2: Der untere Teil des Tableaus sei nun zuléssig.
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(1) Wéhle ein freies k € NBV mit (—py) # 0. Ist (—px) < 0, so multipliziere
die k—te Spalte des Tableaus und die k—te Zeile des oberen Teils des Tableaus
mit (—1).

Ist eine solche Pivotspalte nicht wahlbar, so wahle ein eigentliches k € NBV
mit

(—px) >
(—pr) #

Ist im zweiten Fall (—py) < 0, so multipliziere die k—te Spalte des Tableaus
und die k—te Zeile des oberen Teils des Tableaus mit (—1).

0, falls k vorzeichenbeschrinkt
0, falls £ frei

Ist auch eine solche Wahl nicht moglich, stopp1: das Tableau ist subminimal.

(2) Wibhle eine Pivotzeile wie im Simplexverfahren aus der k—ten Zeile des
oberen Tableau-Teils und allen Zeilen des unteren Teils. Ist eine solche Wahl
nicht moglich, stopp2: Es existiert kein globales Minimum zur Aufgabe.

(3) Ist die k—te Zeile des oberen Teils Pivotzeile geworden, so fiige dem
unteren Teil des Tableaus eine Kopie der Pivotzeile mit einer neuen freien
kiinstlichen Variablen hinzu und benutze dann diese Zeile als Pivotzeile fiir
den Austauschschritt.

(4) Rechne das gesamte Tableau nach den Simplexregeln um. Fiige anschlie-
fend die amputierte negative alte Pivotzeile als Pivotspalte in das Feld * ein.
Rechne den oberen Teil des Tableaus mit der neuen Spalte als Pivotspal-
te unter Beibehaltung des Pivotelements noch einmal nach den Regeln des
Simplexverfahrens um.

(5) Streiche alle Zeilen mit kiinstlichen freien Kopfvariablen aus dem unteren
Teil des Tableaus und gehe zuriick zu (1).

Wir rechnen noch einmal unsere Beispiele nach dem neuen Formalismus

Beispiel 3.7 Die Aufgabe lautet:

minimiere z(x1,x9) = —621 + Qx% — 22179 + Qx%
s.d. T+ a0 <2
T1, T2 Z 0
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Es ist D,z (x) = (—6 + 421 — 229, =221 + 425) . Daraus bekommen wir das
folgende Anfangstableau

To |1 @
(4 —-216
-2 4
y 11 1 |2

o

Man beachte, dass sich die gegebene Zielfunktion mit der Matrix () = ( 4i2 ;2 )

beschreibt.

1. Schritt: Im Tableau Ty signalisiert der Fintrag 6 > 0, dass die 1. Spalte
des Tableaus Pivotspalte wird. Pivotzeile (aus der 1. und der 3. Zeile) wird
die erste Zeile. Fiige dem Tableau also eine Kopie der 1. Zeile mit neuer
kiinstlicher Variabler unten hinzu und rechne um:

T(] 1 i) TO (751 i) T1 Ul i)
4 216 (-4 -1 0 |0 T 0 |0
-2 4 0 ~ 2 % 3 3 0 3 3
y |11 02y [ 5 s v [-1 3 |3
2. Schritt:
Ty |uw  m T ur Yy Ty lur y
T T T I I 1
i 0 |0 5 ;i 00 5 3|3
0 3 3 ~ (—%) % 212 ~ —% % —%
T (3) 1 T 2 I T2 I
vl Bl f gy gy
iy T3 a2 1 6 3 |3 Tils 3 |3
3. Schritt:
T | u Y T U Y
: ll —_II (2_1) _21 0 |0 Ts|us
14| [ e 300
33 3 s _3 ~s 0 1]-1
T2 1 I I I
2076 3 |3 L2 2.2 |2 o T LI [I
1 1 2 _1 1 3 212 212
S A P 1 2 2 |2 z | -1 1|3

Nun st keine Pivotspalte mehr wahlbar, das letzte Tableau ist subminimal.
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Beispiel 3.8 Gesucht ist ein Minimierer der Funktion z(x1,z3) = 6x; +
222 + 2z 19 + 223

Es ist D,z (x) = (6 + 421 + 229, 221 + 4x2) . Daraus bekommen wir das fol-
gende Anfangstableau (mit freien Variablen 1, x5)

To | 71 @2
4 2 —6
2 4 10

wobei x1 und xy freie (eigentliche) Variablen sind.

1. Schritt: Wegen —6 # 0 wird die erste Spalte mit der freien Variablen
x1 Piwvotpalte. Da allerdings —6 < 0, muss die Variable durch ihr Negatives
ersetzt werden. Dazu werden die erste Spalte und die erste Zeile (Symmetrie
von Q!) mit (—1) mulitpliziert und jetzt die Pivotzeile gesucht, die sich allein
aus der ersten Zeile ermattelt.

Ty | (—x1) 9

@ -2/6
—2 4 0

Nun wird die erste Zeile als externe Pivotspalte aufgebaut und das Tableau
zwermal umgerechnet.

T, (—371) X2 Tl

Uy T T, Uy T
4 -2[6 (-4 |-1 0 |0 0 0
-2 4 |0 2 s 3 |3 0 3 |3
wl @ —2[6 Cally 33 Cali 303

Die letzte Zeile kénnte als Zeile mit freier Kopf-Variablen gestrichen werden.
Wir lassen sie aber im Tableau, da es sich um eine eigentliche Variable han-
delt. Allerdings nimmt diese Zeile an keiner Pivotzeilenwahl teil, so dass die
Variable (—x1) auf immer in der Basis verbleibt.

2. Schritt: Wir suchen erneut eine Pivotspalte. Wegen 3 # 0 und x4 frei, ist
dies die zweite Spalte und weil 3 > 0 gilt, braucht nicht mit (—1) multipliziert
zu werden. Wir kénnen also unmittelbar umrechnen. Da die dritte Zeile nicht
an der Quotientenminimierung teilnimmt, wird die Pivotzeile nur aus Zeile
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2 bestimmt. Diese wird Pivotzeile und als externe Pivotzeile eingefiihrt.

T Uy T 15 Uy Uz T Uy Uz
i 0 0 0 }l 0 0 i 0 |0
0 3 |3 ~ (=3) |0 —1/0 ~ 0 3 |0
(—z) |1 —3]3 (—21) | 3 % 2 (1) | 1 % 2

3. Schritt: Es ist keine Pivotspalte mehr wdhlbar. Daher ist das Verfah-
ren tber stoppl beendet und das Tableau ist subminimal. Optimallosung ist
(x},23) = (—2,1) mit Zielwert z* = —124+8 — 4+ 2 = —6.

Ein weiteres Beispiel rechnet eine lineare Optimierungsaufgabe. Hier ergibt
sich die Besonderheit, dass auf Grund der Linearitat der Zielfunktion die Gra-
dienten niemals von den Variablen abhédngen kénnen, sondern konstant sind.
Neu einzufithrende Zeilen im Tableau haben also in allen Nichtbasisvariablen
den Koeffizienten null. Dies bedeutet, dass diese Zeilen an keiner Quotien-
tenminimierung zur Pivotzeilenbestimmung teilnehmen, daher nie Pivotzeile
werden konnen und immer sofort wieder gestrichen werden. Deshalb braucht
man diese Zeilen abweichend vom normalen Verfahren von Beale gar nicht
erst einzufithren. Der Ablauf des Verfahrens stimmt daher mit dem des Sim-
plexverfahrens iiberein.

Beispiel 3.9 Wir rechnen das Beispiel

minimiere z(x1,x9) = —6x1 + 219
s.d. 1+ 20 <2
L1, T2 Z 0

Wir berechnen die Ableitungen: D,z (x) = (—6,2). Daraus erhalten wir als
Anfangstableau

TO T T
0 0 |6
0 0 | -2
y (1) 1 |2

1. Schritt: Im Tableau Ty signalisiert der Fintrag 6 > 0, dass die 1. Spalte
des Tableaus Pivotspalte wird. Pivotzeile (aus der 1. und der 3. Zeile) wird
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die dritte Zeile.

To | 71 9 Tp (T Ty |y o
0 0 |6 (—1)[0 0 [6 0 0 | 6
0o 02" -1 100 |27 00 | -8
y (1) 1 |2 o |1 1 |2 |1 1 ]2

Das Tableau ist optimal. O-Lésung ist: (z7,23) = (2,0) mit Zielwert z* =
—12+ 0= —12.

Vergleichen wir dies mit dem normalen Simplexverfahren:

To | 71 @9 TI Y T2
z |6 210 ~ z -6 -8 | —12
Y (1) 1 2 T, | 1 1 2

3.2.4 TUbungsaufgaben

Aufgabe 1

Erstellen Sie ein MATLAB Programm zum Verfahren von Beale und testen sie
es an verschiedenen selbsterzeugten Beispielaufgaben, die auch lineare und
unrestringierte Optimierungsaufgaben umfassen
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3.3 Nichtlineares Simplexverfahren

Wir wollen uns nun der linear restringierten nichtlinearen Optimierung zu-
wenden. Vorgegeben sei die folgende Aufgabe in Standardform

minimiere f ()

(SPB) { s.d. Hx=h >0

mit nichtlinearer stetig differenzierbarer Funktion f : R™ — R. Hierin sei
H € R™*™ als von maximalem Zeilenrang vorausgesetzt.

Wir setzen diese Form voraus, da wir bereits dariiber gesprochen haben,
wie man eine allgemeinere Aufgabe der linear restringierten Optimierung in
dieses Standardformat iiberfiihrt.

3.3.1 Konstruktion von Suchrichtungen

Ausgangspunkt der Uberlegungen ist erneut die Definition subminimaler
Punkte. Ist x zuldssig, aber nicht subminimal zu (SPB), so gibt es zu-
lassige Abstiegsrichtungen d in . Wir wissen, dass diese die Bedingungen
Hd = 0 und d; > 0 fiir z; = 0 erfiillen miissen. Will man die Zielfunkti-
on von zuldssigem x aus ein Stiick absenken, so muss konkret eine zuldssige
Abstiegsrichtung gefunden werden.

Das Simplexverfahren der linearen Optimierung verwendet als Suchrichtun-
gen die Kanten des Polyeders. Dies sind pro Ecke nur endlich viele und
auch insgesamt wegen der endlichen Eckenanzahl nur endlich viele potentielle
Suchrichtungen. Das zu beschreibende nichtlineare Simplexverfahren verwen-
det auch genau diese Suchrichtungen, mit dem Unterschied, dass samtliche
potentiellen Richtungen an sdmtlichen zulédssigen Punkten angelegt werden
diirfen!

Die konkrete Berechnungsmethode einer Kanten-Suchrichtung beim linearen
Simplexverfahren ist die folgende: Man befindet sich an einer Ecke, beschrie-
ben durch eine Basismatrix B. Mit dieser wird das zugehorige Tableau fest-
gelegt. Ist oBAA H = (B, N) die zu B gehorige Zerlegung mit der Nichtbasis-
matrix /V, so lautet im linearen Simplexverfahren das verkiirzte Tableau zur

Aufgabemin{z:cTa:+q:Hx: h, x> 0} wegen (B, N) < zB ) =h=
N
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rp + BilN.I‘N = Bilh

% min
z | = (C% — CEB_lN) q+csB7'h
B BN B~'h

Eine Kanten-Suchrichtung d erhélt man daraus, indem man eine der Nicht-
basisvariablen mit positivem Eintrag in der Zielfunktionszeile gleich 1, alle
anderen Nichtbasisvariablen gleich 0 setzt und die zur Basis gehorigen Kom-
ponenten an der entsprechenden Spalte negativ abliest. Es gilt dann also:

dg = —B 'Ndy

wobel dy nach Konstruktion ein Einheitsvektor ist.

Man beachte: es gilt dann

c’'d = chdy+chdp
= C%dN — CgB_lNdN

= (cy — B 'N)dy <0
und

Hd = Bdp+ Ndy
= —BB 'Ndy+Nd, =0

Es ist hinreichend dafiir, dass die Suchrichtung eine zuldssige Abstiegsrich-
tung ist, dass die rechte Seite des Tableaus, also das xp der zugehorigen
Basislosung, positiv ist in allen Komponenten ist.

Diese Vorgehensweise kopiert man im nichtlinearen Fall, dies fiihrt zu folgen-
der Idee: betrachtet werde ein vorgegebener zuldssiger Punkt x und irgend-
eine Zerlegung von H in H = (B, N) mit invertierbarer Matrix B. Die Rolle
von ¢ spielt nun der Gradient V f (x) (lineare Approximation): Man bildet

ry:=Vf (x)zj\; —Vf (a:)g BN

sucht dort eine negative Komponente, setzt dy dort auf den Wert 1, sonst dy
auf null, bildet dg = —B~'Ndy und hat so eine Richtung mit V£ (z)" d < 0
und Hd = 0.
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Hinreichend dafiir, dass x + A\d zuléssig ist fiir kleines A\ > 0 ist wieder, dass
die zu B gehorigen Komponenten von x alle positiv sind. Ist dies erfiillt, so
liefert die Konstruktion eine zuldssge Abstiegsrichtung!

Die hinreichende Bedingung kann erfiillt werden, wenn die Ecken des zulés-
sigen Bereichs alle nicht entartet sind. Dann namlich haben alle zuléssigen x
mindestens m positive Komponenten und die Basen der Ecken eines Rand-
polyeders, in dem x innerer Punkt ist, haben die geforderte Eigenschaft.

Bleibt die Frage zu klaren, ob immer, solange = kein KKT Punkt ist, eine
negative Komponente von ry gefunden werden kann, mit der wie oben be-
schrieben eine zuléssige Abstiegsrichtung konstruiert werden kann. Dies ist
in der Tat zweifelhaft, da das zugrundeliegende = keine Ecke mehr sein und
so in den Nichtbasisvariablen nicht mehr notwendig null sein muss.

Zu bemerken ist allerdings, dass im Falle einer positiven Nichtbasis-Komponente
J von x auch ein positiver Wert von ry von Nutzen ist, da dann d; = —1
festgelegt werden konnte und die Variable beim Fortschreiten entlang der
zuléssigen Abstiegsrichtung d abgesenkt wiirde.

Wir wollen daher die bisherige Konstruktion prizisieren.

Vorgegeben sei weiterhin ein zulédssiges x und eine Zerlegung H = (B, N)
mit invertierbarer Matrix B so, dass die zu B gehorigen Komponenten von
x alle positiv sind. (Aber auch zu N gehérige Komponenten von x kénnen
positiv sein). Wir beschreiben mit Iy die Indexmenge der in N befindlichen
Variablen und setzen Ig entsprechend fest.

Dann bilden wir den reduzierten Gradienten r bzgl B
= V() - Vf(x)sBH = (o, Vi) - V()] B*lN)
und daraus die Konstanten
a:=max{—r;:r; <0}

und
B :=max{z;r; :r; >0}

Priife dann, ob a@ > [ oder $ > « und bestimme einen Index k € [y wie
folgt: k sei ein Index, bei dem o das Maximum annimmt, falls a > £, bzw
ein Index, bei dem [ sein Maximum annimmt, falls 5 > «a. Ist a = 3, so
wahle man eine der beiden Moglichkeiten.
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Zu beachten ist: gilt nicht gerade a = = 0, so findet man wegen rg =0
so tatséchlich ein k£ € Iy mit r, < 0 im Falle @« > [ bzw ein £ € N mit
xirE > 0, also v, > 0 im Falle 8 > «. Gilt also nicht a = 8 = 0, so liefert
die obige Konstrukion eine zuléssige Abstiegsrichtung im Punkte x! Das dies
geniigt, zeigt

Lemma 3.10 Seien ein zuldssiges x zu (SPB) und H = (B, N) mit xp > 0
gegeben. Genau dann ist x ein KKT Punkt zu (SPB), wenn o = =0 gilt.

Beweis: Genau dann ist 2 ein KKT Punkt von (SPB), wenn es Vektoren
v € R™ und v € R" gibt mit

0 = Vi) +oTH—u”
Hx = h, x>0

w'r = 0, u>0

Setzen wir die vorgegebene Zerlegung von H und entsprechend von z und u
ein, so ergibt sich

0 = (Vf(

(B
uy)

0 = (h

Vf(@)y) +" (B,N) - (uh, uk)
)7 rp >0,y 20
( );UBZQ uy > 0

Daher ist ein zuldssiges x genau dann KKT Punkt, wenn
0 = <Vf (2)5,Vf (x)]TV> + 0" (B,N) — (uj, uy)

T T IB
— > >
0 (quuN)(xN>auB_07UN_O

Gilt zp > 0, so reduziert sich die zweite Zeile in diesen Bedingungen dquva-
lent zu
ug =0, u%xN:O, uy >0

Wegen upg = 0 liest man nun aus der ersten Zeile der Bedingungen ab
T _
= -Vf (x) B B!
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Setzt man dies wiederum ein, so reduziert sich die erste Zeile dquvalent zu
vl = —VFf (x)g B uk =Vf (x)]TV - Vf (x)g B7'N
Damit gilt uy = ry und das gegebene x ist genau dann KKT Punkt, wenn

rﬁxN = 0, ry>0 und

I = —Vf(x)L B Wk =Vf(2)y —Vf(x)s BN, up =0

Damit ist das zuléssige  genau dann ein KK'T Punkt, wenn r%x N=0,ry>
0 gilt. Dies aber ist nach Konstruktion dquivalent mit o = 8 = 0.

O

Aus dem Beweis halten wir fest: Ist # KKT Punkt, so konnen die zugehorigen
Lagrange-Multiplikatoren angegeben werden zu
o = =Vf(2)p B, uly = Vf (2)y = Vf (@) BTN, ujy =0

3.3.2 Das Verfahren

Damit ist die Gesamtkonstruktion nun abgesichert. Wir erhalten genau dann
eine Kantensuchrichtung, wenn z (noch) kein KKT Punkt ist. Bleibt zu
kldren, ob die sukzessive Anwendung dieser Suchrichtungen mit geeigneten
Schrittweiten einen KKT Punkt der gegebenen Aufgabe bestimmen kann.
Wir formulieren das nun wohldefinierte Verfahren im Zusammenhang.

Nichtlineares Simplexverfahren von Zangwill

(0) Start: Wahle ein zu (SPB) zuléssiges .

(1) Auswahl: Wihle eine Zerlegung von H in H = (B, N) so, dass B
invertierbar und die zu B gehorigen m Basisvariablen die maximal po-
sitiven. Werte der Komponenten von x haben. Bilde

7=V (@) - V()BT H = (o, Vi) - V() B—lN)
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und daraus die Konstanten

a:=max{—r;:1r; <0}
und

ﬁ = Imnax {LC]'TJ' Ty Z O}
Ist « = =0, stopp, z ist KKT Punkt zu (SPB)

Priife dann, ob a@ > (8 oder § > « und bestimme einen Index k € Iy
wie folgt: £ sei ein Index, bei dem o das Maximum annimmt, falls o« >
bzw ein Index, bei dem [ sein Maximum annimmt, falls 5 > a.

Setze dann den Vektor dy wie folgt fest:

im Falle a > 3 setze

4 — 0, firallejely, j#Ek
Tl 1, firj =k

oder setze im Falle 8 > «

4 — 0, firallejely, j#Ek
iTY -1, firj=k

und bilde anschliefiend

dp = —B 'Ndy

Line search: Bestimme das Minimum Z von f entlang des Strahls
x4+ Ad, 0 <\ < Aoy mit

Anax = 4minn{_d—x.j dj < O} U {oo}

J

Wiéhle dann ein zuléssiges  mit f () < f(Z) und gehe zu 1.

Konvergenz des Verfahrens

Wir wollen nun eine Konvergenz des Verfahrens beweisen in dem Sinne, dass
wir zeigen, dass jeder Haungspunkt der Iteriertenfolge ein KKT Punkt zu
(SPB) ist. Dazu benétigen wir zunéchst ein technisches
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Lemma 3.11 FEs sei X eine nichtleere abgeschlossene Teilmenge des R™ und
f : R" — R eine stetig differenzierbare Abbildung. Wir betrachten das
Problem

min{f (z) :z € X}

Ferner betrachte ein beliebiges Verfahren, das in jedem Schritt, ausgehend
von zuldssigem x € X die ndchste Iterierte wie folgt berechnet: Wihle eine
zuldssige Abstiegsrichtung d und bestimme den Minimierer T bei Minimum-
bildung von f entlang der zuldssigen Strecke auf dem Strahl x + \d, A > 0.
Wihle dann eine beliebige zuldssige Stelle & mit f (z) < f(Z) als ndchste
Iterierte.

Sei {xk}keN eine Iteriertefolge des Verfahrens und {dk}kEN

gehorigen Suchrichtungen. Dann kann es keine Teilfolge {(wk, dk) }keK geben
mit folgenden Figenschaften:

die Folge der zu-

1. 28wz firke K

2. d > d firkeK

3. es gibt ein 6 > 0 mit 2% + \d* € X fiir alle X\ € [0,0] und alle k € K
4. Vf@@)'d<0

Beweis: (vgl. [BSS], Lemma 10.2.6)

Nehmen wir an, es giabe eine Folge {(xk, dk) mit den genannten Eigen-

Thex
schaften. Dann gibt es nach Bedingung 4. ein ¢ > 0 mit Vf (z)" d = —2¢.
Da die 2 gegen z und die d* gegen d konvergieren, folgt aus der stetigen

Differenzierbarkeit von f, dass ein ¢’ > 0 existiert so, dass

Vf (ZL’k + )\dk)T d" < —¢ fiir alle A € [0,6'] und k € K geniigend grof
) (3.1)
Setze nun 0 := min {J,¢’} > 0 und betrachte k£ € K geniigend grofs. Nach
Bedingung 3. und der Konstruktion der néchsten Iterierten ist dann

¥ ($k+1) < f (xk 4 5dk>
Gemaéaf dem Mittelwertsatz gilt
(2" +6dF) = f (F) + 6V f (7)) d*
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fiir eine Zwischenstelle 7% zwischen 2% und z* + dd*. Nach (3.1) folgt damit
f(2"") < f(2%) —ed fiir geniigend groke k € K (3.2)

Da die Folge der f (x’“) monoton abfallt, gilt limg . f (xk’) = limg_,o0 f (:ck“) =
f(x). Bilden wir damit in (3.2) den Grenzwert, so ergibt sich die wegen
g,0 > 0 offensichtlich unméogliche Aussage

f@) < flw)—eo

Satz 3.12 Betrachtet werde das Problem (SPB) mit stetig differenzierba-
rer Funktion f : R" — R. Die Aufgabe sei so geartet, dass alle Ecken m
positive Komponenten haben und jede Wahl von m Spalten von H zu einer
wnvertierbaren Matrix B fiihrt. Dann ist jeder Hdufungspunkt einer Iterier-
tenfolge des michtlinearen Simplexverfahrens von Zangwill ein KKT Punkt

von (SPB).

Beweis: (vgl. [BBS], Theorem 10.7.2)

Zunéchst sei festgestellt, dass die Forderung, dass jede Wahl von m Spal-
ten von H zu einer invertierbaren Matrix B fiihrt, fiir die Wohldefiniertheit
des Verfahrens sorgt, weil damit die zu den ausgewéahlten m Komponenten
gehorige Teilmatrix von H auch invertierbar ist.

Sei {xk} ek €ine konvergente Teilfolge der Iteriertenfolge mit Grenzwert z.
Nehmen wir an, 2 sei kein KKT Punkt. Wir wollen unter dieser Annahme
eine Teilfolge konstruieren, die es nach Lemma 3.11 gar nicht geben darf.

Es sei {dk } v die Folge der zu 2% gemiR Verfahrensvorschrift gehorigen

Suchrichtungen. Wir nutzen nun den Auswahlprozess fiir die d* und die Ste-
tigkeit der Schrittweitenbestimmung aus.

Insgesamt gibt es im Auswahlprozess der d* nur endlich viele Méglichkeiten
fiir die Wahl von d*. Mindestens eines der d* muss also in der Folge unend-
lich oft ausgewihlt sein. Durch Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir daher
oBdA annehmen, dass fiir alle k& die gleiche Menge I der Indizes die m ma-
ximal positiven Komponenten vom z* angibt. Dann ist I auch eine Menge
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von Indizes von m maximal positiven Komponenten von z. Es sei B die zu
I gehorige Basismatrix.

Ferner gilt 23 > 0. Denn wiirde fiir ein i € B limpeg 2¥ = 0 gelten, so
ware nach Konstruktion Z eine entartete Ecke, deren Existenz ausdriicklich
ausgeschlossen ist.

Da z nach Annahme kein KKT Punkt ist, muss fiir £ nach den Vorschriften
des Verfahrens eine Suchrichtung d mit V f (i)T d < 0 berechenbar sein, denn
es gilt nach Lemma 3.10 fiir diesen zuléssigen Punkt im Auswahlprozess nicht
a = 8 = 0. Wegen der Stetigkeit von V f und damit von r, o, § kann oBdA
d = limge i d* diese Richtung sein.

Damit haben wir die Eigenschaften 1.,2. 4. der Teilfolge aus Lemma 3.11
bereits nachgewiesen.

Nun wollen wir auch Eigenschaft 3. nachweisen. Ist d > 0, dann ist A[Ek + \dF
zuléissig fiir alle A > 0. Sei also d* # 0 angenommen. Dann ist & + \d zuléssig
fiir alle A € [0, 4] fiir ein § > 0. Da die z¥ — # streben und d* = d gilt, ist

k

_‘r'
.rrllin {d—kj :d? <O} > 0/2 fiir geniigend grofe k € K
J=4..,n 5

Deshalb ist 2% + Ad* zulissig fiir alle X € [0,5/2]

Ein Beispiel

Beispiel 3.13 Wir betrachten noch einmal eine Aufgabe, die wir schon mit
dem Verfahren von Beale gerechnet haben. Dies bietet sich insofern an, als
das Verfahren von Zangwill im Ablauf grofe Ahnlichkeit mit dem von Beale
hat. Betrachten wir also

minimiere  z (z1, %) = —6x1 + 223 — 2w129 + 2203
s.d. T+ X9 S 2
x1,19 20
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Wir wollen die Bearbeitung der Aufgabe in Tableaus durchfiihren, die am
Normaltableaw der linearen Optimierung orientiert sind. Wir fiihren folgen-
des Tableau fiir der Stelle T

min xT
l‘T ET
V()" Vi)'
B'H B 'H
r | Vf@"-Vf@yB'H

wobet die linke Spalte die Bezeichnungen fir die Werte an der Stelle  dar-
stellen, die in der rechten Spalte stehen. Nennen wir also die Schlupfvariable
der einzigen Restriktion x3, so ergibt sich beim Startpunkt x7 = (0,0,2) das
folgende Starttableau

min Ty | 9 | X3
! 0012
Vi)' -6]0]0
B~'H 1 1|1
r -6 010

wobei zuvor V f (xl,xg,xg)T = (=6 + 4z — 229, —2x1 + 422,0), und daraus
V£(0,0, 2)T = (—6,0,0) berechnet wurde. Es ergab sich aus der zweiten
Zeile fiir die Indexmengen der Nichtbasis und der Basis In = {1,2} sowie
Ig = {3}, sodass wegen H = (1,1,1) sich B~! = (1) ergab. Damit fand man
B™'H = (1,1,1) und schlieflich

T =Vf(z)" =Vf(z)y B'H = (=6,0,0) —0-(1,1,1) = (=6,0,0)
Es ergibt sich dann
a=max{6,0,0} =6 wund [S=max{0-0,2-0}=0
und wegen o > B damit k = 1. Setze daher d;y =1, dy =0 und
ds=—-B 'Hpd,=—-1-1-1= -1

Damit haben wir min{f (z + Xd) : A > 0} zu berechnen. Dies tun wir durch
Nullsetzen der Ableitung

0 = %f(x+)\d):Vf(x+)\d)Td
1-(—64+4X—2-0)+0-(=2-14+4-0)+(=1)-0
—6 + 4\,
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also gilt A = % Wegen A = % < Amax = {:—””f} = 2 ergibt sich der ndchste
Iterationspunkt zu

3 3 3 1
T _ — — — = — — )
= (O—i— 2,0,2 2) <2,0, 2) mat

3 3\ 9

Damit missen wir nun Ig = {1} und Ixy = {2,3} wdhlen. Es bleibt wegen
B = (1) aber bei B7'*H = (1,1,1). Ferner gilt

Vi) = (—6+4é—2.0,—2-;+4~0,0> = (0,-3,0)

und
' =(0,-3,0)—0-(1,1,1) = (0, -3,0).

Insgesamt hat man als nédchstes Tableau also

min Ty | To | 3

3 I

xt 2 013
Vf(z) 0|-310
B'H 1 1 1
T 0|-3|0

Daraus berechnen sich a = 3 bei k = 2, f = 0. Es ist also k = 2 zu wdhlen
und es qilt d3 =0, dy =1 sowie

dy=-B 'Hpdy=-1-1-1=-1
Berechnen wir min {f (z + Ad) : A > 0} .
0 = Vf(+xd)'d
- (—1)-<—6+4(§—)\)—2>\)+1-(—2<;—>\>+4)\)
— 12\ -3,

Daher gilt A = }l. Auf der anderen Seite ist Apax = {__—5611 = % Also wird das
gesuchte Minimum angenommen bei A = % und der ndchste Iterationspunkt

ergibt sich zu x* = (5,1, %) mit

3 5\° 5 1 1\* 51
—6-24+9.(2) —2.2.249(2) = ==
Jla)==6-5+ <4> 117 (4) g
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Nun missen wir erneut Ip = {1} und Iy = {2,3} wdhlen und es bleibt bei

B7'H = (1,1,1). Ferner gilt
5 1 1 3 3
4. = S
n 4,0> ( 2, 2,0)

Vf(x)" = (—6+4-——2~—,—2-

=] Ot

4 4

und

msgesamt also

min 1 | X9 | T3
L 5 1 1
4 i | 2
Vi@ | =3[ =3]0
B~'H 1 1|1
3
T 0 0 B
Daraus ergibt sich « = 0 und f = % mit k = 3 und d3 = —1,dy = 0 und
dy = —1-(—1) = 1. Das unrestrinigerte Minimum auf dem Strahl ist dann

0=1- (—6+4(g+)\)>+0+(—1)-O:—1+4)\

also qilt \ = 4%, dagegen gilt Apax = {i—xf = % Der kleinere der bei-
den Werte ist A = }l, also lautet der neue Iterationspunkt x’ = (f—U %, %) +
% (1,0,—1) = (%, 411’ i) . In dieser Weise schreitet das Verfahren im Zick-Zack
Kurs veran. Es bendtigt insgesamt 7 Iterationen.

Den Weg des Verfahrens zeigt die folgende Skizze:

Wir sehen, die Bearbeitung der Aufgabe mit dem Verfahren von Zangwill
liefert dasselbe Ergebnis wie die mit dem Verfahren von Beale, das Verfahren
von Zangwill geht aber im Zick-Zack Kurs auf die Optimallosung zu.
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Bemerkung: Fin Problem beim Verfahren von Zangwill ist die immer wie-
der notwendige Berechnung von B~'N. Zu beachten ist allerdings, dass die
Matrix B~!N im Simplextableau abgelesen werden kann. Fiihrt man also
das entsprechende Simplextableau, so muss nur V f () durch Einsetzen des
aktuellen  neu ermittelt werden, dann koénnen alle Daten des Verfahrens
durch einfache Matrizenmultipikation berechnet werden. Genau so gut kann
die Basisinverse gefiihrt und aufdatiert werden. Dies ist dann eine revidierte
Version des Verfahrens.

Modifikationen

e In Hinblick auf Lemma 3.11 kann das Verfahren von Zangwill auch
als Mantelverfahren fiir eine andere, ggf. theoretisch nicht abgesicherte
Verfahren dienen. Man kann nédmlich nach jedem Schritt des Verfahrens
einen beliebigen Zwischenschritt einfiigen, sofern dieser die Zielfunktion
nur absenkt.

Anders herum ausgedriickt: Wenn man in einem beliebigen anderen
Verfahren nach jeweils endlich vielen Schritten, wenn der Zielfunkti-
onswert abgesenkt wurde, einen Schritt des Zangwill Verfahrens an-
schlieft, so ist jeder Haufungspunkt der Teilfolge der Iterationspunkte,
an die sich ein Zangwill-Schritt anschloss, ein KKT Punkt der gegebe-
nen Aufgabe. Wir werden spéter darauf zuriickkommen.

e In der bisherigen Version leidet das Verfahren von Zangwill unter einen
Zick-Zack-Laufen, denn es gibt ja insgesamt nur begrenzt viele Rich-
tungen, entlang derer sich das Verfahren bewegen kann. Diesem kann
durch die Active-Set Strategie entgegengesteuert werden. Darun-
ter versteht man die Strategie, sich solange wie mdglich im aktuellen
kleinsten Randpolyeder aufzuhalten. Bewerkstelligt wird dies, indem
zu jeden Zeitpunkt die Variablen, deren aktueller z—Wert null ist, auf
null festgehalten werden. Das Verfahren optimiert dann nur in dem
durch die Variablen mit Wert null definierten Randpolyeder. Ist in die-
sem Unterraum das max{«, §} kleiner als ein vorgegebenes ¢ > 0, so
werden wieder alle Variablen freigegeben.

Einen gesonderten Konvergenzbeweis brauchen wir hier nicht zu be-
trachten, wenn wir die Anwendung der Strategie im Sinne des unter 1.
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Gesagten sehen: Es werden einfach endlich viele zielfunktionsabsenken-
de Schritte eingefiigt.

Experimentell hat sich diese Strategie als giinstig erwiesen. Wir wer-
den spater darauf zuriickkommen. Zu beachten ist aufserdem, dass die
Active-set-Strategie im Verfahren von Beale verwendet wird.

Wir modifizieren nun das Verfahren von Zangwill leicht, indem wir die
Konstruktion des Parameters [ verdndern. Es sei fiir beliebige Zahl
y > 0 festgelegt: y© = min{y, 1} . y° kappt also y auf den Wert 1, falls
y > 1 gilt. Wir verandern dann die Berechnung von g wie folgt

[ := max {a:;rj iry > O}

Da dies weiterhin ein in x stetiger Berechnungsprozess ist, lauft der
Konvergenzbeweis zum Verfahren von Zangwill unveréndert durch. Au-
ferdem ist Lemma 3.10 unverdndert verwendbar, denn es gilt offensicht-
lich

rhay =0, ry >0 ria% =0, ry >0

Es gibt eine weitere Modifikation des Verfahrens von Zangwill, die sich
von diesem Verfahren nur in der Wahl des Vektors dy unterscheidet.
Dieses Verfahren der reduzierten Gradienten von Wolfe [1963],
das historisch sogar frither liegt als das von Zangwill [1967], legt d wie
folgt fest:
i :{ —rj, fiiralle j € Iy, r; <0
J —Z;ry, fir allej € [N; i > 0

ohne dass dazu Konstranten o und [ berechnet werden miissen. Fiir
diese Modifikation geht der oben dargestellte Konvergenzbeweis nahezu
unverandert durch.

Fiir eine Simplex-nahe Implementierung des Zangwill-Verfahrens be-
nutzt man am besten die folgende Modifikation: man wahlt ein € > 0
und benutzt bei der Konstruktion der Abstiegsrichtungen d nicht not-
wendig die m maximalen Komponenten des aktuellen z, sondern einfach
m frei gewédhlte Komponenten x; > . Geht dies nicht, so wahlt man
die m maximalen Komponenten. Man kann sich leicht iiberlegen, dass
mit dieser Modifikation der Auswahlregel von d der Konvergenzbeweis
auch durchlduft.
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Der Vorteil dieser Konstruktion ist, dass die gewahlten Basen B nicht
von Schritt zu Schritt stark schwanken. Man kann z.B. versuchen, die
Basis so wenig wie moglich zu verdndern. Dann ist der Aufwand fiir die
Berechnung von B~'N geringer.

Freie Variablen sind fiir das Verfahren nicht storend. Es kann weiter-
hin jederzeit eine freie Variable in der Nichtbasis durch ihr Negatives
ersetzt werden. Zu beachten ist dabei, dass die entsprechende Kom-
ponente des reduzierten Gradienten nach der Kettenregel auch durch
ihr Negatives ersetzt werden muss. Zu interpretieren ist das so, dass
nach Ersetzen einer Variablen z; durch z; = x;; — x;5 die urspriingli-
che Spalte um ihr Negatives ergdnzt wird und dann beide Spalten zur
Pivotspaltenwahl zur Verfiigung stehen. Wird eine davon Pivotspalte,
wird die andere wieder gestrichen. Freie Variablen in der Basis nehmen
an der Quotientenminimierung nicht teil.

Es sei betont, dass nirgendwo in den bisherigen Uberlegungen benétigt
wurde, dass die Basis nichtleer sein muss. Dies bedeutet, dass das Ver-
fahren auch wunrestrinigerte bzw (teilweise) nur vorzeichenbeschrinkte
Aufgaben 16sen kann. Das Verfahren vereinfacht sich dann, weil kein
Basiswechsel stattfinden muss.

Man kann auch wie beim Verfahren von Beale jederzeit, aber nur end-
lich oft, zusétzliche Restriktionen mit kiinstlichen freien Variablen ein-
fiihren. Dies ist fiir den Konvergenzbeweis nicht schédlich und kann
zu einer Synthese der Verfahren von Zangwill und Beale fiihren. Bei
endlich vielen zusétzlichen Restriktionen lduft der Konvergenzbeweis
trotzdem durch. Aufserdem kénnte man Beale-Schritte im Sinne der
zuerst genannten Modifikation ansehen.

3.3.3 Spezialfall: Quadratische Optimierung

Ein Schwachpunkt des Verfahrens von Zangwill ist die Notwendigkeit der ein-
dimensionalen Minimierung im Baustein (2) des Verfahrens. Bei beliebiger
nichtlinearer Zielfunktion ist dies problematisch, da das Minimum nur nume-
risch und oft nur schwierig in sehr vielen Unteriterationen berechnet werden
kann, andererseits aber das Erreichen des Minimums theoretisch wichtig ist.
Im Spezialfall quadratischer Zielfunktion ist dagegen die Bestimmung des
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Minimums einfach und das Verfahren kann so wie im obigen Beispiels durch-
gefiithrt werden.

Verfahren von Hildreth und D’Esopo

Besondere Erwéhnung verdient die quadratische Optimierungsaufgabe, bei
der die Restriktionen nur aus den Vorzeichenbeschrankungen bestehen. Wir
hatten bereits im Abschnitt iiber Dualitéit/Alternative Formulierungen ge-
sehen dass man im Falle streng konvexer Zielfunktion die duale Aufgabe so
formulieren kann, dass hier eine konvexe quadratische Zielfunktion nur unter
Vorzeichenbeschrankungen optimiert wird. Zur Losung einer solchen Aufgabe
ist das Verfahren von Zangwill sehr gut einsetzbar. Dabei kann das Verfahren
auf die Situation zurechtgeschnitten werden. Zur Beschreibung dieser spezi-
ellen Variante des Verfahrens orientieren wir uns an obigem Beispiel.

Wir betrachten die Aufgabe

(VB) min {f(a:) = %:CTQI' +pla:ax> 0} .

Dann gelten fiir das Verfahren von Zangwill geméf der oben gemachten Fest-
stellung, dass die Basismenge I auch leer sein darf, die folgenden Vereinfa-
chungen:

Startend bei 2° = 0 ergibt sich fiir die erste Iteration und nach Konstruktion
auch fiir alle weitereren Iterationsschritte immer als Basisindexmenge I = ()
und entsprechend Iy = {1,...,n}. Weiterhin ist fiir alle Iterationsschritte
r=Vf(z).

Dadurch vereinfacht sich das Verfahren von Zangwill erheblich: dy ist ja im
Verfahren von Zangwill theoretisch immer eine zuléssige Abstiegsrichtung.
Die Zielfunktion, eingeschrankt auf die Gerade, die durch dy bestimmt ist,
hat hochstens einen Minimierer. Dadurch geniigt es, dy generell als Kordi-
nateneinheitsvektor festzulegen, wobei die Komponente k£ mit der 1 {iber «

und [ bestimmt wird. Der Minimierer von f entlang der Geraden wird dann
durch

T+
0= Vf (04 Aex)y = Qu 2+ Aeg) + pp — A = — ELFPe_ T

qkk qkk
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bestimmt, wobei x die aktuelle Iterierte ist. Es ist also einfach
xy = max {0,z + \}

neu festzulegen, das Vorzeichen von A bestimmt die Abstiegsrichtung.

Insgesamt stellt sich das zurechtgeschnittene Verfahren wie folgt dar

Modifiziertes Verfahren von Zangwill zur Lésung von (V' B)

(0) Start: Vorgegeben sei die Aufgabe (V' B). Setze x = 0.
(1) Auswahl: Berechne r = Vf (z) und 7 durch

. —r;, fallsr; <0
T =
I xjr;, fallsr; >0

fiir y = 1,...,n und daraus einen Index k mit
T i=max{r;:j=1,...,n}
Ist 7, = 0, stopp, x ist stationdrer Punkt zu f.

(2) Line search: Berechne
T
A = ——
ik

Setze dann xy := max {0, x; + A} und gehe zu (1).

Beispiel 3.14 Wir betrachten die Aufgabe

minimiere  z (@1, x2) = 337 + 375 — 11 — 229
s.d. 2ZE1 + 31‘2 S 6

1+ 4w <5

r1,T9 > 0

Diese Aufgabe beschreibt sich in Matrizenform min {%xTQx +plz: Az < a}
mat

2 3 6
10 -1 1 4 5
Q‘(o 1)’ p_<—2>’ A=l 0 o |0 7o
0 -1 0



Die dazu duale Aufgabe lautet (vgl. Abschnitt Dualtitdt)

bzw

max {—% (p+ AT)\)TQ_l (p+ AT)\) —at A > O}

min {f (A\) = %)\TAQlAT)\ + [AQ7p + a}T At > 0}

wobei die Konstante in der Zielfunktion weggelassen wurde. Man berechnet

13 14 -2 -3 -2

_ 14 17 -1 —4 _ —

G = AQ AT = 9 1 1 0 . g:=AQ 1p—|—a: 1
-3 -4 0 1 2

Wir wenden nun das obige Verfahren auf die duale Aufgabe an.

1. Durchgang: Es ist Vf(\) = G\ + g, speziell 1 = Vf(0) = g, so

dass 7T = (2,4,0-1,0-2) = (2,4,0,0), wobei die betragsmazimale
Komponente bei k = 2 angenommen wird. Es berechnet sich dann
—ry/gea = 4/17. Damit berechnet sich Ay neu zu Ay = 4/17 und es
gilt nun \T' = (0,4/17,0,0) .

Durchgang: Es gilt

14 —2 2

17 —4 0

=V =417 [+ =]
17

—4 2 18

und daraus 77 = (0-22,0,0-2,0-18) = (0,0,0,0). Damit ist das

Verfahren bereits beendet. die Optimallosung der dualen Aufgabe lautet:
M =1(0,4/17,0,0).

Berechnen wir hieraus noch die primale Optimallosung tiber die Formel x =

—Q7 ' (p+ ATN)

1 2 3\ /o0
- (e[ B ) (§])- )
b 0 1 ) —1 0 0 12

0 —1 0



Zu beachten 1ist, dass dieses Ergebnis auch an der Bemerkung zu den
Lagrange-Multiplikatoren nach Lemma 3.10 und der Tatsache, dass das Dual
des Duals die primale Aufgabe darstellt, hdtte abgelesen werden kénnen!

Die Idee, eine gegebene quadratische Optimierungsaufgabe mit streng kon-
vexer Zielfunktion iiber die entsprechende duale Aufgabe zu losen, stammt
wohl urspriinglich von HILDRETH und D’Esopo (1957/59). Diese schlugen
ein Verfahren vor, das sehr eng verwandt ist mit der soeben durchgefiihrten
Vorgehensweise. Der einzige Unterschied ist ndmlich, dass sie keine speziel-
le Komponente k des Losungsvektors x bestimmen, um f entlang der ent-
sprechenden Koordinatenrichtung zu minimieren, sondern dass sie zyklisch
alle Koordinatenachsen nacheinander auswahlen und nach n Schritten dabei
wieder von vorne anfangen. Sie kénnen die Konvergenz auch dieser Vorge-
hensweise beweisen.

Wendet man dieses Verfahren auf das obige Beispiel an, so muss man im-
merhin dreimal sémtlich Komponenten von A durchgehen, bis man die Op-
timallosung gefunden hat. In diesem Beispiel erweist sich das modifizierte
Verfahren von Zangwill als deutlich tiberlegen.

3.3.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1

Erstellen Sie ein Matlab Programm zum Verfahren von Zangwill, das auch
die Modifikation der Berechnung von § beinhaltet. Testen Sie Thr Programm
im Vergleich zum Verfahren von Beale.

Aufgabe 2

Programmieren Sie die Modifikation des Verfahrens von Zangwill und das
Verfahren von Hildreth und D’Esopo zur Losung von (V B) und testen sie
Ihre Programm vergleichend an den Dualen von ausgewéhlten Testaufgaben.

Aufgabe 3

Erstellen Sie moglichst viele Matlab Programme zu den oben angesprochenen
Modifikationen des Verfahrens von Zangwill und testen Sie die Programme
an ausgewahlten Beispielaufgaben.
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Kapitel 4

Quadratische
KKT-Simplexverfahren

Das Ziel der bisher betrachteten Verfahren zur Losung linear restringierter
Optimierungsaufgaben war es, einen KKT Punkt der gegebenen Aufgabe zu
finden. KKT Punkte sind Punkte, die das System der KKT Bedingungen
erfiillen. Diese stellen ein notwendiges Optimalitatskriterium dar.

Bisher haben wir Abstiegsverfahren konstruiert, die unmittelbar auf die ge-
gebene Aufgabe angewandt wurden. Eine weitere Idee zur Ermittlung eines
KKT Punkts ist, das KKT-System als System von Gleichungen und Unglei-
chungen direkt zu lésen. Im Folgenden stellen wir klassische Verfahren der
Quadratischen Optimierung vor, die genau diesen Weg beschreiten. Dabei
beschrianken wir uns auf eine knappe Darstellung, die technische Beweise
auslasst.

Ferner beschrénken wir uns im Folgenden auf eine Standardform der quadra-
tischen Optimierungsaufgabe, wohl wissend, dass der Allgemeinfall darauf
zuriickgefiihrt werden kann

minimiere f (z) = %mTQx +pl'z

(@PS) { s.d. Ar <a, x>0 ’

wobei wir A € R™*" @) € R™" und a € R" voraussetzen.
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Zu (QPS) gehort das KKT System

Qr+p+ATN—pu=0, \pu>0
(QPSKKT) Ar+y=a, v,y >0
0=MNy+pulz

Wir beziehen uns auf Beobachtungen zu dieser Aufgabe, die wir zum Teil
bereits weiter oben notiert haben:

e Die ersten beiden Zeilen des Systems (Q PSK KT') beschreiben ein kon-
vexes Polyeder P, iiber dem z.B. die quadratische Zielfunktion ¢ (z,y, \, p) =
My + uTz > 0 minimiert werden kann. Eine Optimaldsung dieser
primal-dualen Aufgabe (QPDS)

mint = Ay + p’2 unter den Nebenbedingungen
Qr+p+ATN—p = 0, \,u>0
Ar+y = a, 2,y >0

mit Zielwert 0 ist eine Losung von (QPSKKT). Genau dann besitzt
die Aufgabe (QPS) einen KKT Punkt z*, wenn die Aufgabe (QPDS)
einen Minimierer (x*, y*, \*, u*) mit z (z*, y*, \*, u*) = 0 besitzt.

e Die Zielfunktion von (QPDS) kann aber nur null sein, wenn in der
optimalen Loésung von je zwei zueinander zugehorigen Komponenten
von A und y bzw. pu und z jeweils mindestens eine null ist. Das sind
insgesamt mindestens (n + m) Nullen bei insgesamt 2 (n + m) Varia-
blen. Da die genannten ersten beiden Zeilen von (QPSKKT) genau
(n 4+ m) Gleichungen enthalten, bedeutet dies, dass die Losungen von
(QPSKKT) im nichtentarteten Fall durchweg Eckpunkte von P sein
miissen. Dies zeigt aber, dass, wie in der linearen Optimierung, die Lo-
sungen von (QPSKKT) unter den zuldssigen Basislosungen (und nur
unter diesen) gesucht werden konnen.

e Die Zielfunktion von (QPDS) ist nicht konvex, sie wird beschrieben
durch

= (2)(30)(2) mea (5) mie= (3)
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Erfreulicherweise ist allerdings die Einschréankung der Zielfunktion auf
den vom Polyeder P aufgespannten affinen Unterraum L konvex, wenn
nur () positiv semidefinit ist. Dies ist wie folgt einzusehen:

Sei z mit 27 = (27, y", AT, i) beliebig aus L. L ist gegeben durch die
beiden Gleichungen Qx + AT\ — = 0 und Az +y = 0. Dann gilt

My+puTe = Ny+ (Qx + AT)\)T x
= My++27Qu + N Az
= My+4+27Qr + N (—y) =2"Qx >0

Damit ergeben sich mehrere Ansatzpunkte zur Losung von (QPSKKT).

1. Man wendet Simplexschritte auf den zuléssigen Bereich vom (QPD.S)
an und versucht, durch gezieltes Wandern von Ecke zu Ecke zu errei-
chen, dass in einer Ecke schlieflich die Komplementaritdtsbedingung
My + pTz = 0 erfiillt ist.

2. Man 16st die Aufgabe (QPDS) mit einem beliebigen Verfahren der
quadratischen Optimierung. Genau dann, wenn sich als Ergebnis der
minimale Funktionswert null ergibt, ist die z Komponente der Losung
auch Optimallésung zu (QPS) . Zu beachten ist, dass jeder KKT Punkt
von (QPDS) bereits globaler Minimierer ist.

3. Man erweitert die Aufgabe um kiinstliche Variablen so, dass die Kom-
plementaritat bereits anfanglich erfiillt ist. Dann versucht man, un-
ter Aufrechterhaltung der Komplementaritét, die kiinstlichen Variablen
wieder zu entfernen, solange bis eine Ecke von P erreicht ist.

In diesem Kapitel verfolgen wir zunéchst die ersten beiden Ideen (primal-
duale Verfahren) und zeigen, mit welchen Strategien AT y+pu?z = 0 erreicht
werden kann. Danach betrachten wir den dritten Ansatz.
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4.1 Primal-Duale Verfahren

Wir wollen nun den Ansatz verfolgen, ersatzweise zur Losung von (QPS) die
primal-duale Aufgabe (QPDS)

mint (z,y,p, A\) = Ay + p’z unter den Nebenbedingungen
Qr+p+ AT A—pu = 0, \,u>0
Az +y = a, 2,y >0

zu l6sen. Diese Aufgabe sei nichtentartet.

4.1.1 Das Verfahren von Barankin und Dorfman

Wir wissen bereits, dass eine Optimallosung dieser Aufgabe unter den zuléssi-
gen Basislosungen zu suchen ist. Man kann daher wie beim Simplexverfahren
bei einer Ecke des Polyeders starten und dann vom Ecke zu Ecke wandern.
Das Problem ist, dass die Zielfunktion nichtlinear ist und eine negative Rich-
tungsableitung entlang einer Kantenrichtung keine Garantie dafiir ist, dass
die néchste anbelaufene Kante eine niedrigeren Zielfunktionswert hat als die
letzte Ecke.

In einem von BARANKIN UND DORFMAN 1956 vorgeschlagenen Verfahren
wird jeweils der zu erwartende Zielfunktionswert einer Nachbarecke vorab
ausgerechnet und danach entschieden, zu welcher Nachbarecke per ATS {iber-
gegangen wird. Wir wollen verstehen, wie man das machen kann.

Schliissel zum Versténdnis ist die besonders einfache Zielfunktion der primal-

dualen Aufgabe (QPDS) . Betrachten wir den Vektor 27 = (27, y7, p, A7) €

R2("*™) 50 wollen wir diesem einen adjungierten Vektor Z zuordnen, der
lediglich durch Umsortieren der Variablen entsteht:

S (PN
Mit dieser Festlegung schreibt sich die Zielfunktion ¢ wie folgt

1
t(z,y, p, \) = §ZT,€

Der Einfachheit halber konnen wir natirlich die Zielfunktion T := 2¢ be-

trachten, um dem lastigen Faktor % aus dem Wege zu gehen. Zu beachten
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ist, dass sich mit dem adjungierten Vektor leicht rechnen lasst. Es gelten die
Rechengesetze

—~——

aTh=0"a (a+b)=a+b df (AE) — a”h

Damit kénnen wir folgende Betrachtung anstellen: Ist

2k H min
| @

ZB D d

ein zuldssiges (verkiirztes) Tableau zu (QPDS) ohne Zielfunktion, so kann
daraus die Basislosung z abgelesen werden und die Zielfunktion zu 7' (z) =
2T% berechnet werden. Gehen wir davon aus, dass von dieser Ecke zur néch-
sten Ecke libergegangen werden soll, so geschieht das so, dass eine Pivotspalte
d* gewihlt wird und eine Pivotzeile iiber das Quotientenminimum

40
J, = min d?f?:cz?>0
J

berechnet wird. Daraus kann wie gewohnt die neue Ecke z,,.,, ermittelt werden
und anschliefend der neue Zielfunktionswert T (zpen) = 21, Zneu-

Zur einfacheren Durchfiihrung dieser Rechnung ist es sinnvoll, zum Quasi-
normaltableau iiberzugehen. Bei diesem stehen alle Variablen in der Ori-
ginalrethenfolge in der Basis, wenn die triviale Gleichung zy — 2y = 0 mit
ins Tableau aufgenommen wird. Aus dem genannten Tableau wird so das

Tableau
2| D | d,

das eine negative Einheitsmatrix enthilt. Ist hier die gleiche Pivotspalte d*
ausgewahlt, so bestimmt sich die Pivotzeile wie zuvor aus

0
5k:min{ :df>0}20

2
k
dj

ATS zu diesem Tableau vollziehen sich analog zum Normaltableau: Man nor-
miert die k — te Spalte durch Division durch das negative Pivotelement und
zieht Vielfache dieser Spalte so von den anderen Spalten ab, dass dort in der
Pivotzeile sonst nur Nullen entstehen. Ferner ergibt sich die neue rechte Seite

zu d° — opd".
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Der Vorteil dieser Darstellung ist, dass die Basislosung z = d° unmittelbar an
der rechten Seite abgelesen werden und so auch der Zielfunktionswert leicht
berechnet werden kann. Auferdem ergibt sich die neue Ecke zu

Znew = 2 — Opd’ = d° — 6;d"
und damit deren Zielfunktionswert zu
T (2new) = (2— (5kdk)T <5 - 5kdk>
= T(z)—26,dTd" 4 62d"" d*
Man erkennt unmittelbar, dass T' (2e,) < T (2) nur gelten kann, wenn gilt:
Yo o= 24T d — 5, d"TdF >0, k=1, (n+m)

Deshalb benutzen wir diese Werte als Zielfunktionskoeffizienten in unserem
Tableau, die Werte, die die Pivotspalte festlegen: Werte v, > 0 signalisieren,
dass der Zielfunktionswert der neuen Basislosung niedriger liegt als der der
alten Basislosung. Wir setzen zur Abkiirzung noch

ap : =d7d* k=0,1,...,(n+m)
B :dchik,k;zl,...,(n—I—m)

Es gilt dann

Ve =200 — 0xfk, T (2)=ap und T (znew) = o — Ok

Zu bemerken ist, dass 7, > 0 wegen 9, > 0 im Falle 5, > 0 nur eintreten
kann, wenn «y > 0 gilt. Daher ist anzuraten, die Werte ay, 8y zuerst zu
berechnen. Gilt a, < 0, Br > 0 gilt, brauchen 0, und 7, nicht berechnet
zu werden. Ist () positiv semidefinit, so gilt sogar immer [, > 0 wegen der
Konvexitit von T auf P.

Das Verfahren sieht dann wie folgt aus: Pivotspalten k& werden ausgesucht
iiber v, > 0, Pivotzeilen wie iiblich ermittelt, es folgt ein ATS mit Neube-
rechnung der ay, Bk, Yk, 0x. Eine Optimallosung ist genau dann erreicht, wenn
Qg = 0 gllt
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Beispiel 4.1 Wir betrachten die konvexe quadratische Optimierungsaufgabe,

die wir auch schon mit der Modifikation des Verfahrens von Zangwill geldst
haben.:

minimiere  z (@1, x2) = —xy + 377 — 209 + 373
s.d. 201 + 329 < 6

Ty + 41‘2 <5

T1,T9 2 0

Das Anfangstableau zu dieser Aufgabe lautet zundchst

T i) )\1 )\2
| —1 —2 1] -1
1o ~1 -3 —4| -2
y1 | 2 3 6
ye |1 (4) 5

Diese Tableau ist lerder noch nicht zuldssig. Deshalb miissen wir es zundchst
zuldssig machen. Wir tun dies mit der zweiten Phase des DPA. Zundchst
wdhlen wir die Zeile " als Hilfszielfunktionszeile aus und wahlen die Spalte
o als Pivotspalte. Dann kommt yy in die Nichtbasis

1 Y2 A A2
i | —1 ) —11 -1
CHE T DG N -
5 3 9
ag !
T2 | g 1 1

Da die zweite Zeile noch nicht zuldssig ist, wird sie erneut als Hilfszielfunktion
ausgewdhlt. Pivotspalte wird "\i”, s kommt in die Nichtbasis

Hilfszielfunktionszeile wird nun die erste Zeile, Pivotspalte werde die Spalte

) b}

1

T Y2 pa Ao

7 T 2 5 I
1| — — —3 3 -3
P I R IR G S
1 12 12 3 3 4

(é) _3 9
B !
T2 | g 4 4

n Y2 f2 Ao
oI I3 2 & 8
H1 | 15 15 703 5
N | £ -2 1 4 2
1 15 15 3 3 i
T1 |3 5 5
o | =1 2 4
2 5 5 5
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Nun st Zuldssigkeit erreicht und wir konnen das eigentliche Verfahren star-
ten, indem wir dem Tableau eine negative Finheitsmatriz hinzufiigen, die
Basis ordnen, und schliefSlich um die Werte oy, By, O, Vi ergdnzen

Y1 Y2 fo2 A2
T3 )
s, gs i
T2 | 75 3 5
yl —1 0
yQ —1 0
T I3 2z 5 |8
Hi | 15 15 3 3 5
2 -1 0
1 2 1 (4 2
Ml wo s (5)] 3
Ao -1 10
61 63 _ e,
Qg PH 25 2 3 25
B 102 0
k| 75
R 12 3
k 7 10
488 6
Ve | 175

An diesem Tableau lesen wir ab, dass es sich lohnt, die Spalte ")\5” als Pi-
votspalte zu nehmen. Diese Wahl liefert das eingerahmte Pivotelement. Die
Prognose fir die Entwicklung des Zielfunktionswertes ist

144 3 99

25 100 25

Weil dieser Wert noch nicht null ist, wird das Folgetableau vollstindig berech-
net. Der entsprechende ATS liefert

T (zZnew) =

n Y2 M2 A1
1 3 9
L1 | 5 5 5
o | 212 g
2 5 5 5
vy | —1 0
Y2 —1 0
51 _ I 511
H1 (60) 10 1 1| 10
2 — 0
A1 110
A 1 1 _1 3 3
2 120 10 14 10
an | 24 _ T 5 999
E 1 100 50 1 1| 25
s 102
@
O 27
i3
Ve | B0
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Damit muss die erste Spalte als Pivotspalte gewdhlt werden, das Pivotelement
st eingerahmt. Die Prognose fiir den folgenden Zielfunktionswert ist

99 66153
T<Zneu) = ————=0
25 51 50

Es zeigt sich also, dass der folgende ATS der letzte sein wird, weil das Verfah-
ren sein Ziel erreicht hat. also rechnen wir nur noch die Werte der Original-
Variablen aus

9 664 13

X — —_—— = —
! 5 515 17
B 4+661_18
2T 5T 17

Zu beachten ist: Die beschriebene Vorgehensweise hat leider keine Garantie
auf Erfolg, da es durchaus Ecken gibt, deren sémtliche Nachbarecken héhere
Zielfunktionswerte haben und die dennoch nicht optimal sind, bei denen also
a, > 0 und ~, < 0 gilt fiir alle k = 1,...,2 (n +m) . Das Verfahren scheitert
dann.

Skizze:

Zuweilen geniigt es, dem Verfahren iiber eine solche Klippe hinwegzuhelfen,
indem man fiir begrenzte Zeit auch Pivotspalten k mit v, < 0 wéhlt (z.B. im-
mer das maximale 7 ), um wieder zu Ecken mit v, > 0 zu gelangen. Besser ist
allerdings, systematisch auch Uberginge zu nicht unmittelbar benachbarten
Ecken zuzulassen, wenn dann sogar theoretisch ein Fortkommen des Verfah-
rens garantiert ist. Wir besprechen eine solche Vorgehensweise im folgenden
Abschnitt.
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4.1.2 Das Verfahren von Frank und Wolfe

Um Abhilfe aus dem Dilemma der ungesicherten Konvergenz des letzten Ver-
fahrens zu erhalten, setzen wir ) nun als positiv semidefinit voraus und
unterstellen, dass (QPS) einen KKT Punkt besitzt.

Wir verfolgen die Idee, die gegebene Zielfunktion an einer vorgegebenen zu-
lassigen Stelle zu linearisieren, um in der so entstehenden linearen Optimie-
rungsaufgabe tiber das Simplexverfahren von Ecke zu Ecke zu wandern und
damit in der Néhe der Startecke nach einer weiteren Ecke mit niedrigerem
(Original-)Zielfunktionswert zu suchen. Die Hoffnung ist dabei, dass die li-
nearisierte Zielfunktion noch gentigend Aussagekraft hat, um diese neue Ecke
finden zu konnen.

Die Originalzielfunktion lautet T (z) = 27Z. Berechnet man deren Gradi-
enten, so erhélt man leicht VT (z) = 2Z. Wir betrachten also als an der
zuléssigen Stelle w linearisierte Zielfunktion (bei Vernachlissigung vom Kon-
stanten in der linearen Approximation) [ (z) = w’ z. Dazu stellen wir folgende
Uberlegung an:

Es sei 2 eine Optimallosung der linearisierten Aufgabe, die die Hilfszielfunkti-
on ! (z) = w’z iiber dem gesamten zuldssigen Bereich minimiert. Ferner sei z
eine Optimallssung der gegebenen Aufgabe, die die Zielfunktion T'(z) = 272
iiber dem zuléssigen Bereich minimiert. Es sei weiterhin w die Stelle, an der
die Linearisierung vorgenommen wurde. Wir diirfen dabei 7' (w) > T (z) = 0
annehmen, da sonst nicht mehr zu suchen ist.

Dann koénnen wir
Z=w+p und Z=w-+gq

ansetzen. Nehmen wir an, Z sei nicht gleichzeitig auch Optimallésung der
gegebenen Aufgabe, d.h. es gelte T'(2) > T'(2) = 0.

Nach Konstruktion gilt dann
72 <0’z = 0" (w+q) <" (w+p) = 0 g < w'p
Dann gilt die Abschéatzung
wlw + 20T ¢ < wTw+ 20T < wTw+ 20 p+plp

letzteres wegen p’p > 0 auf grund der Konvexitit von T iiber P.
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Nun gilt nach Konstruktion aber w?w + 2w™p + p'p = (0 + ﬁ)T (w+p) =
T (z) = 0, so dass wlw + 2wTq < 0 gilt. Daraus schliefen wir

w'w+20T¢ < 0=
207w — wTw + 207 < 0=
207w +207q¢ < WTw =
20" (w+q) < W'w=
2072 < wl'w =T (w)

Betrachten wir nun die Richtungsableitung von 7" ldngs r := (2 — w) an der
Stelle w, VT (w)" r. Es gilt

VT (w)'r = 207 (2 —w)
= 2072 — 20w
Tw —20Tw

= —w'w=-T(w)<0

IN

w

Damit ist geklart, dass die Zielfunktion T von w aus in Richtung r echt
abfallt! Man berechnet leicht den Punkt, an dem die Zielfunktion von w aus
in Richtung r = (£ —w) am meisten abgefallen ist. Dazu betrachte z =
w + 77 fiir ein 7 und setze 0 = VT (2)" r = 2[w + 7r]" r. Es ergibt sich als
Scheitelpunkt der nach unten gedffneten Parabel:

—wTr

T = >0

T
Es ist dann 7 = 7, maximal aber 7 = 1. Daher bietet sich folgende nun
wohldefinierte Vorgehensweise als Verfahren an, bei dem eine Iterationsfolge
w® w!, w?, ... von zuléssigen (nicht notwendig Basis-) Losungen konstruiert

wird, fiir die die Folge {T (wk) } ren Streng monoton abfallt.

Verfahren von Frank und Wolfe

1. Start Vorgelegt sei ein zuléssiges Simplextableau zur Aufgabe (QPD.S)
ohne Zielfunktionszeile mit Basislosung w, so dass T' (w) > 0 gilt.

2. Lineare Zielfunktion: Fiihre die Komponenten von w als Zielfunkti-
onskoeflfizienten ins Tableau ein.
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3. Simplexverfahren: Fiihre das lineare Simplexsverfahren, startend beim
aktuellen Tableau, solange durch, bis fiir die Basislosung z des Tableaus
2Tz = 0 oder 20Tz < wTw gilt.

4. Abbruch: Ist 27z = 0, stopp, (z liefert einen KKT Punkt von (QPS))
5. Aktualisierung: Sonst berechne 7 mit
wlr
—(s— —mindl, ———"
r=(Z-w), T mln{ , fTr}’
setze w = w + 7r und gehe zu 1.

Zu beachten ist: Frank und Wolfe zeigen in ihrer Arbeit, dass unter den ge-
gebenen Voraussetzungen das Verfahren nach endlich vielen Schritten stoppt!

Beispiel 4.2 Wir betrachten wieder die Aufgabe

minimiere z (x1,x9) = —x1 + %95% ) P %x%
s.d. 221 + 322 < 6

v1 + 4z < 5

1,12 20

Das Anfangstableau zu dieser Aufgabe lautet zunéchst

T i) )\1 )\2
| —1 2 1] -1
1o —1 -3 -4 -2
U1 2 3 6
Y2 1 4 5

Diese Tableau ist leider noch nicht zuléssig. Dies erledigen wir mit zwei ATS

o] T2 H1 H2
A\ |2 _I 41 2
V|23 27 8 2ad
2 5 5 5 51 5
Y| 2 3 6
Y2 1 4 5
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Hier beginnt nun das eigentliche Verfahren. Die aktuelle Ecke bezeichnen wir
mit
21
w=z= (fL’l, T2, Y1, Y2, U1, U2, )‘17 )‘2) - (07 07 67 57 07 07 57 g)
und berechnen T (w) = 2(6-2+5-%) = £ > 0. Damit ist die Ecke noch
nicht optimal und wir starten die Minimierung iiber das Simplexverfahren
mit dem obigen Tableau und der Zielfunktion

2 1
1(@:=aﬁz::gyy+gy2+6A1+5A2

Diese muss allerdings erst auf die Nichtbasis des Tableaus umgerechnet wer-
den. Dies geschieht, indem die Zeilen des Tableaus mit dem Koeffizienten der

Zielfunktion multipliziert und die Summe als Zielfunktionszeile eingetragen
wird:

T Ty M1 p2 || Min
I JEs o _9 _4 34
\ (54) 2y S
AT B
2 5 5 5 51 5
yr | 2 3 6
Y2 1 4 5

Wir wihlen die erste Spalte als Pivotspalte und erhalten das eingeklammerte
Pivot. Der ATS liefert

Al T f1 2 | min
=1 I 39 _3 |
22 I
SN e
A | 301 1|1
SR 2
ol I B S
wl-1 (§) 1 —1]3
Da der aktuelle Zielwert noch nicht die Hélfte des anfanglichen Werts, 117,
unterschritten hat und auch 7' (z) = % > 0 gilt, muss ein weiterer ATS durch-
gefiihrt werden. Wir wéhlen das eingeklammerte Pivotelement und erhalten
A Yy2 1 g2 || min
[ -2 _I 33 _z | 1
17 17 85 17 || 85
L ®™ L _m L1
Ly 17 717 17
A, |1 a1 a4
2017 17 17 17 || 17
g | =2 1 200 3|
1 7 1
SOOI AR (R O
2 w17 17 7 Il 17




Nun ist mit [ (z) = % die Hélfte des anfanglichen Wertes, %, unterschrit-
ten, die lineare Optimierung endet zunéchst hier. Gleichzeitig gilt aber auch
T (z) = 0, deshalb braucht keine neue Linearisierung der Zielfunktion mehr
durchgefiihrt werden, das Verfahren ist beendet. Das Endergebnis ist das

bekannte.

Bemerkung: Wir haben das Verfahren von Frank und Wolfe als eigenstén-
diges Verfahren formuliert und wissen nun, dass es in endlich vielen Schritten
eine Ecke z ermittelt mit 7" (z) = 0. Ausgangspunkt der Uberlegungen war
aber, eine Hilfskonstruktion fiir die Situation im Verfahren von Barankin und
Dorfman zu finden, in der dieses Verfahren stoppt, weil zu keiner benachbar-
ten Ecke mit kleinerem Zielfunktionswert iibergegangen werden kann. Hier
kann die Vorgehensweise von Frank und Wolfe herangezogen werden, diese
Liicke zu fiillen.

Ein Hybridverfahren geht wie folgt vor:

1. Man startet mit der Anwendung von Barankin und Dorfman, bis dieses
Verfahren bei einer Ecke 2! stoppt. Gilt T (2!) = 0, so ist das Hybrid-
verfahren beendet. Stopp.

2. Gilt T'(2') > 0, so startet man Frank und Wolfe mit z! = w und fiihrt
dieses Verfahren solange durch, bis eine Ecke z? angelaufen wurde, fiir
die T (2%) < T (') . Dies ist nach endlich vielen Schritten der Fall! Gilt
nun immer noch 7' (z2) > 0, so geht man zu 1.

4.1.3 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1

Man programmiere eine Kombination aus dem Verfahren von Barankin und
Dorfman einerseits und dem Verfahren von Frank und Wolfe andererseits,
wobei immer, wenn moglich, das erste Verfahren eingesetzt wird, sonst das
zweite. Dies soll iiber Parameter zu steuern sein, so dass auch jeweils nur
eines der Verfahren zum Einsatz kommt. Testen Sie dies Verfahren an zufall-
serzeugten Beispielaufgaben mit konvexer Zielfunktion.

108



4.2 Die Verfahren von Wolfe

Vorgegeben sei die Aufgabe (QPS) , zu der wir das KKT System lésen wollen.
Wir wollen nun Verfahren besprechen, bei denen nach Einfiihrung kiinstlicher
Variablen die Komplementaritdt durchgehend fiir alle Basislosungen erfiillt
ist.

4.2.1 Die kurze Form

Das zuerst zu beschreibende Verfahren von Wolfe ist in der Literatur fiir die
andere Standardform der quadratischen Aufgabe angegeben

minimiere f(Z) = 27Qz + p’'z

(@PSE) {s.d. Hz=h, >0 ’

in die wir die unsere vorgegebene Aufgabe zunéchst iiberfiihren wollen. Dies
gelingt, indem wir Schlupfvariablen einfiithren und

— (A1), h=a & = ("), Q:<0Q 8),p:(g) wnd F(2)

setzen. Das fiihrt zu den KKT Bedingungen
(QPSGKKT) Hz = h, >0

Die Idee von WOLFE ist nun, das durch die ersten beiden Zeilen dargestellte
Polyeder in ein Simplextableau unter Benutzung kiinstlicher Variabler so
einzubringen, dass die Komplementaritat anfianglich gegeben ist. Dann wird
versucht, durch Simplexschritte die kiinstlichen Variablen in die Nichtbasis
zu bringen, ihnen also in der Basislosung den Wert null zuzuweisen und dabei
die Komplementaritit 0 = ATZ im Tableau immer aufrechtzuerhalten.

Gesucht ist also eine Basislosung, bei der die Gleichung 0 = ATz erfiillt ist.
Es bietet sich an, zunéchst alle Variablen in die Nichtbasis zu nehmen. Dann
enthélt die Basis in ihrem unteren Teil Nullen. Wir fiillen den oberen Teil
der Basis mit einem kiinstlichen Vektor z freier Variablen. Nun fiihrt man
ATS durch, die den unteren Teil des Tableaus zuldssig (Phase 0 und Pha-
sel) machen, wobei die Zeilen mit den kiinstlichen Variablen nicht an der

109



Pivotzeilenwahl teilnehmen. Danach multiplizieren wir die oberen Gleichun-
gen, die unzulédssig sind, mit (—1), so dass das Tableau nun zuléssig ist. Die
jetzt verbleibenden kiinstlichen Variablen erklaren wir nun zu vorzeichenbe-
schrankt und bezeichnen sie o0BdA wieder alle mit z1, ..., z,,. Das Tableau hat
dann die Form

24+ Q' +H ' p— XN = —p (4.1)
7’4+ Az' =

Ql

Das Tableau erhélt dann eine Zielfunktionszeile, die der Minimierung der
Hilfszielfunktion

w(z) = Z 2
i=1
entspricht. Diese lineare Optimierungsaufgabe wird nun mit Simplexaus-
tauschschritten, die w absenken, gelést, wobei nur ATS erlaubt sind, nach
deren Ausfiihrung nicht fiir ein j sowohl Z; und A; beide gleichzeitig in der
Basis sind und auch keine ATS, die z; und A; austauschen fiir ein j. Wir
nennen dies eingeschrankte Austauschregel.

Ein Beispiel

Beispiel 4.3 Wir betrachten erneut die quadratische Optimierungsaufgabe

minimiere  z (11, x2) = —xy — 2 + 37 + 33
s.d. 2ZE1 + 31‘2 S 6

r1+ 429 <5

T1,T9 Z 0

Fiihren wir diese zundchst in eine Aufgabe vom Format (QPSG) tber:

2 1 1 1000

o |34l - 6\ | - lo100 o

Ho=11 | h=\5) %= T3 Q=10 000 |'P7
0 1 T4 0000
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Dies fiihrt zu folgendem (verkiirzten) Anfangstableau der kurzen Form

Ty Ty T3 Ty f1 f2 A1 Ay A3 Ay
w | 1 1 6 6 -1 -1 -1 —-113
2z |1 2 1 -1 1
29 1 3 4 —1 2
23 1 -1 0
24 1 -1 0
012 3 1 6
0|1 4 1 5

Als erstes bringen wir xs und x4 und dann py und ps in die Basis und dafir
z3 und z4 und zwei Nullen in die Nichtbasis, wo alle entsprechenden Spalten
sofort gestrichen werden kénnen. Da wir nicht wirklich an den optimalen
Werten der ps interessiert sind und diese freie Variablen sind, konnen auch
die entsprechenden Zeilen anschlieffend gestrichen werden.

T i) )\1 )\2 )\3 )\4
w |1 1 -1 -1 5 5 |3
2 | (1) —1 2 1 |1
29 1 -1 3 4 |2
T3 | 2 3 6
Ty 1 4 5

Wir bringen nun x; in die Basis, das Pivotelement ist markiert. Dadurch
kommt z in die Nichtbasis, die zugehorige Spalte wird also nach dem ATS
sofort gestrichen.

) /\1 /\2 /\3 /\4
w |1 0 -1 3 4 2
1 -1 2 1 1
29 |1 -1 3 4 2
53 2 —4 -2 4
zq | (4) 1 2 114
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Nun bringen wir xo in die Basis (A3 und Ay sind nicht erlaubt), dadurch
kommt x4 in die Nichtbasis

Ty /\1 )\2 /\3 /\4
SN .
1 —1 2 1 |1
Rl
o P I
T2y -1 1|t

Als Ndchstes bringen wir Ay in die Basis, stattdessen geht zy aus der Basis,
wodurch unsere Hilfszielfunktion auf null gebracht ist. Das ndichste Tableau
15t also das Endtableau:

Ty /\1 )\2 )\3

T | L _16 4 20 13
1|17 7 17 17 17
A\ 1 _1r _4 1 4
1 1 1 1 1

o | ' E s 4
1 1 1 1 1

PO P A (R I I
2117 17 17 17 Il 17

Die gesuchte Optimallésung lautet damit x*7 = (%, %, %,

mit dem uns schon bekannten Ergebnis tibereinstimmdt.

0) , was sehr wohl

Konvergenzuntersuchung

Wie wir gesehen haben, hat die angewendete Strategie bei unserem Beispiel
zum Ziel gefithrt. Dies mag an der speziellen Struktur der Aufgabe gelegen
haben. Wir wollen untersuchen, wann die Strategie garantiert zum Ziel fiihrt.
Dazu verwenden wir das folgende mithilfe der linearen Dualitdtstheorie zu
beweisende

Lemma 4.4 Vorgegeben sei die lineare Optimierungsaufgabe

minimiere 4’z

s.d. Qm+[:ITﬂ—A+l§z:—ﬁ
Hx=h

r,A>0, 220, 2pg=0, Ag =0

beir der Q,Q,f],f),ﬁ,ﬁ m passender Dimension vorgegeben sind, Q positiv
semidefinit, und R und S zwei vorgegebene disjunkte Indexmengen.
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Ist dann z* der z— Teil einer Optimalldsung (T*, \*, 2*) der Aufgabe und geben
x5 >0, \; > 0 genau die positiven Komponenten von x* bzw \* an, so gibt
es einen Vektor r mit

Qr =0, Hr =0, ¢"2* = —p'r

Beweis: [KKR], Kap 7, 2. und 4.
[

Dieses Lemma wollen wir wie folgt anwenden: Es werde das skizzierte Ver-
fahren angewendet und das Verfahren ende mit einem Abbruchtableau, bei
dem w (z) noch nicht den Wert w (z) = 0 erreicht hat. Sei dann S die Menge
der Indizes 7 in der Basis, fiir die die Variable z; in der Basislosung positiv
ist und R die Menge der Indizes ¢ in der Basis, fiir die die Variable )\; in
der Basislosung positiv ist. Nach Konstruktion befinden sich dann die zu S
gehorigen Komponenten \; und die zu R gehérigen Komponenten von Zz in
der Nichtbasis, nehmen also in der Basislosung den Wert null an. Weil das
Verfahren an dieser Stelle nicht weitergeht, ist das letzte Tableau (Nichtent-
artung vorausgesetzt) Optimaltableau zu der im Lemma genannten Aufgabe
mit

i'=e"=(1,.,1),Q=Q, H=H, D=D, p=p, h="h.

Das Lemma findet Anwendung, es gibt daher einen Vektor r mit Qr =
0, Hr = 0, e"z* = —p’r, wobei e’2* den aktuellen Wert der Hilfsziel-
funktion angibt. Man kann zeigen, dass diese Folgerung auch im entarteten
Fall gilt.

Unter folgenden hinreichenden Bedingungen an die Aufgabenstellung ist
dieser Wert gleich null und das letzte Tableau gibt in seiner Basislosung einen
gesuchten KKT Punkt fiir (QPSGKKT) an:

p L ker (Q) N ker (ﬁ)

Insbesondere ist das der Fall, wenn p = 0 gilt oder wenn ker (Q) = 0 gilt,
also @) positiv definit ist.

Damit ist abgeklart, warum das Verfahren beim letzten Beispiel funktionier-

te, denn dort gilt ker (Q) N ker (H) =0.
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4.2.2 Die lange Form

Leider enthélt die bisherige Betrachtung keine Aussage tiber die Losbarkeit
des KKT Problems, wenn das obige Verfahren scheitert. Betrachten wir da-
her eine Modifikation des eben beschriebenen Verfahrens, die generell funk-
tioniert, solange () nur positiv semidefinit ist.

Die kurze Form ermittelt erfolgreich einen KK'T Punkt, wenn p = 0 gilt. Dies
machen wir uns wie folgt zu nutze: wir bringen die Aufgabe in die Form

Qi+ H - X+71p=0,
Hz = h,
0=M2z, A2>0,2>0, 7=1

und losen zunéchst in einer ersten Phase das Problem fiir 7 = 0. Fiir
diesen Wert des Parameters 7 ermittelt die kurze Form eine Losung. Wir
erhalten dadurch eine Basislosung zur Aufgabe

minimiere —7

(4)

mit 7 = 0, die alle geforderten Komplementaritatsbedingungen erfiillt.

Eine erneute Anwendung des Simplexverfahrens unter der eingschrinkten
Austauschregel auf die Aufgabe (A) kann dann in einer Phase 2 zu ei-
nem KKT Punkt der gegebenen Aufgabe fiihren, sofern 7 = 1 erreicht wird.
Fragen wir uns, unter welchen hinreichenden Bedingungen dies der Fall ist.

Nun, Hilfe leistet wieder das obige Lemma. Wenden wir dies an, wenn das
Simplexverfahren mit der eingeschréankten Austauschregel, angewendet auf
die Aufgabe (A), keine Pivotspalte mehr wihlen kann. Setzen wir

qAT:_17QA:Q,}/\[:H,D:p7ﬁ:0,ﬁ:B,Z:T

so liefert uns das Lemma die Existenz eines Vektors r mit (—1) 7" = 0-r = 0.
Ein Stocken des Verfahrens kann also nur bei 7 = 0 erfolgen! Damit gilt,
lediglich unter der Voraussetzung, dass () positiv semidefinit ist:

e cntweder die Bearbeitung der Aufgabe (A) mit dem Simplexverfahren

mit der eingeschrankten Umrechnungsregel bricht ab, dann bei 7 = 0
und es existiert kein KKT Punkt zu (QPSGKKT).
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e oder das Simplexverfahren mit der eingeschrénkten Umrechnungsregel
fiihrt zu einem Abbruch wegen unbeschrinkter Zielfunktion. In diesem
Fall gibt es natiirlich eine Zwischenlosung mit 7 = 1 und daher einen
KKT Punkt zu (QPSGKKT).

Beispiel 4.5 Betrachten wir noch einmal die Aufgabe

minimiere  z (&1, x2) = —xy + 3x7 — 209 + 35
s.d. 2x1 + 319 < 6

r1+ 4 <5

T1,T9 > 0

Das Anfangstableau zur langen Form lautet fir die erste Phase offensichtlich

Ty Ty T3 Ty i f2 A1 A A3 A T
w |1l 1 6 6 -1 -1 -1 -1 =310
z1 |1 2 1 -1 —10
2 1 3 4 1 210
23 1 —1 0
24 1 -1 0
012 3 1 6
0|1 4 1 )
Wir fiihren nun das Simplexverfahren unter Sperrung der Spalte 77 mat der

eingeschrinkten Austauschregel durch. Zundchst mal lauft das Verfahren ab
wie i der kurzen Form: als erstes werden die Nullen in die Nichtbasis und
die freien Variablen in die Basis gebracht. Das ergibt

T i) )\1 )\2 /\3 /\4 T
w |1 1 -1 -1 5 5 =3|0
2 | (1) —1 2 1 -—1]0
29 1 -1 3 4 =210
3 | 2 3 6
Ty 1 4 5

Auch das ndichste Pivot kann identisch gewdhit werden und fihrt zu

T2 )\1 )\2 )\3 )\4 T
w |1 0 -1 3 4 —21{0
T —1 2 1 —1]0
2 | (1) -1 3 4 =20
233 2 -4 -2 2 |6
xy | 4 1 -2 -1 1 5
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Nun allerdings weicht die Vorgehensweise wegen der starken Entartung ab:
als Pivotspalte muss die Spalte "xo” gewdhlt werden, der ATS bringt zo in die
Nichtbasis. Damit ist die Hilfszielfunktion auf null gebracht und wir kénnen

nun in Phase 2 erneut unter der eingeschrinkten Austauschregel T maximie-
ren

)\1 /\2 /\3 )\4 T

-7 10 0 0 0 1 0
x| —1 2 1 —11]0
T -1 3 4 -2 0

6

zs |2 3 —13 —14 8
e |1 4 —14 —17 (9) |5

Es muss nun die Spalte 717 als Pivotspalte, sodass T in die Basis und dafiir

x4 in die Nichtbasis kommen.

)\1 )\2 )\3 )\4 Ty
= 4 4 17 _IT =5
9 9 9 9 9 9
T _8 14 4 _8 1 5
1 9 9 9 9 9 9
To 2 1 1 2 2 10
9 9 9 9 9 9
- 10 5 _5 (E) _8 | 14
3 9 9 9 9 9 9
T 1 4 14 17 1 5
9 9 9 9 9 9

Es kann nun nur die Pivotspalte "\y” gewdhit werden, Quotientenminimie-
rung liefert einen Steigerungsfaktor von % fur T, wodurch dieser tiber den

Wert von 7 = 1 hinauskdme. Daher kann nur mehr das % fache der Spalte
“\y” von der rechten Seite abgezogen werden, um T = 1 zu erreichen. Dies
liefert neben A\, = <

17

5,48 _13

€T frg —_ _— = —

! 9 179 17
10 42 18

2T 9 T 179 17
4 410 22

BT 9 T 179 T 17

und damit das erwartete Ergebnis.
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4.2.3 Vereinfachte Formen

Betrachten wir, wie die KKT Bedingungen (QPSGK KT) explizit aussehen,
wenn wir die Daten der Aufgabe (QPS) einsetzen:

((00) () (5 e () = () ez
(QPSGKKT) (4, 1) ( z" > —a, 2,y >0
M\ [ =
() ()
oder
—Qr —ATpu+ X = p, A'>0 (4.2)

—p+X = 0,\2>0
Az +y = a, 2,y >0
0 = M+ 2Ty

wobei wir die erste Zeile mit (—1) multipiziert haben. Es sei weiterhin a > 0
vorausgesetzt.

Vereinfachte kurze Form

Wenn wir nun aus dieser Struktur heraus eine geeignete Anfangsbasis aufstel-
len mochten, so bietet es sich an, neben dem Vektor y fiir die dritte Gleichung
den Vektor A\! fiir die erste Gleichung und den Vektor A\? fiir die zweite Glei-
chung zu wahlen. Danach werden als erstes die Variablen px in die Basis und
die Variablen A\? in die Nichtbasis gebracht. Dabei éndert sich das Tableau
nur dadurch, dass diese Variablen ausgetauscht werden, alle anderen Daten
bleiben unveréndert, da die entsprechenden Zeilen im Tableau jeweils genau
einen Eintrag (—1) und sonst nur Nullen haben.

Dann erfiillt die Basislosung des entstandenen Tableaus die Komplementa-
ritdtsbedingungen! Auferdem kénnen die Zeilen mit den freien Variablen pu
sofort gestrichen werden. Letztlich bedeutet der bisherige Vorgang lediglich,
dass die Variablen p im System durch die Variablen A\? ersetzt und dann
gestrichen werden.

117



Dabei hat die Wahl von A! fiir die Basis leider den Nachteil, dass u.U. keine
zuldssige Basislosung festgelegt ist. Gibt es negative Komponenten in p, so
korrigieren wir dies durch Einfithrung einer kiinstlichen Variablen z, indem
wir dem gesamten System z - s hinzuaddieren, wo s ein Vektor ist, dessen
Komponenten s; = —1 sind, falls p; < 0 und s; < 0 beliebig sonst . Wir kon-
nen dann die Zuléssigkeit des Tableaus durch einen einzigen ATS erreichen
erreichen. Dazu wahlen wir die kiinstliche Spalte als Pivotspalte und die Pi-
votzeile ¢ als eine Zeile, bei der p den am meisten negativen Wert annimmt.
Man {iberzeugt sich leicht, dass das Tableau mit diesem ATS zuldssig wird.
Die bestehende Komplementaritit wird durch den ATS nicht gestort, da die
Variable z in die Basis kommt und eine andere Variable aus A! die Basis
verlasst.

Zu beachten ist, dass in dem Fall, in dem bereits von vorne herein p > 0 gilt,
also keine Zusatzvariable z eingefiihrt werden muss, durch das Erfiilltseins der
Komplementarititsbedingungen bereits ein KKT Punkt zu (QPS) gefunden
wurde!

Wir haben also ein fiir unser Verfahren geeignetes zuléssiges Ausgangsta-
bleau gefunden und kénnen nun das Simplexverfahren wie zuvor mit der
eingeschréankten Austauschregel durchfithren mit dem Ziel, die kiinstliche Va-
riable z unter Aufrechterhaltung der Komplementaritdat auf Null zu bringen.

Zur Uberpriifung der Konvergenz dieser Vorgehensweise bemiihen wir wieder
unser obiges technisches Lemma mit den Daten

qAT:(()’"'O?]‘)? Q:Q7 H:H7 DIE? ﬁ:p7 ]3’:77/7
wobei 5 der Vektor ist, der aus s mit ergédnzten Nulleintrdgen entsteht und
bei dem das Vorzeichen in den Komponenten, die anfinglich in (4.2) mit (—1)
multipliziert wurden, wieder umgedreht wurde. Dabei tun wir so, als seien
z und s von vorneherein eingefiihrt, was offensichtlich keinen Unterschied
macht.

Die Aussage ist dann die gleiche wie zuvor: Das Verfahren arbeitet erfolgreich,
wenn p L ker (Q) Nker (H) gilt, was z.B. zutrifft, wenn p = 0 oder ker (Q) = 0
gilt. Im letzteren Fall gilt namlich fiir 7 € ker (Q) N ker (H )

(5 0)(n) = (5) we @n(l)-0=
Qri = 0 und Ary+ryo=0= (r;,m2) = (0,0)
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Beispiel 4.6 Betrachten wir erneut die Aufgabe

minimiere  z (x1,x2) = —x1 + 373 — 209 + 53
s.d. 2(]31 + 3$2 S 6
x|+ 4%2 S 5
x1, 9 2> 0
Anfangstableau ist nun
il T2 )\3 )\4 z
N | =1 9 -1 -1 | =1
A2 -1 -3 -4 (-1)| -2
T3 2 3 6
T 1 4 5)

FEin ATS mit dem gekennzeichneten Pivotelement fiihrt zu

T ) )\3 /\4 /\2
M| -1 (1) 1 3 —1]1
z 1 3 4 —1]2
T3 2 3 6
Ty 1 4 5)

Das Tableau ist damit zuldssig und komplementdr. Die néchste Pivotspalte ist
eine wahlbare mit positivem Fintrag in der Zeile 72”.

Y

nur die Spalte "5’
Pivot. Der ATS liefert

Offensichtlich ist hier

moglich. Quotientenminimierung fihrt auf das markierte

I )\1 )\3 )\4 )\2
o | —1 1 1 3 —11
z |1 -1 2 1 0 1
3 | D -3 -3 -9 3 3
x| (5) —4 —4 —-12 4 |1

Nun kommt x1 in die Basis und x4, verldsst die Basis.

Tyq A A3 A4 A2
To I T I 3 _Is
5 5 5 5 5| 3
> 1 _1 14 (H) _4 4 4
5 5 5 5 5| 5
z3 | —1 1 1 -9 3 3
T | L _4 _4 _12 4 1
115 5 5 5 5 5
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Nun kommt noch \y in die Basis und die Hilfsvariable z kommt in die Nicht-
basis und ist damit auf null gebracht.

Xy )\1 )\3 )\2
To 4 4 _5 _1 I
1 1 1 1 1
OO Bt T U VR |
17 17 17 17 || 1
S I ¢ S T R I I
3 17 17 17 17 || 17
T | L _ 16 20 4 13
1|17 17 17 17 17

Das Ergebnis ist das gleiche wie zuvor.

Vereinfachte Lange Form

Besonders interessant ist die Ubertragung der Ideen der langen Form auf den
vereinfachten Fall. Nimmt man zunéchst p in die linke Seite des Gleichungs-
systems auf, so ergibt sich aus den obigen Uberlegungen direkt ein erstes
zuldssiges und komplementdres Tableau

ERRSEa

)\1 —Q —AT —p
y | A 0 0

zum System

—Qr—ATp+ X —7p = 0, AL,X2>0
u—XA =0
Ar+y = a, 2,y >0

wobei in der Basislosung zundchst 7 = 0 gilt. Dies liegt daran, dass die rechte
Seite von vorneherein zuléssig ist und die Ausgangsiiberlegungen zu einem
komplementiren Tableau fithren: ATz = 0 und ATy = 0

Danach wird 7 maximiert. Wiederum zeigt das obige Lemma, dass die Maxi-
mierung von 7 unter diesen Bedingungen bei Verwendung der eingeschréank-
ten Pivotwahl entweder zur Optimallésung mit 7 = 0 fiihrt, was in der Regel
bereits nach wenigen ATS erkannt wird oder 7 beliebig erhoht werden kann.
Eine Erhohung auf den Wert 7 = 1 fithrt zum gesuchten KKT Punkt.
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Beispiel 4.7 Betrachten wir noch einmal die Aufgabe

minimiere  z (@1, x2) = —x1 + 337 — 205 + 33
s.d. 201 + 329 < 6

r1+ 41 <5

T1,T9 Z 0

Anfangstableau ist nun

T1 ) )\3 )\4 T
-7 1 0
N | -1 —2 -1 (][0
Ao 1 -3 —4 2 |o
xIs3 2 3 6
Ty 1 4 5

Dieses Tableau ist bereits komplementir und zuldssig. Es soll die Zielfunk-
tion —t minimiert werden. Der ATS mit dem sich zwangsweise ergebenden
markierten Pivot liefert

T i) )\3 )\4 )\1
—7 |1 2 1 —10
T —1 -2 -1 1 0
X |2 -1 1 -2 =210
T3 | 2 3 6
Ty 1 4 5

wobei die Hilfszielfunktion —1 im Folgenden gestrichen werden kann, da T
selbst in der Basis auftritt. T muss nun maximiert werden, d. h. negative
Eintrdge in der T Zeile fiihren zur Pivotspalte. Der ndchste ATS bringt daher
z1 in die Basis und Ao in die Nichtbasis

)\2 T2 )\3 >\4 >\1

1 1 3
3| =1 4 =1 2 2 |6
nl-t @ 41 o1 |s

Nun muss das eingeklammerte Pivot gewdhlt werden, was zu folgendem Ta-
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bleau fiihrt

)\2 Ty )\3 )\4 )\1
|2 I _4 1T I 5
U S I T SN -

L1y 9 9 9 9 |l 9
ra| =3 8 _5 (m) 10 14
3 9 9 9 9 9 9
o | =L 2 _1 2 2 10
2 9 9 9 9 9 9

Es kann nun nur die Pivotspalte "\y” gewdhlt werden, Quotientenminimie-

rung liefert einen Steigerungsfaktor von % fiir T, wodurch dieser iiber den

Wert von 7 = 1 hinauskdime. Daher kann nur mehr das % fache der Spalte

“\47 von der rechten Seite abgezogen werden, um T = 1 zu erreichen. Dies
4

liefert neben Ay = 1=

_ 5, 48 13
T 9T 79 T 17
10 42 18
2T 9 T 179 17
14 410 2
BT 9 T 179 T 17

und damit das erwartete Ergebnis.

Bei den beiden wvereinfachten Formen ergeben sich die folgende

Beobachtungen:

e Beide Varianten benutzen nach dem ersten ATS eine Hilfszielfunktion,
die durch eine Zeile im Tableau gegeben ist.

e Die 2(n+ m) in Komplementaritét zu bringenden Variablen sind ab
dem zweiten Tableau so verteilt, dass in der Basis (n +m — 1) und in
der Nichtbasis (n +m + 1) Variablen gelistet sind, dass diese Variablen
aufler der in der Basis befindlichen kiinstlichen Variablen die einzigen
Variablen des Tableaus sind und dass die Komplementaritit gegeben
ist, weil in der Nichtbasis genau ein Paar der zusammengehorigen Va-
riablen zusammen auftritt. Alle anderen Paare von zusammengehdorigen
Variablen sind eins zu eins auf Basis und Nichtbasis verteilt.

e Nach der eingeschrinkten Austauschregel muss in jedem Schritt eine
der Variablen aus dem in der Nichtbasis vorhandenem Variablen-Paar
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die Nichtbasis verlassen, weil die entsprechende Spalte Pivotspalte wird.
Dieses Paar in der Nichtbasis ist als solches aber erst durch den letz-
ten ATS entstanden. Daher kann diejenige der beiden Variablen, die in
letzten Schritt in die Nichtbasis gelangte, nicht sofort wieder die Pivot-
spalte festlegen, da deren Eintrag in der Zielfunktionszeile genau das
falsche Vorzeichen hat. Es legt also genau diejenige der beiden Nicht-
basisvariablen die neue Pivotspalte fest, die nicht im letzten ATS in
die Nichtbasis gekommen war. Die Pivotspalte ist also in jedem Fall
eindeutig bestimmt, sogar unabhéngig von der Zielfunktion, wenn das
Verfahren unter den oben festgestellten Voraussetzungen mit der ein-
geschrankten Pivotregel auf jeden Fall zu einem positiven Ende fiihrt.

4.2.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1

Programmieren Sie alle vier Varianten des Verfahrens von Wolfe uns testen
Sie diese gegeneinander. Beriicksichtigen Sie dabei die zuletzt gemachten Be-
obachtungen.
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4.3 Das Verfahren von Lemke

Wir betrachten weiterhin die quadratische Optimierungsaufgabe

minimiere  f (z) = 27 Qu +p'x
(@PS) { s.d. Ar <a, x>0

wobei wir A € R™*" @ € R™" und a € R" voraussetzen.
Die KKT-Bedingungen zu (QPS) lauten
Qr+p+ATN—pu=0 \pu>0
(QPSKKT) Az +y=a, v,y >0
0=MNy+pulz

In Matrixform schreibt sich dies zu
nY (Q AT r\ _ (p
y —-A 0 A N a
2\ [ n x I
(3) (0) =0 (3)=0(5)=0

Diese Formulierung ist vom Format eines Linear Complementary Pro-
blem (LCP)

M

W

. > (4.3)

Y

0
wT

SEEN
v
o ow

Dieses Gleichungs-/Ungleichungssystem wollen wir erneut mit einem dem
Simplexverfahren der linearen Programmierung &dhnlichen Vefahren l6sen.
Dabei halten wir uns eng an die Ideen und Beobachtungen zur vereinfachten
kurzen Form des Verfahrens von Wolfe und untersuchen weiterhin Folgerun-
gen aus der besonderen Struktur der KKT Bedingungen fiir die Losbarkeit
der Aufgabe (QPS).

4.3.1 Die Idee von Lemke

Vorgegeben sei ein LCP (4.3) mit pxp Matrix M und p—Vektor ¢q. Gesucht
sind Vektoren w und z, die dieses System erfiillen.
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Es ist von vorneherein nicht klar, ob das System (4.3) eine Losung (w, 2)
besitzt. Zunéchst machen wir die folgende Beobachtung:

Ist ¢ > 0, so besitzt (4.3) eine Losung und diese kann unmittelbar angegeben
werden. Setzt man namlich w := ¢, z = 0, so erfiillen w und z alle geforderten
Bedingungen.

Wirklich interessant ist also nur der Fall ¢ # 0, wir konnen diese Forderung
fiir das Folgende voraussetzen.

Wir erweitern die gegebene Aufgabenstellung zu

w—Mz—2ze =q
w>0,2>0, 2 >0 (4.4)
wlz =0

wobei wie iiblich e’ = (1,...,1) € R? gesetzt ist.

Zu diesem erweiterten LCP kann eine zuldssige Losung unmittelbar angege-
ben werden: wegen ¢ # 0 ist

zp :=max{—¢ 1 <i<p} (4.5)

positiv und wir erhalten mit w := ¢+ zpe, 2z := 0 offensichtlich eine zulassigen
Losung von (4.4)!

Zu beachten ist, dass die ersten beiden Zeilen von (4.4)

w—Mz—ze=q, w>0, 2>0, z0>0 (4.6)

ein lineares Gleichungs-/Ungleichungssystem bilden. Die angegebene Losung
kann wie folgt leicht in eine zuldssige Basislosung zu diesem System iiberfiihrt
werden, bei der z und die Komponente aus w mit dem Index s, bei dem
das Maximum in (4.5) angenommen wird, die Nichtbasis- und die ibrigen
Variablen die Basisvariablen bilden:

Zunéchst einmal ist aus der Struktur des zuldssigen Bereichs klar, dass eine
(unzuldssige) Basislosung zu (4.6) existiert, bei der genau die Variablen des
Vektors w in der Basis sind. Im zugehorigen Tableau fithre dann einen ATS
durch, bei dem z; in die Basis und wy in die Nichtbasis gelangt. Die zugehorige
Basislosung ist genau die oben angegebene. Dieser ATS ist moglich, da die
Spalte zu 2o nur Eintrage (—1) besitzt. Die Zuléssigkeit der Basislosung ergibt
sich unmittelbar aus der Definition von z.
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Zu beachten ist, dass die Komplementaritéitsbedingungen w?z = 0 durch
diese zuléssige Basislosung erfiillt sind. Leider nimmt aber zy in dieser Lo-
sung einen in der Regel positiven Wert an, es liegt also keine Losung der
urspriinglichen Systems (4.3) vor.

Im Folgenden wollen wir durch eine Reihe von weiteren Austauschschritten
des Simplexverfahrens unter Aufrechterhaltung der Zuléssigkeit zu (4.4) die
Variable z, auf null bringen, wobei darauf zu achten ist, dass niemals ein-
ander entsprechende Variablen aus w und z sich beide gleichzeitig in der
Basis befinden. Gelingt dies, so ist die Basislosung des letzten Tableaus eine
zuléssige Losung von (4.3).

Die Vorgehensweise ist dabei die folgende: die ATS werden solange durchge-
fiihrt, bis die Variable zg, die im ersten ATS in die Basis gelangte, den Wert
null erlangt, z.B. indem sie wieder zurtick in die Nichtbasis kommt und damit
in der Basislosung den Wert null erhalt.

Solange 2y noch in der Basis verweilt, gibt es immer genau einen Variablen-
index 1 < s < p, so dass w, und z; gemeinsam zur Nichtbasis gehoren. Eine
dieser beiden Variablen verlédsst im ndchsten ATS die Nichtbasis wieder und
zwar genau diejenige, die nicht im ATS unmittelbar davor in die Nichtbasis
gelangt ist. Ein neuer Variablenindex s’ gelangt stattdessen in die Nichtbasis,
sodass nun s’ genau der Variablenindex ist, zu dem die beiden Variablen wy
und zy in der Nichtbasis sind (sofern der letzte ATS nicht 2, in die Nichtbasis
beforderte).

Wir formulieren diese Idee nun als Verfahren von Lemke. Zu beachten ist,
dass dieses Verfahren drei Ausgénge hat. Ferner besitzt das Verfahren zu den
Indizes @ = 1,...,n jeweils zwei Variablen, z; und w; und zum Index 0 eine
Variable, zj.

Das Verfahren von Lemke

1. Start Vorgelegt sei das kanonische Simplextableau zum zuléssigen Be-
reich (4.6) ohne Zielfunktionszeile. Ist das Tableau zuléssig, stoppO,
(w:=q, z:= 0 ist der gesuchte KKT Punkt von (4.3))

Sonst fiihre einen ATS durch zur Pivotspalte & mit der Variablen zj
und zur Pivotzeile i, die durch

i=argmax{—gq; : 1 <j <p}
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Setze s gleich dem Variablenindex, fiir den w; in die Nichtbasis gelangt.

2. Pivotspalte Ist s = 0, stopp1, (die Basislosung zum letzten Tableau
ist Losung zu (4.3))

Sonst wahle als Pivotspalte k die Spalte zu der Variablen mit dem Index
s, die nicht im letzten Schritt in die Nichtbasis gelangte.

3. Pivotzeile Wihle die Pivotzeile i, dass beim ATS das Tableau zuléssig
bleibt. Geht dies nicht, stopp2, (Ray-termination)

4. Austauschschritt Fiihre den ATS durch und setze s gleich dem Va-
riablenindex der Variablen, die die Basis verlasst. Gehe zu 2.

Beispiel 4.8 Betrachten wir erneut die Aufgabe

minimiere z (x1,x2) = —x1 + %gg% ) P %x%
s.d. 221 + 322 <6

T+ 419 <5

x1,r2 20

Anfangstableau ist nun

T i) )\3 )\4 20
| -1 2 1 —1 | -1
Ay —1 =3 —4 (=1)| -2

Ein ATS mit dem gekennzeichneten Pivotelement fihrt zu

T Ta A3 A Ao
AL | —1 (1) 1 3 111
20 1 3 4 —11 2
T3 4 3 4 —-18
zy |1 5} 3 4 =17

Das Tableau ist damit zuldssig und komplementdr. Es ist s = 2, die ndchste
Pivotspalte ist die Spalte "xs”. Quotientenminimierung fihrt auf das mar-
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kierte Pivot. Der ATS liefert

X1 /\1 /\3 /\4 )\2
xo | —1 1 1 3 -1
11 -1 2 1 0
3 | 6 -4 -1 -8 3
zq | (6) =5 —2 —11 4

N B =

Esist s =1 und es kommt xq in die Basis, x4 verldsst die Basis (s = 4)

T4 A1 A3 A A2
To | L I 2 7 _I]4
216 6 3 6 31 3
Py _1 1 7 (1_7) _2| 2
0 6 6 3 6 11 3
r3 | —1 1 1 3 -1 2
1 _5 _1 _11 2 1
1| § 6 3 6 3 3

Nun kommt noch Ay in die Basis und die Hilfsvariable zqg kommt in die Nicht-
basis und ist damit auf null gebracht.

Xy A A3 A2
o | X 4 _5 _1I B
2| 17 17 17 17 || 17
AN | =L L 14 _4 | 4
4 17 17 17 17 || 11
T | =14 20 26 _ 5 || 22
3 17 17 17 17 || 17
T | L _ 16 20 4 13
1|17 17 17 17 17

Das Ergebnis ist das gleiche wie zuvor.

4.3.2 Konvergenzanalyse

Das Verfahren von Lemke gleicht dem Simplexverfahren darin, da es von Ecke
zu Ecke des zuléssigen Bereichs (4.6) wandert. Das dies iiberhaupt sinnvoll
ist, liegt an Bemerkung 7?7, die zusichert, dass die gesuchte Optimallosung
eine Ecke des zulassigen Bereichs sein muss.

Das Verfahren verlauft daher automatisch endlich, wenn gesichert ist, dass
keine der angelaufenen Basislosungen mehrfach angelaufen wird. Dies kann
natiirlich nicht garantiert werden, wenn Entartungen auftreten. Der folgende
Satz sichert aber die Endlichkeit zu, wenn entartete Basislosungen ausge-
schlossen werden.
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Satz 4.9 Es werde unterstellt, dass alle von Verfahren von Lemke angelau-
fenen Ecken des Bereichs (4.6) nicht entartet sind. Dann sind alle angelau-
fenen Ecken verschieden und das Verfahren ist endlich.

Beweis: [BSS], Lemma 11.1.5
0J

Verlauft das Verfahren endlich und endet nicht schon bei stopp0, so endet
es entweder mit stoppl oder mit stopp2. Im ersten Fall ist das Ergebnis
eine Losung von (4.3), das Verfahren hat seine Aufgabe erfiillt. Endet es bei
stopp2, so scheitert das Verfahren bei der Suche nach einer Lésung von (4.3)
und es ist an dieser Stelle unklar, ob dies an der Unfahigkeit des Verfahrens
liegt, eine Losung von (4.3) zu ermitteln oder ob es unter Umstédnden gar
keine solche gibt.

Um diese Unsicherheit zu beseitigen, miissen wir mehr Informationen iiber
die Matrix M haben.

Definition 4.10 FEs sei M eine pxp Matriz. Dann heifit M copositiv, wenn
2TMz > 0 gilt fiir alle z > 0. Sie heifst copositiv-plus, wenn sie copositiv
st und zusdtzlich die Bedingung

z >0, zTMz:O:>(M+MT)z:O fur alle z € R?P

erfillt ist.

Beachte:Offensichtlich ist M copositiv, wenn M nur nichtnegative Eintrage
enthélt und M ist copositiv-plus, wenn zuséatzlich die Diagonaleintrage alle
positiv sind.

Nun kénnen wir den Konvergenzsatz verschiarfen und erhalten die Sicherheit,
einen KKT Punkt zu finden, wenn ein solcher existiert.

Satz 4.11 Die Matriz M wvon (4.3) sei copositiv-plus. Es werde unterstellt,
dass alle von Verfahren von Lemke angelaufenen Ecken des Bereichs (4.6)
nicht entartet sind. Dann endet das Verfahren nach endlich vielen Schritten.

Besitzt (4.3) eine zuldssige Losung, so endet das Verfahren mit einer Lisung
von (4.3). Andernfalls endet das Verfahren mit der Ray-termination.
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Beweis: [BSS|, Theorem 11.1.8

4.3.3 Spezialfall Quadratische Optimierung

Wir wollen klaren, inwieweit man das Verfahren von Lemke zum sicheren
Losen einer quadratischen Optimierungsaufgabe einsetzen kann.

Die Aufgabe (QPS)

Betrachten wir die quadratische Optimierungsaufgabe (QPS), deren KKT
System (QPSKKT) sich als LCP schreiben lasst. Wendet man das Verfahren
von Lemke auf (QPSK KT) an und endet dieses nach endlich vielen Schritten
mit einem KKT Punkt, so hat man eine suboptimale Losung von (QPS)
bestimmt.

Will man allerdings sicher sein, dass das Verfahren erfolgreich ist, so sollten
die Voraussetzungen von Satz 4.11 zur Verfiigung stehen. Klaren wir also ab,
unter welchen Voraussetzungen die zu

(QPSKKT) (Z)T‘<?A ng)(i):(g)
<§) <5)20’<§)20, (5)20

Q AT
=200

Satz 4.12 Gilt y"Qy > 0 fiir alle y > 0, so ist M copositiv. Gilt dariiber
hinaus, dass die Bedingung

gehorige Matrix

copositiv-plus ist.

>0, Y"Qu=0=Qy=0 fir alley € R" 4.7
Y Yy Wy ) Y

erfillt ist, so ist M copositiv-plus.

Insbesondere ist M copositiv-plus, wenn Q) positiv semidefinit ist.
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Beweis: Zunichst gelte y7Qy > 0 fiir alle y > 0. Wir zeigen wir, dass M
dann copositiv ist. Sei 27 := (y”,z7) > 0 vorgegeben. Dann gilt

ZTMZZ(yT,ﬂcT)(C;?A OAT)(y>:yTQy20 fiir >0 (4.8)

x
also ist M copositiv.

Gelte nun zusétzlich die Bedingung (4.7). Dann ist zu zeigen, dass M sogar
copositiv-plus ist. Unterstellen wir also z > 0 und z7 Mz = 0. Dann gilt

(M+MT)Z—(2%2‘U>

GeméR (4.8) gilt 0 = 2T Mz = yTQy. Aus (4.7) folgt also Qy = 0. Damit gilt
(M + MT) z=0und M ist copositiv-plus.

Sei nun @ als positiv semidefinit vorausgesetzt. Dann gilt 47 Qy > 0 sogar
unabhéngig von y > 0, also ist M copositiv. Fiir die Behauptung bleibt
noch nachzuweisen, dass @ die Eigenschaft (4.7) hat. Sei daher y > 0 und
yTQy = 0 vorausgesetzt. Setzen wir d := Qy. Dann gilt wegen der positiven
Semidefinitheit der Matrix () fiir beliebiges A > 0

0< (y" = A)Q (y — \d) = y"Qy + \d"Qd — 2X | d||”

Da y"Qy = 0 gilt, kann diese Ungleichung durch X geteilt werden. Lisst man
dann A gegen null gehen, so zeigt sich 0 = d = Qy.

O

Das Verfahren von Lemke berechnet also fiir die Aufgabe (QPS) bei konvexer
Zielfunktion einen KKT Punkt genau dann, wenn ein solcher existiert. Dies
ist nach unserer Kenntnis z. B. der Fall, wenn der zuléssige Bereich von
(QPS) beschriankt ist oder wenn f streng konvex ist oder wenn () positiv
semidefinit ist und p = 0 gilt. Endet das Verfahren dagegen mit der Ray-
Termination, so existiert kein KK'T Punkt zur Aufgabe.

Zu beachten ist, dass das Verfahren von Lemke bei Anwendung auf die
quadratische Optimierungsaufgabe (QPS) mit konvexer Zielfunktion sehr
ahnlich verlauft wie die vereinfachte kurze Form von Wolfe. Der einzige Un-
terschied ist die konkrete Wahl der Spalte bei der Einfithrung der kiinstlichen
Variablen z,. Wahlt man diese bei Wolfe genauso, verlaufen die Verfahren
identisch. Bei Lemke gewinnt man zusétzlich die Sicherheit, dass kein KKT
Punkt existiert, wenn das Verfahren “scheitert”.
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4.3.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1

Erstellen Sie ein Programm zum Verfahren von Lemke fiir die Aufgabe (QP.S)
und testen Sie es an zufallserzeugten Beispielen mit konvexer Zielfunktion.
Beurteilen Sie abschlieftend sdmtliche quadratischen KKT Verfahren experi-
mentell.
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Teil 11

Allgemeinere Konzepte
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Kapitel 5

Unrestringierte Optimierung

Im Folgenden wollen wir nun allgemeinere Verfahren (als Simplexverfahren)
der linear restringierten Optimierung konstruieren und dabei grundlegende
neuere Konstruktionsprinzipien der nichtlinearen Optimierung besprechen.
Startpunkt sollen Verfahren der unrestringierten Optimierung bilden, de-
ren Konstruktion wegen fehlender Restiktionen sicherlich am einfachsten ist.
Danach versuchen wir, die erarbeiteten Prinzipien auf linear gleichungsre-
strinigerte Aufgaben und auf den allgemeinen Fall der linear restringierten
Optimierungsaufgaben zu iibertragen.

Eine grundsétzliche Vorgehensweise zur Losung von (P), die auch schon
bei den besprochenen Simplexverfahren Anwendung fand, ist die folgende:
Man startet bei einer zuléssigen Losung, in diesem Fall also bei einem Punkt
2° aus dem zuliissigen Bereich M, sucht sich eine zuliissige Abstiegsrich-
tung d, also eine Richtung, in der die Zielfunktion, ausgehend von 2° ein
Stiick weit abfillt und versucht dann, entlang dieser Richtung mit einer ge-
eigneten Schrittweite a so weit fortzuschreiten, dass ein neuer zuldssiger
Punkt z2° = 2% + ad gefunden wird, in dem f einen erheblich niedrigeren
Funktionswert hat. Dann wihlt man eine neue Iterierte x' € M, fiir die
f(x') < f(2°) gilt, z. B. 2! = 7°. Dies setzt man iteriert fort, solange bis
das Verfahren abgebrochen werden kann, weil man mit dem erreichten Er-
gebnis zufrieden ist.
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Allgemeines zulassiges Abstiegsverfahrens

0

(
(
(2
(

Start: Wahle einen Punkt 20 € M. Setze k = 0.

1) Abbruch: Geniigt z* einem geeigneten Abbruchkriterium, Stopp.

Suchrichtung: Wihle in z* eine zulissige Abstiegsrichtung d*.

3) Schrittweite: Wihle eine Schrittweite a; > 0 so, dass mit z* =

oF + oy d” gilt:

FeM und f (fk) ist erheblich kleiner als f (xk) .

(4) Iteration: Wihle 2"+ € M mit f (25T') < f(z*), setze k =k + 1

und gehe zu (1).

Zu diesem Konzept sind natiirlich vorab einige Bemerkungen zu machen:

1. Das Abbruchkriterium unterbricht ein potentiell unendlich verlaufendes

Verfahren. Man kann also von der letzten Iterierten nur erwarten, dass
es sich um eine numerische Losung, d.h. um ein annnaherndes Ergebnis
handelt.

. Die Geschwindigkeit, mit der sich das Verfahren seinem Ziel annéhert,

ist unter Anderem abhéngig von der Wahl geeigneter guter Suchrich-
tungen und Schrittweiten. In diesem Zusammenhang ist zu prézisieren,
was unter “erheblich kleiner” verstanden wird.

Es ist nicht davon auszugehen, dass das Verfahren gegen einen globalen
Minimierer konvergiert. Wenn es denn konvergiert, kann es gegen einen
lokalen Minimierer konvergieren. Wenn es nicht konvergiert, so kann
trotzdem ein Haufungspunkt der Iteriertenfolge eine gesuchte (lokale)
Losung sein und es ist niitzlich, einen solchen zu kennen.

In den folgenden Abschnitten und Kapiteln wird es darauf ankommen, zu
dem genannten Prototyp eines Abstiegsverfahrens durch Spezialisierung der
Wahlmoglichkeiten, z. B. der Abstiegsrichtung und der Schrittweite, Konver-
genzsatze zu beweisen.
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5.1 Sequentielle Approximation

Wir kennen bereits Verfahren der unrestringierten Optimierung. Fiir qua-
dratische Polynome ist speziell das Verfahren von Beale zu nennen, fiir allge-
meine nichtlineare Funktionen Varianten des Verfahrens von Zangwill: zum
einen das Verfahrens von Wolfe, zum anderen die Spezialisierung des Ver-
fahrens von Zangwill, die grundsétzlich in Richtung der Koordinatenachsen
sucht. Diese Verfahrens benutzen spezielle Suchrichtungen und Schrittwei-
ten, die eine eindimensionale Minimierung verlangen. Uber den numerischen
Nachteil dieser Schrittweiten haben wir bereits gesprochen.

Es ist eine grundsétzliche Idee zur Losung von (P) und zur Ausgestaltung des
zuléssigen Abstiegsverfahrens, ersatzweise mithilfe einer zuléssigen Startlo-
sung 2V eine geeignete (lineare oder quadratische) Ersatzaufgabe als Approzi-
mation der gegebenen Aufgabe zu losen, um zu dieser (ndherungsweise) eine
Optimallssung Z'zu bestimmen. Entlang der Suchrichtung (z! — %) wird
mit geeigneter Schrittweite eine moglichst gute neue zulissige Losung z! ge-
sucht. Mit Hilfe von x! wird dann eine verbessere lineare oder quadratische
Approximation der Aufgabenstellung und eine neue gute zulissige Losung 22
ermittelt, die wiederum zu einer erneut besseren Approximation fithrt. Ei-
ne iterative Fortfithrung dieser Vorgehensweise soll eine Folge von Losungen

20, 21, 2%, ... ergeben, die im Grenzprozess zur Losung der gegebenen Aufgabe

fihrt.

Dies liefert (hoffentlich) nicht nur gute Suchrichtungen, es unterstreicht auch
die Bedeutung der Linearen und Quadratischen Optimierung.

5.1.1 Sequentielle lineare Approximation

Betrachtet werde die Aufgabe (P) min{f (z):x € X} mit gegebener ste-
tig differenzierbaren Funktion f : R® — R und abgeschlossener konvexer
Teilmenge X C R".

Zuléssige Abstiegsrichtungen in einem Punkte x ergeben sich, wie wir wissen,
z.B. als zulédssige Losungen der Aufgabe

minimiere Vf (z)" d
(24) { s.d. r+deM
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mit negativem Funktionswert. Wir fassen V f (ZE)T d als lineare Approximati-
on von f an der Stelle x auf, bei der der konstante Term weggelassen wurde.
(ZA) sei also eine approzimierende (lineare) Ersatzaufgabe, von der oben ge-
sprochen wurde. Dabei kann die Aufgabe (ZA) durch die Forderung ||d|| <1
zu (ZAl) ergénzt werden, mit irgendeiner Norm || ||, damit eine Optimall6-
sung existiert.

Wir wollen fiir unsere erstes Verfahren aber speziell die euklidische Norm
auswéhlen. Im Fall M = R" ist aus geometrischen Griinden unmittebar klar,
dass (Z A1) eine eindeutige Losung hat, ndmlich

- 1
N A

Skizze:

Andererseits ergibt sich das Ergebnis auch direkt aus der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung

V5 @) d] < 19 f @) ) < 197 @)

und

Vf(2)' Vf(x)
IVf (@)

Wir wéhlen diese Suchrichtungen fiir das zu konstruierende Verfahren, der

Einfachheit halber setzen wir d* := —V f (xk)

Von den zugehorigen Schrittweiten erwarten wir, dass sie die die Zielfunktion
“erheblich absenken”. Dieser Terminus ist undefiniert. Die stiarkste Absenkung
erhalten wir natiirlich, wenn wir die Schrittweite oy, wie bisher berechnen:

Vi) d=-

= —IVf (@)

Minimierungsregel Vorgegeben seien ein Iterationspunkt z* und eine zu-
ldssige Abstiegsrichtung d* in #*. Wihle dann als Schrittweite

Qg ::argmin{f(a:k—l—adk) ca >0, xk—l—adkEM}
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Diese Schrittweite ist aber oft nur aufwendig mit ungesichertem Ergebnis zu
berechnen. Daher werden wir uns mit einer etwas schwécheren Forderung
zufrieden geben. Schrittweiten wéhlen wir nun gemafs der

Armijo-Regel Vorgewidhlt seien Zahlen o, € (0,1). Fiir einen Iterati-
onspunkt z¥ und eine zuldssige Abstiegsrichtung d* in 2* mit 2% + d* € M
wéhle als Schrittweite die Zahl o, := max {Bl :1=0,1,2,3, } , so dass gilt

f (xk + akdk) <f (xk) +oapVf (:r;k)Tdk

Skizze:

Es gilt dann zunéchst ein Satz, der die Wohldefiniertheit der Konstruktion
zeigt:

Satz 5.1 Seien f : R" — R stetig differenzierbar und o,5 € (0,1) vorge-
geben und z,d € R™ mit Vf (2)" d < 0. Dann ezistiert ein endliches | € N
mat

f(z+8d) < f(x)+0pVf(x)d
Beweis: Angenommen, fiir alle [ € N gelte f (z + 8'd) > f (z)+08'Vf (2)"d.

Dann gilt auch
flz+pd) — f(x)
8l

Wegen der vorausgesetzten stetigen Differenzierbarkeit von f gilt fiir [ — oo

Vi) d>oVf(x)'d

>oVf(z)d

(0,1) gewahlt wurde, folgt im Widerspruch zur Voraussetzung

O
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Beispiel 5.2 Wir bestimmen eine Schrittweite nach der Armijo-Regel im
Punkte x, = —1 fiir die Funktion f (x) = x® mit der Ableitung f'(x) = 2.
Als Richtung wdhlen wir d = —f' (—=1) = 2, ferner wdhlen wir o = 0.2 und
B =0.09.

Es gilt zundchst fiir o = B° = 1:
1= (-1+1-2>(=1)>+02-1-2(~1)-2=0.2
Mit o = B = 0.9 ergibt sich
0.64=(-1+09-2°>(=1)>+0.2-09-2(-1)-2=1028
mit o = % = 0.81
0.3844 = (=14 0.81-2)* > (=1)*4+0.2-0.81-2(—1) - 2 = 0.352
und schlieflich mit o = 0.9% = 0.729

0.20976 = (=14 0.729-2)* < (=1)* +0.2-0.729 - 2(—1) - 2 = 0.4168

Skizze:

Nun sind wir soweit, ein Verfahren der unrestrinigerten Optimierung (M = R™)
zu formulieren. Es heifst wegen der Wahl der Suchrichtung Verfahren des
steilsten Abstiegs oder

Gradientenverfahren

(0) Start: Wihle einen Punkt 2° € R™ und ¢ > 0, 0,8 € (0,1). Setze
k=0.

(1) Abbruch: Gilt ||Vf ([Ek)H < e, Stopp.
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(2) Suchrichtung: Setze d* := —V f (z*)

(3) Schrittweite: Setze z* := 2" + o;d* mit der Eigenschaft: a; =
max {Bl :1=0,1,2,3, } , so dass

f (SL’k + ozkdk) <f (SL’k) +oaiVf (:ck)Tdk

(4) Iteration: Wahle z¥™ € R™ mit f (¢"!) < f (z%), setze k ==k + 1
und gehe zu (1).

Praktikable Beispielwerte fiir die Parameter des Verfahrens sind:

f=05 o=10" e=10"°
Es sei bemerkt, dass man natiirlich immer 2! = z* wihlen kann.
Beispiel 5.3 (vgl. [BSS], chapt. 8)Wir betrachten die Funktion f(z) =
(21 — 2)* (21 — 225)*. Wendet man das Gradientenverfahren auf diese Funk-
tion an, startend bei (z1,x2) = (0,3), so nimmt das Verfahren ungefihr den
folgenden Verlauf, um sich der eindeutigen Optimallosung z* = (2,1) an-

zundhern. Wenn der Linesearch genau ausgefiihrt wird, lautet eine Abbruch-
losung z.B. v = (2.28,1.15) mit ||V f (z)|| = 0.09 nach 8 Iterationen:

Skizze:

Zum Beweis eines Konvergenzsatzes fiir das Gradientenverfahren benotigen
wir zundchst ein technisches
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Lemma 5.4 (vgl. (GK1], Lemma 8.2)
Seien f : R" — R stetig differenzierbar, x,d € R", {xk} , {dk} C R™ mit
{2*} — 2, {d"} — d sowie {oy} C Ryt mit {ou} — 0 konwergente Folgen.
Dann st i i i
+ apd”) —
) (o

k—o0 A,

=Vf(z)d

Beweis: Uber den Mittelwertsatz kénnen wir fiir jedes k
F (" 4 apd®) — f (&%) =V f (€5)" @

mit geeigneten Vektoren &* auf der Strecke zwischen z* und z* + . d* schrei-
ben. Dann konvergiert {f’“ } fiir k — oo gegen z* und wegen der stetigen

Differenzierbarkeit von f auch {Vf (Sk)Tdk} — Vf (ZL‘)T d. Daraus folgt
unmittelbar die Behauptung.

O

Nun kénnen wir einen Konvergenzsatz zum Gradientenverfahren formulieren
und beweisen.

Satz 5.5 (vgl. [GK1], Satz 8.3) Ist f : R" — R stetig differenzierbar und
e =0, so endet das Verfahren nach endlich vielen Schritten mit einem statio-
ndaren Punkt von f oder aber jeder Hdufungspunkt einer durch das Gradien-
tenverfahren erzeugten unendlichen Iterationsfolge ist ein stationdrer Punkt
von f.

Beweis: Es ist nur der Fall zu betrachten, dass das Verfahren unendlich
verlauft.

Es sei x* ein Haufungspunkt der Iteriertenfolge {xk} und sei {xk} eine

gegen z* konvergente Teilfolge. Es werde angenommen, dass Vf (z*) # 0
gilt.

Da die Folge { f (xk)} nach Konstruktion monoton abfallt, ist sie gegen f (z*)
konvergent. Dies trifft ebenso zu fiir die Folge f (2°), f (z°), f (z'), f (z!), ...
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Daher konvergiert die Folge f (:vk) —f (Ek) gegen 0. Nach Konstruktion gilt
somit

F#) ~ £ (@) =V F () = —a [ F (@) 0

und wegen {V f (z*)} x = Vf (") # 0 nach Annahme schlieft man hieraus
auf {ag}, — 0. Daher kann die Folge dieser oy, nicht durchgehend gleich
B° =1 sein, fiir hinreichend grokes k& € K muss daher

f (Zlfk —|—ﬁlk_1dk) _ f (xk>
5lk71

gelten, wobei [¥ der eindeutig bestimmte Exponent aus der Armijo-Regel ist.
Es gilt dann natiirlich auch {ﬁlk_l} x — 0 und es folgt aus dem letzten

Lemma beim Ubergang k — 0o,k € K

> oV ()" d*

va (x*)Td*

ZUHVf@wa

wobei d*¥ = —V f (xk) — =V f (:p*)T =: d* gelte. Daher gilt auch
—IVf @)* = = ||V f ()]

was wegen V f (2*) # 0 aber o € (0, 1) widerspricht.
([l

Man beachte: Aus der Formulierung des Gradientenverfahrens ist unmittel-
bar klar, dass der Konvergenzsatz auch tragt, wenn anstelle der Armijo-Regel
die schérfere Minimierungsregel Anwendung findet (in der Praxis auch, wenn
diese nur numerisch erfiillt wird).

5.1.2 Sequentielle quadratische Approximation

Wir wollen nun eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : R — R
unrestringiert iiber sukzessive quadratische Approximation minimieren.

Bekanntermafen erfiillt ein Minimierer der Funktion f die KKT Bedingung
Vf(x)=0. (5.1)
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Sei 2° beliebig aus R™ vorgewihlt, z.B. als Nidherungslosung von V f (x) = 0.
Wir ersetzen die gegebene Funktion durch ihre quadratische Approximation

an der Stelle x°
1

1) = £ (o) 4+ V7 () (2= %) L o) V2 () (0 a9),

bilden deren Gradienten, der mit der linearen Approximation von F'(z) :=
V f (x) iibereinstimmt,

Vg (z)=Vf () +V?f(2°) (z —2°) = F (z) + F' (z) (z — 2°) = Tr (2)

und betrachten zur Losung von (5.1) ersatzweise die Gleichung Vg (z) =
TF (fL’) =0

0 = F(2°)+F (2% (z—2")

= F'(2°) 2z =F'(2°) 2" — F (2)
wobei F’ (x) die Jacobimatrix an der Stelle z angibt. Ist F’ (z°) invertierbar,
so folgt
A (aco)_l F (2°)

fir die Losung 2! der Ersatzgleichung. Oft ist z! eine bessere Niherungslo-
sung der Gleichung F (z) = V[ (z) = 0 als 2", daher wiederholt man den

beschriebenen Vorgang mit 2! anstelle von 2°. Fiihrt man dies iteriert durch,
d.h. verwendet man die Rekursionsformel

=gk F ()T F (@) firk=0,1,2,3, .. (5.2)

so nennt man diese Vorgehensweise bekanntermafsen Newtoniteration.

Newtonverfahren

In der Praxis setzt man Axz* := zFt1 — zF und 16st zur Mini-

mierung der Funktion f anstelle der Rekursionsgleichung (5.2)
iteriert die Gleichung

F' (2%) Aa* = —F (a") (5.3)

Der folgende Satz gilt fiir eine beliebige stetig differenzierbare Funktion F :
R"™ — R", zu der eine Nullstelle bestimmt werden soll, nicht nur fiir F' =

Vf:
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Satz 5.6 Es sei x* eine Nullstelle von F und die Jacobimatriz F' (z*) sei
requldr. Dann ¢ibt es eine Umgebung U von x* so, dass fir alle Startpunkte
2° € U des Newtonverfahrens gilt:

1. das Newtonverfahren ist erfolgreich durchfihrbar, d.h. die Rekursions-
formel ist beliebig oft mit Erfolg anwendbar und erzeugt eine gegen x*
konvergente Iterationsfolge.

2. Die Konvergenzrate ist superlinear.

3. Ist F' auch lokal Lipschitz-stetig, so ist die Konvergenzrate quadratisch.
Beweis: [GK2], Satz 5.26

Startet man also das Newtonverfahren in unmittelbarer Néahe einer Nullstelle
von F, so ermittelt es schnell und zuverléssig die Nullstelle von F, sofern die
Jacobimatrixz von F an der Nullstelle invertierbar ist. Beide Annahmen sind
allerdings von vorne herein kaum {iberpriifbar, was die Anwendbarkeit des
Verfahrens stark einschrankt.

Zu beachten ist ferner, dass das Verfahren, eingesetzt zur Minimierung
einer zweimal differenzierbaren Funktion f, als Ergebnis auch ein lokales Ma-
ximum oder einen Sattelpunmkt von f bestimmen kann. Auferdem gibt es
ja durchaus Minimalstellen, bei denen die Funktion im Minimalpunkt keine
invertierbare Hessematrix besitzt: z. B. f (z,y) = x? mit der Minimalstelle
(z,y) = (0,0). Uber das Verhalten des Newtonverfahrens bei solchen Funk-
tionen sagt der Satz leider nichts.

Beispiel 5.7 (vgl. [BSS], example (8.6.4)Wir betrachten noch einmal die
Funktion f (x) = (z1 — 2)* + (21 — 2x5)*. Wendet man das Newtonverfahren
auf diese Funktion an, startend bei (z1,x2) = (0,3), so nimmt das Verfahren
ungefihr den folgenden Verlauf, um sich der eindeutigen Optimallosung x* =
(2,1) anzundhern. Es lautet eine Abbruchlosung z.B. x = (1,83,0,91) mit
IV f (2)|| = 0.04 nach 7 Iterationen.
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Globalisierung

Fiir grofere praktische Anwendbarkeit wird gesorgt, wenn man das Newton-
verfahren und das Gradientenverfahren kombiniert. Der Vorteil der schnellen
lokalen Konvergenz wird dabei dem global konvergenten Linearisierungsver-
fahren eingeimpft: das Hybridverfahren erbt vom Gradientenverfahren die
globale und vom Newtonverfahren schnelle lokale Konvergenz.

Dabei wollen wir ausnutzen, dass das Gradientenverfahren die Freiheit lasst,
nach der Bestimmung von z* einen beliebigen Schritt zu tun, an den nur
die Forderung gestellt wird, die Zielfunktion nicht zu erhohen. Dies kann so
ausgestaltet werden, dass nach jedem Ubergang von z* zu z* endlich viele
Schritte des Newtonverfahrens eingefiigt werden, solange sie berechenbar sind
und die Zielfunktion nicht ansteigt.

Diese grundsatzliche Vorgehensweise soll an folgendem Beispiel erldutert wer-
den.

Beispiel 5.8 Wir betrachten als Beispiel die Funktion f(z) = sin(z) und
wollen ein Subminimum dieser Funktion mit dem Newtonverfahren bestim-
men. Wir wollen immer dann einen Schritt des Gradientenverfahrens anwen-
den, wenn der Schritt des Newtonverfahrens nicht durchfihrbar ist oder die
Absenkung von |f' (x)| nicht mindestens 1% betrigt. Dies begrenzt die An-
zahl der hintereinander durchgefiihrten Newtonschritte oder fihrt dazu, dass
unendlich oft hintereinander Newtonschritte ausgefiihrt werden.

Wir starten unser Gesamt- Verfahren mit x° = 0 und versuchen, einen Schritt
des Newtonverfahrens. Die Iterationsformel hierzu lautet

xk+1 — Ik o f/ (Ik> /f// (xk)
Wegen f' (z) = cos (x) und f" (z) = —sin (x) ist f” (0) = 0 und dieser Wert

1st nicht invertierbar. Daher ist ein Newtonschritt nicht ausfihrbar und wir
fiihren stattdessen einen Schritt des klassischen Gradientenverfahrens durch.
FEs ergibt sich der Gradient von f an der Stelle x = 0 zu f' (x¢) = cos (0) = 1.
Daher ist d = —1 und wir haben eine Line Search durchzufihren fir f an
der Stelle x = 0 in Richtung d = —1. Nun, es ist cos(d) > 0 fir d =
'+ Xd = —\ € [0; 1], daher ist f strikt monoton abfallend in diese Richtung
und wir kénnen x' = —1 wdhlen mit f(z) = sin(—1) = —0.84147. Also
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setzen wir x' = —1 und versuchen nun wieder einen Newtonschritt. Es ist

cos (—1) = 0.5403, also ergibt sich probeweise
o
9 . (@) 0. 5403
=g -1 = —1.6421
ST PR 0.84147
mit |cos (—1.6421)| = 0.071243 < 0.9-0. 5403 = 0.9-|cos (—1)| . Also ist dieser
Newtonschritt erfolgreich. Daher fiihren wir einen weiteren Newtonschritt
durch. Wegen — sin (—1.6421) = 0.99746 gilt

/ 2
R At —0.071243
= — =-1.6421 — ——— = —1.5707.
ST ) 0.99746

Nun ist cos (—1.5707) = 0.00009 6327 und dieser Newtonschritt ist wieder
erfolgreich. Wir brechen ab, da die angestrebte Lisung numerisch erreicht ist

(a* = —T = —1.570796...).

Die dargestellte Vorgehensweise hat Nachteile: Moglicherweise ist die willkiir-
lich gewéhlte Parametereinstellung (1%) so, dass fast nur Gradientenschritte
durchgefiihrt werden, was das Verfahren langsam macht. Man kann aufer-
dem der Meinung sein, dass die Newtonrichtung, wenn sie denn eine Ab-
stiegsrichtung ist, die die Zielfunktion geniigend absenken kann, gegeniiber
der Gradientenrichtung im Sinne des Gesamtverfahrens die bessere Suchrich-
tung ist, weil sie als "Suchrichtung zweiter Ordnung” die gesuchte Optimall6-
sung direkter ansteuert und so Zick-Zack-Laufen vermeiden hilft. In diesem
Falle wiirde man sie gerne verwenden, auch wenn sie mit der Schrittweite
a = 1 nicht zu geniigender Absenkung fiihrt. Also behandelt man sie im
Hybridverfahren wie die Gradientenrichtung, d.h. man verwendet auch im
Zusammenhang mit der Newtonrichtung die Armijo-Regel. Dies macht auch
deswegen Sinn, weil die Armijo-Regel ja zunichst die Schrittweite 3° = 1
abtestet und diese verwendet, wenn die Zielfunktion mit dieser Schrittweite
gentligend abgesenkt wird.

Diese Idee verfeinert also die oben beschriebene Vorgehensweise und fiihrt
zum
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Globalisiertes Newtonverfahren

(0) Start: Wihle einen Punkt 2° € R” und p > 0, € > 0, 0,3 € (0,1).
Setze k = 0.

(1) Abbruch: Gilt ||Vf (z*)|| < ¢, Stopp.
(2) Suchrichtung: Berechne eine Losung d* der Newtongleichung
V3 f (xk) d=-Vf (:L‘k>
Ist dieses System nicht losbar oder ist die Bedingung
kT ik k(|2
Vf(a*) d* < —pHd H (5.4)
nicht erfiillt, so setze d* := -V f (a:"“)

(3) Schrittweite: Setze 7% := 2% + a;d® mit der Eigenschaft: oy =
max {#':1=0,1,2,3,...}, so dass

f (2" + apd®) < f (%) + oapV f («F)" dF
(4) Tteration: Setze x**! := z* setze k := k + 1 und gehe zu (1).
Dabei soll die Zusatzbedingung (5.4) sicherstellen, dass die berechnete New-

tonrichtung geniigend absenkend ist. Motiviert ist die Bedingung durch fol-
gende Uberlegung:

Fiir die Gradientenrichtung d* := -V f (azk) gilt
Vi) dt = ||V @) = - )

Will man die Newtonrichtung an diesem Mafs der Absenkung der Zielfunkti-
on messen, so sollte man von ihr eine Absenkung &hnlicher Gréfenordnung
verlangen, also etwa

Vf (xk)Tdk < —p ||dkH2 mit vorgewahltem p > 0

Nach dem Konvergenzsatz 5.5 ist die Konvergenz dieses angereicherten Gra-
dientenverfahrens klar, sofern man als Anwender sicherstellt, dass jeweils
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nur endlich oft hintereinander Newtonschritte ausgefiihrt werden. Dies kann
vom Anwender natiirlich einfach iiber eine vorgewéhlte Obergrenze fiir diese
Schrittanzahl sichergestellt werden.

Andererseits kann man es dem Verfahren ohne Probleme selbst iiberlassen, ob
nur endlich oft hintereinander Newtonschritte verwendet werden oder nicht,
wie der folgende Satz zeigt.

Satz 5.9 Ist f zweimal stetig differenzierbar, so ist jeder Haufungspunkt der
Iteriertenfolge des Globalisierten Newtonverfahrens ein stationdrer Punkt von

f

Beweis: (vgl. [GK1], Satz 9.5)

Wir haben nur noch den Fall zu betrachten, bei dem unendlich oft hin-
tereinander die Newtonrichtung als Suchrichtung gewéhlt wird. Gehen wir
also oBdA davon aus, dass im Verfahren nur noch die Newtonrichtung als
Suchrichtung gewéhlt wird und unterstellen wir, dies fiihre nicht zu einem
stationdren Haufungspunkt der Iterationsfolge.

Nehmen wir also an, es gidbe eine gegen z* € R" konvergente Teilfolge
(:Ek) e mit Vf (z*) # 0. Dann folgt aus der Newtongleichung fiir belie-

bigen Iterationspunkt x* der Teilfolge
[VF @) = [[V2F () d|| < (|2 (=) [} |

Daraus konnen wir schlieffen

VI (=")]]

dF V7 ) 5.5
] > 1IV2F (9| (5.5)
denn es kann ja nicht |[V2f (2%)|| = 0 sein, da wir die Losbarkeit des New-

tonsystems bei jedem Schritt vorausgesetzt haben.

Damit kénnen wir nun nachweisen, dass die ||dkH uniform beschrankt und
von null wegbeschrankt sind.

Denn einerseits folgt aus dem vorausgesetzten Erfiilltsein der Regel (5.4)
1
A A
|Wﬂ§jwf$H
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Da nach Konstruktion die Folge ||V f (xk) H hekK konvergiert, ist sie beschrankt
und daher gibt es ein ¢; > 0 mit ||dkH < ¢ fir alle £ € K.

Nehmen wir andererseits an, es gibe eine Teilfolge (||dk H) ek die gegen null
strebt. Dann wiirde aus der Abschéitzung (5.5) folgen, dass auch die Folge
(|[Vf («%) H)kef{ eine Nullfolge wire, denn die Folge der ||[V2f (2*)]] ist als
konvergente Folge natiirlich wieder beschrankt. Die Folge (HV f (l‘k)H)k i
kann aber keine Nullfolge sein, da sie gegen ||V f (2*)]| # 0 konvergiert. Also
gibt es auch ein ¢y > 0 so, dass HdkH > cq fur alle k € K.

Nun ist nach Konstruktion die Folge ( f (:ck)) monoton fallend und besitzt
eine konvergente Teilfolge, also ist sie insgesamt konvergent und die Folge der
f (z¥*1) — f (%) bildet eine Nullfolge. Wegen der Armijo Regel muss damit
auch fiir die Folge

V[ (%) d* =0 (5.6)
gelten.

Wir zeigen nun, dass darin die Folge der aj von null wegbeschrankt bleibt.
Nehmen wir an, es gibe eine Teilfolge der «y, die gegen null strebt, oBdA
beschrieben wieder durch k& € K. Es sei a;, = ' mit dem nach der Armijo-
Regel eindeutig bestimmten [, € Ny. Da die ay, k € K, eine Nullfolge bilden,
muss die Folge der [ gegen unendlich streben. Deshalb muss fiir hinreichend
groke k € K dann [, > 0 gelten. Fiir diese k gilt

f (:L‘k +6lk71dk) _ f (:L‘k>
5lk—1

> oV ()" d*
was nach Lemma 5.4
V@) d > oVf ()" d*

bedeutet, wobei wegen der uniformen Beschrinktheit der d* oBdA davon
ausgegangen werden kann, dass die d* geben ein d* € R" konvergieren, not-
falls durch Einschrinkung auf eine weitere Teilfolge. Weil die d* sogar von
null wegbeschrénkt sind, muss dabei sogar d* # 0 gelten.

Nun war o € (0, 1) vorausgesetzt, so dass wir aus der letzten Ungleichung so-
fort aut V f (x*)T d* > 0 schliefsen konnen. Andererseits liefert die Forderung
(5.4) im Grenzprozess

Vi) d < —plld|? <o,

149



was aber der letzten Abschétzung widerspricht.

Also ist die Folge der ay, k € K, von null wegbeschriinkt und wir kénnen aus
(5.6) fir diese k auf

Vi) dF =0

schliefen. Wiederum aus (5.4) folgt nun, dass (”dka)ke ~ — 0 gelten muss,
was nun aber d* # 0 widerspricht. Damit ist die Ausgangsannahme widerlegt
und der Satz bewiesen.

O

Die Vermutung, dass das globalisierte Newtonverfahren die fulminante lokale
Konvergenzgeschwindigkeit des klassischen Newtonverfahrens erbt, bestétigt
der folgenden

Satz 5.10 Wdhit man im globalisierten Newtonverfahren den Parameter o €
(0,1), verschirft die Bedingung (5.4) zu

Vi) dt < —plat|f

fir ein vorgewdhltes p > 2 und ist fir einen Hdufungspunkt x* der Iterier-
tenfolge des Verfahrens V2 f (x*) positiv definit, so gelten folgende Aussagen:

1. Die Gesamtfolge der Iterierten konvergiert gegen x* und x* ist eine
strikte lokale Minimalstelle.

2. Fir alle hinreichend groffen k € N st die Suchrichtung immer die
Newtonrichtung.

3. Fir alle hinreichend grofien k € N wird immer die Schrittweite oy, = 1
akzeptiert.

4. Die Iteriertenfolge konveriert superlinear gegen x*.

5. Ist V2f lokal lipschitz-stetig, so konvergiert die Iteriertenfolge quadra-
tisch gegen x*

Beweis: [GK1], Satz 9.10
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5.1.3 Spezialfall: Quadratische Optimierung

Wird das Gradientenverfahren auf eine quadratische Zielfunktion f angewen-
det, so kann die Armijo-Regel rechentechnisch problemlos durch die schérfere
Minimierungsregel ersetzt werden.

Ist etwa f(z) = %.Z‘TQQT + p’x mit symmetrischer quadratischer Matrix Q
und ist d die ermittelte Suchrichtung mit V f ()" d < 0, so ist das Minimum
von f auf dem Strahl x + Ad, A > 0, dadurch zu ermitteln, dass man die
Ableitung der Zielfunktion auf dem Strahl gleich null setzt:

0 r+ M) =Vf(z+xd) d

:5(

Es ist also die Richtungsableitung von f ldngs d an der Stelle x 4+ Ad gerade
gleich null. Wegen V f () = Qx + p ergibt sich

0= ((x A" Q +pT) d=(2TQ+p") d+A"Qd =V (z)" d+ A" Qd

Ist nun d”Qd = 0, so gibt es wegen V f (:B)T d < 0 keine Losung der Glei-
chung, also fillt f (z + Ad) fiir A > 0 unbegrenzt ab. Ist dagegen d” Qd # 0,
so lautet der eindeutige Wert A fiir A, bei dem das Minimum angenommen
wird,
f= — i (l')T d
N dTQd

Man beachte, dass sich die Einschrankung von f auf die Gerade x+td, t €
R.f (t) := f (z +td) , wie folgt beschreiben lésst:

f@) = f(x+td):%(x+td)TQ(x+td)+pT(x+td)

1 1
= —2"Qu+t2"Qd + ~t?d" Qd + pTx + tp"d

2 2
1
= §t2dTQd + tzQd + tp*d + const.

1
= §t2dTQd +tVf (x)" d+ const.
Dieses quadratische Polymom ist eine Gerade genau dann, wenn d’ Qd = 0
gilt und eine nach oben gedffnete Parabel, wenn d?Qd > 0 gilt, eine nach

unten gedffnete Parabel, wenn d” Qd < 0 gilt.
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Skizze:

Wendet man bei quadratischer Optimierungsaufgabe die Minimierungsregel
im Gradientenverfahren an, so gilt folgender Konvergenzsatz

Satz 5.11 Sei f(x) = %xTQ:c +ple +q mit Q € R™" symmetrisch und
positiv definit, p € R™ und q € R vorgegeben. Das Gradientenverfahren mait
der Minimierungsregel fir die Schrittweitenbestimmung konvergiert fir jeden
Startvektor z° € R™ gegen den eindeutig bestimmten globalen Minimierer x*
und es gilt

Amax — Ami
RHLY (2% Amax 7 Amin
f (:B ) f(l. ) S (Amax"i_/\min

2
) U -re) 61
wobei Apax der grofite und Ay der kleinste Eigenwert der Matriz () seien.

Beweis: [GK'1], Satz 8.6
O

Damit zeigt sich , dass das Gradientenverfahren selbst in der verschérften
Form wohl sehr langsam konvergiert. Da sich jede zweimal stetig differen-
zierbare Funktion f in der Nahe eines globalen Minimums durch eine qua-
dratische Funktion approximieren lésst, beschreibt (5.7) in etwa auch das
Konvergenzverhalten im allgemeineren Fall. Eine Anreicherung durch das
Newtonverfahren ist also sehr sinnvoll.

Bemerkung: Der Verkleinerungsfaktor in der Formel (5.7) kann mithilfe der
bekannten Kondition der Matrix ) umgeschrieben werden. Setzt man die
Kondition Kond (Q)) wie folgt fest:

/\maX
k:= Kond(q) := "
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so erhalt man
/\max - /\min o K — ]-

)\max + >\min B K+ 1

und es zeigt sich, dass die Konvergenz um so schlechter ist, je grofer die
Kondition & ist.

Wird das Newtonverfahren auf eine quadratische Funktion f (z) = %xTQ:r; +
p’x angewendet, so muss Q als zweite Ableitung von f invertierbar sein.
Dann zeigt sich die iiberragende Qualitdt der Newtonrichtung als Suchrich-
tung: wegen Q (z' —2°) = — (Q2°+p) < Qz' + p = 0 erkennt man,
dass das Newtonverfahren, unabhingig vom Startpunkt z°, in einem einzi-
gen Schritt einen stationiren Punkt z!' ansteuert! Die Newtonrichtung ist
also die "optmale Suchrichtung”, da sie von jeden beliebigen Startpunkt un-
mittelbar auf den (eindeutigen) stationdren Punkt zeigt.

Gleichzeitig zeigt sich, dass auch fiir nicht streng konvexe Funktionen f die
Verwendung der Newtonformel sinnvoll ist: man hat lediglich die Gleichung
Qz+p = 0 mit einem geeigneten Verfahren zu 16sen und erhélt bei Losbarkeit
einen KKT Punkt.

5.1.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1

Programmieren Sie das Gradientenverfahren in Matlab und testen Sie es
gegen Versionen des Simplexverfahrens sowohl fiir quadratische als auch fiir
beliebige nichtlineare Funktionen.

Aufgabe 2

Erstellen Sie ein Matlab Programm zum globalisierten Newtonverfahren. Te-
sten Sie das Programm aun zufallserzeugten quadratischen Funktionen und
an nichtlinearen Funktionen aus der Literatur.
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5.2 Verfahren konjugierter Richtungen

Wir haben im letzten Abschnitt die Effizienz des Gradientenverfahrens daran
gemessen, wie gut es eine streng konvexe quadratische Zielfunktion zu mini-
mieren in der Lage ist. Auf der anderen Seite haben wir mit der Newtonrich-
tung eine Suchrichtung kennengelernt, die der Gradientenrichtung tiberlegen
zu sein scheint, aber nur mit groferem Aufwand zu berechnen ist.

Bei der Suche nach "besseren Suchrichtungen” sollte man also streng konvexe
quadratische Zielfunktionen zum Mafstab nehmen. Im Folgenden konstruie-
ren wir Richtungen, die sich bei der Minimierung solcher Zielfunktionen als
besonders geeignet erweisen.

Vorgegeben sei die quadratische Zielfunktion ¢ (z) = %xTQm +pT'z mit positiv
definierter symmetrischer Matrix (). ¢ ist also eine streng konvexe Funktion
mit eindeutigem Minimierer. Wir wollen diesen Minimierer bestimmen.

Natiirlich kann man mit algebraischen Mitteln einfach die Stelle berechnen,
an der der Gradient der Funktion ¢ verschwindet

0=Vq(r)=Qx+p

d.h. man bekommt den Minimierer z* durch Losen des Gleichungssystems
Qr = —p mit einem freigewéhlten Gleichungsloser.

Auf der anderen Seite kann man den Minimierer iiber die folgenden Uberle-
gungen ermitteln, wodurch ein Verfahren entsteht, das in unmittelbare Kon-
kurrenz zum ausgewihlten Gleichungsloser tritt.

5.2.1 Das Verfahren konjugierter Gradienten
Lemma 5.12 FEs sei 2° € R"™ beliebig und es seien d°,...,d" ' € R™ wvon
Vektoren mut
(@) Qd = 0 firalei,j=0,..,n—1,i%j, (5.8)
(@) Qd > 0 firallei=0,..,n—1,

Dann liefert das Verfahren der sukzessiven eindimensionalen Minimierung
lings der Richtungen d°,...,d" !, d.h. die Berechnung der Iterationsfolge

Vg (azk)T d*

k+1 _ k e - _ .1 _
" =2+t d” mit t, = —(dk)T 0 firk=0,..,n—1 (5.9)
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nach spdatestens n Schritten das Minimum x* = x™ der Zielfunktion q. Es qilt
dann ebenfalls

Vq (@) @ =0 firalle j =0,....k (5.10)

Beweis: Zunichst ist bekannt, dass die angegebene Schrittweite ¢, diejenige
ist, die ¢ von z* entlang d* minimiert

. k k
ty = argmin g (x +td )
Es gilt dann mit 2**! = 2* + ¢,d* nach Konstruktion fiir £ =0,...,n — 1
T gk
Vg (x ) d*=0

Setzt man zur Abkiirzung ¢* := Vg (mk) (fiir alle k), so gilt fur alle 7,7 =
0, —1,i #J,

(g —g) @ = (Qe't +p—Qu' —p) ¥ = (Qtd')" & = t, (&) Q& =0
Also gilt fiir j =0,..., k
k
Vq (xk:—i-l)T &= (gj-l—l)T &+ Z (gi—H . gi)T & =0
i=j+1

Dies ist gerade Behauptung (5.10). Da die n Vektoren nach Voraussetzung
bzgl des Skalarprodukts (u,v) = u? Qv orthogonal sind, bilden sie eine Basis
des R". Daher folgt aus Vq (z")" d/ = 0 fiir j = 0,...,n — 1 gerade

Vg (z") =0

der Vektor x" ist also der eindeutige Minimierer der Funktion q.
O

Bezeichnung: Man nennt k < n Vektoren d°, ...,d*~! mit der Eigenschaft
(5.8) @—konjugiert oder ()—orthogonal. (Wir hatten einen solchen Be-
griff bereits im Zusammenhang mit dem Verfahren von BEALE geprégt).

155



Konstruktion ()—konjugierter Vektoren

(Q—konjugierte Richtungen sind nicht eindeutig. Man erhélt (Q—konjugierte
Vektoren bei positiv definitem () leicht iiber das Gram-Schmidtsche Orthogo-
nalisierungsverfahren, wenn man das Skalarprodukt (u,v) = u’ Qv verwen-
det und dabei von beliebigen linear unabhéngigen Vektoren ausgeht. Wir tun
dies nun speziell abgestimmt auf die Funktion q.

Man setzt zuniichst d° = —Vq (2°) und geht davon aus, dass d° # 0 gilt, also
2% nicht Minimierer von ¢ ist. Dann setzt man

0T g0
ty = —M, ill'l = xo +t0d0
(d°)" Qd°

und hat damit Vg (z!)" d® = 0.

Gehen wir nun davon aus, dass die [+1 Vektoren d°, ..., d’ bereits als Q —konjugierte
Vektoren und Punkte 2°, ..., x'+1 konstruiert sind, die die Eigenschaften (5.10)
und (5.9) haben fir k£ =0, ..., 1. Wir setzen wieder

g* :=Vq(z") fiir k€ Ny

Ferner sei g™ = Vg (2"™) # 0 angenommen, da sonst mit z/* bereits
der Minimierer der Funktion ¢ gefunden ist. Dann setzt man d*! wie im
Orthogonalisierungsverfahren an als

l
dl+1 — _gl+1 + Zﬁfdl (511)
=0

wobei zu beachten ist, dass wegen Eigenschaft (5.10) ¢'*! = Vg (z™) nicht
Linearkombination der d°, ..., d" sein kann.

Dann ist die Forderung (dl“)Tde = 0 fiir j = 0, ...,1 genau dann erfiillt,
wenn

N o g

Bl = M fir j=0,...,1 (5.12)
@)

(g41) a!

W und hat

gilt. Man setzt wieder 272 = 2™+ ¢, d™ mit t;, = —

damit (gl+2)T d™*1 = 0. Wie im Beweis zum vorigen Lemma folgt dann sogar
(¢2)" & = 0 fiir j=0,...,1 + 1.
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Vereinfachung der Formeln

Mit den folgenden Uberlegungen vereinfachen wir Formel (5.11). Zunichst
gilt wegen Formeln (5.11) und (5.10)

(gl+1)T dH = HglﬂH? <0

woraus entnommen werden kann, dass d'*! eine Abstiegsrichtung fiir ¢ in '+
ist und dass t;;; > 0 gilt. Da die Konstruktion von d* fiir alle k = 0, ...,1 + 1
die gleiche ist, gilt ebenso

(gk)Tdk = — Hngz <0 wund tx > 0. (5.13)

und wegen (5.10) und (5.11)

=0

j—1
(¢ g = (4" (Zﬁf‘ldi —dﬂ) =0 fiirj=0,..,1

Daraus folgt schlieflich wegen ¢/*! — ¢/ = Q27! — Q7 = t;Qd’ und t; > 0
fiir 4

T : 1 T . .
(gl+1) Qd] — t_ (gl+1) (gj+1 _ g]) (514)
j
so dass also wegen (5.12)
Bi=0 giltfir j=0,..,1—-1

und wegen (5.14), (5.11) und (5.9)

1 gl+1 Tgl+1 gl+1 Tgl+1 gl+1 2
Bll:_( z; I :( )lTl:H l|2| (5.15)
b (d') Qd —(¢")" d (Iedll

Die Formel (5.11) vereinfacht sich daher erheblich wie folgt:

d™ = —g"t 4 Bld (5.16)

Zusammen mit den Formeln (5.9) ist nun ein sehr einfaches rekursives System
zur Losung der Gleichung QQx = —p mit positiv definitem @) etabliert, wel-
ches in Konkurrenz zu anderen Losungsverfahren tritt. Es tragt den Namen:
Verfahren konjugierter Gradienten (CG).
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Erwahnenswert ist, dass man im Zusammenhang mit dem CG-Verfahren
gerne eine Koordinatentransformation zur Verbesserung der Kondition der
Matrix () vornimmt. Man spricht dann vom Prakonditionierten CG Ver-
fahren. Aus Einzelheiten wollen wir hier nicht eingehen (vgl. [GK1], Ab-
schnitt 13.1)

Beispiel 5.13 Betrachten wir die Aufgabe, ein Minimum der quadratischen
Funktion q (x) = —12xq + 423 + 423 — 4x129 2u suchen. Deren Gradient ist
Vq(x1,x9) = (821 — 4wy, —12 + 819 — 4x1) , so dass wir

Q:<—84 _84> und p:<—012)

Zu lésen ist also die Gleichung Qx = —p. Starten wir das CG Verfahren
bei 2° = (0,0). Dann ist ¢°7 = Vq(z°)" = (0,—12). Nun bilden wir mit

ablesen.

d® = —g° und berechnen x' nach Formel (5.9)
0
. g"Td° (0.-12) < 12 ) 144 1
0= =7 \T - ~“192.8 8
d° d° 8§ —4 0 122.8 8
e e (5 ) (1)

so dass sich

L (8 —4
g = \ 4 3

(SN 0 (S
N 12 -12 ) 0
und d* nach der Formel (5.16) bei l =0 :

2

P
’ lgo* 144 4
r _ 1 0450 __ 6 1 0 _ 6
@ = 9+50d_<0 talz ) 7\ 3
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Damit kann auch x? berechnet werden:

AT ) K €
e ) () () ()
= atege=(4)+5(5)-(3)

Man prift leicht nach, dass v*7 = (1,2) tatsichlich die Lisung der Minimie-
rungsaufgabe bzw die Losung von Qx + p = 0 ist.

Skizze:

5.2.2 Das Verfahren von Fletcher-Reeves

Damit kénnen wir nun verallgemeinernd das folgende Verfahren betrachten,
das nicht nur zur Minimierung der streng konvexen quadratischen Funktion
q herangezogen, sondern sogar fiir beliebige, stetig differenzierbare Funktion
f :R™ — R formuliert werden kann, weil keine Spezifika der quadratischen
Zielfunktion im Verfahren vorkommen. Es werden keine nédheren Informatio-
nen (ausser der Ableitung) zur Funktion f bendtigt.

Vorstellungsméfig werde dabei die gegebene Zielfunktion f an jedem Iterati-
onspunkt z* durch eine streng konvexe quadratische Zielfunktion angenéhert
und bzgl dieser die néchste Suchrichtung ausgerechnet. Lediglich von der
bisherigen Formel fiir die Schrittweite wird Abstand genommen. Stattdessen
wird eine Berechnungsmethode verwendet, die in endlich vielen Schritten eine
sinnvolle Schrittweite berechnet.
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Verfahren FR (Fletcher-Reeves)

1. Start: Wihle 2° € R", ¢ >0, 0 < 0 < p < 3, setze d” := —V [ (2°)
und k£ = 0.

2. Abbruch: Ist ||Vf (xk) H < ¢, stoppl, (ein KKT-Punkt wurde ange-
néihert)

3. Schrittweite: Bestimme eine Schrittweite ¢, > 0 mit
f (:L‘k + tkdk) < f (:17’“) + oty Vf (:Ek)Tdk und
V(@ d) d < —pvf ()
Existiert keine solche Schrittweite, stopp2, (die Zielfunktion ist unbe-
schrénkt)

4. Aktualisierung: Setze

g = b 4 tgd”
v
IV f (z*)])*
dk+1 - _vf (Ik+1) + ,Bkdk

und k = k + 1. Gehe zu 2.)

In dieser Version des Verfahrens findet die strenge Wolfe-Powell Regel
zur Schrittweitenbestimmung Anwendung. Diese kann durch folgende Skizze
erldutert werden: wir betrachten bei gegebenen z*, d*, f (xk) , Vf (mk) mit
Vf (xk)Tdk < 0 und (von k unabhéngigen Parametern) o € (0, %), pE
[0,1) die Funktion ¢ (t) := f (z* + td*):
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Berechnung der Schrittweite

Die folgende Prozedur liefert fiir den allgemeinen Fall eine praktische Berech-
nungsmoglichkeit fiir ¢, bei beliebiger (stetig differenzierbarer) Zielfunktion

f
Es sei wieder f als stetig differenzierbar und o € (O, %) , p € |o,1) vorausge-

setzt. Zu z,d € R" mit V£ (z)" d < 0 setzen wir wieder ¢ () := f (2" + td*)
und ¢ (t) := ¢ (t) — ¢ (0) — toy’ (0) . Dann lauten die strengen Wolfe-Powell
Regeln

() <0 und ¢ ()] < ple' (0)]

Mit < w,v > bezeichnen wir adhoc das durch u,v € R festgelegte abge-
schlossene Intervall (nicht notwendig v > u).

Prozedur SWP (strenge Wolfe-Powell Regel)

(A.0) wéhle o > 0, v > 1 und setze i := 0

(A.1) Ist ¢ (t;) > 0, so setze a := 0 und b := ¢; und gehe zu (B.0).
¥ (t;) <0und [¢' ()] < (p—0) ¢ (0)], so setze t := t;. Stopp
Ist ¥ (t;) < 0und ¢’ (t;) > 0, so setze a :=t;, b:= 0 und gehe zu (B.0).
Ist ¢ (t;) < 0 und ¢’ (¢;) < 0, so setze t;y1 = ~yt;,i := 1 + 1 und gehe
zu (A.1).

(B.0) Wéhle 7,7 € (0, %], setze j := 0 und iibernehme ag := a, by := b aus
Phase A.

(Bl) Wéhle tl c < a; + 71 (b] - (Zj) ,bj — T (bj — aj) > .
(B.2) Ist ¢ (t;) > ¢ (a;), so setze aji1 := aj, bj+1 :=1t;, j:=j+ 1 und gehe
zu (B.1).

Ist ¥ (t;) < ¥ (a;) und [¢' (¢;)] < (p—o0)|¢ (0)], so setze t = t;.
Stopp

Ist ¢ (t;) < ¢ (a;) und (t; —a;) ¢’ (t;) <0, so setze ajiq = t;, bjiy ==
bj, j =7+ 1 und gehe zu (B.1).

Ist ¢ (t;) < ¢ (a;) und (t; — a;) ¢’ (t;) > 0, so setze ajr1 :=1t;, bji1 =
aj, j:=j+ 1 und gehe zu (B.1).
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Es gilt dann der

Satz 5.14 Sei f : R" — R stetig differenzierbar und seien o € (O, %) , pE

[0, 1) vorgewdhlt und x,d € R™ mit V f ([E)T d < 0 gegeben. Bricht die obige
Prozedur ab, so ist das letzte t eine fiir die strenge Wolfe-Powell Regel giiltige
Schrittweite. Bricht sie nicht ab, so fallt die Funktion f auf der Iteriertenfolge
unbeschrankt.

Beweis: leichte Modifikation des Beweises zu [GK1], Satz 6.6.

Bzgl des Verfahrens FR kénnen nun folgende Aussagen getroffen werden:

Satz 5.15 Sei f : R" — R stetig differenzierbar. Dann ist das Verfahren
FR wohldefiniert, d.h. ldsst sich keine Schrittweite nach der strengen Wolfe-
Powell Regel berechnen, so ist die Zielfunktion unbeschrinkt.

Beweis: leichte Modifikation des Beweises zu [GK1] ,Satz 13.6

Satz 5.16 Sei f : R" — R stetig differenzierbar. Es sei ferner V f lipschitz-
stetig auf der Levelmenge L (2°) = {z € R": f (z) < f(2")}. Dann gilt fiir
die durch das Verfahren erzeugte Iteriertenfolge ¥, k € N :

[ ist unbeschrinkt auf der Iteriertenfolge oder es gilt

lim i |77 ()] =0

Beweis: leichte Modifikation des Beweises zu [GK1], Satz 13.7.

Man beachte dazu: Seien z° € R™ und f : R® — R zweimal stetig

differenzierbar. Ist eine der folgenden Bedingungen erfiillt, so ist V f lipschitz-
stetig auf der Levelmenge £ (2°) = {zx € R": f(z) < f(2%)} :

1. HV2 f (a:k)” ist beschrankt auf einer konvexen Obermenge der Level-
menge L (zV).

2. die Levelmenge £ (z°) ist kompakt.

162



(Beweis: [GK1], Bemerkung 5.4)

Bemerkung: In der praktischen Durchfithrung hat es sich als sinnvoll er-
wiesen, nach jeweils n Schritte einen Restart des Verfahrens durchzufiihren,
um sich der jeweiligen quadratischen Approximation besser anzupassen.

Beispiel 5.17 Wir betrachten noch einmal die Funktion f (z) = (x; — 2)" +
(21 — 2:102)2 , auf die wir bereits das Gradientenverfahren und das Newtonver-
fahren angewendet hatten. Wendet man das Verfahren FR auf diese Funkti-
on an, startend bei (x1,x2) = (0,3), so nimmt das Verfahren ungefihr den
folgenden Verlauf, um sich der eindeutigen Optimallosung x* = (2,1) an-
zundhern. Wenn dabei der Line search genau ausgefihrt und nach jeweils
zwei Schritten ein Restart durchgefiihrt wird, so lautet eine Abbruchlésung
x = (2.185,1.094) mit |V f (x)|| = 0.02 nach 8 Iterationen:

5.2.3 Quasi Newton Verfahren

Wir haben in unseren bisherigen Untersuchungen zur unrestringierten Opti-
mierung verschiedene sinnvolle Wahlen von Suchrichtungen und Schrittwei-
ten kennengelernt:

e als Suchrichtungen die negative Gradientenrichtung (steilster Abstieg),
die Newtonrichtung, aufdatierte und zueinander konjugierte Richtun-
gen

e als Schrittweitenregeln die Armijo (einschlieklich der Schrittweitenwahl
1 bei Newtonverfahren), die strenge Wolfe-Powell-Regel und die Mini-
mierungsregel

Zu bemerken ist, dass es auch eine "normale” Wolfe Powell Regel gibt, die
eine etwas schwichere Forderung stellt als die strenge Wolfe Powell Regel.
Sie verlangt

nur Vf (a:k—i—tkdk)Tdk > pVf (a:k)Tdk
V(@4 td) d| < —pf (@)

anstelle von
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Skizze:

DieWohldefiniertheit dieser Regel soll hier nicht besprochen werden (vgl.
[GK1], Kapitel 5 und 6).

Allgemeines unrestringiertes Abstiegsverfahrens

Sicher ist es richtig, dass fiir die Konvergenz des allgemeinen zuldssigen Ab-
stiegsverfahrens im Falle der unrestringierten Optimierung die Suchrichtun-
gen und die Schrittweiten gewissen Qualitdtsanforderungen unterliegen miis-
sen. Erstaunlicherweise kann dies in recht allgemeiner Weise formuliert wer-
den.

Vorgegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe mit (stetig) diffe-
renzeirbarer Funktion f. Wir benétigen zwei Definitionen, die sich auf den
Prototyp des zulissigen Abstiegsverfahren beziehen.

Definition 5.18 Man sagt: Das Verfahren benutzt winkelbeschrankte Ab-
stiegsrichtungen, wenn es eine Konstante 0 < k <1 gibt, so dass fiir jede
Iterierte ¥ und der in diesem Punkt gewdhlte Abstiegsrichtung d* gilt

Vf (:vk)Tdk < —K ||Vf (xk)H Hdk” ( Winkelbedingung)

Das Verfahren benutzt effiziente Schrittweiten, wenn eine Konstante v >
0 gibt so, dass fiir jede Iterierte x* mit zugehériger Suchrichtung d* und
Schrittweite oy, gilt

VF ()" ]
f (xk + akdk) —f (xk) < —7 W
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Man beachte, dass die Winkelbedingung dafiir sorgt, dass die Winkel zwi-
schen dem negativen Gradienten (—V f (xk)) und den gewéhlten Suchrich-
tungen d* gleichméRig von 90° wegbeschrinkt bleiben! Die Schrittweitenbe-
dingung dagegen sorgt fiir einen “erheblichen Abstieg der Zielfunktion”.

Nun sind solche Definitionen sinnleer, solange nicht geklart ist, dass die auch
erfiillt werden konnen. Es ist aber unmittelbar einsichtig, dass der steilste
Abstieg d* = —V f (l‘k> unabhéingig von der Wahl von x immer eine win-
kelbeschrankte Abstiegsrichtung ist. Ferner kann nachgewiesen werden, dass
die strenge Wolfe-Powell-Regel unter der Voraussetzung, dass der Gradient
Vf (z) auf der Levelmenge L (2°) = {z € R": f(z) < f(2°)} Lipschitz-
stetig ist, immer zu effizienten Schrittweiten fiihrt. Das trifft auch zu fiir
die Minimierungsregel und die normale Wolfe-Powell Regel. Man beachte
aber, dass die Armijo-Regel nicht generell zu effizienten Schrittweiten fiihrt.

Bezeichnung: Wir wollen das zuldssige Abstiegsverfahren, bei dem bei An-
wendung in der unrestringierten Optimierung winkelbeschriankte Abstiegs-
richtungen und effiziente Schrittweiten eingesetzt werden, als Allgemeines
Unrestringiertes Abstiegsverfahren bezeichnen.

Der Beweis eines Konvergenzsatzes fiir dieses Verfahren ist denkbar einfach:

Satz 5.19 Betrachtet werde das allgemeine unrestringierte Abstiegsverfah-
ren. Dann ist jeder Hdiufungspunkt der Iteriertenfolge ein stationdrer Punkt
der Funktion f.

Beweis: (vgl. [GK1], Satz 4.6)

Betrachten wir eine beliebige Iterierte z* im Verfahren. Dann gilt

VF () ]
und aus der Winkelbedingung folgt sofort
f (2" + apd®) — f (%) < —yK? HVf (xk)HQ <0 (5.17)

Sei nun x* der Grenzwert einer Teilfolge {xk} wexe der Iteriertenfolge. Da die
Gesamtfolge der f (:17’“) monoton abfillt und auf einer Teilfolge gegen f (z*)
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konvergiert, konvergiert die gesamte Folge der f (:L'k) gegen f (z*). Es folgt
also
f (@) = f(2*) =0 fir k — oo.

Damit gilt auch
f (ack +ozkdk) —f (xk) — 0 fiir £k — oc.
und aus (5.17) folgt unmittelbar

|V (z")|| =0 fiir k — oc.

O

Man beachte: Auch diese Version des zulédssigen Abstiegsverfahrens kann
dazu dienen, Unterverfahren aufzunehmen, deren eigenstédndige Konvergenz
nicht bewiesen ist.

Ein Konstruktionsprinzip fiir Abstiegsrichtungen

Es gibt noch eine weitere Moglichkeit, sinnvoll Abstiegsrichtungen zu be-
rechnen. Sie geht aus von einem Ansatz, der an die Newtonrichtungen an-
gelehnt ist und diese verallgemeinert: Suchrichtungen d werden angesetzt als
d := =DV f (x) mit symmetrischer positiv definiter n x n Matriz D, die in
der Vorstellung die Inverse der Hessematrix approximativ ersetzen soll. Zu
beachten ist, dass sowohl die Gradientenrichtung wie auch die Newtonrich-
tung unter diese Konstruktion fallen.

Ausgangspunkt fiir diesen Ansatz ist die folgende

Beobachtung: Ist Vf (z) # 0 und D eine positiv definite symmetrische
n x n Matrix, so ist d := —DV f (z) eine Abstiegsrichtung.

Begriindung: Ist D = LL* die Cholesky-Zerlegung der Matrix D mit inver-
tierbarer Matrix L, so folgt

Vi@ d=Vf@)" (=DVf () = =V ()" LL'Vf (z) = - ||[L"V [ (z)]|* < 0

Man kann also im allgemeinen unrestringierten Abstiegsverfahren grundsétz-
lich Abstiegsrichtungen der Form d = —DV f (x) verwenden, sollte dabei
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allerdings zum Ziel haben, algorithmisch und rechnerisch giinstige positiv
definite Matrizen D zu benutzen. Dazu gibt es mehrere Ideen. Man kann
z. B. die rechnerisch teure Newtonrichtung D = V2f (z)”' nur alle r € N
Schritte neu zu berechnen und zwischendurch einfach das letzte D weiter-
verwenden, r frei gewéhlt (vereinfachtes Newtonverfahren). Oder man
wahlt D geeignet als Diagonalmatrix.

Man kann auch versuchen, dhnlich der Suchrichtungen bei Fletcher-Reeves
Verfahren, die Matrizen D;, rechnerisch und fiir das Verfahren vorteilhaft zu
Dy aufzudatieren. Einen solchen Weg beschreibt das folgende Verfahren.
Es basiert auf dem

Lemma 5.20 Seien D eine positiv definite symmetrische n xn Matriz, x ei-
ne Stelle in R* mit Vf (x) # 0 und 0 < p < 1. Ferner seid := —DV f (x) die
daraus berechnete Abstiegsrichtung zur Funktion f und o > 0 eine Schritt-
weite, fir die mit T := x + ad gilt

Vi@ d>pVf(z)d (5.18)
Setzt man dann p = ad = & — x sowie q := V[ (Z) — V[ (z) und schliefilich

pp" Dqq"D

D:=D+ — ,
pTq  ¢'Dq

so ist D wohldefiniert und ebenfalls eine positiv definite symmetrische n x n
Matrix.

Beweis: (vgl. [BSS], Lemma 8.8.5)

Zunichst zeigen wir,dass unter den gegebenen Voraussetzungen p?q > 0 gilt.

p'q = (@—2) (Vf(®)—-Vf(2))
ad” (Vf(z) = Vf ()

= ad'Vf(z)—ad'Vf(z)

> apVf(z)'d—ad"Vf(x)

= a(p-1)Vf(@)'d

= a(l—p)Vf(x)" DVf(x)
> 0
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Damit gilt auch ¢ # 0 und wegen der positiven Definitheit von D ist ¢” Dg >
0. Daher ist D wohldefiniert.

Es sei nun y € R™ als beliebiger Vektor, y # 0, vorgelegt. Dann gilt
2 2
(v'p)”  (v"Dq)

T 17 T
y Dy=y Dy+ -
pTq q"'Dq

Da D positiv definit ist, gibt es eine ebenfalls positiv definite Quadratwurzel
1 1 1
D2 mit D = D2Dz. Wir setzen

a:D%y und b:D%q

Dann gilt zunéchst y? Dy = a¥a und ¢* Dg = b'b sowie y' Dg = a”b und es
folgt wegen pT'q > 0 und bT'b = ¢"Dq > 0 nach der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung

T,\2 Tp)?2
yTDy = aTa—l—(y p) _(a b)

plq bTh
2 2
_ (@) 070) — (@) ('p)
bT'b plq —

Damit ist Dizumindest als positiv semidefinit nachgewiesen. Nehmen wir nun
an, dass y? Dy = 0 gilt.

In der obigen Abschitzung kann nur dann das Gleichheitszeichen gelten,
wenn

(a"a) (b"D) = (aTb)2 und  y'p =0 (5.19)

gilt. Dabei kann die erste Gleichheit nur eintreten, wenn a = b fiir ein A € R
gilt. Das hiefse nach Definition

Wegen y # 0 folgt daraus A # 0 und wegen (5.19) 0 = yp = \pTq, was direkt
plg >0 widerspricht. Also ist die Annahme falsch und es gilt y"' Dy > 0,
wodurch D als positiv definit nachgewiesen ist.

O
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Zu beachten ist, dass die Zusatzregel (5.18) durch die normale und die
strenge Wolfe-Powell-Regel sowie die Minimierungsregel automatisch erfiillt
wird.

Bemerkung: Aus dem Beweis ist leicht ersichtlich, dass das Lemma genauso
gilt, wenn von d := —D~!'V f (x) anstelle von d := —DV f (z) ausgegangen
wird, da D genau dann positiv definit ist, wenn dies fiir D! gilt. Auferdem
kann die Rolle von p und ¢ ausgetauscht werden.

Angeregt durch das Lemma betrachten wir nun die folgende Spezialisierung
des allgemeinen unrestringierten Abstiegsverfahrens, dessen Konvergenz im
Sinne des Konvergenzsatzes 5.19 durch das Lemma gesichert ist.

Davidon-Fletcher-Powell (DFP) Verfahren

1. Start: Wihle 2° € R®, ¢ > 0 und die Parameter x,7 > 0 zur Uber-
priifung der Winkelbedingung und der Effizienz der Schrittweiten sowie

die Parameter o € (0,1) und p € [0,1) fiir die strenge Wolfe-Powell-
Schrittweitenregel. Setze Dy := I, und k = 0.

2. Abbruch: Ist ||Vf (a:k) H < ¢, stoppl, (ein KKT-Punkt wurde ange-
néahert)

3. Schritt: Erfiillt d* nicht die Winkelbedingung an der Stelle ¥, so setze
Dk = 1.

Setze d* := —DyV f (z*).
Berechne eine Schrittweite oy > 0 so, dass die strengen Wolfe-Powell
Bedingungen
f (:ck + akdk) < f (xk) +oaVf (:r;k)Tdk
@ ) @] < Vs ()

erfiillt sind. Existiert keine solche Schrittweite, stopp2, (die Zielfunk-
tion ist unbeschrinkt)
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4. Aktualisierung: Setze x**! := 2* + a;.d* und

p* (p*)" _ Dyd* ()" Dy

Disy : =D+ mit  (5.20)
" ¢t (¢")" Dpg*
P = apdt = R gk
qk . :vf (J:kJrl) _vf (.flfk)

und &£ = k + 1. Gehe zu 1.

Beispiel 5.21 Wir betrachten wie schon zuvor die Funktion f (x) = (x1 — 2)4+
(21 — 2x5)%. Wendet man das Verfahren DFP auf diese Funktion an, startend
bei (x1,x2) = (0,3), so nimmt das Verfahren ungefihr den folgenden Verlauf,
um sich der eindeutigen Optimallosung x* = (2,1) anzundhern. Wenn dabei
wieder der Line search genau ausgefiihrt und nach jeweils zwei Schritten ein
Restart (dhnlich dem Verfahren FR) durchgefihrt wird, so lautet eine Ab-
bruchlésung x = (2.115,1.058) mit ||V f (x)|| = 0.006 nach 8 Iterationen.

Bemerkungen: Ersetzt man im Verfahren d* := —D,V f (ask) durch d* :=
—D;IV f (xk) und vertauscht die Rolle von p und ¢, so ist das Verfahren mit
den Namen BROYDEN, FLETCHER, GOLDFARB, SHANNO (BFGS) verbun-
den. (vgl. [GK1], Algorithmus 11.34).

Man kann zur Matrix D eine Inverse angeben, die ebenfalls aus einer Rekur-
sionsformel entsteht:

_ _B T _B _BT
B—py 4B *ala=Bp) (a=Bp) p r (5.21)

q"p (¢7p)*

Man rechnet nach: Ist B die Inverse von D, so ist B die Inverse von D, d.h.
BD =1 = BD = I. Damit kann man sich das Invertieren von D ersparen,
wenn man mit dem Ansatz d* := —D;V f (xk) arbeitet.

Als Inverse von D ist B natiirlich auch symmetrisch und positiv definit und
die Formel (5.21) kann als eigenstédndige Rekursionsformel ebenfalls einge-
setzt werden. Zusammen mit der Vertauschbarkeit von p und ¢ und der von
D und D~! im Ansatz der Suchrichtung entstehen mannigfaltige Moglichkei-
ten der Ausgestaltung des Verfahrens.

Ferner ist zu bemerken, dass die strenge Wolfe-Powell-Regel im Verfahren
auch durch die normale Wolfe-Powell-Regel oder durch die Minimierungs-
regel ersetzt werden kann. Aufserdem kann in einer anderen Variante des
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DFP-Verfahrens im Sinne des Konvergenzsatzes 5.19 jederzeit immer wieder
fiir eine endliche vorgewahlte Anzahl von Schritten £ € N die Aufdatie-
rung der Matrix D nach der Formel (6.1) von der Frage des Erfiilltseins der
Winkelbedingung abgekoppelt werden, d.h. es wird einfach fiir & Schritte
die Aufdatierungsformel angewendet und danach (im Sinne eines Restarts)
D = I gesetzt.

Es sei darauf hingewiesen, dass es noch viele andere, konkurrierende Aufda-
tierungsformeln fiir D gibt (vgl.[GK1], Kapitel 11). Da ihnen allen die Idee
unterliegt, mit D die (Inverse der) Hessematrix von f, sofern existent, zu ap-
proximieren und sie damit eine Approximation der Newtonrichtung darstel-
len wollen, nennt man die daraus entstehenden Verfahren Quasi-NNewton-
Verfahren. Sie sind in der Praxis sehr wirkungsvoll. (Bzgl. weiterer Einzel-
heiten zur Theorie der Quasi-Newton Verfahren siehe [GK'1], Kapitel 11.)

5.2.4 Spezialfall: Quadratische Optimierung

Das Verfahren von Fletcher-Reeves wurde iiber die Minimierung einer streng
konvexen quadratischen Zielfunktion motiviert, es sollte also bei einem sol-
chen Aufgabentyp auch besonders gut funktionieren: Es ist anschaulich klar,
dass bei streng konvexer quadratischer Zielfunktion f der Wert

t, = i bt tdb
¢ = argmin f (2" +td")

die genannten Bedingungen bei geeigneter Wahl der Parameter o und p er-
fillt (formal gilt dies wegen V f (.Tk + tkdk)Tdk = 0). Deshalb konvergiert
das Fletcher-Reeves Verfahren bei einer solchen Zielfunktion und der Wahl
der Schrittweite mit der Minimierungsregel geméf Lemma 5.12 garantiert in
héchstens n — 1 Schritten.

Das Davidon-Fletcher-Powell Verfahren hat zunéchst mit der quadratischen
Optimierung direkt nichts zu tun. Unsere Motivation bei der Konstruktion
bestand nur darin, ein algorithmisch einfaches Verfahren entstehen zu lassen,
das irgendwie zwischen Gradientenverfahren und Newtonverfahren anzusie-
deln ist. Dass dieser Verfahrenstyp in der Praxis so erfolgreich ist, liegt nun
aber doch an seiner Beziehung zur quadratischen Optimierung. Verwendet
man namlich bei streng konvexer quadratischer Zielfunktion f das DFP Ver-
fahren mit der Minimierungsregel als Schrittweitenregel in der Variante, dass
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unabhéngig von der Winkelbedingung die Aufdatierungsformal jeweils min-
destens k£ > n mal hintereinander verwendet wird, so erweist sich das Ver-
fahren als Verfahren konjugierter Richtungen und endet nach endlich vielen
Schritten!

Satz 5.22 Vorgegeben sei die streng konvexe quadratische Zielfunktion f (x) =
%xTQ:U +pTx mit positiv definiter n xn Matriz Q). Es werde das DFP Verfah-
ren in der Variante angewendet, dass die Minimierungsregel zur Schrittwei-
tenwahl herangezogen und die Aufdatierungsregel ohne Beriicksichtigung der
Winkelbedingung permanent verwendet wird. Dann sind die Suchrichtungen
d*, k =0,1,2,... alle zueinander Q—konjugiert. Ferner gilt D, = Q™ und
x™ ist die gesuchte Optimallosung.

Beweis: (vgl. [BSS], Theorem 8.8.6)
Wir wollen folgende Behauptungen fiir 0 < j < n beweisen:
1. dy, ..., d; sind linear unabhéngig
2. () Qd* =0firi#k 0<ik<j
3. D;1Qp* =p" bzw. D;11Qd* = d* fiir 0 < k < j und p* = agd”.

Beginnen wir mit j = 0. Hier ist nur die dritte Behauptung zu iiberpriifen.

Generell gilt fiir jedes k

insbesondere also Qp° = ¢°. Daher ergibt sich mit der Aufdatierungsformel
fiir D

T T
0_ P’®°)  Dod’(@’) Do) o _ o
DlQp_ D0+ OT[)_ T 0 =D
()" q (¢°)" Dog
und die dritte Behauptung ist fiir 7 = 0 bewiesen.
Nun nehmen wir an, dass die drei Behauptungen fiir j < n—2 giiltig sind. Wir
zeigen, dass dies auch fiir 7 + 1 zutrifft. Da nun nach Induktionsannahme die
Richtungen d*, k < j, Q-konjugiert sind, konnen wir Lemma 5.12 anwenden

und erhalten

(@) Vf (7)) =0
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fiir alle ¢ < j. Aufserdem gilt nach der Induktionsannahme aus dem dritten
Teil der Behauptung: d* = D;1Qd" fiir i < j. Damit gilt auch:

0= (@) VS (&) = (@) QDuaVF () = = (&) Q.
Damit ist die Induktionsbehauptung von Teil 2 bewiesen.

Zur Begriindung von Teil 3 betrachte nun £ < 5 + 1. Dann gilt

+1 (it gt (gt .
Dj+2ka _ Dj+1—|—p7, 1(1;7 .)1 B J—i—lf] 1 T(q ) ' 1]+1 ka:.
(pith)” @it (¢ )" Djpagi™

Unter Benutzung von (5.22) folgt daraus wie oben D;,,Qp" = p*, speziell
firk=j+1 ' .

Dj+2Q +1 _ p]+1
Nun sei £ < j. Dann folgt aus dem bereits bewiesenen Teil 2:

()" Qp* = aray ()" QdF =0
und der Induktionsannahme fiir Teil 3 sowie (5.22)
N T T LNT T
(@) Din@Qp" = () p" = (") Q" = ajpa0n (@) Qd* =0
Damit ist auch die Induktionsbehauptung fiir Teil 3 bewiesen.

Bleibt noch Teil 1. Nehmen wir dazu an, dass

Jj+1 ‘
E Bid" =0 gelte fiir gewisse [3;
i=0

Multipliziert man dies mit (/)" @ so erhéilt man mit Teil 2 sofort

Bisa (d71)" Qa7 =0,

Nun ist nach Konstruktion des Verfahrens V f (277!) # 0 und wie wir wissen
dj+1 positiv definit, deshalb gilt auch &*! = —D; 1V f (2/*!) # 0. Damit
gilt auch (&+1)" Qdi+! + 0, woraus Bj11 = 0 folgt.

Also gilt nun ZZ:O Bid" = 0 und es folgt nach Induktionsannahme 3; = 0 fiir
1 =0, ...,7. Damit ist auch die Induktionsbehauptung fiir Teil 1 bewiesen.
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Nun gilt nach Teil 3: D,Qd* = d* fiir k = 0,....,n — 1. Sei dann D die aus
den Vektoren d* spaltenweise aufgebaute Matrix. Dann gilt also D,,QD =
D. Wegen der linearen Unabhingigkeit der Spalten von D ist diese Matrix
invertierbar und es folgt: D,Q = I. In Sicht auf Lemma 5.12 ist damit alles
bewiesen.

OJ

Beide Verfahren, das Verfahren von Fletcher-Reeves und das Verfahren von
Davidon-Fletcher-Powell treten bei quadratischer Zielfunktion in unmittelba-
re Konkurenz zum Verfahren von Beale. Alle drei verwenden sie konjugierte
Richtungen als Suchrichtungen. Bei positiv definiter Matrix ) haben sie ahn-
lichen Verlauf, wenn gleich sie sehr unterschiedlich vorgehen. Die Verfahren
FR und DFP zeigen, dass das Prinzip der konjugierten Richtungen auf un-
terschiedliche Weise auf den Allgemeinfall der unrestinigerten Optimierung
iibertragen werden kann.

5.2.5 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1

Programmieren und testen Sie je eine Version des CG Verfahrens zur Losung
von (Qx = —p mit und ohne Prakonditionierung.

Aufgabe 2

Testen Sie Matlab Versionen des FR und des DFP Verfahrens auf quadrati-
schen und beliebigen nichtlinearen Funktionen. Vergleichen sie die Ergebnisse
mit denen der Simplexverfahren.
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5.3 Anwendung im allgemeinen Fall

Ist die Minimierung einer gegebenen Zielfunktion iiber einem restringierten
Bereich vorzunehmen, so konnen die bisher angefithrten Verfahren der un-
restringierten Optimierung nicht direkt angewendet werden. Gelingt es al-
lerdings, die Beschrankung des zuldssigen Bereichs durch die Restriktionen
iiber eine "Verbiegung” der Zielfunktion weitgehend zu ersetzen, so kann die
Bearbeitung restringierter Aufgaben auf die Losung unrestringierter Aufgabe
zuriickgefiihrt werden.

Grundsatzliche Ideen dazu sind

e die Zielfunktion im Inneren des zuldssigen Bereichs an den Réndern
hochzubiegen, so dass Suchrichtungen automatisch vom Rand wegzei-
gen. (Barriere-Ansatz)

Skizze:

e die Zielfunktion unmittelbar ausserhalb des Randes hochzubiegen, um
so Suchrichtungen immer in den zuldssigen Bereich hinein zu orientie-
ren. (Penalty-Ansatz)

Skizze:

Natiirlich miissen diese Ansétze iteriert angewendet werden, damit im Grenz-
prozess die Restringierung exakt nachgebildet wird.

Wir behandeln im Folgenden beide Ansétze etwas allgemeiner als fiir unsere
vorgegebene Aufgabenstellung notwendig, um die Ahnlichkeit der theoreti-
schen Behandlung herauszustellen.

175



5.3.1 Barriere Ansatz

Vorgeben sei eine Aufgabenstellung von folgenden Typ
(UP) min{f(x):¢g(x) <0, z€ X}

mit stetiger Funktion ¢ : R® — R™ und nichtleerer Teilmenge X C R".
Eventuell auftretende Gleichungsrestriktionen seien also in der Forderung x €
X enthalten. Der Aufgabe (U P) ordnen wir eine zugehorige Ersatzaufgabe
zu
(BUP) inf{6(un):p>0}

wobei 0 (p) = inf {f () + uB (z) : g (z) <0, z € X} gesetzt wurde mit ei-
ner nichtnegativen und stetigen Barrierefunktion B : U — R, U :=
{zr € R": g(z) < 0}. Dabei ist die Vorstellung, dass sich die Barierefunkti-

on am Rand von U dem Unendlichen annéhert, dass also B (z) umso grofer
ist, je kleiner ||g (x)]|_, ist.

Man beachte: Die Bedingungen g (x) < 0 bei der Berechnung von 6 (u)
haben dabei eher formalen Charakter. In der Praxis kann man sie weglassen,
wenn das angewendete Verfahren zur Berechnung von 6 (i) die Bedingung
automatisch sicherstellt. Dies ist z. B. so, wenn X = R" gilt und ein zuléssiges
Abstiegsverfahren der unrestringierten Optimierung angewendet wird.

Formal fordert man von der Barrierefunktion, dass sie von der Form ist

m

B(x):=Y (g (x))

i=1
mit einer stetigen Hilfsfuntion ¢ : R__ — R mit den Eigenschaften

p(y) > 0 fir y<O
lim ¢(y) = oo

y—0~

Klassische Barrierefunktion sind

B)i= Y Inlmin(L-g(®)] oder B():=)

i

I
L
°
—~
8
S~—
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Beispiel 5.23 Als Beispiel betrachten wir die Aufgabe (UP1)  min {(z — 27z < 1}.
Zu dieser Aufgabe lautet bei X = R das Barriereproblem (BUP1) inf {0 (1) : u > 0}
mat

8(,u)zinf{(x—2)2—,uln(1—x) x < 1}
Skizze:

Das Beispiel signalisiert, dass mit abfallendem g das Minimum der Ersatz-
funktion und die Minimalstelle sich immer mehr den entsprechenden Daten
der gegebenen Aufgabe annéhert. Dies wollen wir theoretisch bestétigen.

Wir beginnen mit einem technischen

Lemma 5.24 FEs seien f, g1, ..., gm Stetige Funktionen auf R™ und X C R"
sei abgeschlossen und nichtleer. Die Menge {x € X : g (x) < 0} sei nichtleer.
Ferner besitze fir jedes u jede Folge {x} von Punkten in X mit g (x)) <0,
fir die f(xy) + puB (xg) gegen ¢ (n) konvergiert, eine konvergente Teilfolge
(das gilt z.B. wenn X kompakt ist). Dann gilt:

1. Fiir jedes p > 0 gibt es ein x,, € X mit g (z,) <0 so, dass
0 (k) = f (5,) + B () = inf {f (&) + B (x) : g (1) < 0, x € X}

2. inf{f(x) :g(x) <0, xz € X} <inf{f(pn):p >0}

3. Fir p > 0 sind die Funktionen f(x,) und 6 (u) nichtabfallende und
B (x,,) nichtansteigende Funktionen.

Beweis: (vgl. [BSS], Lemma 9.4.2)
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1. Es sei p > 0 vorgegeben. Nach der Definition der Funktion 6 gibt es
eine Folge {x)} von Elementen aus X, die ¢ (x)) < 0 erfiillen mit der
Eigenschaft, dass f (x) + uB (zx) — 6 (u). Nach Voraussetzung hat
diese Folge eine konvergente Teilfolge {2}, mit Grenzwert z, € X.
Da g stetig ist, gilt auch g (z,) < 0. Wir zeigen, dass sogar g (z,) <0
gilt. Ware dem nicht so, dann wére g; (z,,) = 0 fiir ein ¢ und nach Defi-
nition der Barrierefunktion B hétte man B () — oo fiir k € K. Damit
wére aber 0 (u) = oo, was nicht sein kann, da {z € X : g (z) < 0} als
nichtleer angenommen wurde. Also gilt 0 (1) = f (x,) + uB (x,) mit
x, € X und g(x,) <0.

2. Da B (z) > 0 fiir x mit g (z) < 0 gilt, hat man fiir vorgegebenes p > 0

O(p) = =inf{f(x)+pB(z):g9(x)<0, ze X}
> inf{f(z):9(x) <0, z€ X}
> inf{f(z):9(z) <0, z € X}

3. Seien nun g > A > 0 vorgegeben. Da B (z) > 0 fiir x mit g (z) < 0 gilt,

folgt f(z) + puB(x) > f(x) + AB (x) fiir jedes  mit g (z) < 0. Also
gilt 6 (1) > 6 (X\). Nach Teil 1 gibt es z, und x, mit

f @)+ nB(x) < f @)+ pB (@)
Flen)+AB(02) < f(5,)+AB(x,) (5.23)

Durch Addition folgt dann (p— A) [B (z,) — B (z))] < 0 und wegen
(u—A) > 0auch B(z,) < B(z)). Setzt man dies wiederum in (5.23)
ein, erhdlt man f (z)) < f(z,) und 6 (X) <6 (u).

O

Mithilfe des Lemmas konnen wir einen allgemeinen Konvergenzsatz beweisen.

Satz 5.25 f, g1, ..., gm Seien stetige Funktionen auf R™ und X C R" sei ab-
geschlossen und nichtleer. Die Menge {x € X : g (z) < 0} sei nichtleer. Au-

Berdem besitze das Problem (UP) eine Optimallésung T mit folgender Figen-
schaft:
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(*) Zu jeder Umgebung N um T gebe es ein v € X NN mit g (x) < 0.
Dann gilt

min{f (z) :g(x) <0, z € X} = lim 0 (u) = inf 6 (u)
u—0t u>0
Ferner gilt: Ist eine Nullfolge {pix},cn mit pe > 0 gegeben und zu jiy, ein
zy, € X mit g(x,,) < 0 und 6 () = f(z,,) + pB(x,,), so ist jeder
Héufungspunkt der Folge {x,,} eine Optimallésung von (UP). Ferner gilt
dann uB (z,,) — 0.

Beweis: (vgl. [BSS], Theorem 9.4.3)

(a) Sei Z eine Optimallosung von (UP) mit der Eigenschaft (*) und sei ¢ >
0. Dann gibt es wegen der Stetigkeit von f ein & € X mit ¢g(Z) < 0 und
f(Z)+e> f(2). Damit gilt fiir 4 >0

f(@)+e+puB(2)> f(2)+puB(2)>0(n)
und im Grenzprozess p — 0% dann f(Z) + ¢ > lim,_,o+ 6 (). Da dies fiir
beliebiges € > 0 gilt, folgt
1@ = tim 6()

pu—0t
Zusammen mit dem zweiten Teil des vorangegangenen Lemmas gilt also
f(z) =lim, o+ 0 (1) .
(b) Sei nun eine Nullfolge {p} e mit g > 0 gegeben. Es sei zu j, ein

xy, € X mit g (z,,) <0und 8 () = f(x,,) + pB (x,,) gemif dem ersten
Teil des vorangegangenen Lemmas ausgewahlt. Dann gilt

e(ﬂk) =f (’:Eﬂk) +uB (xﬂk) > f(xﬂk) > f(ff)

und im Grenzprozess p, — 07 wegen (a) f(x,,) + pB(z,,) — f(Z) und
f(x,,) — f(x) sowie uB (x,,) — 0. Hat ferner die Folge {z,, } eine kon-
vergente Teilfolge mit Grenzwert 2/, dann gilt auch f(2’) = f(z). Da die
x,, alle zuldssig zu (UP) sind, gilt dies auch fiir 2/, daher ist auch 2’ eine
Optimallésung von (UP).

O

Der Konvergenzsatz sichert bei kompaktem X die Konvergenz des folgenden
Verfahrens in dem Sinne, dass jeder Haufungspunkt der Iteriertenfolge eine
Optimallésung von (U P) ist, sofern Bedingung (*) erfiillt ist.
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Barriereverfahren

1. Start: Wihle 2° € X mit g (2°) < 0 sowie €, ig > 0 und ein 8 € (0,1).
Setze k = 0.

k

2. Barriereproblem: Bestimme ausgehend von x" eine Optimallosung

z,, = z" des Barriereproblems

(BUPp) min{f(z)+ umB (z) :g(z) <0, z € X}

3. Abbruch: Ist ;B (xk“) < ¢, Stopp, (eine Ndherungslosung von (U P)
ist erreicht)

4. Tteration: Setze pgi1 := Bk, k := k + 1 und gehe zu (1).

Um die Anwendbarkeit des Barriere-Prinzips auch ausserhalb der linear re-
stringierten Optimierung aufzuzeigen, betrachten wir folgendes

Beispiel 5.26 (vgl. [BSS|, Example 9.4.4) Betrachtet werde die Aufgabe
min { (z; — N 4 (21 — 229)° 2% — 20 < 0}

Hierbei ist X = R? angenommen. Wir wenden das Barriereverfahren mit der
Barrierefunktion

an mit den Startparametern
o = 10, 8 =0.1, 2° = (0.0,1.0)", € = 0.02

Nach 6 Schritten ist der Punkt z° = (0.94389,0.89635)" erreicht mit s B (%) =
0.0184 < ¢, wodurch das Verfahren abbricht.
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k| pe—1 (Ik) / (xk) p—1B (Ik)
1110 ( ?gg? ) 8.3338 9.705

21 01'?1218 3.8214  2.3591
3101 83222 > 2.5282 0.6419

4 10.01 ( 83?23 ) 2.1291 0.1908

5 | 0.001 ( (())’g(éjl?f ) 2.0039 0.0590

6 | 0.0001 ( gggggg ) 1.9645 0.0184

Der Verlauf des Verfahrens kann auch aus folgender Skizze abgelesen wer-
den:

Es sei darauf hingewiesen, dass das Verfahren, je nach den Daten der
Aufgabensstellung, unter algorithmischen Schwierigkeiten leidet. Es ist nicht
immer einfach, einen geeigneten Startpunkt zu finden. Ferner leidet die Rech-
nung unter Ungenauigkeitsproblemen, je ndher man dem Rand kommt. Eine
zusatzliche Schwierigkeit besteht darin, dass im Verfahren globale Minima
der unrestringierten Unterprobleme gefunden werden miissen. Dass dies ge-
lingt, ist in der Regel nicht gesichert.
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5.3.2 Penalty Ansatz

Die Entwicklung eines Penaltyverfahrens verlauft analog zu der des Barrie-
reverfahrens. Vorausgesetzt wird eine Aufgabe der Form

(NP) min{f(z):9(z) <0, h(z)=0,z € X}

mit stetigen Funktionen g : R — R™, h: R" — R, f : R — R und
einer nichtleeren Teilmenge X C R™. Es soll nun die Abweichung von der
Zulassigkeit bestraft werden, was im Gegensatz zum Barriereansatz zu einer
"Verbiegung der Zielfunktion” aufterhalb des zuléssigen Bereichs fiihrt. Dazu
setzt man folgenden Penaltyterm fest:

m m

P(x) =Y ¢lg: (@) + D ¢ [hi ()]

i=1 i=1
mit reelwertigen Funktionen ¢ und 1, die folgende Eigenschaften haben
=0, fallsy <0
¢<y>{ >0, fallsy>0
=0, fallsy=0
w(y){ >0, fallsy#0

und betrachtet ersatzweise anstelle (N P) fiir verschiedene > 0 das Penal-
typroblem

(PPp) min{f(x)+ puP (z):x € X}

Bei X = R" wird diese Aufgabe also mit einem Verfahren der unrestringier-
ten Optimierung geldst.

Man verwendet in der Regel die konkrete Penaltyfunktion

m

Z max {0, g; (2)}]” + > _ [hi ()|

i=1

mit einem vorgewahlten positiven Parameter p.

Beispiel 5.27 Betrachten wir das einfache Problem min{z : x > 2} . Inter-
pretieren wir daber X = R, so lautet das Penaltyproblem mit p = 2

min {x + uP (z) : x € R}
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mit ;
0, alls x > 2
P ()= { (—z+2)", fallsxz <2

Skizze:

Das Beispiel legt wieder nahe, dass eine Konvergenz der Minimierer der Pen-
altyproblem bei ansteigendem p gegen den Minimierer der gegebenen Auf-
gabe zu erwarten ist. Wir kldren dies theoretisch. Zunéchst sei wieder ein
technisches Lemma benannt.

Lemma 5.28 f, g1, ..., gm seien stetige Funktionen auf R™ und X C R" sei

nichtleer. Sei P eine stetige Penaltyfunktion und es werde unterstellt, dass

fiir jedes pp > 0 ein x, € X existiert mit 0 (u) = f (x,) +pP (x,). Dann gilt:
1oinf{f(x):g(z) <0, h(x) =0, x € X} >sup{f(u): u >0}

2. Fir p > 0 sind die Funktionen f(x,) und 6 (u) nichtabfallende und
P (z,) nichtansteigende Funktionen.

Beweis: [BSS], Lemma 9.2.1 &

Mithilfe des Lemmas konnen wir den folgenden Konvergenzsatz beweisen.
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Satz 5.29 Unterstellt werde, dass das Problem (N P) eine zuldsssige Losung
besitze. Betrachtet wird eine gegen unendlich strebende Folge {py > 0} und es
werde unterstellt, dass fiir jedes puy das zugehorige Penaltysproblem (P Puy)
eine Optimalldsung x,, € X besitze und dass die Folge {x,,} in einer kom-
pakten Teilmenge von X enthalten sei. Dann gilt:

min{f (z) + pP (z) : g(x) <0, h(z) =0, z € X} = lim 6 (u) =supb (p)

H—r00 u>0

wobei O (1) = f (z,)+pP (x,) gilt. Ferner ist jeder Haufungspunkt der Folge
{z,,} eine Optimallisung zu (N P) und es konvergiert dabei pu, P (x,,) gegen
null fir k — oo.

Beweis: (vgl. [BSS], Theorem 9.2.2) Nach dem zweiten Teil des Lemmas
ist die Funktion # monoton, deshalb ist

sup § () = lim 6 (1)

p>0 K00

Wir zeigen zunéchst, dass P (x,, ) — 0 fiir £ — oco. Sei dazu y eine zuléssige
Losung von (NP) und € > 0. Sei x; eine optimale Losung des Problems,
f(x) + uP(x) mit 4 = 1 tber X zu minimieren. Sei andererseits py >
21f(y) — f(z1)| + 2 > 1. Dann gilt nach dem zweiten Teil des Lemmas
wegen der Monotonie von f die Ungleichung f (x,,) > f (z1).

Nun sei P (z,) > ¢ angenommen. Dann gilt nach Teil 1 des Lemmas:

inf{f (z):g(z) <0, h(z)=0, z € X}
> 0<Mk):f(xuk)+:ukp($uk) Zf(xl)—l':ukp(muk)
> flz)+ 1) = flz)l+2e = fy)+2> f(y)

Dies aber widerspricht der vorausgesetzten Zuléssigkeit von y.

Also gilt P (x,,) < ¢ fiir alle , > 2| f (y) — f (21)| + 2. Weil € > 0 beliebig
war,, folgt, dass P (z,,) > 0 der Null beliebig nahe kommt, sofern nur sy
grok genug wird. Also gilt P (z,,) — 0 fiir £ — oo.

Nun sei {7, },.x eine konvergente Teilfolge der Folge {z,, },. und 7 ihr
Grenzwert. Dann gilt

sup 0 (1) > 0 () = f (2,) + 0P (2,) = f(24,)-

u>0
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Da z,, — 7 fiir k € K folgt

sup 6 (1) > f (7)

p>0

Ferner folgt aus der Stetigkeit von P, dass P (z) = 0. Also gilt ¢ (Z) < 0 und
h(Z =0), ferner nach Konstruktion z € X, somit ist & zuléssig zu (NP).
Gemaéfs Teil 1 des Lemmas gilt nun:

f(x) =t {f(z):g(x) <0, h(x) =0, v € X} =sup{f (u) : p >0}

und 7 ist Optimallosung von (NP). Bleibt die Beobachtung: pP (z,,) =
0 (i) — f(zy,). Im Grenzprozess k — oo, k € K folgt nun puP(z) =
f(z)— f(z) =0, also strebt uP (x,,) gegen null fiir k — oo, k € K.

Korollar 5.30 Ist P(z,,) = 0 fir ein k, so ist x,, Optimallésung von
(NP).

Beweis: Wie im Satz folgt, dass z,, zulédssig zu (N P) ist. Wegen

faw) = nf{f(z):g(x) <0, h(z)=0, z€ X}
> 0 () = f (7)) +pP(xy,) > f ()

folgt auch die Optimalitat.
O

Der Konvergenzsatz sichert bei kompaktem X die Konvergenz des folgenden
Verfahrens in dem Sinne, dass jeder Haufungspunkt der Iteriertenfolge eine
Optimallésung von (U P) ist.

Penaltyverfahren

1. Start: Wihle 2° € X sowie ¢, yp > 0 und ein 3 > 1. Setze k = 0.
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2. Penaltyproblem: Bestimme ausgehend von *

2"+ des Penaltyproblems

eine Optimallsung
Lpp =

(PNPp) min{f(z)+wP (z): v € X}

3. Abbruch: Ist ui« (xk“) < ¢, Stopp, (eine Ndherungslosung von
(N P) ist erreicht)

4. Tteration: Setze g1 := By, k =k + 1 und gehe zu (1).

Wir betrachten ein zum letzten Beispiel analoges

Beispiel 5.31 (vgl. [BSS|, Example 9.2.4) Betrachtet werde die Aufgabe
min { (z; — N+ (2 — 2a0)° 1 2? — 1y = 0}

Hierbei ist X = R? angenommen. Wir wenden das Penaltyverfahren mit der
Penaltyfunktion

2
P (z) = (2] — z2)
an mit den Startparametern

o = 0.1, B =10, 2° = (2.0,1.0)", ¢ = 0.02

Nach 5 Schritten ist der Punkt 28 = (0.94611,0.89344)" erreicht mit juu B (%) =
0.0028 < €, wodurch das Verfahren abbricht.

k| e (a9) f(@*) B (2F)
101 ((1)‘7128§> 0.0935 0.1831
2|1 (é;ﬁﬁ;) 0.5753 0.3908
3| 10 8223? 15203 0.1926
4| 100 8222; 1.8917 0.0267
5 | 1000 (8232}1}1) 1.9405 0.0028

Zum Abschluss dieses Abschnitts sei bemerkt, dass dhnliche rechnerischen
Schwierigkeiten wie beim Barriereansatz auch beim Penaltyansatz auftreten.
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5.3.3 Spezialfall: Quadratische Optimierung

Eine giinstige Voraussetzung fiir die Anwendung von Barriere- oder Penalty-
Methoden auf die quadratische Optimierungsaufgabe ist das Vorliegen in der
Standform

1
mln{ T Qr+pla: Ax<a}

Hierbei seien wieder mogliche Vorzeichenbeschrankungen in den Restriktio-
nen intergiert..

Barriere-Methoden

Gerne verwendet man die "vereinfachte Barrierefunktion”

_ Z In [—g; (z)] = — Z In Az — ai

Zu losen ist dann in jeder Iteration das unrestrinigierte Barriereproblem bei
vorgewéhltem p > 0

)L T S
m1n{§aj Qr+p :L’—,uZln[Aiw—ai]}

=1

Aber auch die Ubertragung von Verfahren der unrestingierten Optimierung
auf den Fall affin-linearer Gleichungsrestriktionen ist méglich und sinnvoll.
Wir werden im néchsten Abschnitt darauf zurtickkommen.

Zu beachten ist, dass die speziellen Vorgaben des Lemmas und des Konver-
genzsatzes beim Barriereansatz erfiillt sind, sobald es einen inneren zulés-
sigen Punkt = zur Aufgabe gibt, der also x > 0 erfiillt. Das Verfahren
arbeitet dann als Innere-Punkte Verfahren, da es sich nur im Inneren des
zuléissigen Bereichs bewegt und die Optimallésung von innen annéhert.

Penalty-Methoden

Als Penaltyfunktion verwendet man aus Differenzierbarkeitsgriinden gerne

m m m

Z masx {0, g (D)} + D i (2)” = D (=% + Y (Ha = by

i=1 i=1 i=1
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mit (—z;), := max {0, —z;} . Zu 16sen ist also jeweils das unrestrinierte Pen-
altyproblem bei vorgewahltem p > 0

min {%xTQx +ple+pu ( (—z:)% + f: (Hzx — h)2> }
=1 i=1

)

NE

5.3.4 Ubungsaufgaben

Aufgabe 1

Losen Sie Aufgaben der linear restringierten Optimierung in Standardform
iiber den Barriere Ansatz unter Riickgriff auf die Verfahren FR und DFP.

Aufgabe 2
Verfahren Sie dhnlich wir bei Aufgabe 1 mit dem Penalty Ansatz.
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Kapitel 6

Linear gleichungsrestringierte
Optimierung

Die néchst komplexere Situation als die der unrestrinigerten Optimierung
bildet die Aufgabenstellung der linear gleichungsrestringierten Optimierung.
Hier ist der zuléssige Bereich im linearen Fall ein affiner Unterraum und es
sollten sich bei dieser "schwachen” Restringierung die Methoden der unre-
stringierten Optimierung auf diesen eingeschrinkten Geltungsbereich tiber-
tragen lassen.

Unser Ziel ist also, die Aufgabe

minimiere f ()

(NLG) { s.d. Hz=h

bei (m x n) — Matrix H, die maximalen Zeilenrang habe, und stetig differen-
zierbarer Funktion f mit geeignet angepassten Methoden der unrestingierten
Optimierung zu losen.

6.1 Reduzierte Verfahren

Wir untersuchen zunéchst allgemein, wie Verfahren der unrestrinigerten Op-
timierung auf die neue Situation iibertragen werden kénnen und besprechen
dann die Ubertragung konkreter Verfahren.
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6.1.1 Verwendung von Nullraum-Matrizen

Kennt man eine zulissige Losung z° des affinen Raums V, der durch Hz = h
festgelegt ist, so liasst sich V darstellen als V = 2% +ker (H) . Ist Z irgendeine
(n x [) Matrix, deren Spalten ker (H) aufspannen, so lésst sich offenbar jedes
y € ker (H) darstellen als y = Zz fiir ein z € R!. Die gegebene Aufgabe
schreibt sich daher als

minimiere f (z)

(NLG) { s.d. r=a"+7z z€R!

e F(2) = f (20 + 22)
minimiere z)=f(x"+ 2z
(NLR) { s.d. 2 eR!

und somit als unrestringierte Optimierungsaufgabe. Besonders interessant
ist diese Umformung, wenn [ < n gilt, da dann die Anzahl der Variablen
reduziert ist. Wir nennen Z eine Nullraum-Matrix von H.

Wie kann man geeignete Nullraum-Matrizen bestimmen?

e Fine erste Moglichkeit zur Konstruktion eine Nullraum-Matrix kennen
wir bereits aus dem Simplexverfahren. Sei etwa H = (B, N) eine Zer-
legung der Matrix H in eine invertierbare (m x m) (Basis-)Matrix B
und eine (Nichtbasis-)Matrix NV, so lédsst sich ein beliebiges = € ker (H)
nach Zerlegung 27 =: (2%, 2%) beschreiben durch

( —B 'Nzy )
Xr = .
TN

_p-1
Z::( B N) und 2z :=zxN

]n—m

Setzt man also

so ist damit eine geeignete Nullraum-Matrix festgelegt. Da z € R*™™
gilt, ist die Anzahl der unabhéngigen Variablen von n auf n —m redu-
ziert.

e Fine zweite Moglichkeit zur Konstruktion einer Nullraum-Matrix er-
gibt sich aus folgender Uberlegung: Es ist R" = N (H) ® R (HT)
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eine direkte Summe, wobei N (H) = ker (H) der Nullraum von H und
R (HT) = {x ER": 02 =H"y fireinyc Rp} der Bildraum von HT
ist. Dies ist leicht einzusehen, da die Vektoren aus ker (H) definitions-
geméls auf allen Zeilen von H senkrecht stehen, d.h auf den Spalten von
H" und damit auf R (H”) . Aus der klassischen Dimensionsformel der
linearen Algebra folgt die Behauptung.

Wir bezeichnen dann mit Py die Projektionsmatrix, die R"™ orthogo-
nal auf N (H) projiziert. Es ist also Py (z) = z fir z € N (H) und
Py(z)=0firze N(H) =R (H™) . Man findet: Es ist

Py=1—HT (HH") " H,

die gewiinschte Projektionsmatrix, denn es gilt Py = P und Py Py =
Py und es folgt aus

Pyz = (1 - H" (HE") " H) 2 =2~ H" (HH")™ Ha.

sofort Pyx = x, wenn z € ker (H) sowie Pyx = 0, wenn x = HTy fiir
ein y, also x € R (HT).

Die positiv semidefinite (n x n) Matrix Py ist daher in obigem Sinne
eine Nullraum-Matrix. Leider reduziert sie die Anzahl der Variablen
nicht!

Man beachte: Es gilt HPy = 0und Py HT = 0.

Eine dritte Maglichkeit ergibt sich aus der bekannten HOUSEHOLDERschen
QR Zerlegung von H” : Man berechnet dabei eine unitére (n x n) Ma-
trix U und eine obere invertierbare (m x m) Dreiecksmatrix R mit

or-(2)
o= (20)

wobei YT € R™ ™ die ersten m Zeilen zusammenfasst und Z7 €
R(™~™>" die restlichen (n — m) Zeilen. Da U invertierbar ist, schreibt
sich jedes z € R" eindeutig als

x:UT<iY>:(Y,Z)(§Y):Y$Y+sz,

Z Z

und schreibt dann

191



Insbesondere gilt fiir « € ker (H)

O:Ha::HUT<xY>:(RT,O)(xY):RTxY

Tz Tz
Da R invertierbar ist, gilt:
re€ker(H) <= ry =0<= 2= Zxy.

Z ist also eine Nullraum-Matrix.

Bemerkung: Ohne Beweis sei benannt, dass fiir das Z aus der QR
Zerlegung gilt: Py = ZZ7. Ferner gilt Z1Z = I,.

6.1.2 Konstruktion von Verfahren

Kehren wir zuriick zu unserem Wunsch, die Aufgabe (N LG) tiber die Ersatz-
aufgabe (NLR) zu 16sen. Lost man die Aufgabe (N LR) mit einem beliebigen
Abstiegsverfahren, so erhélt man eine (unendliche) Folge von Iterationspunk-
ten z*. Die Folge 2% = 20 + Z2* gibt dann die zugehorige Folge der Original-
variablen an, f (a:k) =f (;EO + sz) =F (zk) die zu beiden gehorige Folge
von Funktionswerten. Ferner folgt nach der Kettenregel, dass

VE (%) =V.f (2" + Z2") = Z"V f (2) sowie F" (2*) = Z7 " (2") Z.

Ist d* eine zulissige Abstiegsrichtung im z*, so ist Zd* die zugehérige Such-
richtung im Punkte 2%, sodass die Folgeiterierte z**! = 2*+a;d* im z—Raum
der Folgeiterierten

LR xo+Z(Zk +@kdk) _ (:U0+sz) + apZd* = 2F + ap Zd*

im z—Raum entspricht.

Es ist abzukldren, ob in der Situation, in der ein KKT Punkt zu (NLR)
bestimmt wurde, die Riicktransformation auch einen KKT Punkt zu (NLG)
liefert.

Lemma 6.1 Sei Z eine beliebige Nullraum-Matriz zu H und sei x = 2°+ 7z
vorgegeben.

Genau dann ist z eine KKT Punkt von (NLR), wenn x ein KKT Punkt
von (NLQG) ist.
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Beweis: Seien also z, z mit z = 2° + Zz vorgegeben.

Sei zunéchst z als KKT Punkt von (VL R) vorausgesetzt. Es gilt also VF (z2) =
ZTV f () = 0. Ist dann d € ker (H), so gilt

Vi@ d=Vf()" 2z=(2"Vf(x) 2=VF(z)"z=0

fiir ein z € R!. Daher ist Vf (z) € ker (H)" = N (H)" = R(H). Es gibt
also ein A € R™ mit Vf (z) = H'\.

Sei nun x = 2° 4+ Zz als KKT Punkt von (NLG) angenommen. Dann gilt
Vf(x) = —HT) fiir ein A € R™. Dann ist

VF(2)= 2"V f(x) = —Z"H" A= (\"HZ)" =0

O

Wir haben damit nach Wahl einer Nullraum-Matrix Z grundsétzlich zwei
Moglichkeiten zur konkreten Losung von (NLG) :

1. Wir transformieren explizit die Aufgabe (N LG) in die Aufgabe (NLR),
16sen diese mit einem beliebigen Verfahren der unrestringierten Opti-
mierung und transformieren das Ergebnis zurtick.

Von dieser Moglichkeit wird im Prinzip in den Simplexverfahren in
Tableauform Gebrauch gemacht, wenn das Verfahren lokal eine Dar-
stellung unter Verwendung der "Nullraum-Matrix” —B~!N verwendet.

2. Wir transformieren nur theoretisch, wéhlen ein Verfahren der unre-
stringierten Optimierung, fithren dieses aber mdoglichst in Termen der
Originalaufgabe durch.

Im folgenden wollen wir an Beispielen zeigen, wie sich durch die zweite Mog-
lichkeit Verfahren der unrestingierten Optimierung in reduzierte Verfahren
iibertragen lassen. Dazu sei eine Nullraum-Matrix Z vorgewahlt. Wir be-
zeichnen weiterhin mit V' den von Hx = h aufgespannten affinen Unterraum
von R", verwenden die o. g. Bezichungen zwischen den Iterierten z* und z*
und bezeichnen die Suchrichtungen im z—Raum grundsitzlich mit d*. Die
Suchrichtungen im z—Raum ergeben sich dann zu Zd*.
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Ubertragung des Globalisierten Newtonverfahrens

Als erstes betrachten wir das Globalisierte Newtonverfahren der unrestrin-
gierten Optimierung. Dieses nimmt als Verfahren fir (NLG) die folgende
Form an:

Reduziertes Globalisiertes Newtonverfahren

(0) Start: Wihle einen Punkt 2° € V und p > 0, € > 0, 0,8 € (0,1).
Setze k = 0.

(1) Abbruch: Gilt ||Z"V [ («*)|| <, Stopp.
(2) Suchrichtung: Berechne eine Losung d* der Newtongleichung
Z'NPf (%) Zd = -Z7V f (o)
Ist dieses System nicht 16sbar oder ist die Bedingung
Vi () Zd" < —p |
nicht erfiillt, so setze d* := —ZTV f (z*)

(3) Schrittweite: Setze 7% := 2* + o, Zd* mit der Eigenschaft: oy, =
max {3 :1=0,1,2,3,...}, so dass

f (l’k + oszdk) <f (:z:k) +oaiVf (:ck)Tde

(4) Tteration: Setze z**!:=z* k := k + 1 und gehe zu (1).

Ubertragung des Fletcher-Reeves Verfahrens

Fiir die Ubertragung des Fletcher-Reeves Verfahrens betrachten wir diesmal
speziell Z7 = Ppy. Denn es ist fiir das Verfahren vorteilhaft, dass bei der
Ubertragung von Skalarprodukten des Gradienten mit der Suchrichtung d
auf die Projektion des Gradienten verzichtet werden kann, da es fiir den
Gradienten g eine direkte Zerlegung g = ¢* + ¢? gibt mit ¢' € N (H) und
¢> € N (H)" und die Suchrichtung d in N (H) liegt:

gTd=(g"+¢*)" d=(¢")" d+ (*)" d=(¢")" d = (Pug)" d
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Verfahren RFR (Reduziertes Fletcher-Reeves Verfahren)

1. Start: Wahle 2% € V, ¢ >0, 0 < 0 < p < 3, setze d” := —PyV f (2°)
und k£ = 0.

2. Abbruch: Ist |[PyV f (2%)|| < e, Stoppl
3. Schrittweite: Bestimme eine Schrittweite ey > 0 mit
fla*+apd®) < f(@) 4o Vi (@) d" und
VF (@ ad) @ < —pvf ()

Existiert keine solche Schrittweite, Stopp2, (die Zielfunktion ist unbe-
schriankt)

4. Aktualisierung: Setze

2 =2 4 apd”
PV @
61{: = P)
[PV f (%)
dk—‘rl - _Pva (Ik+1) + ﬁkdk

und k = k + 1. Gehe zu 2.)

Ubertragung des DFP Verfahrens

Als néchstes betrachten wir das DFP Verfahren. Hier wahlt man am besten Z
aus der QR Zerlegung, da dann Z7Z = I,,_,, gilt, was folgende Konsequenz
hat: Seien 2,z € R*™ und z = 2° + Zz, 7 = 2° + Zz. Dann gilt

2—z2=20"2(0:-2)=2"[2"4+Zz— (2" +22)] = Z" (z — 7)

Verfahren RDFP Reduziertes Davidon-Fletcher-Powell Verfahren)

1. Start: Wihle 2° € V, ¢ > 0 und die Parameter x,y > 0 zur Uber-

priifung der Winkelbedingung und der Effizienz der Schrittweiten sowie
die Parameter o € (0, %) und p € [o,1) fiir die strenge Wolfe-Powell-
Schrittweitenregel. Setze Dy := I,,_,,, und k = 0.
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2. Abbruch: Ist ||Z7Vf (z*)|| < e, stoppl, (ein KKT-Punkt wurde
angenahert)

3. Schritt: Setze d* := —D,ZTV f (xk) . (Dg im z—Raum)
Erfiillt d* nicht die Winkelbedingung an der Stelle z*
V() 2" < —w || 27V ()] |

so setze d* := —ZT f (2¥) und Dy := I,
Berechne eine Schrittweite oy > 0 so, dass die strengen Wolfe-Powell
Bedingungen
fa* + o Zd") < f(db) +oaVf (") Zd*
@t azd) d| < —pvy () za

erfiillt sind. Existiert keine solche Schrittweite, stopp2, (die Zielfunk-
tion ist unbeschrénkt)

4. Aktualisierung: Setze 2**! := 2% + a;d* und

k(. k\T Dud® (o TD
Disr @ =Dp+2 <pT) _ (Tq ) e )
(p*) ¢ (¢%)" Drg*
pk _ akdk _ ZT ($k+1 o .flfk)

und k = k + 1. Gehe zu 1.

Das Lagrange-Newton-Verfahren

Die Ubertragung des normalen Newtonverfahrens kann im Prinzip an der des
globalisierten Newtonverfahrens abgelesen werden. Betrachten wir nun noch
eine alternative Herleitung des Newtonverfahrens fiir die Aufgabe (NLG).
Wir setzen dazu zur Abkiirzung h (x) = Hx — h. Mit der Lagrange-Funktion

L(z,p) = f () +p"h(z)
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konnen die KKT-Bedingungen der Aufgabe (NLG) formuliert
V.L(z,u) = Vf(x)+u"Vh(z)=0
h(x) = 0

und mit der Abkiirzung

auch als ® (x, ) = 0 geschrieben werden. Diese Gleichung kann mit dem
Newtonverfahren (fiir Gleichungssysteme) angegangen werden, sofern ent-
sprechende Voraussetzungen erfiillt sind. Man spricht dann vom Lagrange-
Newton-Verfahren.

Es gilt z.B. der

Satz 6.2 Es sei (¢*, pu*) € R"? ein KKT-Punkt der Aufgabe (NLG). Sind
die beiden folgenden Bedingungen erfillt

1. Die Gradienten Vhy (z*), ..., Vh, (z*) sind linear unabhingig

2. Bs gilt d"L?, (x*, ") d # 0 fiir alle d # 0 mit Vh; (") d =0 (j =
1,...,p)

so ist die Jacobimatriz @' (x*, 1*) zu ® reguldr.

Beweis: Die Jacobimatrix @' (z*, 1*) lautet:
L2 (CL’* M*) 1% (ZL’*)T
/ * *\ xx 9

Nehmen wir an, dass ®' (z*, u*) g = 0 fiir ein ¢ € R"*? gelte. Wir wollen
zeigen, dass dann zwangsweise ¢ = 0 gelten muss, dass also @’ (z*, u*) regulér
ist.

1
Sei etwa ¢ =: e gemék der Struktur von &’ (z*, u*), dann lésst sich

die Gleichung @' (z*, u*) ¢ = 0 schreiben als

(557 1) (3)-()
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M7 5o ergibt

Multipliziert man die erste dieser Gleichungen von links mit ¢
sich

¢VTLE, (2%, 1) g =0
Nach Voraussetzung 2. folgt daraus unmittelbar ¢ = 0. Damit wiederum
folgt aus der ersten Gleichung

() ¢® =0
was wegen der 1. Voraussetzung zu ¢® = 0 fiihrt. Also gilt wie gewiinscht

q=0.
O

Der Satz nennt also Voraussetzungen, unter denen geméf dem obigen Kon-
vergenzsatz das Newtonverfahren erfolgreich zur Losung der KKT-Systems
von (NLG) angewendet werden kann.

Zu beachten ist, dass wir im obigen Beweis die spezielle lineare Struktur
der Nebenbedinungen nicht ausgenutzt haben. Der Satz gilt genauso fiir eine
Nebenbedingung h (z) = 0 mit beliebiger zweimal stetig differnenzierbarer
Funktion h : R™ — RP.

Esgilt fiir h (x) = Hr—h: b (z) = H, L (z, 1) = f (x)+p? (Hz —h), L, (z,p) =
Vf(z)+ H yund L,, (z,u) = V2f (z). Die Bedingung im Satz, dass die
Gradienten der Restriktionsfunktionen linear unabhéngig sein sollen, ent-
spricht der Forderung, dass H maximalen Zeilenrang hat. Die Newtonrich-
tung berechnet sich also durch

(57 ) () (V)

Setzt man put := pu + Ap, so ergibt sich gleichwertig

(37 ) () (2

insbesondere bei zuldssigem x

(57 ) () (%)



6.1.3 Spezialfall: Quadratische Optimierung

Wenden wir uns nun wieder der Quadratischen Optimierung zu. Im Sinne des
letzten Abschnitts betrachten wir nun die quadratische Optimierungsaufgabe

minimiere f (z) = 227Qx + pTx

(QPG) { s.d. Hz = h2

mit symmetrischer Matrix () € R™"™ und H € R™*?P mit mazimalem Zeilen-
rang. Die KKT-Bedingungen hierzu lauten

Qr+p+H 'u=0
(QGEKT) { Hx—h=0

EOG()

Anwendung des Newtonverfahrens

bzw in Matrixform

Will man dieses Gleichungssystem mit dem Newtonverfahren 16sen, so hat
man geméf (5.3) folgendes Newton-System zu losen

Q HT dm L Qr+p+H"p
H 0 d® ) Hz —h ’
um in der Newtoniteration vom Punkte 2 zum Punkte 7 := z +d, i =

1+ d® zu gelangen. Bringt man nun (7, i) in das Gleichungssystem ein, so
erhélt man mit einfacher Umformung

(5 ) (on) = - (Twnil™)
(507G - ()

Es ergeben sich also die KKT-Bedingungen fiir den Punkt (7, i)! Dies lasst
sich wie folgt interpretieren:
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Genau dann ist die Newtoniteration fiir das KKT-System von
beliebigem Startpunkt (x, ) € R™P aus durchfithrbar, wenn das
KKT-System fiir (QPGQG) lsbar ist. In diesem Fall ermittelt die
Newtoniteration einen KKT-Punkt in einem einzigen Schritt.

Auf der anderen Seite lohnt es sich nicht, das Newtonverfahren
anzuwenden, man kann direkt das KKT System (6.2) 16sen.

Bliebe also zu kldren, wann die Aufgabe (QPG) einen KKT-Punkt besitzt
bzw wann die Newtoniteration fiir das KKT-System von (QPG) durchfiihr-
bar ist.

Eine Antwort liefert der obige Satz liber das Lagrange-Newton-Verfahren. Es
gilt fiir die Lagrangefunktion

1
L(w,p) = 52" Quplae+ H'p
also gilt L2, (z, 1) = Q. Deshalb lautet eine hinreichende Bedingung fiir die
Existenz eines KKT-Punktes:

Gilt dTQd # 0 fiir alle nichttrivialen d € ker (H) , so ermittelt das
Newtonverfahren bei beliebigem Ausgangspunkt z° eine Losung
von (QGKKT) in einem einzigen Schritt und das KKT System
zu (QPQG) besitzt eine zuléssige Losung.

Diese Bedingung ist natiirlich erfiillt, falls () positiv oder negativ definit ist,
falls also f streng konvexe oder streng konkave Funktion ist, aber eben auch,
wenn () eingeschrankt auf ker (H) positiv oder negativ definit ist.

Losungsverfahren fiir (QPG)

Das KKT-System von (QPG) kann auf mindestens zwei Weisen numerisch
glinstig angegangen werden. Wir unterstellen, dass H maximalen Zeilen-
rang hat, dass () positiv semidefinit ist und dass das System (6.2) eine Losung
(x, 1) besitzt.
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Cholesky-Verfahren Das System (6.2)

Q H" x\_(-p

H 0 w ) U h
kann eindeutig gelost werden, wenn () sogar positiv definit ist und man Q!
kennt.

Zunéchst gilt
H'j=—p—Qu
also nach Multiplikation mit Q!
Q'H n=-Q 'p—ux

und mit H
HQ'H'p=— (HQ 'p+h)

Da Q positiv definit ist und H von maximalem Rang, ist auch HQ ' H” sym-
metrisch und positiv definit und das Cholesky Vefahren kann zur Berechnung
von j herangezogen werden. Danach berechnet man x aus

v=-Q " (p+H'p)

QR Verfahren Man kann auch wie folgt vorgehen (vgl. [A], Verfahren
6.1.1):

1. QR Zerlegung von HT : Berechne eine unitire n x n Matrix U und
eine obere Dreiecksmatrix R € R™*™ mit

R

T _
- (1)
Berechne

u;:_Up:u;), B::UQUT:(g; §2)

wobel u; € R™ und Bj; seine m x m Matrix ist.
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2. Berechnung von x : Berechne zy durch Losen des linearen Glei-
chungsystems
R'zy =h

und zz durch Losen des linearen Gleichungssystems

Byyxy = ug — Bojxy

r=U" Ty
Tz

3. Berechnung von p : Berechne i durch Losen des Gleichungssystems

Berechne

Ry =u; — Biiry — Baxy

Erlauterung der Vorgehensweise: Wie zuvor schon schreiben wir

YT
()
wobei Y7 € R™™ die ersten m Zeilen zusammenfasst und Z7 € R(»—m)xn»
die restlichen (n —m) Zeilen. Dann gilt

UHT = ( ]g ) und HU" = (HY,HZ) = (R",0)

Es schreibt sich nun jedes x € R", insbesondere eine Losung x von (6.2),
eindeutig als

x=0U" < Ty ) = (Y, 2) ( Ty ) = Yy + Zag, (6.3)

Tz Tz

Z ist dabei eine Nullraum-Matrix fiir H. Also gilt Zzy € ker (H), d.h.
HZzy =0 und
h=Hz=HYzy =Ry

Da R eine invertierbare obere Dreiecksmatrix ist, lasst sich dieses Gleichungs-
system leicht nach zy auflosen.
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Mit w = Yy haben wir eine zuldssige Losung von Hz = h gefunden und wir
konnen mithilfe dieser Losung und der Nullraum-Matrix Z die Ersatzaufgabe
fiir quadratische Optimierungsaufgabe (QPG) formulieren:

min{f(w—i—Zz):%(w—l—Zz)TQ(w—l—Zz)—l—pT(ijZz):ZER"m}

bzw nach Weglassen von Konstanten

@PR) min{F () = 1@+ plesz e r

mit Q = Z7QZ und p = Z%p + ZTQu.
Aufgrund unserer Voraussetzungen und Lemma 6.1 hat die Aufgabe (QPR)

eine Losung z mit x = w+Zz. Wegen x = Yy +Zry; = w+Zxyist 2z := x4
eine solche Losung. Also ist xz auch Losung des Gleichungssystems

Q:=2"QZz=—p=—(Z"p+Z"Qu) = -Z"p - Z"QYzy  (6.4)

Zur Losung dieses Gleichungssystems beachte: aus der QR Zerlegung findet
man

_ (YT _(Y'QY Y'QZ\ _ ( Bu B
B:=UQU" = ( T )Q(KZ) = ( 72TQY  77TQZ ) = < B; BZ )

YT —YTp . Uq
=== o= )= ()
Daher 16st sich Gleichung (6.4) tiber

Bosxz = ugs — Bojzy

Nach unserer Voraussetzung gibt es eine Losung dieses Gleichungssystems. Ist
die symmetrische Matrix Bsy invertierbar, so kann eine Cholesky Zerlegung
von By, verwendet werden, um die Gleichung schnell und numerisch stabil
zu losen.

Mit zy und zz haben wir x = Yzy + Zx als Losung von (Q PG) bestimmt.
Bleibt die Bestimmung von p. p hat die KKT-Gleichung Qz + H' jp = —p zu
erfiillen. Mit (6.3) folgt nach Multiplikation dieser Gleichung mit U

UQUT ( i’” ) L UH = —Up

Z
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also
By By Ty + R 0= Uy
By B Tz 0 Uz
Daraus liest man ab
Ry = vy — Byizy — Biaxy

woraus p leicht berechnet werden kann.
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6.2 Verfahren gradientenahnlicher Abstiegsrich-
tungen

Nachdem wir in den letzten Abschnitten Verfahren der unrestingierten Opti-
mierung auf den Fall der linear gleichungsrestingierten Optimierung iibertra-
gen haben, wollen wir nun die Losung solcher Aufgaben durch Spezialisierung
des Zuléssigen Abstiegsverfahrens direkt angehen.

Abstiegsverfahren, deren Suchrichtungen “&hnlich gerichtet” sind wie der
negative Gradient konnen ein konvergentes Verhalten zeigen, wenn deren
Schrittweiten geniigend absenkend fiir die Zielfunktion wirken (vgl. Allge-
meines Unrestrinigertes Abstiegsverfahren). Wir besprechen ein solches Ver-
fahren nun fiir die Aufgabe (NLG), indem wir das Gradientenverfahren der
unrestringierten Optimierung verallgemeinern. (vgl [GK1], Abschnitt 8.3).
Im Hinblick auf eine spétere Anwendung des Verfahrens legen wir dabei aber
eine etwas allgemeinere Aufgabenstellung zugrunde, bei der die zu mimimie-
rende Funktion nicht mehr auf ganz R", sondern nur noch auf einer offenen
Teilmenge definiert ist.

6.2.1 Gradientenahnliche Suchrichtungen

Betrachtet werde die Aufgabe (NLGO), die eine leichte Verallgemeinerung
der Aufgabe (N LG) darstellt. Bei dieser wird die stetig differenzierbare Funk-
tion f: U C R”™ — R, U offen, tiber VNU mit V = {x € R": Hx = h}
minimiert. Im Falle i/ = R™ stimmt (NLGO) mit (NLG) iilberein.

Man beachte: Die Aufgabe (NLGO) kann auch eine unrestringierte Opti-
mierung beschreiben, etwa im Fall H =0, h =0 (bei V =U = R").

Wir betrachten nun noch einmal das Gradientenverfahren und verdndern es
wie folgt: als Abstiegsrichtungen an den Iteriertenstellen z* € V N werden
nicht die negativen Gradienten d* = —Vf (a:k) genommen, sondern wir
lassen ganz allgemein eine beliebige Abstiegsrichtung zu (NLGO) zu, also
eine Richtung d*, die lediglich

dFeN(H) mit V(5 d" <0 (6.5)

respektiert. Dabei wird unterstellt, dass die erste Iterierte ein 2° € V N ist.
Wegen der Wahl der Abstiegsrichtungen liegen dann natiirlich alle weiteren
Iterierten auch in V| bei entsprechend kurzer Schrittweite auch in .
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Zur Schrittweitenbestimmung verwenden wir weiterhin die Armijo Regel, mit
der Modifikation, dass bei jedem Aufruf der Funktion zuerst gepriift werden
muss, ob fiir die aktuelle Stelle iiberhaupt 2* + ad* € U gilt. Gilt dies nicht,
so wird « iibersprungen und direkt zu o« = Sa iibergegangen (modifizierte
Armijo Regel). sEs entsteht so das Allgemeine Zulissige Abstiegsver-
fahren fiir (NLGO).

Nun legen wir einen speziellen Typus von Abstiegrichtungen fest:

Definition 6.3 (vgl. [GK1], Definition 8.8) Sei f : U C R" — R stetig
differenzierbar und (xk)keN eine Folge von Punkten aus V. Eine zugehori-
ge Folge von Suchrichtungen (dk)keN aus N (H) heifit gradientendhnlich
bzgl (NLGO) und (mk), wenn fir jede gegen einen Nicht-KKT-Punkt vom
(NLGO) konvergierende Teilfolge (mk)keK Konstanten ¢ > 0 und 0 > 0
existieren, so dass

1. Hdk” <c firallek e K

2. Vf (xk)Tdk < —¢ fir alle hinreichend grofien k € K.

Mit dieser Festlegung konnen wir den Konvergenzsatz zum Gradientenver-
fahren und seinen Beweis auf den Fall der Losung von (N LGO) mit dem so
modifizierten Gradientenverfahren {ibertragen.

Satz 6.4 Wird die Folge der Suchrichtungen im so abgewandelten Verfahren
gradientendhnlich gewdhlt, so ist jeder Hiufungspunkt x € U der Iterierten-
folge (2*) ein KKT-Punkt von (NLGO) .

Beweis: (vgl. [GK1], Satz 8.9)

Es werde das oben beschriebene Verfahren betrachtet, bei dem 2° und die
Suchrichtungen wie vorausgesetzt gewéhlt wurden. Nach unseren bisherigen
Erkenntnissen ist x € V' NU genau dann ein KKT Punkt zu (NLGO) , wenn
PyVf (z*) =0 gilt.

Sei (xk) e K
vergieren moge. Nehmen wir an, es sei PyVf (z*) # 0, (xk) wex Ist also
eine gegen einen Nicht-KKT-Punkt von (NLGO) konvergierende Teilfolge
der Folge (azk)

eine Teilfolge der Iteriertenfolge, die gegen ein z* € V NU kon-

keEN -’
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Da die Zielfunktionswerte der Iteriertenfolge strikt abfallen und die Teilfolge
der (f (.izzk))keK konvergiert, konvergiert die gesamte Folge f (z°), f(z°), f(x!),...

(&%), f(@*), f(a*), ... Es gilt also

V[ (&) d¥ = f (z8) = f(2%) =0,
und da nach Voraussetzung die Suchrichtungen gradientendhnlich gewahlt
wurden, gilt ’Vf (a:k)Tdk’ > 0 > 0, so dass zwangslaufig ap, — 0 gelten
muss.

Es moge iiber die modifizierte Armijo-Regel o, = 8% gelten. Weil nun z* € U
vorausgesetzt wurde und U offen ist, gibt es eine Kugel B, (z*) vom Radius
r > 0, die ganz in U liegt und es folgt, dass fiir k grof genug neben z* 4 Bl d*
auch 2 + 8%~ 1d* in U liegen muss und daher fiir diese &

@+ B > f (aF) + opIV S (o) dF
gilt. Damit gilt auch
f (ZEk —|—ﬂlk_1dk) _ f (Zlfk>
Blx—1

Weil nun die d* auf Grund der Gradientenihnlichkeit beschrinkt sind, kon-
vergiert eine Teilfolge der d* gegen ein d* € V. Gehen wir oBdA davon aus,
dass bereits die Folge (dk) rex gegen d* konvergiert.

>oVf ()" d*

Da wegen aj, = 8% — 0 auch die %! eine Nullfolge bilden, folgt nun geméf
dem Lemma 5.4 fiir £k — oo

Vi)' d > oVf ()" d*
Dies widerspricht aber Vf (z*)" d* < =6 < 0 und o < 1.
0

Bemerkung: Wesentlich im obigen Satz ist, dass der Haufungspunkt z* in
U liegt. Da U offen ist, ist dies nicht von alleine gegeben. Eine hinreichende
Bedingung dafiir ist, dass die Levelmenge

Lo={zeVnU:f(z)<f(a%)}
kompakt ist. Wir wollen dies im Folgenden voraussetzen.

Wir nennen das so festgelegte Verfahren
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Allgemeines Gradientendhnliches Verfahren (fiir (NLGO))

(0) Start: Wihle einen Punkt 2° € VNU und € > 0, 0,3 € (0,1) . Setze
k= 0.

(1) Abbruch: Gilt ||PyVf (z¥)|| < ¢, Stopp.

(2) Suchrichtung: Wihle Suchrichtungen d* € N (H) mit V£ (2%)" d* <
0, gradientendhnlich bzgl (NLGO)

(3) Schrittweite: Setze 7% := 2* + apd® mit der Eigenschaft: oy :=
max {4 :1=0,1,2,3,...}, so dass

o+ apd” € U und f (zF + ayd®) < f (a8) + ooy, V f (aF)" &

(4) Iteration: Wihle 2**! € VNU mit f (z¥™) < f (z%), setze k := k+1
und gehe zu (1).

Bleibt die Frage zu kléren, wie man in der Praxis die Wahl gradientendhnli-
cher Abstiegsrichtungen sicherstellt. Die Problematik dabei ist, dass sich im
Verfahren die Wahl der Suchrichtungen und der Iterationspunkte gegenseitig
beeinflussen miissen, wenn ein bestimmtes Grenzverhalten erreicht werden
soll. Die obige Definition gradientendhnlicher Abstiegsrichtungen ist prak-
tisch so nicht zu handhaben.

6.2.2 Gradientenbezogene Suchrichtungen

Wir betrachten eine Folge von Iterierten und Suchrichtungen des Allgemeinen
zuldssigen Abstiegsverfahrens fiir (NLGO) , die bei einem z° € V NU startet
und (6.5) respektiert. Es gelte ||PyV f (2*)| > 0 fiir alle k¥ € N, d.h. das
Verfahren ende nicht nach endlich vielen Schritten.

e Behauptungl: Hinreichend fiir die Gradientenéhnlichkeit ist die Be-
achtung folgender Regeln bei der Wahl der Suchrichtungen: Wahle Kon-
stanten ¢; > 0, ¢ > 0 so, dass fiir alle k£ € N gilt
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ld* | < e [Pav s (") (6.6)
Vi d < = |PaVS ()| (6.7)

Wir nennen Suchrichtungen d*, die diese beiden Bedingungen erfiillen,
(schwach) gradientenbezogen bzgl (NLGO) und der Iterierten-
folge (xk)keN .
Beweis: Es sei (a:’“) rex €ine gegen einen Nicht-KKT-Punkt 2* konver-

gente Teilfolge der Iteriertenpunkte aus V. Es gilt also || Py V f (z*)|| #

0. Betrachte die Ungleichung V f (ajk)Tdk < —e HPHVf (:Ek)HQ fiir

k — 00, k € K. Dann gibt es also ein Cy > 050, dass Cy = —¢; | PV f (z*)|]> <
0 gilt. Fiir geniigend grofe k € K gilt also V f (x’“)T dF < -2,

Entsprechend betrachte die Ungleichung HdkH < HPHVf (xk)H fiir

k — 0o, k € K. Dann gibt es ein C; > 0 so, dass C; = ¢; | Py V f (z*)||

gilt. Fiir geniigend grofse k € K, etwa k > k; > 0 gilt also HdkH < 2C.

Sei ferner (5 das Maximum der Werte HdkH fir £ < ky. Dann gilt

|d@*|| < max{C3,2C1} fiir alle k € K.

Behauptung2: Notwendig fiir die Bedingungen (6.6) und (6.7) sind
die Bedingungen (mit den gleichen Konstanten, fiir alle £ € IN)

] < e }uvs )] 3)
Vi < 2@ )

IN

Die zweite Bedingung begrenzt dabei den Winkel zwischen HdkH und
HV f (xk) H gleichméfig auf unter 90° fiir alle Iterierten (Winkelbedin-
gung). Damit ist die Bezeichnung "schwach gradientenbezogen” fiir die
Bedingungen (6.6) und (6.7) verstandlich: diese begrenzen den Winkel
zwischen der Suchrichtung und dem steilsten Abstieg und gleichzei-
tig auch die Lange der Suchrichtung nach oben, wobei die Linge des
steilsten Abstiegs als Referenz dient.

Beweis: Es seien die Bedingungen (6.6) und (6.7) vorgegeben. Dann
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gilt fiir alle k£ auch (6.8) und

Vi) d < e [PV ()| < eal|Pav i (@) (= | PaV ()])

IN

e Behauptung3: Hinreichend fiir die Bedingungen (6.6) und (6.7) sind
die Bedingungen mit Konstanten ¢y, co, c3 > 0 (fiir alle & € N)

Al Pavf M) < ] < el Pavs @] @10
VI E < alPVr @] 6

Wobei die zweite Bedingung wieder den Winkel zwischen Hdk H und
HV flx H gleichmafig auf unter 90° fiir alle Iterierten begrenzt. Wir
nennen Suchrlchtungen die diese beiden Bedingungen erfiillen, stark
gradientenbezogen bzgl (N LGO) und der Iteriertenfolge (xk)
weil nun die Lange der Suchrichtung auch nach unten begrenzt ist.

Beweis: Sind die Bedingungen (6.10) und (6.11) vorgegeben, so gilt
wieder direkt (6.6) und

VI (@) d < e |Pav ()l < —es [PV (@) e | Pav £ (o

Aus den Bedingungen (6.10) und (6.11) ist unmittelbar zu entnehmen, dass
die Wahl d* := —PyV f (:17’“) immer zu gradientenbezogenen Suchrichtungen
und damit zu gradientendhnlichen Suchrichtungen fithrt, wenn ¢, > 1, 0 <
c1,c3 < 1 gewahlt werden.

Bemerkung: Die bisherigen Ausfilhrungen treffen natiirlich insbesondere
fiir die unrestringierte Optimierung zu! Damit hat sich gezeigt, dass die Ein-
schrankungen an Suchrichtung und Schrittweite, die zur Konvergenz des All-
gemeinen unrestringierten Abstiegsverfahren gefithrt haben, bei Aufrechter-
haltung der Konvergenz leicht verschoben werden konnen, indem die Bedin-
gungen an die Wahl der Suchrichtungen verschérft (zur Winkelbedingung
kommt eine weitere Bedingung hinzu) und die an die Schrittweiten gelockert
werden (zur Armijo Regel).

Wir erhalten damit folgendes
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Allgemeines Gradientenbezogenes Verfahren (fiir (NLGO))

(0) Start: Wihle einen Punkt 2° € V. NU und € > 0, 0,3 € (0,1) sowie
0<cy<1<e. Setze k =0.

(1) Abbruch: Gilt ||PyVf (z¥)|| < ¢, Stopp.
(2) Suchrichtung: Wihle d* € N (H) mit

"} < e |[PaV 1 ()
Vi) d < e ||Pav s ()]

IN

(3) Schrittweite: Setze 7% := 2" + o;d* mit der Eigenschaft: a; :=
max {Bl :1=0,1,2,3, } , so dass

z* + opd® € U und f (xk + akdk) <f (a:k) + o Vf (:ck)Tdk

(4) Iteration: Wihle 2%+ € VNU mit f (z¥™) < f (zF), setze k := k+1
und gehe zu (1).

Im Folgenden koénnen wir nun den bisherigen Konvergenzsatz verschérfen fiir
den Fall, dass die Levelmenge

Lo={reVnu:f()<f()}

kompakt ist. Zunéchst notieren wir eine wesentliche Eigenschaft von iiber
die modifizierte Armijo Regel bestimmten Schrittweiten in Form eines tech-
nischen

Lemma 6.5 Es sei L0 als kompakt vorausgesetzt. Dann gibt es eine Kon-
stante ¢ > 0, so dass fir die im gradientenbezogenen Verfahren bestimmten
Schrittweiten oy, fiir gentigend grofies k gilt

ap = 3
2]
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Beweis: (vgl. [M1], Lemma 2.1 und Satz 2.2)
Wir betrachten ein z* aus der Iteriertenfolge mit k so gro, dass neben z* +
apd® auch z* + %dk in U liegt.

a) Zunéchst versuchen wir ein Intervall anzugeben, auf dem f echt unterhalb
der Geraden 7 (a) = f (2%) + aoV f (:Ek)Tdk, a > 0, verlduft.

Da L,0 C U kompakt ist, gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein & > 0 mit
der Eigenschaft, dass

f (2" +ad") = f (") + oaVf (2F)" d*
und auch
T = Qppip (= argmin{f (xk + Oédk) =f (x'“) +oaVf (xk)Tdk 0<a< &}
ist nach Konstruktion positiv und es verlduft f auf (0,7) echt unterhalb der
Geraden 1 und damit auch innerhalb von £,0 C U.

Versuchen wir, 7 nach unten abzuschétzen:

b) Nun erhalten wir iiber den Satz von Taylor fiir ein A € [0, 1]
1
f (@t 7d) = f(@*) +7VF (b)) d* + Srd TV f (af 4 Ard®) df

und daraus die Abschétzung

7 ) — £ (@) rVp )| = ST (o ) |

< lenger?
2

wobei wir M := sup {||V?f (y)|| : y € L0} > 0 gesetzt haben. Da nach Kon-
struktion und aus Stetigkeitsgriinden f (xk + Tdk) =Vf (xk)—l—aTVf (xk)T d*
gilt, folgt

(1=0)r|vf (@) | < %ﬂM |d*|
Damit folgt M > 0 und wegen V f (mk)T d* <0

2(c — 1) Vf (z%)" d*
T > I
M ||
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¢) Nun zeigen wir die eigentliche Behauptung. Zunéchst folgt fiir o > S7
mit
26(1-0)|Vf (+)"
M ||d*||*
unmittelbar die Behauptung. Betrachten wir also den Fall o, < 7. Dieser

Fall kann aber gar nicht eintreten, da dann & := %ak < 7 und damit bereits

f (:L‘k + &dk) < n(a) gilt, also & anstelle von oy von der Armijo Regel als
Schrittweite ausgewéhlt worden wére.

Oék>

O

Nun kénnen wir den bisherigen Konvergenzsatz verscharfen

Satz 6.6 Betrachtet werde die Iteriertenfolge {xk} mit den Suchrichtungen
{dk} im Allgemeinen gradientenbezogenen Verfahren fir (NLGO). Es sei
Lo ist kompakt und x* ein Hdaufungspunkt der Iteriertenfolge. Dann gilt:

1. Die Folge der Funktionswerte f (a:k) konvergiert gegen f (x*) und die
Folge der HdkH bildet eine Nullfolge. Insbesondere gilt PyV f (x*) =0
und x* ist ein KKT Punkt zu (NLGO).

2. Ist die Menge Q der zuldssigen Punkte x mit PyV f (x) = 0 endlich, so
konvergiert bereits die Folge der Iterierten gegen x*.

Beweis: (Vgl. [M1], Satz 2.1 mit Korollar)

1. Es folgt fiir gentigend grofses k aus der Armijo Regel
F() = f (@) > —oa Vf («F)" dF
ferner nach dem obigen Lemma
VF (@) ]
> 01W
und wegen der Gradientenbezogenheit der Suchrichtung

V(@) 2 0 |[Pav s (@] [ > 0
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Filigen wir diese Aussagen zusammen, so ergibt sich

e e
[P

> Uclcg HPHVf (xk)H2 >0

Da nun die Folge {f (a:k)} wegen V f (xk)T d* < 0 monoton abfillt und
aufgrund der Stetigkeit eine gegen f (z*) konvergente Teilfolge besitzt,
konvergiert die ganze Folge gegen f (2*). Damit folgt aus der letzten
Ungleichung, dass die Folge ||PHV f (xk)H eine Nullfolge ist, woraus
aufgrund der stetigen Differenzierbarkeit von f folgt, dass PV f (2*) =
0 gilt und z* ein KKT Punkt zu (NPGO) ist. Wegen der Gradienten-
bezogenheit ist mit || PyV f (2*)|| auch ||d*|| eine Nullfolge.

. Wegen der Beschrinktheit der Schrittweiten durch 5% = 1 folgt aus der
Tatsache, dass HdkH eine Nullfolge bildet, dass

|2+ = || = e [|d*]| — 0

Da nach 1. alle Haufungspunkte von {xk}keN in 2 liegen, ist dist (xk, Q)
ebenfalls eine Nullfolge. Setzen wir

pr=min{flz —y| 2,y € QxFy} >0
Nun gibt es ein ky € N, so dass fiir alle k > kg gilt

et — o < £

Ferner gibt es, da x* Haufungspunkt der Folge {:L‘k} ren ISt ein k1 > ko

dist (xk, Q) < g,

mit ||ac"71 —x

kalJrl —r T

ki+1 _ $kl|| + kal X

p
<_
2

Weil 2* in Q liegt und k; > kg gilt, gilt sogar Hx’““ x || < 2 und

iiber ein Induktionsargument folgern wir, dass sogar H:c - < 8

fiir alle & > ki1 > ko. Damit ist x* einziger Haufungspunkt der Folge

{2} e
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6.2.3 Transformierter steilster Abstieg

Die Wahl der Suchrichtungen im zuletzt genannten Verfahren ist immer noch
nicht sehr konkret und anwenderfreundlich. Wir versuchen sie weiter zu spe-
zialisieren, ohne allzuviel von der Allgemeinheit der Konstruktion zu verlie-
ren. Die Konstruktion von Suchrichtungen, die wir im Vorfeld der Bespre-
chung der Quasi-Newton-Richtungen der unrestringierten Optimierung ange-
sprochen hatten, findet dabei eine Erweiterung in der aktuellen Betrachtung.

Satz 6.7 Sei (By),cn €ine Folge symmetrischer (n x n) —Matrizen mit fol-
genden Eigenschaften (alle k € N)

1. R(By) =N (H) fir alle k € N
2. By eingeschrinkt auf N (H) ist positiv definit fir alle k € N

3. Die positiven Figenwerte aller By seien uniform beschrinkt und von
null wegbeschrdnkt.

Dann bilden die Richtungen
d* = =BV f (")

streng gradientenbezogene Suchrichtungen fir (NLGO) und die Folge

(")

Beweis: (vgl. [M1], Lemma 2.2)

Aus der ersten Eigenschaft folgt HBj = 0, sodass d* € N (H) gilt. Ferner
folgt aus der Symmetrie der By und der zweiten Eigenschaft, dass N (By) =
N (H)™" gilt. Daher gilt fiir jedes r = + 75 € R* = N (H) & N (H) "

Bk’f’ = B[J’l = BkPHT’

Des weiteren diirfen wir PyV f (azk) #£ () voraussetzen, da sonst z*¥ KKT-
Punkt von (N LG) ist. Daher gilt wegen der Eigenschaft 2.

Vi) d = (PaVf (") d* = = (PuVf (") BV ()
— — (PuVf (2")" BuPyVf (z*) <0
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Also ist dj Abstiegrichtung.

Nun stellen wir V f (xk) tiber eine Orthonormalbasis vy i ..., vk, von Eigen-
vektoren der symmetrischen Matrix By, zu den Eigenwerten Ay 1, ..., Ax, dar.

VE(*) = frivn
=1

Da By den Raum N (H) auf sich selbst abbildet, kann oBdA unterstellt
werden, dass die ersten p Eigenvektoren, vy, ..., v, eine Orthonormalbasis von
N (H), die iibrigen eine Orthonormalbasis von N (H)" bilden. Daher sind
nach Voraussetzung die ersten p Eigenwerte positiv, die restlichen null.

Dann lésst sich ||d*|| wie folgt darstellen

n p

la" = 1B £ ()P = 32 Geaea)® = D2 Ui’

i=1 i=1
Sind nun Ag pmin und Ag max minimaler und maximaler positiver Eigenwert der
Matrix By, so folgt unmittelbar

Mot [PV 1 (@)|* < a4 < A e [PV F ()]

Ferner ergibt sich

Vi)' d = = (PaVf (") BePaVf ()
= _Zflii/\k,i < —Nomin | PHV f ($k)H2
< —)\;

i | 91 () |
Da nach Voraussetzung alle positiven Eigenwerte uniform beschrankt und

von null wegbeschrankt sind, ist alles gezeigt.

O

Zur Konstruktion einer im letzten Satz genannten Folge symmetrischer Ma-
trizen By, dienen die folgenden Uberlegungen, bei denen wir eine nichtsingu-
lare Transformationsmatric R € R™ ™ einsetzen. Pyp bezeichne dabei die
orthogonale Projektion auf den Nullraum N (HR). Dann gilt zunichst fol-
gendes
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Lemma 6.8 FEs sei eine nichtsinguldre Matrix R € R™"™ gegeben und B =
RPyrRT gesetzt. Dann hat B die Eigenschaften 1. und 2. des letzten Satzes.

Beweis: Die Symmetrie der Matrix B ist unmittelbar einzusehen. Ferner gilt
HB = HRPypR" =0

so dass R (B) C N (H). Gleichheit gilt hier, wenn die durch B induzierte
lineare Abbildung injektiv auf N (H) ist. Wir zeigen, dass B sogar positiv
definit auf N (H) ist.

Sei dazu d € N (H) vorgegeben. Dann gilt
d"Bd = d"RPyrR"d
— d"RPypPypRTd = || PyrR"d||* > 0
andererseits gilt
|PurRTd||” = 0=
R'd ¢ R ((HR)T) —
RTd = RTH"y fireiny e RP =
d € RH")=N(H) = d=0

Ferner pragen wir nun vorab den Begriff:

Definition 6.9 Wir nennen eine Folge von Matrizen R, € R™", k € N,
voll singuldrwertbeschrankt, wenn es Konstanten 3,7y > 0 gibt so, dass
fir alle y € R™ und alle k € N gilt

By'y < y"RpREy < yy'y

In der Tat sind die Wurzeln der Eigenwerte der symmetrischen Matrix Ry R}
bekanntermafien die Singuldrwerte der Matrix Ry, so dass die Definition Sinn
macht. Ferner gilt das folgende
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Lemma 6.10 Sei { By}, eine Folge symmetrischer, positiv definiter Ma-
trizen des R™™. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. Die Folgen { By} und {Bk’l}keN sind beschrinkt
2. Es gibt Konstanten 8,~v > 0 so, dass fir alle y € R™ und alle k € N
gilt By"y < y" By < 'y
3. Es gibt Konstanten 5,y > 0 so, dass fir alle y € R™ und alle k € N
gilt 2y"y <y"Brly < gy"y
Beweis: ([GK1], Lemma 12.8) B
O

Zu beachten ist ferner, dass liber den Spektralsatz fiir jede symmetrische,
positiv semidefinite Matrix B € R™*" gilt:

HBH = Amax
sowie ]
1| _
”B H - )\min7

wenn diese positiv definit ist, wobei A, der maximale und A,;, der minimale
Eigenwert der Matrix B seien. In diesem Sinne folgt auch

Amind’ ¥ <Y BY < Anaxy Y

Fiir die Anwendung des Konvergenzsatzes 6.6 entscheidend ist nun der fol-
gende

Satz 6.11 Es sei (xk)keN eine Folge von zuldssigen Punkten von

(NLGO), die in einem Kompaktum K C U liegen, und es sei { Ry} o €ine
Folge beliebiger reeller nichtsinguldrer n x n Matrizen.

a) Sind die Ry, voll singuldrwert-beschrinkt, so bilden die Richtungen
d" == —RyPyp RV f (2F)
streng gradientenbezogene Abstiegsrichtungen bzgl (NLGO) und (xk) .

b) Hingt die Matriz R stetig von x € U ab und gilt R, = R (xk) fur alle k,
so sind die Ry, voll singuldrwert beschrinkt.
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Beweis: (Vgl. [M1], Korollar 2.2 und Beispiele)

a) Nach dem Satz 6.7 und dem letzten Lemma geniigt es zu zeigen, dass die
nichtverschwindenden Eigenwerte der Matrix

Bk = RkPHRkRZ

uniform beschrénkt und von null wegbeschrinkt sind. Wir wissen bereits,
dass die Eigenwerte der Einschrénkung von By auf N (H), By := B,
alle positiv und die iibrigen Eigenwerte von B} alle null sind.

Schétzen wir als erstes alle Eigenwerte von By, nach oben ab: Sei dazu A\j max
maximaler Eigenwert von By, und yj max €in zugehoriger Eigenvektor der Lan-
ge eins. Dann gilt

(yk,max)T Bkyk,max = )\k,max (yk,max)T Yk,max = )\k,max

und es folgt

)\k,max = (yk,max)T Bkyk,max
(yk,max)T RiPrr, R} Yk max

= (yk7max)T RkPERkPHRkngk,max
I

HPHRk Rzyk,max

< HRzyk,max||2
= (yk,maX)T RkRzyk,max
< Y (yk,max>T Yk,max = 7Y

Damit sind alle Eigenwerte von B, uniform nach oben beschriankt. Zeigen
wir nun, dass sie auch uniform von null wegbeschrankt sind.

Nehmen wir also an, dass die Folge der kleinsten positiven Eigenwerte der B,
cine gegen null konvergierende Teilfolge (Mg min) e g hat. Seien yg max € N (H)
mit ||Ykmin|]| = 1 eine zugehdrige Folge. Diese besitzt, da sie in einem Kom-
paktum liegt, eine konvergente Teilfolge. Gehen wir also oBdA davon aus,
dass bereits die (yx,min) e ;o KOnvergieren, sagen wir gegen y € N (H) . Ferner
betrachte die zugehorige Folge der Ry R} . Da auch diese nach Voraussetzung
in einem Kompaktum liegt und deren Eigenwerte uniform beschrankt und
von null wegbeschrankt sind, kénnen wir oBdA davon ausgehen, dass die
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Folge {RkRg}ke K« gegen eine symmetrische, positiv definite n x n Matrix £
konvergiert.

Insgesamt betrachten wir nun die Folge
RyPip, RY = RyRY (1 — HT (HR,RTHT)™' HRkR{)

fir k € K. Da die Matrix HR,RI H" grundsitzlich invertierbar ist und
gegen HEHT konvergiert und auch diese Matrix invertierbar ist, strebt die
Folge der H” (HRkRgHT)_l gegen (HEHT)_1 . Damit strebt die Folge der

RyPrp R gegen E (I — HT (HEHT)™ HE) .

Uber die Cholesky Zerlegung der Matrix F, E = RR”, mit nichtsingulérer
Matrix R erhalten wir damit

0= %IGHI% Ry Py, Ry Yimin = RPypR"Y.

Nach Satz 6.14 folgt daraus aber y € R (HT) . Wegen R" =R (HT) ®N (H)
widerspricht dies aber § € N (H), ||gy|| = 1. Damit ist nachgewiesen, dass
die positiven Eigenwerte der By uniform von null wegbeschrénkt sind.

b) Die Matrix B (z) := R (z) R (x)" sind positiv definit und Isomorphismen
des R". Auf dem Kompaktum K besitzt daher \g yax () eine obere Schranke,
wobel Mg max () den groften Eigenwert der Matrix B (z%) = R (2%) R (xk)T
bezeichne. Also besitzen alle (positiven) Eigenwerte der Matrizen B (a:k) eine
obere Schranke.

Ferner ist B (x) invertierbar mit groftem Eigenwert A_1 (), wobei Ay, (2)

den kleinsten Eigenwert von B (x) beschreibt. Fiir die z € K gibt es dafiir
eine gemeinsame obere Schranke. Daher sind die (positiven) Eigenwerte der
Matrizen B (2*) von null wegbeschrénkt.

Da nun die Eigenwerte der Matrizen B (xk) uniform beschrankt und von null
wegbeschrankt sind, sind die Matrizen R (wk) voll singularwertbeschrankt.

O

Die Suchrichtungen d := —BVf (z) := —RPyrR*V f (x) entstehen, wenn
der Raum der Iterierten zunachst iiber R in einen Bildraum transformiert
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werden, im Bildraum der steilste Abstieg gebildet und diese Richtung in den
Originalraum zuriicktransformiert wird.

Skizze:

Die Suchrichtungen kénnen auch durch Losen von Gleichungssystemen ge-
wonnen werden.

Lemma 6.12 Seien R € R™" nichtsingulir und d € R™ beliebig. Dann
sind folgende Aussagen dquvalent:

1. J: —RPHRRTVf (l’)

2. es existiert ein y € RP so, dass

( [—J(RRT)_1 (f)fT ) ( d ) = ( VI (@) ) (6.12)

3. fir beliebiges ¢ € R™ existieren y € RP und z € R" so, dass

NS

0 HT T d c
H o0 0 g | = 0 (6.13)
I 0 RRT z RRT (¢ — Vf (2))

4. d=—(RR") (Vf () — H')) mit j = (HRR'H") " HRRTV f (z).

Beweis: [B1], Lemma 1.3.7 R

Insbesondere berechnet sich d praktisch aus dem Gleichungssystem

HRR"H"y = HRR'Vf ()

z
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| |
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das man unschwer aus (6.12) herleitet. Zu beachten ist dabei, dass die Matri-
zen RRT und HRRTHT wegen der Rangvoraussetzungen symmetrisch und
positiv definit sind, d.h. dass das zuletzt genannte Gleichungssystem eine
eindeutige Losung besitzt und das numerisch stabile Choleskyverfahren zur
Losung des Gleichungssystems HRRTH'y = HRRTV f (z) herangezogen
werden kann. Auf der anderen Seite kann man wieder wie im letzten Ab-
schnitt die QR Zerlegung von H”T heranziehen, um d zu dem System (6.12)
zu berechnen. (siehe letzter Abschnitt)

Zu beobachten ist aber, dass man bei der Konstruktion fast immer mit
der Matrix B := RRT auskommt und explizit nicht die Transformation R
benotigt. Man kann also auch mit der positiv definiten Matrix B arbeiten
anstelle mit der Transformationsmatrix R. Auferdem sei darauf hingewie-
sen, dass die Systemmatrizen aus den Positionen 2.und 3.des Lemmas diinn
besetzt sind, wenn H diinn besetzt und R bzw. B z. B. als Diagonalmatrix
gewahlt wird.

Zu beachten ist ferner, dass fiir R = I die im Lemma beschriebene Abstiegs-
richtung gerade den auf N (H) projizierten negativen Gradienten beschreibt,
welcher sich aus dem System

() () -0

oder alternativ aus

0 HT T d 0
H 0 0 7| = 0
I 0 I z ~Vf(x)

berechnet. Das System (??) liefert gerade die bekannte Formel fiir d =
—PyVf(z).

Beispiel 6.13 Fin gutes Beispiel fiir die obige Suchrichtung ergibt sich, wenn
[ zweimal stetig differenzierbar und V? f (x) positiv definit ist. In diesem Fal-
le kann man die Cholexky Zerlegung

Vif(z)" = LLT

betrachten und R := L setzen. Dann berechnet sich die Suchrichtung aus

( [—{VQf(af) éJT ) ( cyi_> _ ( Vfo(flf) >
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wodurch sich B
d=—V*f ()" (V[ (z) - H"g)
mit § = (HV2f (z)~ H'T)f1 HV?f (x) "V f (z) ergibt.

Interessanterweise kann man das Gleichungssystem wiederentdecken, wenn
man versucht, das KKT-System der Aufgabe (NLG) mit dem Newtonver-
fahren zu lésen. Dieses haben wir bereits als Lagrange-Newton Verfahren
besprochen. Es sei hier noch einmal ausgefiihrt.

Das KKT-System von (NLG) lautet

~Vf()+H"Y = 0
Hxr—h = 0

und die zu (x,y) gehirige Newtonrichtung zur Lisung dieses Gleichungssy-
stems berechnet sich bei zuldssigem = aus

(T Y (hry (VI

Setzt man nun d := Az und § = y + Ay, so erkennt man das obige Glei-
chungssystem. Das Newtonverfahren, angewendet auf das KKT-System, lie-
fert also eine Abstiegsrichtung fir (NLG) . Multipliziert man darin die erste
Zeile mit (—1) und ersetzt gleichzeitig die Variable y durch (—y), so erkennt
man das GLS des Lagrange-Newton Verfahrens wieder.

Variable Metrik

Analog zum Beispiel schlieiffen wir: Die Konstruktion des transformierten
steilsten Abstiegs funktioniert mit beliebiger invertierbarer Transformation
R € R™". Es ist dann RR? symmetrische und positiv definit. Genau so
gut kann man die Cholesky-Zerlegung irgend einer positiv definiten (n x n)
Matrix zur Konstruktion einer Suchrichtung fiir (NLG) verwenden.

Sei etwa Q7! := RRT, so ergibt sich die zugehérige Suchrichtung aus

(a® 07 ) (5) - (%)

woraus ersichtlich ist, dass die Cholesky-Zerlegung nicht wirklich benétigt
wird.
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Hier wird eine neue Metrik verwendet, die der Aufgabenstellung angepasst
ist.

Satz 6.14 Sei R € R™" eine beliebige invertierbare Matrixz. Dann ist mait
Q= (RR")™

d = arg min {Vf (x)Td cHd =0, d"Qd < 1}
positives Vielfaches von

—RPyrR'V f (2)

und dieser Vektor ist zuldssige Abstiegsrichtung zu (NLGO) im Punkte x
genau dann, wenn Vf (z) ¢ R (HT) gilt.

Beweis: [B1], Satz 1.3.3 1

Im Satz wird der steilste Abstieg in € V bzgl der Metrik < u,v >:= uTQu
gesucht! Man spricht daher bei Verfahren, die die genannte Konstruktion
gradientenbezogener Abstiegsrichtungen benutzen, oft auch von Verfahren
variabler Metrik.

224



6.3 Anwendung im allgemeinen Fall

Betrachten wir nun wieder das allgemeine linear restringierte Problem in der
Standardform

minimiere  f (z)

(SPB) { s.d. Hxr=h, >0

und versuchen wir, unseren neuen Erkenntnisse zur Losung dieser Aufgabe
heranzuziehen. Wir haben zwei Moglichkeiten:

e Zum einen konnen die bereits frither angesprochene Active-Set Stra-
tegie heranziehen, bei der wir Abstiegsrichtungen immer nur im klein-
sten Randpolyeder suchen, das die aktuelle Iterierte x enthélt. Um eine
solche zu finden, kann z.B. die Zielfunktion auf die affinen Hiille des
Randpolyeders einschranken und diese Konstellation einer linear glei-
chungsrestringierten Optimierungsaufgabe als Ersatzaufgabe betrach-
ten. Die Idee dabei ist, auf dem affinen Unterraum irgendeines der
oben erarbeiteten reduzierten Verfahren anzuwenden. Will das Verfah-
ren dabei die aktuelle Iterierte iiber den Rand hinaus fiihren, so wird
diese auf dem Rand festgehalten, so dass die Iterierte in einem Rand-
polyeder niederer Dimension liegt, dessen affine Hiille nun betrachtet
wird. Diese Dimensionserniedrigung kann nur endlich oft vorkommen.
Nach endlich vielen Dimensionserniedrigungen muss ein KKT Punkt
der linear gleichungsrestringierten Ersatzaufgabe im zuléssigen Bereich
der Originalaufgabe liegen. Ist ein solcher numerisch gefunden, wird die
Dimension des affinen Teilraums wieder erweitert.

e 7Zu anderen konnen wir von einem Barriere Ansatz Gebrauch ma-
chen, der die gegebene Aufgabe auch auf linear gleichungsrestgrinier-
te Ersatzaufgaben reduziert. Grundidee ist hierbei, die Vorzeichenbe-
schrankungen als einzige Ungleichungsrestriktionen iiber eine Barrie-
refunktion aus dem System zu entfernen und die verbleibende linear
gleichungsrestringierte Ersatzaufgabe mit einem geeigneten Verfahren
zu losen.

Beide Ansétze sind in gewisser Weise komplementéar: Wahrend der erste An-
satz die Iterierten wie im Simplexverfahren im Wesentlichen {iber den Rand
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des Polyeders fiihrt, bewegen sich die Iterierten im zweiten Ansatz grund-
satzlich nur in Innern.

Im Folgenden wollen wir beide Ansétze besprechen. Dabei beschrianken wir
uns auf die Darstellung der grundséatzlichen Vorgehensweise ohne spezielle
Konvergenzbetrachtungen. Konkrete Ausgestaltungen nehmen wir nur fiir
den Spezialfall der quadratischen Optimierung vor.

6.3.1 Active-Set Verfahren

Die Active-Set Strategie haben wir bereits so beschrieben, dass im Verfah-
ren immer wieder ein Iterationspunkt erreicht wird, der im Inneren eines
Randpolyeders liegt und (numerisch) ein KKT Punkt der Einschrankung der
Aufgabenstellung auf die affine Hiille dieses Randpolyeders ist. Es ist zu klé-
ren, wie die das Verfahren danach weiter vorgehen kann. Im Prinzip muss
nun zu einem hoéherdimensionalen Randpolyeder iibergegangen werden, an
dessen Rand der aktuelle Iterationspunkt liegt, um in diesem Randpolyeder
einen neuen Iterationspunkt mit geringerem Zielwert zu finden. Dazu reicht
es, eine beliebige zulédssige Abstiegsrichtung im aktuellen Punkt zu finden,
iiber die sich das Verfahren dann vom aktuellen Punkt wegbewegt und dabei
die Zielfunktion echt absinkt.

Wir formulieren ein allgemeines Active-Set Verfahren fiir die Aufgabe

minimiere f ()
(SP) { s.d. Hx=h, Az <a

wobei H maximalen Zeilenrang habe. Wir bezeichnen den zuléssigen Bereich
von (SP) mit S. Es sei ein Unterverfahren ausgewihlt worden, mit dem die
auf affine Untervektorrdume eingeschrankte Aufgabe gelost werden soll.

Allgemeines Active-Set Verfahren

(0) Start: Wihle einen Punkt 2° € S. Setze k = 0 und = = 2°.

(1) Ersatzaufgabe: Seien A'x = a' die zu den aktiven Ungleichungen
gehorigen Gleichungen von Ax < a. Setze

(%)
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Hat M nicht maximalen Zeilenrang, so streiche geeignete Zeilen von
M, bis maximaler Zeilenrang erreicht ist und berechne die Projektions-
matrix Py;. Betrachte die Ersatzaufgabe

minimiere  f (z)

760 {0 e (%)

(2) Unterverfahren:

(a) Gilt Py Vf(x) =0, setze k = k + 1, 2 = 2 und gehe zu (5).

(b) Bestimme eine Abstiegsrichtung d und eine Schrittweite o geméaf
dem gewéhlten Verfahren zur Losung von (SPG,) .

(c) Ist Z: =2+ ad € 5, setze x := T und gehe zu (2).

(3) Aktivierung: Sonst berechne eine maximale Schrittweite ayay, mit
der & 4+ apmaxd € S gilt. Setze x := & + auaxd und gehe zu (1).

(4) Deaktivierung: Bestimme eine zuldssige Abstiegsrichtung d zu (SP)
im Punkte z und eine Schrittweite & als

a=argmin{f(r+ad):z+adeV} >0

Geht dies nicht, stopp (z* ist ein subminimaler Punkt zu (SP))

Sonst setze x = x + ad und gehe zu (1)

Konvergenz des Verfahrens

Die Konvergenz dieser Vorgehensweise ist unter geringen Voraussetzungen
leicht einzusehen.

Satz 6.15 Die gegebene Aufgabe (SP) habe die Figenschaft, dass die Ein-
schrinkungder Zielfunktion auf die affine Hiille eines jeden Randpolyeders
nur jeweils endlich viele Funktionswerte von KKT Punkten besitzt. Ist die ge-
gebene Aufgabe losbar, dann endet das Verfahren nach endlich vielen Durch-
laufen.
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Beweis: Die Aufgabe (SP) sei als 1osbar vorausgesetzt. Sei x € S ein belie-
biger zuldssiger Punkt von (SP). Dann ist z nach Konstruktion ein innerer
Punkt des (Rand-)Polyeders R, dessen affine Hiille den zuléssigen Bereich von
(SPG,) darstellt. Ausgehend von z gibt es also eine zuléssige Abstiegsrich-
tung d, die vollig innerhalb des zuldssigen Bereichs von (SPG,) verlauft und
damit parallel zum Polyeders R. d ist damit gleichzeitig zuldssige Abstiegs-
richtung in = zu (SP). Nach Konstruktion tritt diese Situation permanent
auf, da immer wieder ein (Rand-)Polyeder passend gewéhlt wird, wenn die
néchste Iterierte das Innere von R verldsst. Da es nur endlich viele Randpo-
lyeder gibt, befindet sich die aktuelle Iterierte nach endlich vielen Schritten
in einem Randpolyeder, in dessen Innerem alle zukiinftigen Iterationspunkte
liegen, die im aktuellen Unterverfahren (2) angelaufen werden. Das Unter-
verfahren berechnet also einen KKT Punkt von (SPG,), da die gegebene
Aufgabe als 16sbar vorausgesetzt wurde und daher die Zielfunktion auf dem
letzten Randpolyeder nicht unbegrenzt abfallen kann.

Ist ein KKT Punkt der aktuellen Ersatzaufgabe (SPG,) angelaufen, so folgt
ein Schritt nach Baustein (4), der den aktuellen Zielwert echt absenkt. Das
Verfahren kann also zu einem spéateren Zeitpunkt diesen KKT Punkt bzw
diesen Zielwert nicht mehr anlaufen, da die Folge der angelaufenen Zielwerte
monoton fallend ist. Da nun nach Voraussetzung insgesamt nur endlich viele
solcher anlaufbaren KK'T Punkte existieren, endet das Verfahren nach endlich
vielen Durchléufen.

O

Man beachte, dass die Voraussetzung des Satzes z. B. fiir jede Aufgabe mit
konvexer oder mit quadratischer Zielfunktion gegeben ist. Ferner beachte
man, dass die Unterfahren natiirlich in der Regel unendlich verlaufen und
daher numerisch abgebrochen werden miissen. Natiirlich birgt der numerische
Abbruch dann die Gefahr des Zykelns. Weil die anzulaufenden KKT Punkte
im Verfahren unter der gemachten Voraussetzung diskret liegen, kann dem
entgegen gewirkt werden, indem man die KKT Punkte bei fortschreitendem
Verfahren immer schéarfer berechnet. In der Praxis funktioniert das Verfahren.
Will man es garantiert konvergent machen, so sollte man z.B. die Schritte im
Baustein (4) im Rahmen eines konvergenten Mantelverfahrens wéhlen.
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Die Bestimmung einer zuléssigen Abstiegsrichtung im Punkte x im Baustein
(4) des Verfahrens kann generell durch Lésen der Hilfsaufgabe

minimiere  Vf (z)" d
(Z24s) { s.d. Ayd <0, Hd =0

angegangen werden. Andererseits kann unter einer Nichtentartungs-Voraussetzung
die zulésssige Abstiegsrichtung wie folgt ermittelt werden.

Satz 6.16 Vorgegeben sei eine beliebige Iterierte x des Verfahrens. Die im
Baustein (1) des Verfahrens gebildete Matrix M habe ohne Streichen von

Zeilen bereits mazimalen Zeilenrang. Es sei Py = I — M7 (]\/[MT)_1 M die
(orthogonale) Projektion auf den auf den zuldssigen Bereich von (SPG,.) und
sei PyVf(xz) =0, so dass x ein KKT Punkt der Aufgabe (SPG,) darstellt.

Es sei ferner w = — (]\4]\/.I'T)_1 MY f (x) und gemaf der Struktur von M sei
wl =: (uT,vT) .

Ist dann uw > 0, so ist x sogar ein KKT Punkt von (SP). Gibt es dagegen
eine negative Komponente u; von u, so entferne die zu u; gehorige Zeile von
M, nenne die entstehende Matrix M und bilde die Projektion Py,. Dann ist
d = — P,V f(z) eine zuldssige Abstiegsrichtung im Punkte x bzgl (SP) .

Beweis: (vgl. [BSS], Theorem 10.5.4) Nach Voraussetzung gilt Py V f (x) =
0. Daher gilt

0 = PyV/(x)=(I-M" (MM")" M) Vf(2)
= Vf(z)+Mw=Vf(x)+ATu+ H"v (6.14)

Ist nun u > 0, so ist x ein KKT Punkt von (SP), denn die KKT.Bedingeungen
dieser Aufgabe lauten
0 = Vf(x)+A N+ H
Hx = h, Az <a
0 = M(Az—a), A >0

und diese sind erfiillt mit A” = (u”,0) und g = v in der durch AT =
(AlT, AZT) festgelegten Zerlegung.
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Sei also u; < 0 vorausgesetzt fiir einen Index j und sei M wie im Satz
festgelegt. Nach Voraussetzung ist M von maximalem Zeilenrang.

~ ~ A -1 . ~ A -1 .
Betrachte dann Py, = I-M7* (MMT> M und @ = — (MMT> MV f (z).
Nehmen wir an, es gelte P,V f () = 0. Dann gilt:

0= Py Vf(zx)= (1 M7 (MMT)_1 M) Vf(z) = Vf(x)+ M (6.15)

Auf der anderen Seite lisst sich AT u+ H v schreiben als M TzDJra]Tuj, wobei
a; die j — te Zeile von A' sei. Damit gilt nach (6.14)

0=V/f(z)+ Mo+ alu; (6.16)
Bildet man die Differenz aus (6.14) und (6.15), so ergibt sich
O:MT(w—w)+a]Tuj

und damit wegen u; # 0 eine nichttriviale Darstellung der Form M*r = 0,
was der Rangvoraussetzung zu M widerspricht.

Also ist d = —Py,Vf () # 0 und eine Abstiegsrichtung in x :

Vi@)'d = —Vf(x)" PyVf(2)
= —Vf () PLP,Vf(z)=—||PyVf(2)]* <0

Bleibt noch zu zeigen, dass d eine zuléssige Richtung ist. Dies ist sie genau
dann, wenn Ald < 0 und Hd = 0 gilt. Nun wissen wir bereits aus der
Konstruktion, dass Ald =0 und Hd =0 gilt, wobei A' die Matrix A! ohne
die Zeile a; beschreibe. Es geniigt also nachzuweisen, dass ajd < 0 gilt. Dazu
betrachten wir die mit a; Py, vormultiplizierte Gleichung (6.16) und beachten
M P M 0:

0 = ajPy (Vf (z) + MTw + a]Tu])
= —ajaz + ujajPMa;F

Da aber Py, als Projektionsmatrix positiv semidefinit ist und daher wegen
uj < 0 auch ujajPMajT < 0 gilt, ist —a;d > 0. also gilt die Behauptung.
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O

Ein klassischer Vertreter des allgemeinen Active-Set Verfahrens ist das Ver-
fahren projizierter Gradienten von Rosen. Es verwendet als Unterver-
fahren das reduzierte Gradientenverfahren und als deaktivierende Suchrich-
tung die des letzten Satzes. Wir verzichten darauf, dieses Verfahren auszu-
formulieren.

6.3.2 Innere-Punkte Verfahren

Verfolgen wir nun den Ansatz, in der gegebenen Aufgabe (SPB) zunéchst
die Vorzeichenbeschrankungen iiber einen Barriereterm zu beseitigen und die
verbleibende linear gleichungsrestringierte Ausgabe durch eines der erarbei-
teten Verfahren zu losen.

Barriereansatz

Wir benutzen dazu einen differenzierbaren Barriereansatz
n
he (x) = gitp (2:)
i=1

mit vorgewéhltem Parametervektor ¢* = (g1, ..., 9,) € R", und einer diffe-
renzierbaren Funktion ¢ : R4y — Ry, die die Eigenschaft lim, o+ ¢ (y) =
oo besitzt. Beispielfunktionen hierzu sind

1 )
@(t):t—p mit p > 0.
Die Aufgabe nimmt dann die folgende Gestalt an:

minimiere  f () + > 1, gip ()
(BSPBy) { s.d. He=h

Diese Aufgabe kann mit jedem der oben besprochenen Verfahren bearbeitet
werden! Zu beachten ist allerdings, dass die Zielfunktion nur auf ¢/ : =R%
definiert ist.
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Wéhlt man nun eine Nullfolge { i}, mit 25 > 0 und setzt voraus, dass es
zu (SPB) eine zuléssiges x gibt mit g (x) < 0 (Innere-Punkte-Annahme),
so sind die Voraussetzungen des Konvergenzsatzes 5.25 erfiillt und das Barrie-
reverfahren, das sukzessive die Ersatzaufgaben (BS P Byg) mit Zielfunktion

f(z) — pe Zgiw ()

16st, liefert eine Iterationsfolge, deren jeglicher Haufungspunkt ein KKT Punkt
von (SPB) ist.

Zu beachten ist allerdings, dass fiir jedes py zur Ersatzaufgabe (BSPBjug)
ein globaler Minimierer bestimmt werden muss. Dies ist realistischerweise
allenfalls fiir konvexe Zielfunktion erfiillbar und beinhaltet einen groffen Re-
chenaufwand.

Verfahren mit transformiertem steilsten Abstieg

Wir entfernen uns nun vom eben beschriebenen "reinen” Barriere-Ansatz und
verwenden als Hilfsfunktion ¢ die Logarithmusfunktion ¢ = In, die nicht
mehr die Figenschaft hat, dass alle ihre Funktionswerte nichtnegativ sind.
Die Gesamtkonstruktion des Barriere-Verfahrens bleibt aber unveréndert. In
diesem Fall muss die Konvergenz des resultierenden Verfahrens erneut be-
wiesen werden.

Zu beachten ist, dass es bei der Barrierefunktion ¢ im Wesentlichen auf ihre
"Uberhohungseigenschaft” in der Nihe des Nullpunktes ankommt, sodass die
Funktion dort nichtnegativ sein sollte. Wenn Sie "weiter weg” negative Werte
annimmt, sollte dies nicht weiter stérend sein. In diesem Sinne kann ¢ = In
verwendet werden, wenngleich man diese Funktion fiir Argumente > 1 gleich
null setzen und den Ubergang differenzierbar gestalten kénnte.

Erfreulicherweise ist die mit In verbogene Zielfunktion f tatséichlich kon-
vex, sofern dies fiir die Ausgangsfunktion zutrifft. Denn die Ableitungen der
Funkton f, (z) = f () — > ., giInz; lauten

Vi (2)=Vf(x) - X 'gund Vf, (x) = V*f () + X%y

wobei X! fiir die (n x n) Diagonalmatrix steht, deren Diagonalelemente
o7t ...,z " sind, X2 entsprechend. Die zweite Ableitung ist fiir > 0 positiv

definite Matrix, wenn nur V2f (x) positiv semidefinit ist.
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Zur Vereinfachung des Gesamtverfahrens wollen wir iiberlegen, inwieweit es
geniigt, die Ersatzaufgaben nur lokal und ggf. nur unscharf zu l6sen.

Die KKT Bedingungen zur Aufgabe (BSPBg) lauten

Vflx)-X'g+H"y = 0
Hx = h

mit Lagrangemultiplikatoren y € R™.

Setzt man hierin zur Abkkiirzung z := X 1g > 0, so schreibt sich das KKT
System nun als
Vf(x)+ H'y—2=0
(Kg) Hx=h
Xz=g

Es fallt auf, dass dieses System groke Ahnlichkeit zu dem KKT System von
(SPB) aufweist.

Vi(@)+ Hy—2=0, 2>0
(KKTSPB) { Hr=h, z>0
Xz=0

Ist ||g|| sehr klein, so fehlen lediglich die Vorzeichenbeschrénkungen x > 0
und z > 0, damit beide Systeme zumindest numerisch {ibereinstimmen.

Zu bemerken ist allerdings, dass bei (K g) implizit > 0 gilt. Aus der Komple-
mentaititsforderung folgt damit aber auch z > 0. Damit ist der Unterschied
tatséchlich nur numerisch und wir erhalten bei sehr kleinem ||g|| durch Losen
von (K g) nédherungsweise einen KKT Punkt von (SPB). Wir setzen

Ou (v,y,2) = |[Vf () + H'y —2||, ¢y (2,y,2) := [|h — Hz||, ¢ (2,y,2) := || Xz]|

als Mak fiir den Erfiilltseinsgrad der KKT Bedingungen fest. Diese Werte
miissen klein sein, wenn wir (x,y, z) als numerische Losung von (K KT SPB)
ansehen wollen.

Wir wollen nun das Barriereproblem (BSPBg) mit dem Verfahren des trans-
formierten steilsten Abstiegs l6sen und dabei eine Transformation spezi-
eller Struktur verwenden: Sei z eine beliebige Iterierte. Wir wahlen eine
n X n Matrix R als Transformationsmatrix mit

RE" = (Q+ (SST)_1>_1
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wobei S eine nichtsinguldre n xn Matrix und () eine positiv semidefinite n xn
Matrix seien In diesem Fall ist mit SS7 auch (SST)_1 positiv definit und

-1
damit auch (Q + (SST)_1> positiv definit. Die Choleskyzerlegung dieser
Matrix liefert uns die entsprechende Struktur RR”.

Die Abstiegsrichtung Az berechnet sich dann aus dem Gleichungssystem

( ;I(RRT)l é{T ) ( gAm ) _ ( Vf%(:c) )

() ) (o )< (o)

Setzen wir zur Abkiirzung

also

2= X lg— (987) ' Aa

so ergibt eine Umformung des Systems

-Q HT 1 Az
H 0 0 7 =
I 0 SST Z STX g
Eine Losung (Ax, 7, 2) dieses Systems erfiillt dann mit Hz = h, § = —y das
folgende System
Vi) +Hy—2 = —QAx
h—Hx = 0

Xz = G(e—GTx (587) 7 o)
(x,9, 2) kann also als numerischer KKT Punkt von (SPB) gelten, wenn
1QAz| und HG (c—ctx(ssm)™ A:L-)H

klein sind und wenn & > 0 und 2 > 0 gelten. Setzen wir (bei festem g) die
Levelmenge

£ ={z:He=h, f,(x)</f, ()}
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als kompakt voraus, so sichert uns z. B. eine stetige Abhéngigkeit der Matri-
zen S und @) von z € RY zu, dass

|QAx| nahe an null

und
HG (e —Glx (887) 7 A:z) H nahe an ||g|

liegt, sobald ||Az|| klein genug ist. Um « > 0 und 2 > 0 sicherzustellen, sollte
allerdings auch

G(e-Gx (58") " Ax) >0

gelten. z > 0 ist nach Konstruktion automatisch gegeben, z > 0 folgt dann
im Nachhinein.

Konkret ist es vorteilhaft,
|etx (ssT) " aa| <5< (6.17)

fiir ein vorgegebenes 0 > 0 zu erreichen. In diesem Fall hat man x, z > 0 und
die offensichtlichen Abschéatzungen

0<Xz<y (6.18)

sowie

X2 gl = |6 X (857) " Aal| < 5] < [

Dies fiihrt uns zu folgendem Verfahren

Allgemeines Innere-Punkte Verfahren fiir (SPB)

(0) Start: Wihle einen Punkt x € VN R’ und 1,65 >0, 4,8 € (0,1),
7 > 0 sowie g € R} .

(1) Treiberschritt: Wihle eine beliebige Suchrichtung und eine beliebige
Schrittweite, die x zu einer neuen zuléssigen Iterierten iiberfiihrt.

(2) Suchrichtung: Wihle @, S € R™*", ) positiv semidefinit, S nichtsin-
guldr und berechne (Ax, g, 2) tiber

-Q HT I Az Vf(z)
H 0 o0 g | = 0 (6.19)
I 0 997 z SSTX g
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(3) Ab-/Umbruch:
a) Gilt x > 0 und 2 > 0 und x;%; < ¢; fiir i = 1, ..., n sowie
IVf () +H"y—2|| < e,
Stopp (numerischer KKT Punkt)
b) Gilt > 0 und 2 > 0 und || X2 — g|| < 7v||g|| sowie
|V f (@) +H"g— 2| <79l
setze g = Bg. Gehe zu (1).

(4) Schrittweite: Setze x := = + oAz mit der Eigenschaft:
o= max{ﬁl :1=0,1,2,3, } ,
so dass

z4alz>0und f(z+alz) < f(z)+oaVf(z) Az
und gehe zu (2).

Bemerkung: Der Treiberschritt gibt dem Verfahren mehr praktische Ge-
staltungsfreiheit. Hier kann ein beliebiger Schritt durchgefiihrt werden, der
Rest des Verfahrens gibt als Mantelverfahren Konvergenzsicherheit.

Konvergenzbetrachtung

Um zu erreichen, dass das Verfahren nach endlich vielen Schritten mit einem
numerischen KKT von (SPB) stoppt, sollte es nach jeweils endlich vielen
Schritten zu einer Reduzierung von ¢ gelangen: ¢ = $g. Dazu muss erreicht
werden, dass nach jeweils endlich vielen Schritten die in (2) b) genannten
Voraussetzungen erfiillt sind. Gilt dabei gleichzeitig 7 ||g|]| < &2 und ¢; < &1
fir alle ¢ = 1,...,n, so sind auch die Voraussetzungen fiir (2) a) erfiillt und
das Verfahren stoppt.

Um zu kldren, dass bei festem ¢ nach endlich vielen Schritten die Bedin-
gungen von (2) b) greifen, machen wir uns zunéchst klar, dass der einzelne
Treiberschritt kein Hindernis darstellt, wenn diese Aussage unabhéngig von
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der jeweiligen Ausgangsiterierten ist. Um dies abzuklédren, bemiithen wir Satz
6.11. Sind dessen Voraussetzungen erfiillt, ist insbesondere nach dem Trei-
berschritt £ (z die Iterierte nach dem Treiberschritt) kompakt, so wihlt das
Verfahren in dieser Phase streng gradientenbezogene Suchrichtungen. Dann
besagt Satz 6.6, dass die Folge der Suchrichtungen eine Nullfolge bildet. Dies
bedeutet, dass

HG—lX (557)7" Am” <§<1 unddamit [|X2—g|| <79l

sowie

lQAz] < gl
GX (SS7)”

1

erreicht werden kann, wenn nur und ||Q|| beschrénkt blei-

ben.
Betrachten wir also die Voraussetzungen von Satz 6.11. Damit dieser Satz

Anwendung findet, miissen bei Kompaktheit von £9 einzig und allein die
Transformationen voll singularwert-beschrankt gewahlt werden.

Fir die verwendete Transformation hatten wir (RRTY1 =Q+ (SSTY1
angesetzt, () positiv semidefinit und S nichtsinguldr. Setzt man hierin die
Folge der S als voll singularwert-beschrankt und die der ) als beschrénkt
voraus, so gilt wegen

y" (Q + (SST)_1> y=y"Qu+y" (557) 'y

fiir alle y € R™ mit ||y|| = 1, dass auch die Folge der (RRT)_1 und damit die
der RRT uniform beschrinkt und von null wegbeschrinkt ist.

Bleibt zu klédren, wann die Menge £9 kompakt ist. Nun, hierzu geniigt es, den
zuléssigen Bereich M der Aufgabe (SPB) als beschrinkt bzw. kompakt zu
fordern. Dann namlich ist die Zielfunktion f auf M beschrankt und aus der
Konstruktion der Barrierefunktion bleibt die abgeschlossene Menge £9 C M
vom Rand wegbeschréinkt und ist damit unabhéngig von der Wahl von ¢
kompakt.

Damit haben wir geklart:

Satz 6.17 Das allgemeine Innere-Punkte Verfahren verlduft unter folgenden
Voraussetzungen endlich:
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1. der zuldssigen Bereich der Aufgabe (SPB) ist kompakt
2. die Folge der nichtsingularen Matrizen S ist voll singuldrwert-beschrankt

3. die Folge der Matrizen () ist beschrinkt

Zur Wahl von Q und S

e Eine besonders einfache Wahl von @ ist ) = 0. In diesem Fall gilt
automatisch ||V f (2) + H"j — 2|| = 0 und es kann im Verfahren auf
die Kontrolle von ||V f (z) + H"y — 2| < 7 ||g|| verzichtet werden.

e [st S eine Diagonalmatrix, so ist eine weitere gute Wahlméglichkeit fiir
() als Diagonalmatrix

Q=Gy'X (557) "

wobei G die Diagonalmatrix mit dem anfianglichen g = ¢° auf der Dia-
gonalen ist. Die Beschrinktheit dieser positiv definiten Matrizen () auf
der Iteriertenfolge ergibt sich aus Beschranktheit vom x auf dem Kom-
paktum £9 und der Beschrénktheit der voll singuldrwert-beschrankten
Matrizen S.

Dann gilt nach der k—ten Anpassung von g :
FEIQAdl = ||aertx (s5T) Al <o <1
= [QAz|| <op* < B

und auch in diesem Falle kann im Verfahren auf die Kontrolle von
|V f () + H g — 2|| < 7 ||g|| verzichtet werden.

e Ist f konvex, so bietet es sich an, Q = V2f (z) zu wihlen. @ ist dann
positiv semidefinit und beschrinkt, da V2f stetig von x auf einem
Kompaktum abhéngt.

Diese Wahl ist motiviert durch das Newtonverfahren angewendet auf
das KKT System (Kg) in der Form
H'y+2-Vf(z) =
Hx—h =
2—X1lg =0
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Zu diesem System wird die Newton Richtung berechnet aus

~V2f(z) HT I Ax Vf(z)—HT -2
H 0 0 Ny | = h— Hz
GX—2 0 I Az X tlg—2

Setzt man hierin § :=y + Ay und 2 := z + Az, so ergibt sich

~V2f(z) HT I Az Vf(z)
H 0 0 ] =| h—Hx
1 0 G 1Xx? z x

Dies stimmt fiir § = G~2X und zuléssigem x mit dem System (6.19)
iiberein. Zu beachten ist, dass () bei dieser Wahl i.a. nicht diinn besetzt
ist.

Im nichtkonvexen Fall kann @ #hnlich zu V2f (x) gewiithlt werden, etwa
wie bei den Quasi-Newton Verfahren.

Es ist generell anzuraten, aus Griinden der einfachen Berechnungsméglich-
keiten S als Diagonalmatrix zu wéhlen. Eine gute Wahl ist die aus dem
Newtonverfahren

S=G:X

Zu beachten ist, das diese Wahl von S bei festem G voll singiilarwert-beschriinkt
ist, da x € L7, gilt. In diesem Fall ist

VAN

|ex (ssT) M aa| < b<1e=

HX’lAwH < 6«1

Auch der Ansatz S = pl mit kleinem p lésst sich vertreten. Dann ist
(RRT) ™' = Q + (SST)™" = Q + p1~2I vom LEVENBERG-MARQUART Typ.

6.3.3 Spezialfall: Quadratische Optimierung

Wir notieren ein oft (auch in komerziellen Programmen) verwendetes Active-
Set Verfahren der streng konvexen quadratischen Optimierung.
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Um das oben notierte Allgemeine Active-Set Verfahren zu konkretisieren und
zu illustrieren, betrachten wir die Aufgabe

minimiere f (z) = %:pTQx +plx
(@P) { s.d. Axr <a, Hx=h

mit streng konvexer quadratischer Zielfunktion. Bei streng konvexer Ziel-
funkion f konvergiert das Lagrange-Newtonverfahren zur Minimierung der
Funktion unter affin-linearen Nebenbedingungen ohne Ungleichungsrestrik-
tionen in einem Schritt. Es ist also angeraten, ausgehend von einem zuléssi-
gen Punkt x die Zielfunktion iiber der affinen Hiille H des niedrigdimensio-
nalsten Randpolyeders M, das x enthilt, zu minimieren. Die Newtonrichtung
Az ergibt dann iiber Z := x + Az unmittelbar das Minimum von f {iber H.

Es bietet sich also an, als Unterverfahren im allgemeinen active-set Verfahren
im Falle streng konvexer quadratischer Zielfunktion das Lagrange Newton
Verfahren einzusetzen.

Die folgende Formulierung des Verfahrens lehnt sich an [GK2], Algorithmus
5.3 an.

Active-Set Algorithmus fiir (QP)

(0) Start: Vorgegeben sei ein zuléssiges © € R™ zu (QP). Bezeichne I die
Menge der in z aktiven Indizes. Setze den Zahler k := 0. Sei ferner
r € Ny vorgegeben.

(1) Suchrichtung: Bestimme (Ax, \,, ) aus

Q (A,)" HT Ax ~Vf(z)
Ae 00 Ao | = 0 (6.20)
H 0 0 T 0

und setze \; := 0 fiir alle j ¢

(2) Aktualisierung:

(a) Ist Az = 0 und \; = 0, stopp, sonst bilde den Index i :=
argmin{); : 1 <j < m} und entferne die Restriktion i aus /.
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(b) Ist Az # 0 und z + Az zuldssig zu (QP), so setze © 1= x + Azx
und k := 0.

Sonst bilde den Index

&j — Aj..’]?

A As . 7 ¢ I mit Aj.Ax>0},

1= arg min{

fiige den Index 7 zu I hinzu und setze

a; — AlZL'
a = ——
r . =x+al\z

Ist a = 0, so setze k := k + 1, andernfalls setze k := 0.

(3) Sprung: Ist k > r, so berechne ein zuléssiges  mit f (z) < f (x) und
setze x := T sowie k := 0.

Gehe zu (1).

Zu bemerken ist, dass das Gleichungssystem (6.20) geméf dem Satz zum
Lagrange-.Newton Verfahren immer eindeutig losbar ist, wenn die Matrix

a

H
von Zeilen (und Spalten) zu erreichen.

maximalen Zeilenrang hat. Dies ist natiirlich immer durch Weglassen

Der Zéhler k hat die Aufgabe zu zéhlen, wie oft hintereinander ein entarteter
Schritt gemacht wird. Wird diese Anzahl zu grof, so ist auf andere Art und
Weise eine zuléssige Abstiegsrichtung zu berechnen. Dabei geniigt es, wenn
ein einziger Schritt dieses Verfahrens gemacht wird. Es kommt nur darauf
an, dass das Gesamtverfahren sich von der Stelle bewegt.

Es gilt dann der

Satz 6.18 Der Algorithmus endet nach endlich vielen Schritten mit einer
Optimallésung von (QP) .
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