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4 Laplace Transformation

4.1 Vorbemerkungen

Wir behandeln in diesem Kapitel eine weitere Transformation, die in Anwendungen bei Problemen
in Naturwissenschaft und Technik eine Rolle spielt. Haufig wird die Laplace Transformation zur
Losung linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten und entsprechender Systeme
von Differentialgleichungen verwendet.

4.2 Definition der Laplace Transformation

Im folgenden betrachten wir generell Funktionen x(t), die fiir ¢ > 0 definiert sind. Fiir ¢ < 0 denken
wir uns die Funktionen mit Null fortgesetzt, ohne dies jedes Mal explizit anzugeben.

Definition 4.1 Eine Funktion z : [0,00) — R heifit Laplace transformierbar, wenn das uneigent-
liche Integral

L{x(t)}(s) = /000 z(t)e ' dt = X(s)

fiir ein s € C existiert. Dann heiffit X (s) Laplacetransformierte von x(t).

Eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz der Laplace-Transformierten liefert der folgende Satz.

Satz 4.2 Seix : [0,00) — R stickweise stetig, und es existiere ein oy € R, so dass

/ (1)) e~ dt < o0,
0

/ z(t) et dt
0
Beweis: Da |e ™5t = |e 7 - |e ™| = ¢ gilt

/000 |z(t) e | dt = /000 |z (t)

g/ (1)) e~ dt
0

dann konvergiert das Integral

fiir alle s =0 + j7 € C mit 0 > 0y.

e tdt

.

Bemerkung 4.3 Auch im Zusammenhang mit der Laplacetransformation verwendet man das Kor-
respondenzsymbol
z(t)o—ex(s)

Beispiel 4.4 Sei x(t) = 1 fir t > 0 (Sprungfunktion, Heavisidefunktion). Dann gilt fir s =
oc+jTr€Cmito >0

1 o0
=—~e " (dao+#0)
0
1 1
=~ — Zlim e~ *
S S b—oo



Nun gilt fir s=o0+j7r€ C mitc >0

e —sb _ e—ba . e —jbT
~~ ——
—0(b=00)  peschrdankt
da o>0
Also ist .
L{x(t)}(s) = — fiir alle s € C mit Res >0
s
bzw. kurz 1
lo—e—
s

Beispiel 4.5 Sei x(t) =t" firt >0, n € Ng. Wir zeigen mattels vollstandiger Induktion, dass

L{z(t)}(s) = s fiir Res >0

n = 0: vgl. Bespiel 4.4
n = n+ 1: Mit partieller Integration erhdlt man

£{tn+1}<8) — / thrl efst dt
0
1

(0.9] 1 o0
= ——e Sl 4 nt / t"e St dt
s 0 s Jo
—_—
=L{t"}(s)
1. _ n+1
= —— lim e %" —— L{t"}(s)
S b—oo S N——
=0 fiir Res>0 =7t
_ (n+1)!
o Sn+2
Also gilt die Korrespondenz
|
no_e
gn+l

Nicht jede Funktion ist Laplace-transformierbar. Man kann aber eine Klasse von Funktionen ange-
ben, deren Wachstum nicht zu grof} ist.

Satz 4.6 Sei x(t) stiickweise stetig mit hochstens exponentiellem Wachstum, d.h.
lz(t)| < M e* mit Konstanten M,k € R

Dann existiert L{x(t)}(s) fir alle s = o + j7 € C mit 0 > k.

Beweis: Es gilt:

L))l < [ o)) o) a

<Mekt =e—to

<M/ —othk)t

—U_kfura>k:
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4.3 Korrespondenzen und Rechenregeln
Satz 4.7 (Linearitét) Seien z1(t) o—e X1(s), xo(t) o—e X5(s) und Ky, Ky Konstanten. Dann gilt
Kz (t) + Koxo(t) o—e K1 X4 (s) + Ko Xo(s)
oder anders ausgedriickt
L{K x1(t) + Koxa(t)}(s) = K1 L{x1(t)}(s) + KaL{xa(t)}(s) .
Beweis: Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Laplacetransformation. [].

Satz 4.8 (Skalierung) Ist z(t) o—e X (s), dann gilt fiira € R, a > 0

oo ()

oder anders ausgedriickt
1 S
L{z(at)}(s) = ~L{r®} (2) |
Beweis: vgl. Ubung .

Satz 4.9 (Periodische Funktionen) Sei x(t) T-periodisch, d.h. hier im Zusammenhang mit der
Laplace-Trnsformation

x(t) =0 firt <0 und z(t +nT) = x(t) firt>0 undn € N

Dann gilt
1 T
O - /0 o(t) e~ dt
Beweis: Wir zerlegen das Integrationsintervall in die Teilintervalle [0, 77, [T, 2T, [2T,3T], ... der
Lange T'. Dies ergibt
o (n+1)T
Lla®}s) =Y / 2(t) e~ dt
n=0 1T

Mit der Substitution 7 = ¢t — nT" erhalten wir daraus

E{a:(t)}(s):Z/o w(r+nT) e ") dr

ZCE(T) —@—sT@—snT

n=0
T oo
= (/ z(r)e ™" dT) Z( e sm
0 n=0
Die geometrische Reihe
— 1
—sT\n
Z( € ) o 1— e—sT
n=0

konvergiert fiir Res > 0, d.h. es gilt

C{r(t)}(s) = — /0 2(t) e~ dt
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Beispiel 4.10 Se:

.8

.6

).4

).2

z(t) = {

sint fallst > 0 und sint > 0
0 sonst

76
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Dann gilt:

L{z(t)}(s) = ﬁ/o sinte "' dt

1 L [7 f tms) _ o —tli+9)
S — ) 91 dt
1 — ¢ —27s 2] /0v {e ¢ }

1 (1

—1 t(j—s) 1 —t "

— . s) _ 1 (U+s) _q

e s e I s e -

:;i 1 e(jfs)ﬂ_l + 1 ef(j+s)7r 1
1—e 2 25 )j—s — N JEts |~ N

B 1+e—7'(8 1

_1_67271'8 82+1

B 1 1

S l—esm 241

Die folgenden Rechenregeln betreffen wieder Verschiebungen im Argument der Zeit- bzw. Bildfunk-
tion.

Satz 4.11 (1. Verschiebungssatz) Ist z(t) o—e X (s), dann gilt fir a > 0
x(t—a)o—e e X(s)

oder anders ausgedriickt

L{z(t —a)}(s) = e~ L{x(t)}(s).

Beweis: Mit der Substitution 7 = ¢t — a erhalten wir
L{x(t — a)}(s) :/ 2t —a)e "t dt
0
= / z(r) e ~S0F9 qr

a

= /OOO x(r)e*Te % dr
= e L{x(t)}(s)
(R

0 sonst

l >

0 sonst

Mit X(s) = % folgt aus dem 1. Verschiebungssatz

CLa(t— a)(s) = ée—as
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Satz 4.13 (2. Verschiebungssatz) Ist x(t) o—e X (s), dann gilt
e z(t)o—eX(s+c)

oder anders ausgedriickt
L{e™x(t)}s) = L{z(t)}(s + o).

Dabei muss s + ¢ im Definitionsbereich der Laplace-Transformierten von x(t) liegen.

Beweis: Man rechnet leicht nach, dass

e—ct —st dt

,C{ —ct

—(s+o)t gy

0=,
J

L{x S+C)

L.
Beispiel 4.14 Sei x(t) = e~ firt > 0 und Z(t) = 1 firt > 0. Dann gilt
L{e"}H(s) = L{e7T(t) }(s)
= L{z(t)}(s + 1)
! fir Re(s+1) >0, d.h. Res > —1

:s—i—l

Satz 4.15 (1. Differentiationssatz) Ist x(t) o—e X(s) und sei z(t) stickweise differenzierbar.
Dann gilt
2'(t)o—esX(s) —x(07),

wobei x(0%) = limy o4 x(t) den rechtsseitigen Grenzwert bezeichnet, oder anders ausgedriickt

L{z'(t)}(s) = sL{x(t)}(s) — 2(07).

Beweis: Mit partieller Integration gilt
L{2 (D)} (s) = / () e dt
0
=zx(t)e _St|zo + S/ z(t) et dt
0

= —x(07) + sL{x(t)}(s),

.
Bemerkung 4.16 Allgemeiner kann man auch formulieren: Ist x(t) n-mal differenzierbar, dann
qilt

k—1

{L‘(k)(t)O—OS slpk=1=0 (04+), k=0,1,....,n.

1=0

Beispiel 4.17 Se:
0 fallst <O

z(t) =< t+sint falls 0 <t <1
1+sint fallst > 1

78



Wir definieren

(1) = 0 fallst <0 (1) = 0 fallst <0 oder sint < 0
T\t = t fallst>0" Ta\t) = sint falls t > 0 und sint > 0

Dann gilt x(t) = x1(t) — x1(t — 1) + 22(t) — 22(t — 7). Mit den Korrespondenzen

1
s 1
r1(t—1) o—e ¢ '
1 1
t
xZ()OﬂqusQ 1—e"7

xo(t — ) o—e e

folgt somit

1 —s
:L‘(t)o—os—2(1—e )+1+52

Fiir die Ableitung
0 fallst <0
'(t) =< 1+costfalls 0 <t <1
cost fallst>1
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erhalten wir mit Hilfe des 1. Differentiationssatzes

L{z'(t)}(s) = sL{x(t)}(s) — x(07) = 2(1 —e )+

Satz 4.18 (Integrationssatz) Ist x(t)o—e X(s), dann gilt:

/0 Ci(r)dro—e éX(s)

s
1+ s2

oder anders ausgedriickt
1
o / r)dr}(s) = ~L{e(0)}(5).

Beweis: Mit partieller Integration erhélt man

z{/ ) dr}(s) /OOO {/Ot:c(T) dT} e it
:\_é {/Ot:c(f) dT} est|

L.
Beispiel 4.19
= —(coswt — 1)

t
-1
/ sin (wr) dr = — cos (wT)
0

Mt den Korrespondenzen

sin (wt) o—e ﬁ (vgl. Ubung)
1 o—e —
s
folgt mit dem Integrationssatz die Korrespondenz
s

52 + w?
Satz 4.20 (2. Differentiationssatz) Ist 2:(t) o—e X(s) und sei X (s) stickweise differenzierbar,
dann gilt

cos (wt) o—e

—tz(t) o—e X'(s)
oder anders ausgedriickt

LAt} () = LD} (s).

Beweis:
X'(s):%/o () e dt
:/Ooox(t)( Ye " dt
= L{—tx(t)}(s)
.
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Bemerkung 4.21 Allgemeiner kann man hier formulieren: Ist x(t) o—e X (s) und sei t*z(t) und
X(s) n-mal differenzierbar, dann gilt

(—t)rz(t) oo XW(s), k=0,1,...,n.

Beispiel 4.22 Es gilt (vgl. Ubung)

Damit folgt:

—teM o e _; - i L
(s—=A)?2 ds\s—A\
2 d? 1
2 oM _ @
e (s —A)3  ds? (3—)\>

Beispiel 4.23 Wir bestimmen die Laplace-Transformierte von x(t) = t*sin(wt), t > 0. Es gilt
(vgl. Ubung)

w
52 + w?

Littsin @) = 15 (2 ) = 2

82+W2 (82+u}2)3

L{sin (wt)}(s) =
Also folgt

4.4 Der Faltungssatz

Wir erinnern uns zunéchst an die Definition der Faltung zweier Funktionen im Zusammenhang mit
der Fourier-Transformation:

(x1 % 29)(t) = /OO x(7T)xe(t — 7)dT

—00

Sind nun z4(¢) und z5(¢) Funktionen mit () = z5(t) = 0 fiir ¢ < 0, dann gilt:
(1) =0 fir 7 <Ound 29(t —7) =0 fiir 7 > ¢

Damit reduziert sich das Faltungsintegral zu

(X1 *x29)(t) = /0 xq(7T)xe(t — 1) dT
Satz 4.24 Ist
z1(t) o—e X1(s), wa(t)o—e Xs(s)

Dann gilt
(x1 % x2)(t) o—0 X1 (5)Xo(5)

oder anders ausgedriickt

L{(z1 % 22) () }(s) = L{z1 (1) }(s) L{w2(t) } (s)
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Beweis:

L{(x1*z2)(1) }(w) = /Ooo(acl *xx9)(t) e " dt

:/OOO {/Otxl(f)xg(t—f) dT} o= it
:/OOO {/Oooxl(r)xQ(t—T) dT} o~ dt

daay(t—7)=0firr >t

_ /0 (e { /0 Tt — 1) e =) dt} dr
_ {/OOO 21(r)e dT} {/Ooo a(0) e da}

= L{z1 (1)} (s) L{za(1) }(5)

wobei wir im letzten Schritt die Substitution ¢ =t — 7 verwendet haben. [.
Wie wir sehen werden, spielt der Faltungssatz bei der Behandlung von Anfangswertproblemen fiir
gewoOhnliche Differentialgleichungen eine wichtige Rolle.

Beispiel 4.25 Gegeben sei die Laplace-Transformierte

1

X6 = s

Gesucht ist z(t), so dass X(s) = L{x(t)}(s) gilt. Zundichst gilt

mit z1(t) = 1 und xo(t) = sin(t) firt > 0. Damit ist

z(t) = (x1 % 22)(t)

t
:/ sin 7 dr
0

=1—cost

4.5 Grenzwertsiatze

Manchmal interessiert in Anwendungen das Verhalten der Originalfunktion fiir ¢t — 07 bzw. t — 0.
Dieses 148t sich unter geeigneten Voraussetzungen aus dem Verhalten der als bekannt angenomme-
nen Bildfunktion X (s) ermitteln.

Satz 4.26 Sei x(t) differenzierbar firt > 0, 2'(t) exponentiell beschrankt.
Dann gilt fir den Anfangswert
lim  sX(s)=x(0")
R@(s)%oo

Ist dariiber hinaus x(t) absolut integrierbar, so gilt fir den Endwert

lim  sX(s) = lim z(t)
s—0, Re(s)>0 t—o0
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Beispiel 4.27 Sei X(s) = =>=. Dann gilt

52+a? "
&2
lim  sX(s)= lim ——7p
Re(s)—oo Re(s)—oo S +a
=1=2z(0")
Sei X(s) = m. Dann gilt
I X(s) I !
im  sX(s)= im @
50, Re(s)>0 s—0, Re(s)>0 (8 —4)(s — 5)
1 .
=5p ~ dm )

4.6 Riicktransformation

Fiir die Anwendungsmoglichkeiten der Laplace-Transformation ist es wichtig, vom Bildbereich in
den Originalbereich zuriickzugelangen.

Die Riicktransformation geschieht in der Praxis in der Regel mit Hilfe geeigneter Tabellen, in der
Transformationspaare aufgelistet sind.

In den Anwendungen treten als Transformationsfunktionen héufig gebrochen rationale Funktionen
auf. Diese werden dann mit Hilfe der Partialbruchzerlegung in eine Summe einfacher Partialbriiche
umgewandelt. Mit Hilfe der Transformationstabelle lassen sich dann die fiir die einzelnen Summan-
den zugehorigen Originalfunktionen ermitteln.

Es gibt zwar auch Formeln fiir die inverse Laplace-Transformation, die mit £~! bezeichnet wird,
die Anwendung setzt aber weitreichende Kenntnisse voraus. Fiir den Fall, dasses sich bei X (s) um
eine rationale Funktion handelt, verwendet man die Partialbruchzerlegung (vgl. auch 2. Semester).
Wir haben es hier allerdings etwas allgemeiner mit komplexen Funktionen zu tun. Basis sind die
folgenden Sétze.

Satz 4.28 (Linearfaktorzerlegung) Ist P : C — C, P(s) = > as', ein Polynom vom Grad
n € N, so ldsst sich P(s) darstellen durch die Linearfaktorzerlegung

P(s) =an(s—s1)" (s —89)2 -+ (s—s)™,

wobei $1, Sa, ..., s € C die Nullstellen von P(s) mit den Vielfachheiten ri,ra, ..., 1, € N, r{+19+
-+ + 1, = n bezeichnen.

Beispiel 4.29

P(s)=5"+5*+55+9+12j
=(s = (1=25)(s =3j)(s +2+)

Hierbei istn =3, ry =ro =13 = 1.
P(s)=s"+2(3 — 5)s* + 3(3 — 45)s* — 2(3 4+ 105)s — 10
=(s+3=5)(s+3+7)(s—J)"
Hierbei istn =4, ry =ro =1 und r3 = 2.
Zur Partialbruchzerlegung gilt:
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Satz 4.30 Ist R(s) = P(s)/Q(s) eine rationale Funktion, so dass der Grad von P kleiner als der
Grad von Q) ist, und besitzt () die Linearfaktorzerlegung

Q(s) = ap(s— 1) - (s —89)2 - (s—s8)",
so lasst sich R darstellen als .
-z Al,m
R(S) - mZ:1 - (S _ Sm)l

mit geeigneten Koeffizienten A;,, € C.

Beispiel 4.31 Se:

82

st —1°

R(s) =
Fiir das Nenner polynom gilt die Faktorisierung

Qs) = (s =1 (s +1)(s = j)(s +J).
Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung ist somit

A B C D
R(s) = + + -+ .
s—1 s4+1 s—35 s+

Multiplikation mit Q(s), sortieren nach Potenzen von s und Koeffizientenvergleich liefert das lineare
Gleichungssystem
0=A+B+C+D
1=A-B+;C—-3D
0=A+B-C-D
0=A-B—-jC+jD
mat der Lésung
1 1 J J
A=-, B=-—- =—-= D==
4’ 4’ ¢ 4’ 4
Im Fall einfacher Nullstellen des Nennerpolynoms )(s) kann man die Koeffizienten fiir die Partial-
bruchzerlegung auch einfacher gewinnen.

Satz 4.32 Ist R(s) = P(s)/Q(s) eine rationale Funktion, so dass der Grad von P kleiner als der

Grad von Q) ist, und besitzt (Q nur einfache Nullstellen sq,. .., sk, so ldsst sich R darstellen als
P 1 P 1
R(s) = fsl)_____ S fsk)_____
Q'(s1) s — 51 Q' (sk) s — sk
Beispiel 4.33 Sei wieder
2
S
R(s) = .

Fiir das Nenner polynom gilt die Faktorisierung
Qs) = (s =D (s +1)(s = J)(s +J),
d.h. Q(s) besitzt nur einfache Nullstellen. Mit
Q'(s) = 4s®

ergibt sich also




Damit kénnen wir nun fiir bestimmte rationale Funktionen (einfache Nullstellen des Nennerpoly-
noms) die Riicktransformation wegen der Korrespondenz

at 1
(§] o—e
s—a
angeben.
Beispiel 4.34
2
S
R —
(8)= 7
1 1 1 1 J 1 n 1 1
4 s—1 4 s+1 4

i(et— e_t—jejt—i—je_ﬁ)
1
2

(sinht + sint)

Den Fall mehrfacher Nullstellen konnen wir mit Hilfe des 2. Differentiationssatzes (vgl. Satz 4.20,
Bemerkung 4.21 und Beispiel 4.22) lésen, da

1
(k—1)!
Beispiel 4.35 Die rationale Funktion

tk‘*l at

o—o#fﬁrkzz
(s —a)*

1 1
M= =37 v p

ist die Laplacetransformierte von

r(t)y=tel +te 7"
=2t - cost

4.7 Anwendung: Losung von AWP fiir lineare DGL mit konstanten
Koeffizienten

Wir erldutern die Vorgehensweise zunéchst an Hand von Beispielen.
Beispiel 4.36

2" (t) + 2’ (t) — 2z(t) = e > mit 2(0) =1 und 2/(0) = 1
Nach dem Differentiationssatz gilt mit x(t) o—e X(s)

2'(t) o—e sX(s) —x(0")
2" (t) o—e s?X(s) — sx(0") — 2/(0T)

Auflerdem gilt mit 1 Oﬂ% nach dem zweiten Verschiebungssatz

e72to—o !
s+2
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Wir wenden nun die Laplace-Transformation auf die Differentialgleichung an und erhalten mit
Finsetzen der gegebenen Anfangsbedingungen

1

{s°X(s) —s— 1} 4+ {sX(s) — 1} —2X(s) = p——

1
= X(s)(s°+5—2)= —— +5+2
~—_—— s+ 2
chrakt. Pol.

Lésen der Gleichung im Bildbereich liefert

1 s+ 2
X(s)= +
(s) (s+2)(s*+5—-2) s2+s5—2
—_——
(s+2)(s—1)
1 1

G221 s-1

Diese Lisung muss nun in den Originalbereich zuricktransformiert werden. Fir die Riicktransfor-

mation von m fiihren wir zundchst eine Partialbruchzerlegung durch.
Ansatz:
1 A B C
= + +
(s+2)2%(s—1) s+2 (s+2)2 s—1
d. h.

1=A(s+2)(s—1)+B(s— 1)+ C(s + 2)

Die Koeffizienten lassen sich hier recht einfach durch Finsetzen spezieller Werte fiir s ermitteln.

s=1:1=9C
s=—-2:1=-3B
s=0:1=-2A—-B+4C

Die Lésung des linearen Gleichungssystems lautet

1 1 1
A=——-, B=—=, (C=-=
9’ 3’ 9
Also gilt die Darstellung
1 1 1 1 1 1 1
X(s)=—= . — . hd
(s) 9 s+2 3 (3+2)2+9 s—1 s—1
1 1 1 1 10 1

0 512 3 (sr22 9 5.1

Die Riicktransformation kann jetzt termweise mit Hilfe der Tabelle oder mit bekannten Korre-
spondenzen und Ausnutzung der Rechenregeln durchgefiihrt werden. Dies ergibt die Losung des

Anfangswertproblems:

1 1

1
x(t):—ge’%— Ut

—te M4 e
3 9

Beispiel 4.37

2" (t) — 22'(t) + 2x(t) = sin (3t) mit (0) = 0 und 2'(0) =0
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Nach dem Differentiationssatz gilt mit x(t) o—e X(s)

2'(t) o—e sX(s) —z(0")
2"(t) o—e s°X(s) — sx(07) — 2/(07)

1

Auperdem gilt mit sint o—e —— nach dem Skalierungssatz

in (3t
sn(BoTe 3

Wir wenden nun die Laplace-Transformation auf die Differentialgleichung an und erhalten mit
FEinsetzen der gegebenen Anfangsbedingungen

3
s2+9

s2X (5) — 25X (s) +2X(s) =

3
—= X 2_9542)=
() (8 =252 = o
charakt. Pol.

Losen der Gleichung im Bildbereich liefert

X(s) = i

(s249)(s? — 25+ 2)

Diese Losung muss nun in den Originalbereich zuricktransformiert werden. Fir die Ricktransfor-
mation der rechten Seite fiihren wir zundchst eine Partialbruchzerlequng durch. Da die quadrati-
schen Faktoren im Nenner in R irreduzibel sind machen wir den Ansatz:

3 _A3+B Cs+ D

(s249)(s?—2s+2) 249  s2—25+2

d. h.

3=(As+ B)(s* =25 +2)+ (Cs + D)(s* +9)
=
3=5(A+C)+s*(—24+ B+ D)+ s(24 - 2B +9C) + 2B + 9D

Koeffizientenvergleich liefert:

0=A+C
0=-2A+B+D
0=2A-2B+9C
3=2B+9D

Die Lésung des linearen Gleichungssystems lautet

A:£7 B:—E7 C:_E, D:§
85 85 85 85

Also gilt die Darstellung

1 [6s—21 —6s + 33
X(s) = —
(s) 85{32+9+32—23—|—2}
1 3 7 1 s—1 1
=_{9. 3 _ _.___ _6.— — 7.~
85{ (%)2+1 3 (§)2+1 (8—1)2+1+ (8—1)2+1}



Die Riicktransformation kann jetzt termweise mit Hilfe der Tabelle oder mit bekannten Korre-
spondenzen und Ausnutzung der Rechenregeln durchgefiihrt werden. Dies ergibt die Lésung des
Anfangswertproblems:

1
x(t) = % {6 cos (3t) — 7sin (3t) — 6e cost + 27 e’ sint}
Beispiel 4.38
2" (t) — 22'(t) + x(t) = sint mit x(0) =0 und 2'(0) =0
Nach dem Differentiationssatz gilt mit x(t) o—e X(s)
2'(t) o—e sX(s) — z(07)
2" (t) o—e 52X (s) — sx(0%) — 2/(0T)

Auflerdem gilt sint o—e # Wir wenden nun die Laplace- Transformation auf die Differentialglei-

chung an und erhalten mit Finsetzen der gegebenen Anfangsbedingungen

1
s2+1

2X(s) —2sX(s) + X(s) =
1

— X —1)2 =
() -1 =
charakt. Pol.

Losen der Gleichung im Bildbereich liefert

1
(s = 1)*(s* + 1)

X(s) =

Diese Lisung muss nun in den Originalbereich zuricktransformiert werden. Fir die Riicktransfor-
mation der rechten Seite fiihren wir zundchst eine Partialbruchzerlegung durch.
Ansatz:

1 A B Cs+ D

(s —1)%(s2+1) 8—1+(8—1)2+ s2+1

d. h.

1=A(s—1)(s*+ 1)+ B(s*+ 1) + (Cs + D)(s — 1)
&
1=5(A+C)+s*(-A+B—-2C+D)+s(A+C—-2D)—A+B+D

Koeffizientenvergleich liefert:

0=A+C
0=—-A+B-2C+D
0=A+C-2D

l==A+B+D

Die Losung des linearen Gleichungssystems lautet



Also gilt die Darstellung

1 1 1 s
X(s)= =4
(s) 2{ s—1+(s—1)2+52—|—1}

Die Riicktransformation kann jetzt termweise mit Hilfe der Tabelle oder mit bekannten Korre-
spondenzen und Ausnutzung der Rechenregeln durchgefiihrt werden. Dies ergibt die Losung des
Anfangswertproblems:

z(t) = % {—e’+te" + cost}

Wir behandeln das Problem nun in allgemeiner Form. Dazu betrachten wir exemplarisch ein An-
fangswertproblem zweiter Ordnung, wobei die Differentialgleichung linear mit konstanten Koeffizi-
enten ist, d.h.

2" (t) + px'(t) + qz(t) = f(t) mit 2(0) = 2 und 2'(0) = z;

Wir wiederholen zunéchst die aus dem zweiten Semester bekannte Methode und untersuchen dann,

wie man das Problem mit Hilfe der Laplace-Transformation 16st.
Bekannte Methode:

a) Losen der homogenen DGL
#(t) + pr'(E) + ga(t) = 0

Ansatz: z(t) = e, d.h. 2/(t) = se, 2"(t) = s*e®
Einsetzen in die DGL und Division der Gleichung durch e® liefert die charakteristische
Gleichung

2 +ps+q=0

Es konnen drei verschiedene Fille eintreten:

i) Zwei verschiedene reelle Nullstellen s; und s,. Dann ist
Ih(t) = Cl € s1t + CQ 682t

die allgemeine Losung der homogenen DGL.

ii) Eine doppelte reelle Nullstelle s;. Dann ist
zp(t) = Cre®™ + Oyt e

die allgemeine Losung der homogenen DGL.

iii) Ein Paar konjugiert komplexer Nullstellen s; = a + j5 und sy = a — j. Dann ist
xp(t) = e®(Cysin (Bt) + Cycos (Bt))
die allgemeine Losung der homogenen DGL.

b) Eine partikulére Losung der inhomogenen DGL erhélt man je nach Typ der Storfunktion mit
einem speziellen Ansatz (vgl. entsprechende Tabellen) oder mit Variation der Konstanten. Sei
die partikuldre Losung x,(t).

c¢) Die allgemeine Losung der DGL ist dann



d) Setzt man nun die Anfangsbedingungen in die allgemeine Losung ein, so erhilt man Werte
fiir die Konstanten C; und Cy. Mit diesen Werten erhélt man aus z(t) die Losung des AWP.

Methode mit Hilfe der Laplace-Transformation:
Wir wenden die Laplace-Transformation auf die DGL an, nutzen den Differentiationssatz aus und
setzen die Anfangsbedingungen ein. Damit erhalten wir

{s°X(s) — swo — a1} + p{sX(s) — wo} +¢X(s) = L{F()}(s)
& X(s)(s*+ps+q) =L{f®)}(s)+ (s +p)ag + 13
char. Pol.

Auflésen nach X(s):

1 s+p 1

X(s) = ——LL{f(t)}(s) + +
() s2+ps+q {/®)}s) x032+ps—|—q x132+ps+q

Auch hier sind wieder drei Falle zu unterscheiden.

a) Das charakteristische Polynom besitzt zwei verschiedene reelle Nullstellen s; und ss, d.h.

s+ ps+q=(s—s51)(5s— 52)

und es gilt
p=—(51+ 52)
Dann ist also:
1 — 81 — 1
X(s) = LLFOMs) + mo L7524 )

(s —s1)(s — s9) (s —s1)(s — s2) (s —s1)(s — s2)

Fiir die Riicktransformation benétigt man also die Partialbruchzerlegungen von

1 S — 81 — 89

(s —s1)(s— s9) (s —s1)(s— s9)

Diese lauten

1 1 1 1 1
(3—31)(3—52)_31—32'3—31_31—32.5—52
§—8 —S So 1 S1 1

(8—81)(8—52)__81—82.8—51—1—81—82.5—82

Damit erhalten wir im Bildbereich

o | Exrriatret [2110) (O R PP Oy

S1 — S S — 851 S — So S — 851 S — 89

Mit der Korrespondenz 1 o—e %, dem zweiten Verschiebungssatz und dem Faltungssatz ergibt
sich somit durch Riicktransformation die Losung des Anfangswertproblems:

1

x(t) = p— {[e™ — e™'] x f(t) + (x1 — wos2) €*' + (w51 — 31) ™'}
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b)

Das charakteristische Polynom besitzt eine doppelte reelle Nullstelle sq, d.h.
24+ ps+q=(s—s)*
und es gilt
p=—25
Dann ist also:

1 8—281 1
X(s) = mﬁ{f(t)NS) + Zo (s — s1)2 T (5 — 51)2

Fiir die Riicktransformation benétigt man also die Partialbruchzerlegung von

s — 281
(s —s1)?
Diese lautet
s — 28 1 1
= _ 8 - —
(s—s1)> s—s1 ! (s —s1)?
Damit erhalten wir im Bildbereich
X(8) = ——— L{ (D} (5) + 20 - —— + p—
§)=——— s) 4+ xg - T1 — TSy ) ———
(5 —51)2 s — s P s —g))?

Mit den Korrespondenzen 1o—e %, to—e s%, dem zweiten Verschiebungssatz und dem Fal-
tungssatz ergibt sich somit durch Riicktransformation die Losung des Anfangswertproblems:

x(t) = (te®") x f(t) + zoe™" + (1 — wgsy )t e

Das charakteristische Polynom besitzt ein Paar konjugiert komplexer Nullstellen s; = a+ 53
und s; = a — 55, d.h.

sS+ps+q=(s—a—jf)(s—a+jb)=(s—a)’+p

und es gilt
p=—2«
Dann ist also:
1 s — 2« 1
MO =G ap e IO i g
1 — 1
~ GtV ON) G + e

Mit den Korrespondenzen sint o—e ﬁ, costo—e *=, dem zweiten Verschiebungssatz, dem
Skalierungssatz und dem Faltungssatz ergibt sich somit durch Riicktransformation die Losung
des Anfangswertproblems:

z(t) == (e*sin (Bt))  f(t) + %(:1:1 — moar) e * sin (Bt) + xg e * cos (Bt)

|
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