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2 Fourierreihen

Viele zeitliche Vorgénge, wie z.B. Die Schwingung eines (idealen) Pendels, Wechselspannungen, etc.
lassen sich durch zeitabhéngige Funktionen der Form

z(t) = Asin (wt + )

beschreiben. Man spricht von sogenannten harmonischen Schwingungen mit der Kreisfrequenz w
und der Amplitude A. Mit ¢ bezeichnet man die Phasenverschiebung oder den Nullphasenwinkel.
In Anwendungen hat man es haufig auch mit Vorgédngen zu tun, die zwar periodisch sind, sich
aber nicht mehr in der oben genannten einfachen Form beschreiben lassen. Beispiele hierfiir sind
Kippspannungen (Ségezahn)

=15 -10 -5 5 10 15
t
und der Sinusimpuls eines Gleichrichters.
-10 -5 ) 10
t

Bei der Analyse zeitlich periodischer Vorgénge (Signale, Funktionen), geht es im wesentlichen dar-
um, das Spektrum, d.h. die im Signal enthaltenen Anteile der Grundkreisfrequenz und Vielfacher
davon (sog. Harmonische) zu bestimmen. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von harmo-
nischer Analyse.

Umgekehrt méchte man aus der Kenntniss des Spektrums das Signal (die Funktion) rekonstruieren.
Diesen Vorgang bezeichnet man mit Synthese.

Mathematisch geschieht dies mit Hilfe von Fourierreihen.

2.1 Definition der Fourierreihe

Definition 2.1 (Fourierreihe, Fourierkoeffizienten) Seien T >0, w = 2% und z : [0,T] — C
stiickweise stetig und x T-periodisch fortgesetzt. Dann ist die Fourierreihe von z(t) definiert durch
die Zuordnung

S{z}(t) = 30 Zancos (nwt) + by, sin (nwt)] ,
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wobei die sogenannten Fourierkoeffizienten durch

o [T
:—/ ) cos (nwt) dt, n € Ny, b, _T/ x(t) sin (nwt) dt , n € N,
0

gegeben sind.

Bemerkung 2.2 a) Wegen der Periodizitit von x, sin und cos kann man bei der Berechnung der
Fourierkoeffizienten statt iber [0, T] auch iber jedes andere Intervall der Linge T integrieren,
B. [-T/2,T/2].

b) Auch bei den Fourierreihen beschrinkt man sich hduﬁg auf die Betrachtung 2m-periodischer
Funktionen. Ist also speziell T' = 27, dann ist w = 5= = 1 und die in Definition 2.1 angege-
benen Formeln vereinfachen sich zu

S{z}(t) = EO Zancos (nt) + by, sin (nt)]

mit den Fourierkoeffizienten

™ ™

27 1 27
0 — _/ () cos (nt) dt, n € N, by — —/ o()sin (nt) dt, n € N.
0 0

c) Weder die Konvergenz der Fourierreihe, noch die Gleichheit S{x}(t) = x(t) an einzelnen
Stellen t sind von vornherein gesichert. Auf diese Fragestellungen werden wir an spdterer
Stelle eingehen.

Beispiel 2.3 Sei z(t) = cos(t/2), t € [—m,7), x(t) 2n-periodisch oder gleichbedeutend damit
x(t) =|cos (t/2)|, t € R.

Berechnung der Fourierkoeffizienten:

1 [ t
ao——/ cos — dt
T 2
2 [T t
:—/ cos — dt
T Jo 2
2 t|”
= —-2sin—
T 2|,

4
= —(sin T sin 0)
s 2
4
=,
ao 2
d.h. —=—
2 T

[\)
oo



Firn € N erhalt man

gerade
——~
1 [ t
a, = —/ cos = cos (nt) dt
TJ = 2 ~——
gerade gerade
2 [T t
= —/ cos — cos (nt) dt
T Jo 2

_ % /OW% [Cos ((% _ n)t) + cos ((% + n)t)} it

L2 (Ao me) - —2sin (e
= — in|(=z— in( (=
Tl1—2n 2" T+on 2"

r s

2 1 1 1 1
=— 1= sin ((5 - n)w) —sin0 p + T+ on sin ((5 + n)7r> —sin0
i —(~1n —(1n o
4 1
— (1)
7r< ) 1 —4n?
ungerade
L[ B
b, = —/ cos — sin(nt) dt
T J_n 2 N——
gerade ungerade
=0

Die Fourierreihe lautet somit:

2 A
S{z}(t) = — ;Z 1_477/2cos(nt)

™

Bemerkung 2.4 Konvergiert die Fourierreihe gegen die Funktion, so kann man thre Partialsum-
men fir die Approrimation der Funktion verwenden. Unter welchen Umstinden dies der Fall ist,
behandeln wir an spdterer Stelle. Konkret bedeutet das, dass man x(t) durch die N-te, N € N,
Teilsumme, also durch ein trigonometrisches Polynom vom Hdéchstgrad N anndhert:

Sn{z}(t) = % + Z[an cos (nwt) + by, sin (nwt)]

n=1

Beispiel 2.5 Zu z(t) = |cos (t/2)], t € R, betrachten wir (vgl. auch Beispiel 2.3)

Sy{z}(t) == —Z 1_4n2005(nt),N:1,2.

Bemerkung 2.6 Statt in der oben angegebenen Form kann man die Fourierreihe auch als Sinusrei-
he plus Gleichanteil darstellen. Dazu werden die Terme mit gleichen Frequenzen zusammengefasst,
d.h.

a,, cos (nwt) + b, sin (nwt) = A, sin (nwt + ©,,)
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J).8

).4
0 1 2 3 4 5 6
t
Approximationen fiir N =1 und N =2
maut a
arctan b—" falls b, > 0
M= ETE =] & Jallsh=0.0,>0

-5 falls b, =0,a, <0

T + arctan §* falls b, <0

Die A, sind die jeweiligen Amplituden (maximalen Auslenkungen) und die @, die zugehdrigen
Phasenverschiebungen (Nullphasenwinkel).
Die Fourierreihe erhdlt dann die Form

S{z}(t) = % + Z A, sin (nwt + ¢p,)

Stellt man die Amplituden A,, und die Nullphasenwinkel @, als Funktion von n dar, so erhdlt man
die sogenannten Amplituden- und Phasenspektren, die nur zu diskreten Werten Funktionswerte
besitzen. Sie werden dargestellt, indem an den entsprechenden Werten fiir n Linien der Hohen A,
bzw. @, eingetragen werden. Sie werden daher auch als Linienspektren bezeichnet.
Beispiel 2.7 Fliir x( ) = |cos(t/2)|, t € R, lesen wir aus Beispiel 2.3 einen Gleichanteil von 2
1
2

Amplituden A, = — und Phasenverschiebungen von o, = 5 ab. Somit ist

[e.o]

4 s
sin (nt + —) .

S = —
{z}() +7rnl4n2 2

Bemerkung 2.8 a) Oft viel einfacher zu handhaben ist die Darstellung der Fourierreihe mit
Hilfe der Funktionen e’™, n € Z. Die Fourierreihe lisst sich damit auch in der Form

S{z}(t) = Z cp eIt
mat den Fourierkoeffizienten
1" ot
n = — tye "dt ,n €7,
c T/o x(t)e n

darstellen.

b) Im Fall T = 2w, d.h. w=1, gilt

S{z}(t) Z cp el

n=—oo
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mit den Fourierkoeffizienten
1 2

=5 i x(t)e 7" dt n € Z.

Cn

c) Fir die Umrechnung der Koeffizienten gelten wieder die Formeln (vgl. Satz 1.38)

1 ) .
Co = 5(10 y Cn = %(an _]bn) y C—n = %(an +]bn)
ag =2¢y, A =Cp+C_p, by=7jlc, —c_p)

Beispiel 2.9 (Kippspannung, Sigezahn) Sei x(t) =t, t € [0,27), z(t) 2w-periodisch.

-15 -10 -5 5 10 15
t
Berechnung der Fourierkoeffizienten:
1 2m
= — tdt
@ 2m Jo
2m
= ilﬂ
22 |,
=7

Fiir n # 0 erhdlt man mittels partieller Integration
1 2

=— [ teMdt
2 Jo

Cn




Beispiel 2.10 Mit den Umrechnungsformeln aus Bemerkung 2.8 erhalten wir fir x(t) = | cos (t/2)],
t € R, die Fourierkoeffizienten (vgl. Bespiel 2.3)

Qo 2
o= — = —
07 9 T
e falls n > 0 1
n =19 o’ =2(-1)"———r,
¢ { 5™ falls n < 0 (=1) 7(1 — 4n?)
d.h. die Darstellung
2 2 1
— — _ 1\ jnt
S{a}(t)=—+ n;ﬂﬂ( 1) (1= 4n2)

fiir die Fourierrethe.

2.2 Rechenregeln

In diesem Abschnitt werden einige Rechenregeln zusammengestellt, die die Bestimmung der Fou-
rierreihen bzw. Fourierkoeffizienten zum Teil erheblich vereinfacht. Fiir konkrete Anwendungen ist
dies daher ein besonders wichtiger Abschnitt.

Im folgenden seien z,y : R — C T-periodische und auf [0, T stiickweise stetige Funktionen mit
den Fourierreihen S{x}(t) =3 " _ c,e?™" S{y}(t) => " _ d,e’™"

n n=—oo

Satz 2.11 (Linearitit) Fir «, 5 € C sind die Fourierkoeffizienten von ax + Sy durch ac, + fd,
gegeben, d.h. es gilt

o

S{ax + By}(t) = Z (ac, + Bdy,) e?™".

n=—oo

Beweis: Nach Definition gilt fiir die Fourierkoeffizienten von ax + fy:

%/OT(ax(t) + By(t)) e ™ dt = o {% /OTa;(t) e It dt} + {% /OTy(t) e It dt}

= ac, + fd,
.

Beispiel 2.12 Seien x(t) = |cost/2|, t € R und y(t) =t, t € [0,27), y 2mw-periodisch.
Nach Beispiel 2.10 und Beispiel 2.9 sind die Fourierrethen durch

2 — 1 .
S t)=— —1)r ™
- ] int
S = =e’
who=r+ > Lo
n=—00,n#0
gegeben.
Die zugehorigen Fourierkoeffizienten sind
2 1 ]
n:__]- n—’ Zvd - 7dn:_7 ZJ 0.
c 7T( )<1_4n2>n€ 0= —nE€ n #
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Wir betrachten nun die Funktion
t
2z(t) + y(t) =2 cos§| +t—2km, te€2kn,2(k+ 1)), k €Z,
bzw. gleichbedeutend

t
z(t) = 2x(t) + y(t) = 2| cos §| +t,t €|0,2m), z2m-periodisch.

:*8

Die zugehorigen Fourierkoeffizienten sind somit durch
4

200 + d() = -4+
s

und fiir n # 0 durch
Yew b dy = (-1t
T = o 1—4n2 n

gegeben. Die Fourierreihe von 2x(t) + y(t) lautet somit

Satz 2.13 (Zeitumkehr, Konjugation) a) Sei 2(t) = z(—t), t € R. Dann gilt fir die zu-
gehorigen Fourierkoeffizienten

Cp = Cn,

d.h. fir die Fourierreihe

S{z}t) = Z Coped™t,

n=—oo

b) Sei Z(t) = 2*(t), t € R. Dann gilt fir die zugehdrigen Fourierkoeffizienten

~ *
Cp =C_,,

d.h. fir die Fourierreihe

S{Et) = Y ¢, e

n=—oo

Beweis:
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a) Mit der Substitution 7 = —t erhélt man

I -
bn=m | &(t)e "t dt
= 1p i z(t)e
1 T
—— jnwtdt
T ; l' e
10 :
= T - ZL’(’T) eI dT
1 T
—— and
T ; Z’ T
=c_,

b) Es gilt

Satz 2.14 (Dilatation, Skalierung) SeiZ(t) = z(ct), t € R, ¢ > 0. Dann gilt fiir die zugehdrigen
Fourierkoeffizienten
Cp = Cn,

d.h. fiir die Fourierreihe

o0

S{z}(t) = Z cp ™ mit w = 2%0.

n=—oo

Beweis: Wenn z(t) T-periodisch ist, so ist #(t) T'/c-periodisch. Mit der Substitution 7 = ct erhélt

man
T/c
:_/ 7j’l’LQ7TCt dt
T/c
:—/ x(ct)e —In%FEt gy
/ (r) e
=— x(1)e T
T Jo
L.

Bemerkung 2.15 Der Skalierungssatz besagt, dass eine Anderung der Frequenz oder Zeitskala
keinen Einfluss auf die Amplituden der Teilschwingungen hat.
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Beispiel 2.16 Fir die Funktion x(t) =t, t € [0,27), x 2m-periodisch (Sdgezahn) gilt (vgl. Beispiel
2.9)

o =T, cn:lfa’rn#(),
n
d.h. .
j jnt
S t) = =e’
{x}() 7T+n:§o:n7é0ne

Fiir z(t) = x(2t), d.h. Z(t) = 2t, t € [0,7), T 7-periodisch gilt dann

Verschiebt man eine Funktion z(¢) um ¢, auf der ¢-Achse (im Zeitbereich), so ergeben sich die Fou-
rierkoeffizienten der verschobenen Funktion durch Multiplikation eines sogenannten Phasenfaktors.
Genauer gilt:

Satz 2.17 (1. Verschiebungssatz, Translation) Sei Z(t) = z(t —ty), t € R, to € R. Dann gilt
fur die zugehorigen Fourierkoeffizienten

d.h. fiir die Fourierreihe

SEEHE = 3 (e e, ) e

n=—00
Beweis: Mit der Substitution 7 =t — ¢y erhélt man

1 [T }
e =17 T(t)e It dt
0
1 /7 ,
= [ alt—to)e ™ dt
0
1 T—to

= — x(T)e —gnw(rtto) g

T

_to

_ —jnwtol g —JjnwT
=e T z(T)e dr
0

e f]nwtocn
L.

Beispiel 2.18 Sei z(t) =t , t € [0,27), x 2w-periodisch (Sdgezahn) und T(t) =t —7/2 ,t €
[1/2,57/2), & 2m-periodisch. Dann gilt:

T(t) =x(t —7/2)
Also sind (vgl. Beispiel 2.9) die Fourierkoeffizienten von

60: eOC():’T('
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und fiirn # 0

Die zugehorige Fourierreihe lautet also

S{z}=n+ Z —(_‘ZL) J edmt
n=—o00,n#0

Bemerkung 2.19 Man beachte, dass eine Verschiebung von x(t) nach oben oder unten nur eine
entsprechende Anderung im Gleichanteil nach sich zieht.

Satz 2.20 (2. Verschiebungssatz) Sei (t) = e/*!z(t), t € R, k € Z. Dann gilt fiir die zu-
gehorigen Fourierkoeffizienten

Cp = Cn—k
Beweis:
1 (T ,
Gy = = /O T(t)e ™t dt
1 (T . .
=7 /0 z(t) e Tht e =it gy
1 (T ,
== /O z(t) e TRt gy
=Cp—k
.

Beispiel 2.21 Sei z(t) = |cos (t/2)], t € R, und Z(t) = cost|cos (t/2)|, t € R. Dann gilt mit der
FEulerschen Formel (vgl. Bemerkung 1.37)

2(t) =

(e + e~9t) x(t)

(e'z(t) + e 7'a(t))

N — DO —

Mit den Fourierkoeffizienten von x(t) (vgl. Beispiel 2.10) gilt dann nach Satz 2.20

. 1
Cp = i(cnfl + Cn+1)

n+11 ! .
-0 )

Im folgenden betrachten wir, wie sich gewisse Symmetrieeigenschaften der Funktion auf die Fou-
rierkoeffizienten auswirken. Sei wieder allgemein zunéchst z(t), ¢t € R, T-periodisch.
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Satz 2.22  a) Ist x(t) gerade, d.h. z(t) = x(—t), t € R, dann gilt

4 [T/

an:—/ x(t) cos (nwt) dt , n € Ny
T Jo

b,=0,n€eN

bzw.

Cp=C_y, = a2" n € Ng.

Die zugehérige Fourierreihe ist somit eine Cosinus-Reihe.
b) Ist x(t) ungerade, d.h. z(t) = —x(—t), t € R, dann gilt
Ap = 0 , N e NO

T/2
b, = —/ x(t) sin (nwt) dt , n € N
T Jo

bzw.
Co — 0
o eN
Cph=—"C_p=—)—,Nn .
2
Die zugehdérige Fourierreihe ist somit eine Sinus-Reihe.
Beweis:
a)
"y gerade
= —/ Ccos (nwt) dt
T/2
gerade gerade
T/2
= —/ x(t) cos (nwt) dt , n € Ny
T Jo
7 ungerade
= —/ sin (nwt) dt
T/2 \/-’
gerade ungerade
=0,neN
b)
ungerade
2 (T2 . A~ ~
a, = —/ x(t) cos(nwt) dt
T -T/2 7 S
ungerade gerade
=0,n €Ny
5 TP ger/&\xde .
b, = —/ x(t)  sin(nwt) dt
T -T/2 N~ S
ungerade ungerade
4

/2
:—/ x(t)sin (nwt)dt, n € NO, n € N
0
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¢) Die Behauptungen fiir die Koeffizienten ¢, ergeben sich unmittelbar aus den allgemeinen
Umrechnungsformeln (vgl. Satz 1.38).

0.

Satz 2.23 (Differentiationssatz) Sei x(t) stetig und auf dem Periodenintervall [0,T] stickwei-
se stetig differenzierbar. Dann kann man die Fourierkoeffizienten ¢, der stiickweise existierenden
Ableitung ' (t) aus den Fourierkoeffizienten c, von x(t) durch

¢, =jnwe,, n €7
bzw.

ay =0

a, =nwb,,n €N

b, = —nwa,, n € N

berechnen. Die zugedrige Fourierreihe lautet dann

S{x'}(t) Z Jnwe, et

= Z nw {b,, cos (nwt) — a, sin (nwt)}

n=1

d. h. also, dass man die Fourierreihe von x’ durch gliedweises Differenzieren der Fourierreihe von
x erhdlt.

Beweis: Seien tg = 0, t,, = T und t; < ty < --+ < t,,_1 die (eventuell vorhandenen) endlich vielen
Stellen im Periodenintervall, an denen z’(¢) nicht existiert. Dann erhdlt man durch Aufteilung des
Periodenintervalls und partielle Integration fiir n # 0

-1

1 te+1
? / e —jnwt dt

m— tht1 )
Z { *ant‘tkﬂ —|—jnw/ x(t) o —Jnwt dt}

tr

[z(T) —x2(0)]  +jnwe,
—_—
—0, da z7-periodisch

= Jnwcey,

Der Beweis fiir den Fall n = 0 geht mit analogen Uberlegungen (ohne partielle Integration).

Die Behauptungen fiir die Koeffizienten a, und b/, lassen sich wieder mit den allgemeinen Umrech-
nungsformeln (vgl. Satz 1.38) zeigen.

.

Bemerkung 2.24 Achrung: Der Satz gilt im Allgemeinen nicht mehr, wenn x nicht als stetig
vorausgesetzt wird.
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Der folgende Satz kann als Gegenstiick zum Differentiationssatz angesehen werden.

Satz 2.25 Sei x(t) auf dem Periodenintervall [0, T] stickweise stetig und sei X (t) = fot x(s) ds mit
X(T) = 0. Dann ist X ebenfalls T-periodisch und die Fourierkoeffizienten c,,(X) von X berechnen
sich aus den Fourierkoeffizienten c,(x) von x durch

1 (T
——/ t-x(t)dt fallsm =0
Cn<X) - T 0

—Lcn(m) falls n #0

wn

d. h. die Fourierreihe von x darf gliedweise integriert werden.

Beweis: Da

Xt+T)= /OHT:U(S) ds

ist X ebenfalls T-periodisch.
Aus dem Differentiationssatz erhalten wir fiir n # 0

also

Fiir n = 0 gilt (mit der entsprechenden Unterteilung des Periodenintervalls wie beim Beweis des
Differentiationssatzes) mittels partieller Integration (u = X(t), v/ = 1)

cwm:%ﬁxwmt

—

m— tkt1

:%Z 5 X (t)dt

k=0

1 m—1 - tri1

-7 {pxww —/ tw@ﬁ}
k=0 tk

1 m—1 1 T
_1 [myxwﬂy¢hxmn——/tw@m

T — T J

1 T

:T-X(T)—O-X(O)——/ tx(t) dt

—— T J

.
Wir werden nun noch eine neue Rechenoperation kennenlernen, die so genannte periodische Faltung,
deren Bedeutung am Ende des Kapitels bei einem Anwendungsbeispiel noch genauer erlautert wird.
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Definition 2.26 Sind x, y T-periodische, stiickweise stetige Funktionen, so bezeichnen wir mit

T
@en)t) =7 | att=ruir)ar

die periodische Faltung von x und y.
Satz 2.27 o) xxy=yxzx

b) Mit x und y ist auch x *y T-periodisch.

c) Ist x stetig differenzierbar, so ist auch x xy stetig differenzierbar und es gilt

(xxy) =a"*y.

Beweis:

a) Mit der Substitution 7 =t — 7 erhédlt man unmittelbar

@r )= [ att=rtr)ir

t+T
= % /t x(T)y(t —7)d7
= % /0 x(T)y(t — 7)d7T
= (y*z)(t)

b) Es gilt
(x*y>(t+T)=% H(t+ T — ) y(r) dr

0 S
=z(t—T)

= (zxy)(t)
¢) Wird hier nicht behandelt.
O.

Die Fourierreihe der Faltung zweier periodischer Funktionen ldsst sich einfach berechnen.

Satz 2.28 (Faltungssatz) Seien x und y T-periodisch und stiickweise stetig. Dann gilt fir die
Fourierkoeffizienten ¢, (x x y) von x * y

Cn (2 % y) = ca(2) - caly)

wobei ¢, (x) und c,(y) die Fourierkoeffizienten von x und y bezeichnen. Einer Faltung im Zeitbereich
entspricht somit einer Multiplikation im Frequenzbereich.

Beweis: Es gilt:

cn(x*y):%/o (z*y)(t) - e "t dt

Ry 0y ———

1 /7 1 [T . .
=7 / y(T) (T/ x(t—171)- e “lwn(t=7) dt) e W dr
0 0
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Fiir das innere Integral erhalten wir mit der Substitution t — 7 = s

1 T ) 1 T—1 ]
f/o a(t— 1) e ) gt = :7/ z(s) - e " ds

1 _; ;
= T/o x(s) - e " ds
= cn(2)

Oben eingesetzt ergibt sich also

cn(xxy) = cn(ac)% /0 y(r)e ™" dr
= cn() - caly)
O.

2.3 Konvergenzverhalten

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit folgenden Fragestellungen:
e Unter welchen Voraussetzungen konvergiert eine Fourierreihe?

e Unter welchen Voraussetzungen kann man eine Funktion (ein Signal) aus ihrem Spektrum,
d. h. den Fourierkoeffizienten wiedergewinnen?
Wann gilt also

o
z(t) = Z Cp et ?

n=—oo

Wir befassen uns zunéchst mit verschiedenen Konvergenzbegriffen.

Definition 2.29  a) Eine Reihe ) - a, heifit konvergent gegen a € C, wenn die Folge der
Partialsummen gegen a konvergiert, d. h. wenn

N

lim E an = a
N—o0
n=0

Wir schreiben dann .~ a, = a.

b) Seien x, : [a,b] — C Funktionen. Y - x,(t) heifit punktweise konvergent gegen x :
la,b] — C, wenn fiir alle t € [a,b] gilt:

S aalt) = ()

c¢) Seien x, : [a,b] — C Funktionen. Y~ x,(t) heift gleichmaBig konvergent gegen x :
[a,b] — C, wenn gilt:

S a(t) — ()

lim ¢ max
N—oo | a<t<b
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Bemerkung 2.30 a) Anschaulich bedeutet die gleichmdfige Konvergenz, dass zu jedem £ > 0
eine Zahl Ny existiert, so dass der Graph von 27]:[:0 x,(t) fir N > Ny in einem Streifen der
Breite € um den Graphen der Grenzfunktion verlduft.

b) Kriterium fiir punktweise Konvergenz:
Falls zu jedem n > 0 und jedem t € |a, b] eine Zahl K,,(t) > 0 ezistiert, so dass |z, (t)| < K,(t)
und die Rethe .~  K,(t) konvergiert, so ist die Reihe Y >, x,(t) punktweise konvergent.

c) Kriterium fiir gleichmdfige Konvergenz:
Falls zu jedem n > 0 eine Zahl K,, > 0 existiert, so dass max,<i<p |7,(t)| < K,, und die Reihe
Yoo K konvergiert, so ist die Reihe Y~ x,(t) gleichmdfSig konvergent.

Wir kommen nun zu den angekiindigten Konvergenzaussagen.
Satz 2.31 Sei x: R — C T-periodisch und auf [0,T] stickweise stetig differenzierbar. Dann gilt
fiir jedes t € R
1
lim Sy{z}(t) = S{z}(t) = 5(=(t") +z(t7)),
N—o0 2
wobei

z(th) = Thjﬁ z(7) und z(t7) = TILI?_ z(7)

die rechts- und linksseitigen Grenzwerte bezeichnen.
Die Fourierreihe konvergiert somit punktweise.

Bemerkung 2.32 ) Ist x stetigint € R, so ist x(t1) = x(t™) = x(t) und somit
S{a}(t) = 2(1)

b) An einer Sprungstelle konvergiert die Fourierreihe gegen das arithmetische Mittel aus rechts-
und linksseitigem Grenzwert der Funktion.

Satz 2.33 Sei x: R — C T-periodisch und auf [0,T] stetig und stickweise stetig differenzierbar.
Dann gilt

lim (max Sx{x}(t) —:c(t)\) = 0.

N—oo \ t€]0,T]

Die Fourierreihe konvergiert somit gleichméfig auf [0, T] gegen x.
Satz 2.34 Sei x: R — C T-periodisch und auf [0,T] stickweise stetig. Dann gilt
1/2

lim (% /OTysN{x}(t)—x(t)Pdt) —0.

N—oo

Man sagt, die Fourierreihe konvergiert im quadratischen Mittel gegen x.
Weiter gilt die Parsevalsche Gleichung

I -
7| = 3 e

n=—0oo

Bemerkung 2.35 a) Aus der gleichmdifligen Konvergenz folgt die punktweise Konvergenz und
die quadratische Konvergenz. Die Umkehrung gilt nicht!
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b) Bei der Approximation von T -periodischen, auf [0, T] stiickweise stetig differenzierbaren Funk-
tionen durch N-te Teilsummen der Fourierreihe treten in der Néihe von Sprungstellen ,Uber-
schwinger® auf, die mit wachsendem N auf die Sprungstellen zuriicken, ohne dass die Hohe
der Uberschwinger gegen 0 konvergiert. Dies wird als Gibbssches Phinomen bezeichnet.

Beispiel 2.36  a) Sdigezahn: stickweise stetig differenzierbar, aber nicht stetig; punktweise Kon-
vergenz

b) Zackenfunktion: stetig und stickweise stetig differenzierbar; gleichmdfige Konvergenz

Aus der Parsevalschen Gleichung ergeben sich unmittelbar die folgenden Eigenschaften fiir die
Fourierkoeffizienten.

Folgerung 2.37 Sei x : R — C T-periodisch und auf [0,T] stiickweise stetig. Dann gilt fir die
Fourierkoeffizienten

a)
[e.9] oo oo
Z|an|2<oo, Z|bn|2<oo, Z len]? < 00
n=0 n=0

n=—oo

b)

lim a, = lim b, = lim ¢, = lim c_,, =0
n—o0 n—oo n—oo n—oo

Genauer wird das Abklingverhalten der Fourierkoeffizienten in Abhéngigkeit von Differenzierbar-
keitseigenscheften der Funktion in folgendem Satz beschrieben.

Satz 2.38 Seix : R — C T-periodisch und m-mal stetig differenzierbar, wobei die m-te Ableitung
o™ quf [0, T stiickweise stetig differenzierbar sein soll. Dann existiert eine Zahl M < oo, so dass
fiir die Fourierkoeffizienten gilt

|cn\<’n’T+1,n€Z.

2.4 Anwendungsbeispiel: RC-Tiefpassfilter
Wir betrachten folgende Schaltung.

O R O O
U ) ¢ —— U (o)
O O O

Schaltbild RC-Kreis
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Zwischen der Eingangsspannung U, (f) und der Ausgangsspannung U (t) gilt folgender Zusammen-
hang. ‘

RCU(t) +U(t) = Ue(t)
Sei nun U,(t) T-periodisch, stetig und stiickweise stetig differenzierbar. Dann gilt

o

Uet) = Y en(Ue) e

n=—oo

Setzen wir fiir U(t) ebenfalls eine Fourierreihe an,

U(t) = g cn(U) et
so gilt mit dem Differentiationssatz
. > 1.
Ut) = o (U) — et
0= 3wl e

Einsetzen in die DGL und Vergleich der Fourierkoeffizienten liefert
1

RCnU_ nU:nU67

nlU) e+ eulU) = (U

also

 a(U)
1 +jwnRC

Die Fourierkoeffizienten von U gehen aus denen von U, durch Multiplikation mit d,, = 1/(1+jwnRC)
hervor, d. h.

cn(U)

Uty =Y dy-ca(U.)e™™

Der Multiplikation der Fourierkoeffizienten entspricht die periodische Faltung von

h(t)= > dyelm
mit der Funktion Ue(t).
h(t) heiit Ubertragungsfunktion des Systems:

Dies ist die Fourierreihendarstellung von
h(t) = RT_C’ (1 — e_lgC)_l . e " HC
fir 0 <t < T, h(t) T-periodisch.

Je groler der Betrag von n wird, desto kleiner wird der Betrag |d,| = |1+jw1—nRC\ der Fourierkoef-

fizienten der Ubertragungsfunktion. Durch die Multiplikation mit den Fourierkoeffizienten c,(U.)
werden Anteile mit hoher Frequenz stark geddmpft, Anteile mit niedriger Frequenz dagegen nicht
(daher die Bezeichnung Tiefpass).

Fiir U.(t) = 2sint + sin (2¢) + Zsin (3t) ergibt sich U(t) = sint — cost + £ sin (2¢) — £ cos (2t) +

£ sin (3t) — £ cos (3t).
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