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1 Grundlagen

1.1 Komplexe Zahlen — Wiederholung

Die komplexen Zahlen bilden eine Erweiterung der reellen Zahlen. Sie werden z. B. fiir die komplexe

Wechselstromtechnik benutzt.
Problem: x> = —1 ist in R nicht 16sbar.

1.1.1 Komplexe Zahlen in kartesischer Form

Definition 1.1 j = \/—1 heifit imaginire Einheit, das Quadrat j? = —1 ist eine reelle Zahl. Eine
imaginére Zahl bj ist das Produkt aus b € R, b # 0 und der imagindren Finheit j.

Bemerkung 1.2  a) Ldsungen von x? = —1:

xr=7j oder x = —j

b) Wurzeln aus anderen negativen Zahlen:

V=9 =V9v/=1=3j
V=5 = V5V—=1=V5j

c) Losungen beliebiger quadratischer Gleichungen mit Koeffizienten aus R mit quadratischer

Formel:
w2 —x+1=0
= 1:I: 1 1
T == - —
2 4
1 3
& =_44/-°
Ty A
1+/3)
= xTr =

(Probleme wie b), c¢) sind losbar, sobald die imagindre Finheit definiert ist.)

Definition 1.3 (Komplexe Zahlen) Fine Zahl z = a + bj mit a,b € R heiffit komplexe Zahl.
Dabei bezeichnet man mit a = Re z den Realteil und mit b = Im z den Imaginérteil von z.
Die Menge aller komplexen Zahlen wird mit

C={z:2=a+bj:a,beR}
bezeichnet.

Bemerkung 1.4 Die Darstellungsform z = a + bj einer komplexen Zahl heif$t kartesische Form.

Graphische Darstellung in der Gauflschen Zahlenebene
Real- und Imaginérteil einer komplexen Zahl z = a + bj werden als kartesische Koordinaten aufge-
fasst. Die Koordinatenachsen werden mit Re z und Im z bezeichnet.
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Beispiel 1.5

21=2+4+]
Zp=1-7
23:3

Z4:—j

Grundlegende Eigenschaften und Rechenoperationen

Definition 1.6  a) Zwei komplexe Zahlen heifien gleich, wenn sie in Real- und Imagindrteil
lbereinstimmen.

b) Die kompleze Zahl z* = a — bj heifit die zu z = a + bj konjugiert komplexe Zahl.
Bemerkung 1.7 Sei z =a+ bj € C. Dann gilt:
2404 (a#0 oder b #0) < a> + b >0

Bemerkung 1.8 ) Die Vergleichsrelationen “grifier”, “kleiner” lassen sich zwischen komple-
xen Zahlen nicht definieren.



b) z€Creell < Imz=0
z € C imagindr < Rez =0

c¢) Der Bildpunkt der konjugiert komplexen Zahl z* ist in der Gaufsschen Zahlenebene die Spie-
gelung von z an der reellen Achse.

d) (z*)* ==z
e) z=z2z<Imz=0&z2€R
f) z¥ = —z < Rez =0< z imagindr
Im folgenden seien o € R und
z=a+bj, 21 =ay,+b1j, 20 =a9+ byj € C.

Bei den nun folgenden Definitionen der grundlegenden Rechenoperationen ist zu beachten, dass
diese bei der Anwendung auf reelle Zahlen mit den dort bereits vorhandenen Rechenoperationen
tibereinstimmen miissen, da R C C (Permanenzprinzip).

Rechenoperationen:

a) Multiplikation mit reeller Zahl:
az=ala+bj) = aa + abj
Es gilt:
Re(az) =aRez
Im (az) =almz
b) Addition, Subtraktion:

21 & 29 = (a1 + b1j) £ (a2 + bay)
= a + as + (bl + bg)j

Es gilt:
Re (Zl + ZQ) = Rezl + RGZQ
Im (21 £ 29) = Im z; + Im 2
¢) Multiplikation:

2129 = (a1 + b1j)(az + bej)
= ayas + b17bag +a1byg + byijas
~——
2=—1
= a1a9 — b1b2 + ((llbz + blag)j
Es gilt:
Re(2122) = Rez; Rezp — Im 2y Im 29

Im (2122) = Rezy Im 25 + Im 23 Re 29

Spezialfdlle:



i) Multiplikation mit j
zj=aj +bj*=—b+aj

bedeutet geometrisch eine Drehung um 90°.

ii) Produkt einer Zahl mit der konjugiert komplexen:

22" = (a+bj)(a—bj) =a*— (bj)* =a* +1*

Im A
z=-b+aj .
N a
: _ z=a +bj
! bj e ’
“b 0 a FTE
d) Division: z5 # 0
Z a1 +byj
Zy Gy + by
_ (a1 +b1j)(az — byj)
(a2 + baj)(az — baj)
_ Gy — bibej® — arbaj + brag)
CEL T
. a1a2 + blbz blag — albg .
a2+ b3 a3 + b3
Spezialfille:
i) Division durch j:
L =5 J_
T = N 7 =]
ioog=g) 1
i z(—j) = (a+bj)(—j) =b—aj.

bedeutet geometrisch eine Drehung um —90°.
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ii) Kehrwert:

Beispiel 1.9  a)
5(3+j) =15+ 5.

b)
G+3)+2—-4j)=7-

(3+2j)(4—j) =12 — (—2) — 3j + 8]
=14+ 5j



d)

jP=-1
jP=—j
jt=1
=7
e)
T-2 _(T-2))2—J)
2+5 (2+5)2-J)
1442275 — 4y
— 7
12 11,
~ 5 5’
f)
jl=—j s.0
1
2
]2
= (=1)(=j) =
S =1
P =1(—j) =—J

Betrag einer komplexen Zahl

Definition 1.10 (Betrag einer komplexen Zahl) Unter dem Betrag einer komplexen Zahl ver-
steht man den Abstand zum Ursprung in der Gaufschen Zahlenebene, d. h. (nach Pythagoras)

|z = v/(Re2)? + (Im 2)2

ImA

<
\%& EBImz
o2 @

Bemerkung 1.11  a)
2] €R, [2] >0

b)

2| =0 2=0



c) Sei z=a+bj € C. Dann ist

22" = (a+bj)(a —bj) = a?+ v = ]z|2

d)

zeR= |z = /(Rez)2 = V22

- z fiir z>0
| ==z fiirz <0

Bemerkung 1.12 Seir € R, r > 0.

a) Die Menge {z € C: |z| < r} beschreibt in der Gaufischen Zahlenebene einen Kreis um 0 mit
Radius r, d. h. die Menge aller z € C, die vom Ursprung hichstens den Abstand r haben.

b) Der Abstand zwischen zwei Punkten z = a+bj und z; = a;+b1j in der Gaufischen Zahlenebene
betrigt nach Pythagoras:

d*=(a—a)*+ (b—b)
=d=v/(a—a)+(b-h)

= \/[Re (z—2z) ]2+ [Im (2 — z]?

= |z — z|

¢) Die Menge {z € C: |z — z1| < r} beschreibt in der Gaufischen Zahlenebene einen Kreis um
z1 mit Radius r, d. h. die Menge aller z € C, die von z, hichstens den Abstand r haben.

1.1.2 Komplexe Zahlen in Polarform
Jede komplexe Zahl z = a + b5 € C lasst sich stets auch als
z=r(cosp + jsingp)

schreiben, wobei r > 0 den Abstand zum Ursprung in der komplexen Zahlenebene bezeichnet und
¢ den Winkel zwischen der positiven reellen Achse und der Verbindungsstrecke vom Ursprung mit
der Zahl.

Falls z # 0, ist die Darstellung fiir » > 0, ¢ € (—m, 7] eindeutig.
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ImA

Definition 1.13 Sei z = r(cos ¢ + jsing) € C mit r > 0.
a) r = |z| heifit Betrag (oder Modul) von z.

b) @ heifit (ein) Argument (oder Winkel) von z und wird mit Arg z bezeichnet.
Falls z # 0 und ¢ € (—m, 7|, dann ist ¢ der Hauptwert des Argumentes (Winkels) von z und
wird mat arg z Hauptwert bezeichnet

Umwandlungen Polarform in Kartesische Form
a) Polarform — kartesische Form
Gegeben: z = r(cosg+ jsinp)

= rcosg+j-rsing
Somit:

Re(z) =rcosy, Im(z) =rsing

b) Kartesiche Form — Polarform
Gegeben: z = a + by
Es gilt:

r=|zl = Va1 b?

Berechnung von ¢

b
i) 1. Quadrant, a >0, b >0, ¢ € [0, g), tan o = . somit:

p = arctan —
a

ii) 2. Quadrant, a < 0,0 >0, p € (g,w]. Setze a = m — ¢, dann ist « € [0, g)
tano = —
—a

= o = arctan —
—a

= —arctan —
a



somit:

¢ = T + arctan —
a

iii) 3. Quadrant, a < 0,b <0, ¢ € [—, —g) Setze a = ¢ +m, d.h. ¢ = —7 + . Dann ist

™
o€ [07 5)
—b
tana = —
—a
= o = arctan —
a
somit:
¢ = —m + arctan —
a

b
iv) 4. Quadrant, a > 0,5 <0, p € (—g,O], tan(—¢) = arctan —
a

b
= tan ¢ = — (da tan ungerade)
a

somit:

p = arctan —
a

v) a=0,b>0:p= (rein imaginér)

o] 3

azO,b<0:g0:—g

Insgesamt: F
ir z =a+ bj ist z = r(cos @ + jsin ) mit

r= @ T

(

(
arctan — ,a >0

. arctan — ,a >0
b a
7r+arctana ,a<0,b>0 T+ arctan — ,a < 0
B b bzw. Arg z = T a
arg z = —7T—|—arctana,a<0,b<0 5 ,a=0,b>0
T s
- =0,b>0 —— =
5 , a , \ 2 ,a 0,b<0

—— ,a=0,0<0

Beispiel 1.14  a)

5( T +jsi W)
z = COS — S —
3 T/



b)
z=1/2 (COS §7r + 7 sin §7r)

4 4

V2 o V2
a0 ()
=—1-j

z=—V3+
[l =V3+1=2
. b1 2. Quadrant:
. _ b
an @ \/g a:_\/g 90:7T—|—arctan—

a

1
= @ =arctan ——— + 7
v N
T 5

=——=+7T=m.

6 6
Bemerkung 1.15 Sonderfille: Polarform reeller Zahlen:

a>0:a=a(cos0+jgin0)

=1 —0
a<0:a=|a|(cosm+jsinm)
=21 =0

Polarform rein imagindrer Zahlen:

7=1 cos%—}—jsinE
—— ——
=0 =1
1
jgz—z—jzl COS —E> +]Sln __)
:.7 A 2 >y - o

b>0:jb=b] aﬁg+j$ng
~—— ——
=0 =1
3 3
b<0:jb=1]0 cos§7r+jsin§7r

—— ———
=0 =-—1

Bemerkung 1.16 Im folgenden werden einige Beziehungen fir trigonometrische Funktionen bendtigt,
die hier noch einmal wiederholt werden.
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a) Additionstheoreme fiir Summe und Differenz von Argumentwerten
i) sin(a £ B) = sinacos £ cos asin
ii) cos(a £ B) = cosacos f F sin asin
b) Additionssatz fir zweifaches des Argumentes
a) sin2a = 2sin a cos «
b) cos2a = 2cos®a — 1

c¢) Trigonometrischer Pythagoras
sin® a4 cos? o = 1

Multiplikation in Polarform
Benotigt werden die Additionstheoreme fiir sin und cos,d. h.

a) sin(a £ ) = sinacos f £+ cosasin

b) cos(a £ ) = cosacos f F sin asin

21 =7r1(cos @y + jsinpq)
29 = 12(COS g + j sin pg)
2129 = 1172(C0S 1 + 7 sin 1) (cos @y + j sin pa)
= 7179 (COS 1 COS g — Sin Y1 Sin Ys + Jj (sin 1 cos @y + cos @y sin @y))

=117 (cos (@1 + 2) + jsin (¢1 + @2))
d. h.:

|z122] = |21] - |22]
Arg (z129) = Arg 21 + Arg 2o

(Normieren auf (—, 7] fir Hauptwert).

Beispiel 1.17
s .. m .. T
21 :3(COS—+jSIH—> J 29 =2 (cos——i—jsm—)

4 4 12 12
7T+7T_7T
4 12 3
= 6( 7T+" W)
= — 1mn —
2129 0053 YE 3

Division in Polarform

(22 #* 0)

21 ri(cos i + jsingr) (cos g + jsingy)
zo  1o(cosy + jsin ) (cos @y + jsin ps)
71 (€08 1 oS g 4 sin @y sin py) + j(sin 1 cos g — cos @y sin )

o cos? py + sin® @,
e
1 .
= 7(005(801 — p2) + jsin(p1 — p2))
2

11



d. h.

Beispiel 1.18

( 2 .2 )
z1=95(cos-m+ jsin -7

3 3
3( T4 jsi W)
= — S —
z9 COS6 j lIl6
21 5< 7r+,_ 7r>
— = — | COS — S11n —
& 3 g TG
_ 5.

Potenzen in Polarform

z=r(cosp + jsiny)
2

= 22 =zz=rr(cos(p + ¢) + jsin(p + ¢))
=12 (cos(2p) + jsin(2¢p)) (vgl. Multiplikation)
23 = 222 =rr? (cos(p + 2¢) + jsin(p + 2¢))
=12 (cos(3¢) + jsin(3p)) (vgl. Multiplikation)

Satz 1.19 Firn € Ny, z =r(cosp + jsiny) € C ist

n

=r"(cos (ny) + jsin (ny))

z

Beispiel 1.20 Berechnen von z = (1+4)%. Umschreiben in Polarform:|z| = v/2, ¢ = arctan1 = %

2= (v/2(cos % + jsin Z))6

3 3
= 8(cos 3T + jsin §7r)
0 -1

= —8j

Wurzeln in Polarform
Gesucht: Alle Losungen von w™ = z, wobei z = r(cos ¢ + jsiny),n € N.
Betrachte zunéchst

r=lz| =1,
d.h.
zZ = cosp+ jsinp
Dann muss |w| = 1 sein (sonst wire |z| = |w"| = |w|™ # 1).

Ansatz in Polarform:

w=cosy + jsinvy
= w" = cos (ny) + jsin (n7y)
iz:cosga—i—jsingp
=>ny=p+2rk,kcZ
®
n

27k
= Ve = —1—%,/{362

12



Also:
2rk 2rk
wk:cos(f—l—L) —l—jsin(f—i—L),keZ
n n n n

sind Losungen von w" = z.
Frage: Wieviele verschiedene Losungen gibt es 7

Betrachte z. B.:
B © 21 A . (v 21 A
wn—cos(n+ ) )—i—]sm(n—i— 7

(sin, cos 27 periodisch) = cos <f> + jsin <f> = wy
n n

2 1 2 1
n n

n n

2 2
= cos (f+—7r) -+ jsin (f—i——ﬂ) = wy
non non

Allgemein gilt: Sei k € {0,1,....,n—1}und m=in+k miti € Z

Dann gilt:
2 2
n n n n
27 (i k 27 (1 k
:cos(f—l— w(in + ))+jsin<£+ m(in + ))
n n n n
2k 2rk
:COS(£+L~H’-2W) +jsin(£+i—|—i-27r)
n n n n
2rk 2rk
= cos (£+i) + jsin <£+L) = Wg
n n n n
Es gibt also n verschiedene Losungen wy, fir K =0,1,...,n — 1.

Satz 1.21  a) Die Gleichung w" = z hat fiir z = cos p+jsing (d. h. r = |z| = 1) n verschiedene

Lésungen:
2rk 2rk
Wk = COS (£+L> + sin <£+L)
n n n n

k=0,1,...,n—1.

b) Die Gleichung w™ = z hat fiir z = r(cosp + jsiny) ,r > 0 n verschiedene Lisungen:

2rk 2rk
wk:{ﬁ(cos(f—l——7r >+Sin(f+—7r ))
noon non
k=0,1,...,n—1.

¢) w=0<w=0

Definition 1.22 Fliir ¢ € (—m, 7],z = r(cos o+ jsinp) heifit die Losung wy =: {/z Hauptwert der
n-ten Wurzel.
T

Bemerkung 1.23 ¢ = arg z € (—7, 7| dquivalent zu arg wy = arg {/z € (——, —} )
n’'n

13



Beispiel 1.24  a) Lisungen von w® = —1:
Polarform von —1:
—1 = (cosm+ jsinm)

Also: w? = —1

2k 2rk
éwk:cos(%+%)—!—jsin(gjt%),kzo,lﬂ

1 1
wozcosgq{jsinﬁ:—%——\/gj

3 2 2
Wy =cosT+ gsinmw = —1
5 L 5
Wo =COS -7 + jsin -7
2Ty IR

1 1
b) w?=—1 mit —1 = (cosm + jsin)

(7T 27Tk;> . (7? 27Tk)
= wg=cos| =+ — | +gsin| -+ —

9 9 9 9
Also:
Wp = COS <g> + 7 sin (g)
3 .. (3
W1 = COS (577) + 7sIn (§7T)
) .. (5
Wg = COS (§7T) + 7 sin <§7r)
7 (T
W3 = COS (§7r> + 7 sIn (57)
wq = cos () + jsin ()
11 .. 11 7 T
Ws = COS (?W) + 7 sin (57?) = Cos (_§7T) + 7 sin (§7T>
13 .. 13 5 . 5
Wwe = COS (371’) + ) sin (E’ﬂ') = co8 (—gw) + 7 s1n (—§7r
15 .. (15 3 . 3
Wy = COS (§W> + 7sIn (37?) = COoS (—éw) + jsin (—§7r
17 .. 17 1 . 1
Wwg = COo8 (57?> + 7 sin (Eﬂ') = co8 (—577) + 7 s1in (—§7r

14
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c) wh=4:

4 =4(cos0 + jsin0)

2rk 2rk
wk:\/g(cos (O—I—%) + 7 sin (0—1—%))
(o ) 1 (05)
wo = V2 (cos 0+ jsin0) = V2
w1 :\/§<cosg+jsing> = \/§j
wy = V2 (cosT + jsinT) = —V/2
a2 (-5) () -
Bemerkung 1.25 Die Losungen von w™ = z liegen auf dem Rand des Kreises um 0 mit dem
Radius {/|z| und bilden die Ecken eines regelmdfigen n-Ecks.

1.1.3 Komplexe Zahlen in Exponentialform

Mit Hilfe der Eulerschen Formel '
e’ =cosp+ jsing
lésst sich eine dritte Darstellungsmoglichkeit fiir komplexe Zahlen angeben.
Mit
z=1r.el¥

bezeichnen wir die Exponentialform einer komplexen Zahl, wobei r wieder den Betrag (Modul) und
¢ das Argument bezeichnet.

Mit Hilfe der Eulerschen Formel lassen sich nun die Rechenoperationen Multiplikation, Division,
Potenzieren und Radizieren aus dem vorhergehenden Abschnitt angeben.

a) Multiplikation: Fiir 2; = ry e/?! und 2z, = rye’%? ist
2129 = T1To e J(p1+ep2)

b) Division: Fiir z; = r; €% und 2z, = rye7%2 £ ( ist

i — E ej(@l—m)

22 T2
c¢) Potenzieren: Fiir z = re? und n € N ist

2t =rtel™?

d) Radizieren: Fiir z = re/? und n € N sind
W = {L/Fej(%jL%),
k=0,1,...,n —1 alle Losungen (Wurzeln) der Gleichung w" = z.
Beispiel 1.26  a) Sei z; = 3e’i und z, = 2e’12. Dann ist das Produkt

jﬂ
2129 = 6e73

15



b) Seiz = 5ej§7r und zy = 3¢75. Dann ist der Quotient

ﬁ:§ea’§

Z9 3

c) Fir z = V2el% st
25 = Sej%”

d) Ist z =4 =4e7° so lauten die Losungen der Gleichung w* = z:

wp = V2O =0, ... 3.
VIS

wo=v2e" =2

w =V2e7 =2

(«022\/5(3]‘7r = —\/5

wgzﬂej% = —\/ﬁj

16



1.2 Vorbemerkungen

In vielen technischen Bereichen spielt die Erzeugung, Speicherung, Verarbeitung, Ubertragung und
Wiedergabe von Signalen eine grofie Rolle.

Dazu werden mathematische Werkzeuge benétigt, die (zum Teil) im Rahmen dieser Vorlesung zur
Verfiigung gestellt werden sollen.

Bevor wir damit beginnen, betrachten wir zur Einstimmung einige akustische Signale und ihre
mathematische Beschreibung.

Ein idealer Ton ist eine periodische Schwingung gleichbleibender Frequenz

x(t) = Asin (2mvt), t € R,

mit der Amplitude A, deren Grofle fiir die Lautstiarke verantwortlich ist, und der Frequenz v, die
die Anzahl der Schwingungen pro Zeiteinheit angibt und die Tonhthe bestimmt. Wahlt man als
Einheit fiir die Zeitskala eine Sekunde, so wird die Frequenz in Hertz (Hz) angegeben (Anzahl der
Schwingungen pro Sekunde). #quivalent dazu kann man auch

z(t) = Asin (wt), t € R,

schreiben, wobei die Kreisfrequenz w mit der Frequenz v iiber die Gleichung w = 27v zusam-
menhéngt.

Ein realer Ton ist ein Ausschnitt aus einem solchen periodischen Vorgang. Dabei muss die Tondau-
er wesentlich grofler sein als die Periodenldnge, um tatséchlich einen Ton wahrnehmen zu kénnen.
Ein idealer Klang ist eine iiberlagerung (Summe) mehrerer Téne mit unterschiedlichen Amplitu-
den und Frequenzen

x(t) = Z Agsin (2myt), t € R.
k=1
Ein realer Klang ist auch hier wieder ein hinreichend langer Ausschnitt aus einem idealen Klang.
Die von Instrumenten erzeugten Tone sind in diesem Sinne eigentlich Kldnge, da der eigentliche
Grundton der Frequenz v von sogenannten Obertonen mit den Frequenzen 2v, 3v, ... und ver-
gleichsweise geringen Amplituden iiberlagert wird. Die Anteile an Oberténen sind verantwortlich
fiir die unterschiedliche Klangfarbe verschiedener Instrumente.

Ein Geriusch ist ein akustischer Vorgang, der keine Periodizitét erkennen lasst. Viele Frequenzen
mit zum Teil extrem kurzen Tondauern kennzeichnen Gerausche.

Fiir die Verarbeitung von (akustischen) Signalen ist es wichtig zu wissen, welche Frequenzen vor-
kommen.

Das menschliche Gehor kann (abhéngig vom Lebensalter) Frequenzen von circa 20 Hz bis 20 kHz
wahrnehmen. Bei der Bildung bestimmter Konsonanten (z.B. s, z, f) sind Frequenzen von bis zu
10 kHz erforderlich. Sprache bleibt aber gut versténdlich, wenn man Frequenzen oberhalb von 3.4
kHz unterdriickt.

Man bezeichnet den Frequenzbereich unterhalb von 20 Hz auch als Infraschall, den oberhalb von
20 kHz auch als Ultraschall, der beispielsweise in der Medizindiagnostik eine grofie Rolle spielt.
Die in dieser Veranstaltung vorgestellten Methoden werden insbesondere auch im Bereich der Rege-
lungstechnik verwendet. In einem technischen System treten zeitabhéngige Groflen auf, die automa-
tisch beeinflusst werden sollen. Will man beispielsweise bei einem Elektromotor einen bestimmten
Drehzahlverlauf einhalten, mit welcher der Motor betrieben wird, so dient die elektrische Spannung
als Stellgrofle des Systems. Durch geeignete Verdnderung der Spannung wéhrend des Betriebes lasst
sich ein gewiinschter Drehzahlverlauf des Motors herstellen.
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1.3 Die komplexe Exponentialfunktion

Im Verlauf der Vorlesung werden wir standig mit der komplexen Exponentialfunktion arbeiten. Wir
stellen daher vorab die Definition und einige Eigenschaften zusammen.

Definition 1.27 (Komplexe Exponentialfunktion) Fir z € C und der kartesischen Darstel-
lung z = x + jy ist die komplexe Exponentialfunktion definiert durch

e? = eI = %oV,

Bemerkung 1.28 a) Wegen der Eulerschen Formel (e’V = cosy + jsiny) kann man fir e*

auch
z

e® = e"(cosy + jsiny)
schreiben.
b) Fir Real- und Imagindrteil bzw. Betrag und Arqument (Winkel) von e* gilt

Ree?=e%cosy,Ime”* = e®siny,|e’|=e” arg e* =y

c) Es gelten folgende Figenschaften und Rechenregeln:

ez1+22 — eZleZQ
e "= =
eZ

e2k™ — 1 fiir alle k € 7
eICHHIT — 1 fir allek € Z
eICkHT — 5 fiir alle k € Z
k=T — —7 fiir alle k € Z

e T2k — o2 fiir alle k € Z

1.4 Eigenschaften komplexwertiger Funktionen

Im Verlauf der Vorlesung werden wir es h&ufig mit Funktionen zu tun haben, bei denen zwar
der Definitionsbereich in der Menge der reellen Zahlen liegt, der Bildbereich aber in der Menge
der komplexen Zahlen liegt. Wir stellen daher vorab einige Definitionen und Eigenschaften zur

Verfiigung.
Definition 1.29 Sei x : [a,b] — C, z(t) = u(t) + jo(t) mit u,v : [a,b] — R.

a) x heifit stiickweise stetig, wenn u und v bis auf hichstens endlich viele Stellen stetig sind. An
den Ausnahmestellen dirfen u und v nur endliche Springe aufweisen.

b) x heifst stiickweise stetig differenzierbar, wenn u und v bis auf héchstens endlich viele Stellen
stetig differenzierbar sind. An den Ausnahmestellen dirfen u' und v' nur endliche Spriinge

aufweisen.
Bemerkung 1.30 a) Ist z : [a,b] — C differenzierbar in t € (a,b), so ist die Ableitung durch
Z'(t) = u'(t) + jo'(¢)
gegeben.
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b) Die fiir reelle Funktionen bekannten Ableitungsregeln wie Produkt-, Quotienten- und Ketten-
regel gelten analog.

Beispiel 1.31  a) Sei z(t) = (1% + 2t + jt3)*. Dann gilt
u(t) = 16t* + 32t° + 24¢° + 87 — 23¢% — 24¢% — 6" + ¢12
v(t) = 3215 + 487 + 2415 + 417 — 810 — 441!
Somit ist o' (t) = u'(t) + jo'(t) mit

u'(t) = 641° + 160t* + 1441° + 561° — 184t" — 216t° — 60¢° 4 12"
V() = 192t + 33615 + 192t + 36t° — 8017 — 44¢'°

FEinfacher erhdlt man durch Anwendung der Kettenregel
2'(t) = 4(8° + 2t + jt°)* (2t + 2 + 35t?)
b) Fiir x(t) = et erhdlt man _
7' (t) = 4je !

Wichtig fiir die im folgenden auftretenden Berechnungen von Stammfunktionen und bestimmten
Integralen ist:

Bemerkung 1.32 z: [a,b] — C, z(t) = u(t) + ju(t) stickweise stetig, so ist

/m) dt:/u(t) dt+j/v(t) dt
/ab:p(t)dt:/abu(t)dt+j/abv(t)dt

Beispiel 1.33 Dieses Beispiel werden wir in der Vorlesung in dieser oder dhnlicher Form perma-

nent wieder verwenden.
/ et dt = /costdt—l—j/sintdt

=sint — jcost + C

1
=sint 4+ —cost + C
J

1
= —(sint + cost) + C
J
1
—elt4+C
]
Damit ergibt sich beispielsweise
L 1 .
/ eltdt==e|}
0 J
1 .
= (eI = eY)
J
1
—_9-
J
= 2]



Bemerkung 1.34 Die bekannten Regeln fir die Integration reeller Funktionen gelten auch fiir
komplexwertige Funktionen:
Ist g : [a,b] — C stetig, dann gilt

mit G : [a,b] — C Stammfunktion zu g, d. h. G' = g.
Es gilt die Regel fir die partielle Integration.

Beispiel 1.35

m . 1 1 /™
/t~eﬁdt—t- — el ——,/ cedtdt
0 J J Jo
:—j 0
. 1 o
=—jm el — 5 eJt}O
et J
= ~—
=1
=jm —2

1.5 Periodische Funktionen

Definition 1.36 (Periodische Funktion) FEine Funktion f : R — R oder f : R — C heifit
periodisch mit der Periode T, T > 0, (kurz T-periodisch), wenn

f&+T)= f(t), fur allet € R.
Beispiel 1.37  a) sint und cost, t € R, sind 2w-periodisch.

b) tant, t € R\{t|t =n/2+ kn, k € Z},
cott, t € R\{t|t = km, k € Z}, sind m-periodisch.

c) cost + jsint = e’t t € R, ist 2w-periodisch.

Oft ist es iiblich und zweckméBig, sich auf die Betrachtung 2m-periodischer Funktionen zu be-
schrinken. Dies wird durch folgende iiberlegung gerechtfertigt.

Satz 1.38 Ist &(7) T-periodisch, so ist x(t) = Z(t/w), w = 2w /T, 2w-periodisch.

Bewers:
t+2
r(t+2m) =27 ( i 7T) nach Definition von z
w

t

i (_ n T)
w

[t - -

=2x (—) da x T-periodisch

w

= z(t) nach Definition von x

Oftmals wird eine Funktion nur explizit auf einem Intervall [0, T vorgegeben und dann periodisch
fortgesetzt, d.h. man bestimmt eine periodische Funktion, die auf dem Intervall [0,7) mit der
Ausgangsfunktion iibereinstimmt. Sei nun ¢(t) definiert auf [0, 7).
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a) Direkte Fortsetzung:
Man zerlegt R in die Intervalle I}, = [kT, (k+1)T), k € Z, der Lénge T und definiert =(¢) auf
R durch
x(t) =gt —kT), t € I).
Die so definierte Funktion ist dann T-periodisch.
Anschaulich bedeutet dies, dass der Graph von g iiber jedes Intervall I}, = [kT, (k + 1)T),
k € Z, verschoben wird.
b) Gerade Fortsetzung:

Man zerlegt R in die Intervalle I}, = [(2k —1)T, (2k+1)T"), k € Z, der Lange 27 und definiert
z(t) auf R durch

z(t) = g(—t), t € [-T,0), und z(t) = g(t — 2kT)t € I}

Die so definierte Funktion ist dann 27 -periodisch.

Anschaulich bedeutet dies, dass der Graph von g zunéchst an der Ordinatenachse gespiegelt
wird. Die enstehende gerade Funktion wird dann iiber jedes Intervall I, = [(2k — 1)T, (2k +
1)T'), k € Z, verschoben.

¢) Ungerade Fortsetzung:

Man zerlegt R wieder in die Intervalle I}, = [(2k — 1)T, (2k + 1)T), k € Z, der Léange 2T und
definiert z(¢) auf R durch

x(t) = —g(—t), t € [-T,0), und z(t) = g(t — 2kT)t € I}

Die so definierte Funktion ist dann 27-periodisch.

Anschaulich bedeutet dies, dass der Graph von g zunéchst am Koordinatenursprung gespiegelt
wird. Die enstehende ungerade Funktion wird dann {iber jedes Intervall I, = [(2k—1)T, (2k+
1)T'), k € Z, verschoben.

Beispiel 1.39 Sei g(t) =t fiurt € [0,7], T > 0.

a) Direkte Fortsetzung:
w(t) =t — kT, t € [kT, (k + 1)T), k € Z.

Direkte Fortsetzung, T' = 27
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2 20 -0 9 10

t
Gerade Fortsetzung, T' = 27

b) Gerade Fortsetung:

o(t) = |t — 2kT)|, t € [(2k — VT, (2k + 1)), k € Z.

¢) Ungerade Fortsetzung:

x(t) =t —2kT, t € [2k—1)T,(2k+1)T), k€ Z.

Ungerade Fortsetzung, T' = 27

Bemerkung 1.40 Es ist diblich, fir die urspringliche Funktion und ihre periodische Fortsetzung
dieselbe Bezeichnung zu verwenden. so kann man fir die Funktionen in Beispiel 1.39 auch schreiben:

a) Direkte Fortsetzung:
x(t) =t, t€[0,T), x(t) T-periodisch.
b) Gerade Fortsetung:
x(t) =|t|, t € [-T,T), x(t) 2T -periodisch.

c¢) Ungerade Fortsetzung:

x(t) =t, t € [-T,T), x(t) 2T -periodisch.
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1.6 Trigonometrische Polynome

Trigonometrische Polynome sind Linearkombinationen der T-periodischen Funktionen
1, cos (wt), sin (wt), cos (2wt), sin (2wt), cos (3wt), sin (3wt), ...

bzw. in komplexer Darstellung der Funktionen

17 e]wt7 e—]wt ej-Zth e—]~2wt7 e]-Swt7 e—j-3wt7

Y

2
Dabei ist wieder w = %

Definition 1.41 (Trigonometrisches Polynom) Sei N € N. Jede Funktion x : R — C der
Bauart

N
= 50 Z a,, cos (nwt) + by, sin (nwt))

bzw.
N

x(t) = Z cp 7t

n=—N

heifst trigonometrisches Polynom. a, € C, b, € C bzw. ¢, € C heiffen Koeffizienten des trigonome-
trischen Polynoms. Fiir layx|+ |by| # 0 bzw. |c_y| + |en| # 0 ist N der Grad von x(t).

Bemerkung 1.42 Wir erinnern noch einmal an die Fulersche Formel
e’? = cosp + jsingp,
woraus sich die Darstellungen

1 . .
cosp = E(e“’ + e %)

1 . .
Sinp = —(el¥ _ o—I%
g = o )
ergeben.

Mit Hilfe der Eulerschen Formel lassen sich die beiden in Definition 1.41 genannten Darstellungen
ineinander umrechnen.

Satz 1.43 Firn=1,2,..., N gelten die Umrechnungsformeln

1 . ;
Co = an » Cn = %(an _]bn> y Con = %(a” +‘7b”>
CLO:2007 Ap = Cp + C_p s bn:j(cn_c—n)
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Beweis:

N
z(t) = % + Z{an cos (nwt) + by, sin (nwt) }
n=1
N

=co+ Z{[cn + c_p] cos (nwt) + jle, — c—p) sin (nwt)}

=cy+ Z{cn [cos (nwt) + j sin (nwt)]} + Z{c_n[cos (nwt) — 7 sin (nwt)]}

n=1 n=1
-1

=co + Z ¢, et 4 Z {cp[cos (—nwt) — jsin (—nwt)]}

n=1 n=—N

_ Z c, eIt 4 i {cn[cos (nwt) + j sin (nwt)|}

n=0 n=—N

N -1
_ Z Cp ej-nwt + Z Cp ej-nwt
n=0 n=—N
N

— E Cn ej~nwt

n=—N

Die Koeffizienten eines trigonometrischen Polynoms lassen sich mit Hilfe bestimmter Integrale aus-
driicken. Um dies zeigen zu konnen, verwendet man die im folgenden Satz angegebenen Orthogo-
nalitédtseigenschaften.

Satz 1.44  a) Fiir n,m € Ny gilt:

’ 0 fallsm=n=0
%/ sin (mwt) sin (nwt) dt = (1) falls m #n
O \Efallsm:n#o
(1 fallsm=n=0

1 T
f/ cos (mwt) cos (nwt) dt = (1) falls m #n
’ 5 fallsm=n+#0

1 /T
= / sin (mwt) cos (nwt) dt =0
T Jo

b) Firn,m e Z gilt:

T
l/ ej'the—j'nwt dt — 1fa”8 m=n
T Jo 0 falls m #n

Beweis:

a) Fiir den Beweis der Orthogonalitéitseigenschaften vgl. 1. ibungsblatt.

1T 1 /T
- Jnwt | —j-nwt dt = = 1 dt
T/O o e T/O

=1

b) Fiir n = m gilt:
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Fiir n # m gilt:

I LT
— ej~mwt e —7-nwt dt = = / ej~ m—n)wt dt
), 7

e j-(m—n)wt |(7]“

—_
—_

. 2
= (7M™ 1) wegen w = %

Zusétzlich zu weiteren Eigenschaften trigonometrischer Polynome kénnen wir nun die angekiindigten
Berechnungsformeln fiir die Koeffizienten angeben.

Satz 1.45 Flir ein trigonometrisches Polynom x : R — C gilt:
a) x hat in [0,T) hochstens 2N verschiedene Nullstellen.

b) Wichtig im Zusammenhang mit Koeffizientenvergleich ist:

x(t) =0 fir allet e R<=¢, =0, —-N<n<N

c) Zur Charakterisierung reellwertiger trigonometrischer Polynome gilt:

z(t) €R firalet e R<=c,=c",,0<n<N

d) Fir die Koeffizienten von x(t) gilt:

2 T
an:T/ x(t) cos (nwt)dt, 0 <n <N,
0
2 T
bnzf/ x(t)sin (nwt)dt, 1 <n < N,
0
1T 4
cn:—/ z(t)e 7™ dt, —N <n < N.
T Jo

Bewers:
a) Analog zu entsprechenden Eigenschaften algebraischer Polynome; wird hier nicht bewiesen.

b) Ebenso.
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—z(t)— (z(t)* =0,teR
N N *
— che]nwt (chejnwt> —O,tER
n=—N n=—N
N N
— Z Cnej.nwt Z e ]nwtzo’teR
n=—N n=—N
N N
<— Zc el et Z ¢ et =0 t e R
n=—N n=—N
N
= Z (cp—c*)el™ =0,teR
n=—N

1 [T , 1 /T N A ‘

m=—N

N T
E 1 Jjmwt | —j-nwt
T J
m=—N ,
VvV

N

1falls n =m
0 falls n # m
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