g /—B/qun, G renzwerte. yund Stetigheit von Fun khoner
Wir hatten berrts jese/zeﬂ, Aass be/ Aer m—m/ﬁm MZ/?/hswﬁ e

e/nem jihrlichen 2inssate von p% und jeweils weiterer /7 verain-
sung oles Kapitals nach ¢ fabren das Kapital auf

o m- €
Ki’ = Ko [4% 400-M)

anjemch&en jst.
Far den Ausdreck (4+ ,%—)m hatten wer 7/55%35&@/#:/7, Azss
bm (1+L5)" e =2241628 .... /st

m=oee
Das bedewntet, dass sich der AusAruck [ A+ ,—;%)m/&’r wachsenAe
m dem Wert e nahet.

Folge mit Grenzwerf =

2,6 |
2,4 -
2,2 -

20 1= T T T T 1
u} 20 A0 al =0 100

Diese Zusammen hcl’/zje wollen wir nun a/L/yam einer bebrchten.

Definition: Eine reelle Zak /en)/a/je tanf=Lln) /st ane Funttion,
D —>R mit Dp e,
[an kann ['2\/7"0/7 Aurch /412(7@&9 Aes 3/74%/57{7656;@&5 (Fanthons—
vorschnft) eder durch Auflisten der Folenglie der (Funéfions -
were ] angeber.

35/;§p/6/.' fdnjnéw = [(/4"’ %’)njné/x/

-4 4L, 4 4 4 .__:;_4_,]7
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Bei der Fo{ye $bn Jneps, kann man beobachten, dass sich mit wackh -
Sendem n die Fb{ye/zy//eder immer h/éﬂ‘/'fe/’ von O unteroche/den,
dh.  bm 5=0

n->eo

/4/<7eme/h halven wir fest
Delinition: (egeben sel eine unendliche Folge Fan]. Mehert sich
@, Mt wachsendem rn gerax einer reelien Zahl G an, so refst G
der Grenzwert der Folge . Han Schrertt dann
Gm Ay = G
und 5a5z‘/n2: Fa‘/?e fanf ist ronvergent gegern Gr.
fat dje Folge keinen Grenzwert 5o helft sie Ajvergent.
Beispiel: §0-1) fnepy == + 4= A4, it djvergent
Die Folgenglieder wechseln zwiSchen den Werten -1 und +41.
5271 =2,4,846,... ist Aivergent Ut wachsendern n werder
olee Fok/yélzy//'cder /mmer j/v/;é’ef/ St wachsen Gber fede belick(ge
Schranke. In elnem solchen Fall schieibt man ;ﬁ”a?o 27 = co |
§-n?f=-q~4,-9,~16,-25, .. st dlivegent. Mt wachsenden r
falten die F&ﬁe/z?//eder unter \/’eo{e be//eb{?e Sctvianke wnd
man Schreibt  Eim (-n?)==co.

Do
Bevor wir uns mit 5/'0{78/7 ) flr Anwendingen m&s‘]\lfc Folgen beschay#i-
geny passen wir noch e/'ﬂ/fe /?ecﬁenmﬁe//z /zZ’r Grenzwerte 2usanmimer .
Fechen »6\75//7 ’,&2’/’ Grrenzaerse

Selen f@f und 76, @(/79/7 mi? féﬂ; 2, = Gra tend f_’% by = Gy 77/ %

Gra, G, €ER wund ce /X eme Konsktute. Dann L7/'/;‘:
Cim (c-a,)= 6-@{; Q, = C* Gra

N—oyeo Vo)

Z/m Ca.n‘{'én): /é/m 2n f’g/m én = é;. '/'éé
NDeo n—=oco -0



¢/m [Q,, "6;1) = lim @, — & bn = Grg = G;é
h—>c0 n-oco A—D0c0

nfgﬂzo (a,,’b,,)=n€_/=)h£ @, Cm b,=G6n Gy

n->0

Z .
lim Ga — re En_ _ Gra ,’fa//s Gy +O.
N0 lbon ﬁ/gjo bn Gl

Wiy be,)fasseﬂ uns nun mit zwel lyoen von Folger, desen Bildungsge—
Seree elne beshmmie festielegle Struhtur aufiveson.
Z)e,ﬂ’/; /ton.: Eirne Foge iand heft arithmerisch, wem die Differenz
zweier mﬁ/e/’/mndw’z%\/fmder Fa{ﬁny//&der konstant [st: d.b. wenn (7/?/ :
Rnyg =Qn +A mit de R konstant.

Aufein a/zder/a/fe/zde 5@5/37//?%(& unterscheiden sich also skets
um eine adoivrve Kpnslante.

Beisprel:  Linear /%scme/éwzﬁ
Eine Maschine wird fir 25000 € Mj@%@@&‘. Es wiA ange -
nommen, dass Aer Wert verlusr JW/’C/I Jeweils 40% 14 1es
Anschaffungs werks ée)‘m’“fﬁ. Qer RKestwert venngert Sich also poles
Janr wm 2500 €. Bezcichnen wir mi? Fin den Festwert nach
n Jamen, 50 erhalten war.
Ro =25000, R,=22500, R,=20000,R;=A7500, Ry=1500C),
Rs=42500, R, =10000, Ro= 7500, Ry=5000 Ry=2508 R,, =O.
Dies ist eine (endliche ) arithmetrsche FO{78 ; Ry so0#
Rota =Rw —2500 , n=0,._., 9.
@a/m /tien: Erne /:0{75 /2,5 ket feamefﬁ'xb, wenn Aer Quotient zwerer
We/haﬂdefﬁgew/er @ﬁeﬁﬁéa@r konstart iS%, A 4. wenn gl -
Anrg = A G /7 gémk konstant.

Aupeinanderfolgende folgeng/ieder unterscheidten Sich also s
um eine multiplikative KonStante.
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Z’ae/'sl/oie/ : Die Z/’/ysasz/’/zs{’orme/ U, = Ko( A+ ,J,%—O )4 de//'/z/’en‘ Gae
5€0me7‘/7'$c/46 Fo{?e ;Mn new it Knps = Ky [/I-P/;%).

Aus der Definition kann man Ajrekt den fa@eﬂdeﬂ Aufbaue einel”

\7@0/}16%6&6/7 Fa\/fe ableser.

R, 22=2,°2, 43"”@2’? = 4492/ Qy=Q3-2 = 44'€31 .

A.4. allgemein = npy =, 9"

Wiy machen ans nun Gedanken iber das Kon vergenzverhalien ven 52"

Beispiel :
§0.17=0.4,0.04,0.001,0.00041, 0.00004,....
§50.371=0.9,0.84,0.323 ,0.6251, 0.53043,... (097=0.07?1783.-)
AN ANA24, A.334, 44644, 4.64054, ... (4.47= 10.834705.)
§€0.4)"}=-0.1,0.01,-0.004,0.0001 |- 0. 00004, - --
¢0.9Y'1=-0.3, 0.84,~0.323,0.6251,- 0.53 043, - -
(- 10" =-44,4.24,-1.334, 4464 4,-4.61 051, - --

Geomefrische Folge

02 - =
0.6 +
D,4 = B.|.

0,2 “ra,

D,D T T T T T

i 10 20 o o9 % 40 0
-0,2 a "
-0,4 - o

-0,6 o

-0,8 -




Die Baspiele untermawern ,ﬁ{ymde a/{ye/ﬂe/‘/ze /44455&(76-

Safz: ES g/t P 50 ) folls -1<g< 4
n-e0 1, 1&2,//5 @:4

z(f?'ifnew d/'/eiyem‘, )/a//s ggf (-1, 1.

n vielen, (nsbesmdere auch finanzmathematsschen Ap wendunger, wee 2.5,
bei der Berechn ung ven Annuititen oder z‘/j/oo;%eém fé’cézaé/wym
skt man awf j’éome/h/fzée Summen oder fleskhen. Diese temten aws
den Gliedern geoﬂzdné(hel‘ f&(ffm feé//da)‘.
Definition : SummicH man die erren n Gleder ener Maeoﬂze%m'ﬂm
Foje {'?m}me/x/ af , 70 efﬁaé‘m/z ’
=4 f g+ $ - ?
b Ae/,/ﬁz‘ qeameﬁwcée fmme
Beispie! : Ein Unteinchmer erwariet n diesom Jehr enten Umsa 17 vevz
10 [1illionen €. Vach einer ?Mj/z%e Jir die nachstn 3 Jpre s -
5@/%;;@('7054?70/2 von 5% pro bt s Verglelh e %oy'aér&( ez —
fon. Welcher Gesamtumsalz wid i den belrachiesern 10 Jphbiren 125 =

fesam% erwariet 2 Doy (reSembemsars /&asst Sich mitels emner geo-
metrizhen Summe Harséedin.

10 +A40(4+0.05) + 410N+00S) ¢ ... + 40(4+0.05/?

5 .
= AO( 14405+ 405%4 .. +4059) =400 _ 4059240 1258
i=0o

Je mehr Summanden vorkommen, desto m%g/(;er /&Y es, alle Sursmarr -
den enzeln 2u bewedimen wnd anschliebend eu addjerern. L7 berger
Azher, e man fir Jeometrriche Summen enre eryache Besecss -
suen jsyﬂwme/ aﬂjeée/z k.

Frer @=1 nt dies qnz enfach, dlenn

nv
Zf{ 4*" At+At--- +4 =n
——
n-ma/(



Fécr 2 1 berchnen wir:
5ﬂ2/1+?_+¢2+----. +V¢””’ B
.?ﬂ

4-5.°  gtgt - ---tg"r
(1= ¢) Sn = ~€”
. A-27
War Gitt da g #4: (4-3)%, = 1- 9" &> §,z=—4—_—%— |
hsgesam? halten wsir fest dje

Foyme/ 7&2’7“ ffame Eorache Summen

gq& _ {_4/[_—% / ?#’/
§=° n 70,::4

Boisoiel :  Javer Fidelins mchke (it da Gukunft voroomgen wnd dberigr
Sich (Blgendles Hedel/: Uber enen Zatraum ven 20 Jabiser wil er
Jewals 2o felvesbeginn 1000 € antegern, die am Jalnesont 174V
3% veranst wedon. De Ziisen wemrden Aen Kaprield zygsd/aﬂ,
Wre viel hat er nach 20 Jetmer ygspaf/ Z
Ds K"/’/W nach 20 jlven betragr:

1000 (41+0.03F° +1000(1+0.03)7 +4000[4+a 03)%5-.
=4000 § 103 +4.03°+ ...+ 4.03" %+ £.03*°

= 41000 - 403 i403* = 1030- 4 f{” Y2 7067¢.43
J =0

e+ AOOO( F 2.03)

I manchen eusammenhingen /S¥ es wrachtiy 2u wissery, wrs
[r5skest, wenn duw Summation richf bel cirer festn Zakl e/ 447
Sondern belleti f /0?{785@/?/‘ wia. Des [sF //ef/’fééwm(%/ )V Aler

Fragesllung, anfer w/;exz f /yzm(feﬁ olr Goren2aset
5, = s
iy =R A A A

exorert wnd was 59@@4@77&//5 herzuskommy.
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Foar @:4 wt b Sp=Cm n=c0,d-b 1% hens /5/a//ﬂefefz

A—=yco A—=poo

B . y 7_
fir Aeg et gl G =i (g <A e 221 =0

nN—o eo
Ao §5 Jnensy, (5F konvererd ou't dem Gienzivert f:?- .
Feer gé (- co, /I]U(// o) ;5F fj;l]/zé//\/ d/wfge/z)‘
Skt am 5 g‘* Shredt man @ech Z: ? cendd sl v Her
/=20 o[ o

C}eome%mokm fTes /e .
/-Zo/‘ e feaﬂzaﬁ%cﬁz Rethe f//l‘ d/so $*= T )!ﬁ// -1<g< 1.

f)’e/;o/e/ - Emne %}J?Mﬁ aer Q//eserye/z ENES [andes beletfe I 177t
Jrr 2010 awf12. 5101 fardern Torinen . 2 FErAers 12 ZO10 befreze
250 Hrllionen Jonnen. De Fé%demze/ye sol/ Wlﬂhf um p% in LG
f/e/cﬁ 2um Var/aéxf jese/zé)‘ werden. Le f@é WSS O prrfrAlSka?S
Sein, damit dee Ol eserven (Heoretich) pier enen éé//eéi/ﬁ W%ﬂ‘—
fawem  ausreichen
Wir kSnnen daven ausher, dass O< p<A00,
d-h. 0o 0<l-55< 1 g
Es soll also fz/;(eﬂ

250- 10°+ 250401 25 ) 250005 ... £42.5-40°

& 250-40° 2:( -5 " 2125 40%

&> 250 40°- 122 ¢ 125407

50-49° o0
S e 0 £p

) Zép
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e Fﬁdefmalfc mussS also /MM wum desrens 2% e~
Ajesselt werdlen, dlamit dee CIreserven (Hresre deich) sellet2
/a/zye Kichen.

Wir wenden wuns nun dem Guenz a/erz‘éej/gff flr reelle Fankrionen zu.
Es handelt sich dabel um enen der zertralen Bagriffe, ohne den sick
wichtige Elgenschaften von Funkbhonen wi 5#:»?’7,%/5‘ und Differen ~
2ierbarkeit nicht verniinftly erkldren (assen. 3
8@/3[79/5/ : ﬁﬁeém Sel die rationale Funksion fex) = ﬁ: j ru ¥ oern
@a//'n ihonsbere/ch @f =R\S1S. W/iT wnrersacher, wi sich
Funkbons were fex) verhalien, wenn x i der Nape von 1 /zef%.
x ] 09 ]033 ]03%9 |--- |1004 |101 |11
ool T2.370412.992004]-- [3.003004 [3.424 [334

Die labelle legt nake, dass bel immer welterer Ann &herung vor

X an den Wert 1 der Funktionswert immer néher an 3 hermnricét
Schaut man sich den Funkbhonssern Jenauer an, so SENt man st
Aass x=A4 nicht nur eine MellSelle das Menneys, sonderrr auck
des Zahlers /st Mittels Pa{y/wmd/’m“/’m kany marn den 2ehler

Lakforisicien.
C)(.?)_'”> : C)(-'A) =x2,\—><+/l
xz =1 _
..)&f—_x-/’ Also (7//1‘-‘ xP= A =(xF¥ X+4)(x-1)
X = > )
X~ wnd dams? }&X): (X #x+4)/’()< 1)
o X —

Daraus (asst Sich nwn Aer é?/e/zzwerz‘ﬁ:r X geger 4 Uzéfa‘/f‘/’

baShmmen - .

54 (XF+ X +1
bGm Sq=am — = 7 (K x+4) =3,
X= 4 X~ X=>1
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Wiy 154556” nun Aer &/mzwféey;{éﬂ mathemaltisch Gercvners

Definition: Seien [ eine Funkfion und x, éR, so dass (x-%, Xo)%@‘g
und (x, x.+¢) € Dy fir ein hinseschend klemes & >O.
(las bedeuret; dass die Funkbon mindestns in emnem klemen
Bereich am X, dg[’/’n/cn‘ Sein Soll. X, Selbsrt muss nicht rn De—
finitionsterc/ch liegen.)
Steben nun 2u belicbigen Folaen txnf, die von liks adler vor
1 EChLS Immer nGher an x. heranriicker, die 24(7%577('?5/7 Fouid -
vionswerte flx,) gegen eine Zanl G, dann heyst Gz Gnenzwert
cder Limes von £ fiar x Fo767 Xo. [Tan Schreibt dans

lym f(x) = 6.

X =D Xo
Betrachret man nur e /(/aZheMj von Iechts bzw. links arn dre
Swelfe x,, 50 Spricht man vom rech %s.se/ﬁjeﬂ Grienzwer? G bed.
vorn //hésse/z‘(/fen Grenzwert Gy und Schrrbdt dans

Lim fix) = G bo. G fix) =6, .
X=2xg X ~2Xp

Shmmen rech's- unol //h,éﬁse/f\/}?e/ Grienzwers cberey, al.b T Vt Gpe=6r, =,
dann gilt auch nsgesam?t Gy fix)=6.

X=X

Dic /?echemeje//z ,ﬁl‘r Gurenzuwerte yon Funktionern siA anajeg a4 Aeres

/Z{r /‘Tﬂ{yem
Kechen fevqe/xz /;27- Grenzwerte vorr Fuqkbevier
Seien f wnd 4 Funmktionen mit €y fox)= Grp wid € hl) =06,

X2 Xo XDXp

und c e IR eine Kenstante. Danr (7/2,’;‘ ;
O (i) = € EGjm fex) = ¢ Gy

XD Xp X2 Xo

Crm (fex) +hew )= Crmn Lex) + Em hex) = G,f + 6,

XD xp XD Xp XD Xp,
Eim [((x)—h(x))—’— it {(x) -Em hcx)=&v,a— Gy,
X2 Xo X—)Xp X—2Xo



bm (fex)-heo)=Gm Lox) - Gt hex) = Gy G,

/
X=DXp X=DXo X

’ _{QQ - fév”:v 1?0() = &*e ulls G, #0 .
fiﬁl W) T Cim hexd) T Gy  f A

&/Sp/e/"g' ) ) ?4 X258 e s VL

! el fex)=Sanx)=1Y0 ,x=0 1€ Stonumfienkt/on-

foa=gnaxr=| o, 1 2o die Sprunf:
STl on /6’//2?7’ f//é v

_ Om sanix) =1
X253 %

éim ij20«)=-4

X—2Xo

T T ks wd redhissertiger
' ) Grienzwer? )ﬁé’r x gegen O

SHMMEN nlcht Leberess .
Der Grrer ?/ueﬂ‘é)'ﬁo? $9426x)

- exvirser! nicht £
AuwBerdem sind dre e/ﬂse/'z‘{'?eﬂ Grren2uwerte auch nech ven dem
Funktionswert an der Stelle O verschiedlern. Man kanry Ase
S (9n am‘/zm,éf/’m nicht zeichner, ohne den ShfY abzuseszer. 7
Man 5ajz‘ auch: Die &34 umfunktion st nicht s;éﬁj an Aer Stelle x=0.

taufig werden skfige Funktiones Aadlurch "beschrieben”, Aass raen

ihwe Grmphen 2eichnen kann, oine den SG¢ abausersen Dieser seh 7

anschauliche &sc/zfe/éuﬂjﬁyersacé /sv a//em//'ﬁs UNLET 1712V epra —

tischen &eS/cé;{s/omzé fen unzureichend. Wiy 0{6’//’}7/8/6% Aaherl denq

Eejﬂf,/ der Stetighert mit Hilfe von Guenzwerten.

Definition: Seien fox) eme Funktion und %, By fhefly Skr in <o,
wenn gitt, olass rech’s — unad //h,ésse/%jer Grenzwert exisvzeren i
mi't dem Funktionswert o) an der Selk x, wberenSymmer,
A-b-kurz G fiox) = Cim fex) = flx.).

D X5




-
Beispie /- Fur Kap/}%/e/h/c{ien von 4000 € bis 100000€ n/# &/nes
A’n/a,ye 2ertraitsn von 4 Jehr bietet elne PBank )@{76/70(6 Hondy -
Y7008/ an .
Fir eine Einlage bis 40 000 € - 3% Jahtesz/ns
Lober 40000 € bis 50 000 € :3.5% Jahrszins
Uber 50000 € bls 100000 € : $.0% [ahwse/ns
Dars »@//uxzy Aer am ]a/) resende fc?://{ye/? Zinsern in /4é/m’”ﬂ£/<'7/éf/¥
yon der Einlage x - . Binson abheimgi von der Kapitateinlags
X:0.03,1000£X£40000 |
W&X )= |X-0.035, 400004 X£50000 4, |
X-0.04 500 00<x< 400060
Hier hat der Gimph der ™
Funktzon 0,{?5/75/’6/#[ ich '
Sprnnasteliern bei x= 140000 _
und x=50000. Bel ener Ve
wdderen Funktion hémnden 10000 20,000 30,000 40.000 50.:1::00 60.000 70.000 20.000 50.000 100.000
Solche 50@759@//(% aber auch kleiner undl somit “unsichtbar” ausfalien.
Wir untersuchen das (iuenzverhalten b29l. X= 40000 wid x=50900.

Gm ,fzx) = &m X 003=300
X2 10006 X=540000

Errn 126)()=— Crm X 0.035=350

X =>40 000% X-=>40000%

Eim fcx) = ¢m X-0.035=1#%50
X—>50000~ X-250600~

1.000

érm YFoc) = m X-0.0Y=2000

X—=—>Sooo0t X=y50000t

Drinzipiell kénnen Uns séfﬁ/ée/'fssk//m einen Sehr unferchied/iches
Charakler haben, 2 . B. §om/(759é//eﬁ, Polswelter, Definitionslucker.
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Wir halten Pest; dass die in Kepite/ T Vozyes:(e//fen Grrwrndlfunte tio -
nen du,/ /hrem (/’e/ue/'//geﬂ @z,/}}z IHons bewerch .Sséfﬁ Sind | A.b. an allen
Skllen 1hwes Definitonsberichs.
Aufoerdem sind Summen, Differenzen | Frodukte, Auatienten unol
l/enéeééuﬂjeﬂ Skf{'gef Funktionen wwder Sséz‘/g ﬂ«f Aem (/'ewe/'//; en
@e//‘n I'tions bessch .
Belspic/: Wir betrachten fex)=€” | Dp= IR und 90=T<T, Dy =R, .
Beide Funktionen sind awf ihsem Jewerliger @q&hx'ﬁ'onséefe/zé
s»é:ég . Somit ist die verketkte Fankbon

()ff’g )ex)= flgen )= < S’éﬁ? firalle xe ZD@J =R, .

Wir beenden dns Kapitel mit der exemplarischen Bewchnung enlger
Giienzwerte , die einige der dblichen Vorgehensweisen Aermnstreren .

x*-3x3—6x2+23x_4i_ lJas /s¥ Em )E(’() Z

Berspiel: _
7 \ECX} - XZ+8X + 15 X—=2>-3

EFinsetzen von x=-3 in das 2c2’h/er,oa{740m /I]?Y/zfl’f
(-3)1-3.¢-3°-9- 3y +23-(-3) -12 =0

und x=-3 in das Memerpolynom (-3°+ 8 (-3)+15=0.

Zahler- und /Veﬁﬂefpo{yfzom haben also beide an der Selle x=-3

erne Nulskelle. Mt %@amdmg/m belrechnet man :

(x1-3x3-9x2+23x -12): (x+3)= x3-6x%2+9x -4
x1 +3x3
-6x3 -3 x?
-6x3-18x% Also: xH1-3x3-8x%L23 x~ 12
Jxz+23X
3 X%+ 2FX = (x> 6x*+9x-Y4) (x+3)
—Yx-12
-Yyx-42
o

(xZ+8X+45): (x+3)=x+6&
XZ +3X
SX +45 Also! X2 8X 445 =(xX+5)- (x+3)

SX +15
(@]




__43 _
Damit findet man Lm0 = Eir (652 49x = 4)- (43).

X=2-3 X=>-3 CX+5)'M)
_ O XP—bxPI=M M2 oy
T x>3 XtS 2
Beispiel :
Cim 1at2! =727 _ 5, (T2 ~Te)(Thrz! +127)
hoo  H >0  Zh(Twiz! +720)
= 4 ht2-2 = &m -
ho0 2h(Ta 4120 hvo U TheZ +120)
SO 1 _9=]
= € -4 . -
G e T ke #
—_ z
33/'5/9/'@/ bt Vg, A6~ &4
Y 3T7x1 =2

X—
[/t Aer dh‘z‘gen binomischern Forme! 3/?/ E
A6- §4XF = (4 +Gx)(%-9x)=(4 +9x)(2+3Tx1)(2-3Tx7)
Sorni't )ﬁpéf .
A6—-81X% _ 2 (4+9x)(2+3Tx7) (2=3FxT)

Om o bim —
x> 7 i x> 3 (2=3TXT)
= i (~A)(4+3x)(2+3VX)
bl

=(-1) 8§ 4=-32



