/A /4/24/55/5 i einer reefllen lariablen
6. Reelle Fun khonen einer larables
De Qarsle//afg UNA Unkersachung skorlomischer Zusammen hépge
wid /””/Pé/e/ﬂgle///cﬂjeﬂ enfalg? fauflg Aeerech fodele, dre durch mathe-
matizche Funklionen beschreben werden Beispiele hiehfier sl .

— /l/adz,ﬂ/zzfe - wnd Angehotsfunkhionen

= Uostenfunktonen

— ?mdaéﬁ'oﬂs)["aﬂ/cﬁ'a/zeﬂ

= Mmmm)faﬂ/aé'anen

- &emmg/‘aﬂmmm
/n diesem Kapite! werden Funkiionen ciner reeles
Varnablen behandelt. Neben Aer 5/'4/&%%:/? jfmd/e—
gen Ader {?ey n,'[’fe werden 812{72 e, 1m Fusamm enhcmg 720
Okonom)schen F/&yej)@//dftfe/z éé&/ﬁg& Mﬂe/@ﬂdé »ce~
fhematische Grndfunkhonen cin je'f[ihﬂ‘, wobes e/nipe
mogliche An Weﬂlﬁ(&cﬂjeff /" Ze/éo/'e/cw Skrzzler)f wendern .
Em/c}feé/wg c Stedlseren Sie msbesondere dlie AbSchn vk

2w Forenzen, [o9amthmen wundl Funkbronen aus dert

Vorkurs !
Defin/ frion Eine reelle Funltion £ ener reellen lara -

blen 5t eine Luordnung, die fedem Elemenyt X aus
emner [tenge B S IR ein dewrig eme feelle Zah!, den
Funktrons wert fPox), zuordnet .

Dp heyBt Definshonsbererch von £ die Menge %/F» aller
Fenkrons werte /Le//'ér‘ werfebereich von £.

£ D CR—>N\p SR, x—> fc@



Bezeichnun oq T ]f eine Funkton ) 80 bezelchnen wir h@/&g
den Wert von f an einer Stlle X nut Y =Lrx).
x hel3t oanny //waééam;,ye Vasnable oder %74%{%/’ von
7[’ und P aéécmjge Varnab/e .

Zemeréamqv Wrcht b ber der ﬁe/m/ﬁm Aes Funkrt,ons be -
?/nﬁ,% /st die Fé/z{e/sz nach oer E//zdeza?ée/%der
Zacsrz{/umg
D Zuordmmy Selpst kann autf unterschied(iche /?rffe«
ageben sen 2.8 durch eie Formel,emme Jabelle oder awch
durch etne Kurye.

&/pr/’c/: DAX In Aé/&a’fnj@ke/'f vem Tatem
1 Jahr 40]Qﬁf€

2500 4

E400 000 4
DDDDD

DDDDD

DDDDD

00000

Bevor wir uns mit emnigen mathematischen Grrendfunk ionen
néher befassen, betrachten wir ernrge emfache /4%/{/640(6({175‘
beisprele.

Ee/;ﬁ/'e/ : KOﬂsamﬁaﬂkﬁbﬂ
In der makroskonom/schen Theore waird angenommen, Aass
Aer Gesamthkonsaum C fir Giver und Dieasy le/srun 17N e/ne
Funktion des Volksemkommens Y i5t- Ein ern Jaches /Tedel 15F
eine affin-lineare %OﬂSLcm}fgméﬁon CCy)=a+b >/



Die 5%9{’7%/4? b (cblickerwelse zuwischen Ound 7/7%;‘ an
um wrie Vrele Emberten oer Uonsum zunimmy, wean das
Volksembommen um 1 Emhert 5;@/'71‘. Die Ségang ISFEAre s6qe -
nannte (enz /28{7 Mj - Konsum als Funktion des ¥olkssinkommens

zum Nonsum . |
Aus einer Un /ersa,dthg oz -
der US~-Wirfschaf¢ /fé’r '
1929 - 1341

AKonsum fun/ch'on o6 -
CCY)=95.05+0.F12Y
&/e/zz—ne/yunj zum Uonsum.

b= ———=z0.#12 7 X ] ] : p
A >/ %) Fa '

Beispicl: Die Wach,fmge von Verbrauchern nach emem Guet
/. emelr bestmmren Penede 15F aééékf/év vom Trers .
Liblicherweise geht dre /Lézduﬂzge ée/’s{egendem Prers
2crtick Das Aﬂyeéaz‘ oler fersveller des Produkrtes /sFeben-
alls abhangly vom Prels,der erzielt werden kany, njobes
Adas Anjeém‘ volicher weise 5/6{7"?‘, wenn Aer Fre/s 5)@/3»‘.
In eimem (sehr e/hyfac/aen ) odell mit der Bezeichn wng
PLir den Freis kSnnte dies 2.B. so aussehen.
//acé;[’raje NMP)=4100 - P /4/4jeé07‘-' A(R)=40+ 27
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Angebot und Nachfrage ?ef S-Cé n /#/9“ ﬂk—?& 0(6/' é'e/—

200

den Kurven rst der/en /“76
. gleich dlem Angebot (st d-h.
An jebm‘ und A/ac/t}@mf/e /"
sind

A00-P = N0+2F

=D
Der zaje/zéﬁ;e Preis

o B e felbt Glechgewnchtsprers,

A e zajeéo"nje Menge

ACP*)= NCP*) /st olie &/e/'céjem'c/zﬁmeﬂfe
(/n oler Fraxis oler Preistheorie wird P rblicherwerse a,a,fofer
vertikalen Achse M@eﬁ‘mjeﬂ.)

100

504

Allgemerner kann das [Modell lihearer A/accé/’/afe - tend An-
gebotsfunktionen folgendermaben beschneben nerten .
W (Pla-b-P , A(P)=x+f P
mit positiven Fammerern a,b,«, 3.
Aﬂjeém‘ und Machfrage sind im &/e/thjemkéﬁ wen»
N(P)=A(P) & a—b-P=oc+ 2P

& 7= L5
Ter ﬁ/e/'chjew/chb/pfc/g ’sE also | die zuge b
n’ye Gile/ch jew/c/w‘s men ge éeﬁi’ﬁv‘
WCPY = AP = OF = a- b 2=% = &8 +xcb

btB LR

Punkt, bei dem ol Wachfmye



_5’

Be/spicl: Die Aosren ﬁl’/‘a’/é /?ese/ﬁj/maq L/on /0”/0 der Verunres/ -
/ 40P

105 — P
Der ?e’ﬂz'n/'ﬁbﬂs bete/Ch IS hier sinnveollorwerse a,a,f

D, ="L0,100] enzuschrinken .
Werfe fabelle

nigungen i esnem See selen  blp) =

P/ o | 40{ 20| 30|40 [so|6o |70 [ $o| 80 [400

ERBEE
43

)

o
1+

175

v
AA

6O |200O

“f__o.\zo KZ’L
3

Fosten flir die Beseifigumg von p% Verwpreivigungen
' 200
Was (st der Zuwachs an )

Hosten, wenn sia# p% oler
Verun rein Clyzmjen Gor1)%
bese/ﬁj% werdlen sollen €
b(/0+ 1) - b( /D)

_10¢p+1) _ A9P _
T Aos-(pra) 105 —pP 50

_A0(p+1)(105-p)-A0p(104-p)
T (104-plrl405-p)

150+

b 100

T 1
1050 0 20 a0 60 20 100
r

(104-p) (405-p) 10p

M= s 5

/4//[79/74 e/ner : Was st der Zuwachs an Woster, wenn skatt o %
oler Vemme/'/zﬁmien (pth!%, h >0, éese/’ﬁjr‘ werden soflen ¢

_L(y)- AOCpth) 40P _ 40504
blp+h) E(P)—4os-(/;+h) 405-p T (0S-p-4)(105-p)

2.8. Puwachs an Kosken )&Z'r olre Zese/s/z;&anﬁ von

30% sttt 20% b(30)-b(20) = 25 £ 164 7

?‘
60% staltt 50% 6/60)—é(50)=%°’3/03 .24 2
F0% stat §0% : bL(30)-b(0)=2 &

100% Statt 0% : b(400)- b(90) =140




Die Berspiele sollten zundichst klarmaches dass funkrionale
Wmeﬂhﬁﬂﬁe als Modelle vieler Froblems /e//émyeﬂ cace/4e -
ten. Die Awfpate der Makbyratik /stes, 2LnBchSY einen 7€-
eignesen Vot an Grundfunklionen eur Verftigung e
svellen wunol Methoden cmzageéen, mut dlesren €6 man aus
diesen Grandfankfionen zusammengesefzte [unk fionen
cntersuchen Raan .

/n olresem Kap/'/@/ werden wrr zunachst 6‘7/1&/24[).44”4/9 onen
4 e/'mjeﬂ wesent(1chen E{?@ﬂscéz aﬂ/m angeéeﬂ-

émrzo/fccméﬁ'a/z er?
— Fovenz - und Wa/?e//améﬁ'wzen
- Ex/mnemé'aﬁ unA éodoan}%ma,sl’aﬂ/eﬁé/«zem

£ /jeﬂ Sch a/;@ﬂ
— Definitions - urd erkbere/ch
— Mono vonse
- Zescé /in@%e/’f
~Symm efree/
— Um kek r,&m,é 2l

Punzchst ben o”%ﬁeﬂ WAL Ein ﬁe Verem barungen und @gﬂz)«zz'ﬁ'o -

nen. Sel £:IR—>IR , 4=L0x).

Definshonsberc/ch - Wi vereimbaren, dass der ?eﬁh/ﬁ'ans -
vereich emer Fankhon aus allen reellen Zaklea LESflhen
soll, Pur die die Funkfon berechner werden kann, es sel
oenn, dass ern anderer Qgém'/}é'amée/e/é‘é angezeler
/SF.



~7_
Honortonie. Eime Funktion P hel3t ”;Z;/j:;ﬂwﬂ wachsend,
(x4) z
wenn aus X, < Xy WO{?P‘, daSS ;éfxd)ézgi);z)j?/ﬁf
Eine Funkfion f /a,e/%v‘ ;Z;%ﬂo/pﬂjfa//end/ wenn auns
4)o>/ (Kz)

Xq<& Xz QZ@/% Aass 2(12()( ) > ,foz) j j//‘f
Feschrankthelt: Eine Funkbon £ heft nach ; dﬁi;j veschrankt

wenn es eine fontante C gibr, so dass f[)()} ; C} g1t /?ara//exéﬁvp‘

Se heybt besch 12nkty wean sie nacl, cben Lind untern beschiznkt
/SF.

.Sacfmme “en . Fine Funkhon £ heybt jeuafz/ wenn 1hr &/@04
(achsen '/ff’”m etroch zur N ~Achse 15F ol -4 - Loenn j/’cf/‘ ;
(1) xe Op =>-x €Dy a/zdcz))ﬁc—thfx)?ﬁd’r alle x&Dp
Eine Funkton heyl? Mjefdaéz, wenn it G raph (/aﬂéf/_
symm ehath qum Uryoreng /5% A b. wean g/ & -
(1) Xe @75 => —X¢& @Y‘g und (Z)7£(~x)= ~f(x)far alle xe Cp.
wenn fir em festes 0. €R 9/eF:
(rlarxely =2 a-xel wnd (2) platx)=Lla - x)}fd’ra//exé@,
dann /st Aer Giraph oler Flen ke aon fjwmeﬁw'ck Zur (ze =
raden X=a (Famllele tu Y-Ahse durch (a,0).

Beyor wir den gefmﬁf aAer K{mée/ﬂ?’fméﬁbﬂ dgé'//z/'ﬁfefl/ bo -
ymchien wnr zunachst e/ Beisprel

3@/5/.9/'@/ C Whir befrachlen die (imeare A/czc/u,frye/fméﬁm
N=100-057P

/n Ab /w’:hg/g/ee/'% vom Prers T



Aus der Sicht des Iterstellers istes mog/iche rwelse eaeck -
méy319, die her 2usvelfendle /Yeﬂje als wahlbase Girele anzu-
sehen , um den oamus resultierenden Frels e betrachren,
A.-b. der FHersseller /st an Ader imyersen Funktion ( Umbelr-
ﬂm kton) Interessiert. Diesen Lunktionalen stm/fzen/za/zg er-
ha &t man, wenn man Are //aoh/mye/méﬁm nach Pawf -
(&Y, 4.

N=A100-05PFP & FP=200-2//

Freiz als Funktion der Machfrage
_ _ 200
Wachftage als Funddtion vom Preis i

100

a0 T 1350 i

100

L I A L B A | =0
0 i 100 150 200 i

o

O 20 40 A/60 20 100
N=400-05 j//yr’ 2u jﬁebeﬂem Prefs F die Wa%ﬁnfe N an.

Um j@/eeh/% f/bf =200-2 M 2u f‘ffebe” er /(/ﬂc%ﬂﬁe A/ Aen
Preis P an.

In beiden Fallen handelt es sich wm Funktionen §
Die beiden Funkhonen sind invers zuepmander ¥

Um ke hrfmﬁﬁ&m ( Inverse Funktion): Sei £ eine Funkiin mif
@eﬁn/'ﬁvnséere/cﬁ Qg und Werre bere/ch lh{g, / vt wumAehirbar

e/ndeontig, wenn es au jidem ye\We Genaw e xe Bp Jibr,
So dass g:.yffx) f/}fy’.



/44?%/7@ lent deczu (st Aie &d/)?m? ,Aass zu verxchedenern
Elementen aus dem @a/f/é/ﬁ'wzslaefe/cé Stefo verachiedene
Funkhons werie yem"feﬁ mussent; d-h . wean Lar x, X, € Dy
mit X, £ X Steho 7£(x4)¢7£(xz) 759/(72‘
Ist f umkehrbar ein ﬂ[e/&ﬁ? , dann besitet Sie eine Umbohi-
’ém kton (inverse Funktion) g mit Defin/tonsbercich @Of e
und Wertkbereich Wg =De - Dabel 157 /ZZr Jedes 4 7z @é der yert
g,[g) Aie e/ndeaﬁda, bestimmeie Zahl Xélh/g mit fix)=y.
Es gilt dann ,&’Er xé@g=lb@ ,gelh/‘efJDOq :

}5(7); X L& é{-‘—vflx)

Veranschau!ichun g

TN
w‘—;‘i =

W Dy

//a[uﬁg bezeichnel man die Umkehrfunksion zu f mef £77.
Aechtung: L7 vt micht dasselbe wie V-Z— Vd

M'chh'g s, Aass es sich bei Aer é{mée/zm/? wieder um e/ne Funk-
tion handeln muss, wenn man von eer Umkehrfinktion Sprmchf
Wie man am Beisniel der Mormalpambe! sehen kans, /st Ajes
nicht selbstveraigndlich.

Aus der Depinition wirdl klar, Aass Sﬁfﬂg monerone. Funrkrip -
Nen st umkehrbar em Aewh sind.



—A0—

Eigen schaften inveroer Funktones
/st g Umkehifunktion von L, dann st auch £ Umkelrfzné -
fion von . Es gilt dann

3 ()= x Lar alle xe Dy wnA
.{(g(g)) =y fir alle ge@g.

PokenzLunktionen

TkLinition: Selen T€R wiAd xe Dy <R. Die Funkrron
.{fdx)=)<4- heyBr ?oséﬁgfzmﬁﬁbﬂ-

ﬁgﬂh/}ébns -, Wertebereich wund wesvere 5(7'\%55/153/’,@/; Aa”ﬂjen von Tab .

Wir betrachten daher verachiedene Falle.

1) fex) = X" | nEM, 7 gerade Poterafunitionen i posion, gurzzalgen. goradon
2.B. fix)=x* Pex)=x1 .

-D=R,W=R;

o« nach unten Aurch WVull
beschrankt

. je/zw(e, Ah. Sjmmetr/'éoh

2ur Y -Achse

. Sv&/grmmafoﬂ)ﬁ//eﬂd auf -,0]

sﬁa?/m'ze/mwczcése/zda%[[o,m), 2 4 o013

[—— 2 W ———

© umkehroar em demg nurb6e/
eingesthrinklem Definitionsbereich, 2.8. D=Lo;)

Beispie/: Sel <7=7fo<)=><z mit Do=Ry , Wp =R, .
Bes ﬁmmmi der Umhkehrfunktion :
(g=)<a A X 7/0)<=?L x=Tg7
Also ist 35375’? =y4* die 2ccye/zé’r7"7€ Umkehrfnktion.
¢t verfauscht man nech die Varblennamen - gix)=1x7



Zeichnet man die Graphen eier Funkbhon fix) und der 2ugehsrizen
Umkebrfunktion gex) in el Koordjnaten fys;ém ) el dem e Achsen
Gleich skaliert sind, so st der Gvaph ven goo) die Splegelung
des Graphen yon fix) an der erden Winkelhalbrerendlen.
Allgemein 15t fir 7Bac) =x", net, ﬂjefd.df und Wp =Ry die
wjeho"nye M£ehr7funkﬁbﬂ gex) =Yx = x"
2) fexi=x",net, n ungerade P atenzhsntionen mit positiven, ganmahligs,
2.8, fo0)=x, foe) X3 foe) = x° e
- =R, W=R
e unbeschranky

-

1_

- ungemde, Ad-h. symmentoch 2um
ﬂhﬂ/ﬂﬂy

. smj monefon wachsend a«,ﬂ R

* wegen der sﬁmjen [tonesfonse auf
genz R umkobihar | due Umkohi-

ﬁunﬂcﬁ'@a lwsfe? .
gox) = {%&"/ N/Oj:f X* | X320

1.
', x<0 —(—x)“1x<o

)£Cx =x", neM, n gerade e —
2 .B. Jtx)=x = = fe0=x -

- D=R\{0f,\W= R+‘(O,w) |

* nach unten durch O beschzink) ]

. jemdz, d,h.s(ymmehw'c/z 2ur 1-_

. Sﬁeﬂ(f meneron wachsend ai (-0, S _21_1 T
5%3 menofon allerd auy ()

. nar auf emjeschomé/e/ﬂ Delini hronsberesch, 2 B. (0,) umbehrréar

A

Féo/'@ [0/00) MYLM ﬂm/é&éd’,fd}ﬁﬁoﬂ j“)'q——f—x n

3_
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L)L)jf[x) /'LG/V ,L qum FPotenzfunktionen mit ne gativen, ganzzahligen, ungeraden Exponenten
44
z .58 géx)—x ,ﬁzx) =x= :
- D= [R\%03, \W=R\203 .
© un beschidinkt H

. uﬂge/zwlz, Ad-4h. Sjmme%m’c/z
zum U rsprng

. 5ﬁeﬂg meonoron fallend mvf
(~00, 0) und aeef (0,00)

+ auf ganzem Defuns onsbere/ch _
um/ee/wba/r, Mm/edm)fmféﬁm : <

x X>0 5——1 X> 0
gm:?( 7 g'? il
~(—x h

1x40 %

" | X <O

—X

5)4@&) >< = f
2 .2. f(x)'x” 'TT@T ﬁ(x) >< =3I

Potenzfunttionen mit rationalen Exponenten grafier als 1
Potenzfunktionen mit positiven, rationalen Exponenten zwischen 0 und 1 4

2,0
13 .
10

05

- D=Ry W=IR4 T Y

“ nach unten durch O beschzinkt

. sﬁeﬂg monoton wachsend. auf R,

© auf gesamtem Depniionsbewich wnkesrbai; Umbehrifzuntrion
gex) = x e




_1'3,-

- n mM %
6) \EKK) =X LN € @ = Potensfunltionen mit negativen, rationalen Expotienten
-F_ 1 1 47
x)=x ®= 5=
2.B { )=X P

‘D=R; ,W=R] |
- nach unten Auwreh 0 24
beschankt '
. Shenj monston V&//exzd ay/ R |
- auf 5esm;(em Definibronshe- 0
reich umhebrbai, Umbehi—
@mé/hm (70<)=)<”‘;L

Exponentialfunktionen
Exponentialfunktionen treten i vielen wnrbchafts - und soeda/—
lrssenschaftlichen [todellen awf . Jeispiele sind:
— wirtSch affﬁbﬁes Wachstum
— Bevilkerungsnwachst urm
—S%af/g akkumu lierter Zins
~ abrehmendes Analphabetentum
Definston: Se/ aeR). Die Funktion fex)=a” mit Ty =R eyt
. Dabel Az//'sf a und. x

Do es Sich bei der Ver wendang von Exponentialfunktionen ofy wnm
die Beschieibuung zertabhingiger Vorgange handelt, wird qu dse
Varable ¢ verwendet .

Im Unverschied zu Ptensfinktionen, be denen die Basis dlie unabhin -
9/9e Vanable ist, ist bel den EX/JMWIZL/'C%/y/MM Kfionen der Exponent

die Maéé[ingﬁe Variable.

Bevor wir uns mit den (mathematischen) E{?f/?SCha/)@” naher éeSc/MZ;/ -
£igen, betmehten wir einlge Belspicle.
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Belspiel: (Zinseseins  exponentielle Verzinsung )

Wir betrachten em zum Ze/tpunkt =0 ( Beginn emner Zinspers —
ode ) vorhandenes Kapital Ko. ir lberlegen, wic sich das Ka -
pital bel eimem nominellen Jahreseins (=p% entwrckels; wenr
das Kapllal jabntich m-mally zum relativen Zinssafe ;- ver-
2/nst wird und die Zinsen Jewells dem Napita! ﬁxﬁesw—zébeﬁ
werden. Zum Begpiel bedentef -

m=4.: /a/tr//c/ze Kelzmscozj i)

m=2; M/é/aér//cée /crz//zsmi mn/ =

m=12: monatliche Verz/n swzj /mz‘
m bezeichnel also dre Anzahl der Z//Zs/oeﬂMé// pro fabs T
m>4 Spricht man von un z‘eg%fef %frz/)zsaﬂy.

wie grog ist das Kapifal! Km nach £ Jahren Z
m=1
t=4: K1(1)= K (1+()
£=2: f12)= K, (4+0)°

\1

KAL) = K, (1+0)F

t=%: Kot%)= Ko (1+ L)
Eed: K20t)= Ky (144 ) K2t8)= G, °
t %_‘1 V\Z(i)’ V\o(/H'z)

o )
U
t= LU E)= K (e 1) At b)= 1, (e )77
k3 ) '
Lf
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All ﬁemem it Kom [£)= Ko (15 )mi A.b. eme Ex/afze/zf/'aﬁméz‘/aﬂ
der Form WK, a® mit der Basis a=(1+£)" . Zum Vely/:f/'éh berech -
nen wi'r (ﬁr enen 4n/ajeb6fm3 von Ko=1 VEZr m=42, 9,12 das
Hapite! nach 2,10 Jatrer fir i=p% =155 .

+ 1 | 2 . 10

WAE) [ 1+0.05 =105 (1+0.05) =/1025 105" = 41429934
KoL) |(Ur0.028) =1050625 |(1+0.025) 24403813 | 1.025%° 4638616
Ky(8) | (110025)" % 4050345 | (4e0.0425) 51401486 | 1.0425"° = 4.643649
KAUE) (1+00041E) 51054462 |Ur0.00412) 54404813 | 1.00448"%° 2 1.647003

Eapitalenfwicklung jdhrliche wnd monatliche Verzinsung bei

2ter Veranschaulichu ng | st i o 7
Be/ esnem Am/ajebe;‘mf von _
10 000 € e/i/'ly# Sich bed p=5% 141
nach 40 Jofven ein Unkerachud to-
von 181.15€ 2avalien merate chel” :
un A JZM'CW Ve/?/nsanj, . oot

24

]
m#
wwwww
&

T T 1
0 10 20 30

|+ 11f = Loos33z3sal?t

wann hot Sich das Kapiral Vem/%oe/f 4
Um diese Flage 2u beantwoter, muss man i Gile/chang

Ko (10 )7 022U 5 L1+ £)7]F =2
nadh t auflosen. Gusucht it also diejenge Totene ™ (ds Ver~
Aspplungs 2ect), 2u der a=(1+3;5-)" ethoben werder muss, wm
2 2u erhalten. Dies werden wir an ?ﬁz‘e/cr Stelle mu# Zc?ja/ﬂ'//zmeﬂ
(Ssen.
WS es bedeulet, wenn wai die Anzabl m der Jawrtithen Z/)zs/%*
rioden 1mmer izé/‘Zer werden lassen  d.h. Verzinsung polen Tag , fede
Stundz, pde FHinute, pide Sekunde efe. befrachten, werdon wir an
Spdterer Skelle genouer unferouchen.
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Ze/'g/o/e/.- Wir betrachten eme &fu//ae yorn 10 000 Aaaﬁéabez‘eﬂ.
Dureh spezielle Z//da/(zﬁs m%é/)ﬁﬁ”féﬂ soll der Anter! der Anajoha-
beten n deses @W wum /MM 10% reduzest wesrAer. (/e

Grafs ist dler Anteil der Ara phabeten nach t Jahsen ¢
z | o ) 2 K | 3

Arei€ Araloh. (40 0001000001~ 12 )= 10000-0.9| 10 000-0.3° | 100000.3°

@w.S. W/

i Anzahl kann Somit dureh da Exponen tialfunktion

Alt)=A, 0.9°
beschruben werden. Hir wt die Basis 0.9 < 1, mi¥ 2unehmenddem
t ward A(t) kleiner
NMach welcher Zeit hot sich die Zahl der Anajphabeten halblertZ
Zu losen ist dw Gileichung

A 095054, <> 0.9%=05

Creswucht ist also die jenige Rotenz t*(die Halbwertszert), zu derdlje
Basis 0.9 ethoben werden muss, um 0.5 zu erhalien Auch dies lost
man mit Hilfe ven Zﬁgm"%mm.

Wir wenden wuns nun wuder allgemenn den Exponentiolfunkhionan,
of.h. Funktionen der Fowm fix)=a* | a RS, zu. Dazu schawen
Wir uns zunachst ée/'SP/'e//u/% Are Grphen 6/)7(?6/‘ E,{;ameﬂf/’a/,
faﬂ ktionen mit verchiedenen Basen a an. wir betrachten in folgen-
den nur a4, da der Fall a=41,d.4. fex) = 1*=1 nicht sonder-
lich interessant /st



Exzponentialfunlthonen mit Basis Exponentialfunktionen mit Basis
griffer als 1 % zwischen 0 und 1

— 9 —
? i ¢ @ = /P} \W: Rf i
& 5 ]
N © nach unten durch N
. 0 beschiankt ]
5 . )([0}: 1 5

] -;Jra745ho7(_7m0— ]
neron wachsen aa,! R

/ ¢ .ﬂi’r 0<q <A/ Sﬁefzg mo - 1
2 -1 o 1'—_2—3 ﬂmﬂ ﬁ//é/zd Wﬁ 2 -1 0O 1 2

A/eje/z der Sﬁeﬂjefz Honotonie st VZCK) =q* ﬂ?r fedes aecRINSA} wn—
Rebtbar e/}zdeuﬁ(?. Duz wje/zéh('?eﬂ Um ketrfun ktionen sihd dije
ensprchenden qua nthmusfunkt ionen, die wrr im Anschluss
an dje Exponentia /ﬁm ktionen behandel n werden.

Es 7/’67‘: fzxw) =2*" =q a*= a,-’f(;c) bew. a= %%Q :
Das bedentet, dass dee PBasis a déﬂJéﬂ{?éﬁ Fakfer daroteltt; m/7
Aem sich fix) andert, wean x um A gun/mme.

falls o= 4+;,§'5 ) P70, wachst fox) um p%, wenn x am 41 zw—
nimmt . Falls a=1-755 Pz ’fd'//fyffx) wm p%, wenn X wm -1

wachst.

Eine besondere Bedeu/fwzj kommt der Basis e,d.-h.der “natirlichen”
Exponenﬁa@?m/d/bn Yex)=e™ 2u, wobei € =2.7182848284 53045 - - -
die Eulerache 2ah! bezeichnet. Die Eulerache Zakl e /st eme 1rratio-
nale Zahl. Um 2u %6(76/7, we die rrrationale Zabl e in “notur-
(icher " Weise als Basis auwftn¥, greifen wir das ab{?e Bersple| zur
Yapitalrersinsung noch einmal awf
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&/sp/e/ " Witd em Kaf)/h/ m - mal /d%r//'ch 2um relahven Znssarz
von 5= verzinst, so hatten wir yful’ are /{a/)/z‘a/e/szoé/mf Are
Formel — Wm(t) =K, (1) (76/%/16{6/7
Bei' wachsendeam m werden 17 1mméi kidzern Aoslkende e relatrven
Zinsen dem Vopitad wgeschlagen. Wir haben Jesehen, s Hm () grefse/
wird, wenn m%é;ée/'m'/z{ Wt Mustruten dies noch emmal me¥ fo!-
genden werten: Ko=1,i=400%, t=1( /a/zr) Jir verxhiedene Werte

von m.

Anzahl m der Zinspevroden pro Jahr  Kapifal Km(1) nackh emem Telsr

A (Binspuschlag Jjohlich (4+4)" =2

2 (qnszuschlag halljahrlich) (1+L)* =225
12 (Zinszuschleg monatlich) (1+£)* x=2613035
365’(2xh5}ax/¢/aﬁ éa’,('?//'ck) (=) 224567
8340 (2inseuschlag stindlich) (L) n22484 27

Mtan kann nan zelgen, dass auch bei beliebry haufigem 2iaseu -
schiag pro Jahr, dh. m—>ce, das Kapita! am Jatwesende emen be -
sHmmiten Betrag nicht wberochreten kann.

Berrachter man namlich den Ausdruck (1+ 3 ) 7? Lr 7 —>, S0
shebt dieser Ausdvuck (79@4 dve Euleroche Zahl e.

fan Schresbt  Ldim (1+ —'L) =e .

Zz—2 eo

Selzen wrr ,;082/5// z=.— emn und befrachten m —>-o, dann erha!-
en wir  Lym [4+——) ~e . Qemus kann man SchligBer, Azss

m—) c0

LRV ‘.
Lim Wmit)= tim K, (1+7%)° - K, et st
/o0 m-Seo

Wit ethalten damut die Formel )Z[;r dre Sﬁeﬂmmé

Kit)= K, - *®
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Weiler oben haben wir bere/¥s erwihnt, dass O/ede Ex/meﬂ f/ﬂ//dﬂ»é“
tion Lex)=a” mit aeR, “\$47 umbehrbar emdem‘zj ISE. e zu-—
ger /75@/7 %m&ehr/xméf/wzm s dre Lﬁaﬁ;%ma57faﬂéi’/0ﬂ€ﬁ

Zoqcm'a%mas/mzéf/bfzeﬁ
Mr M//ede//to/en zundchst die Definiuon des wjan%mas einer
22hl « e R} zur Basis a:
Log, =y &2 o=
Z‘? /St also Aie /e/z(?e Zabl v, die als Fotenz von a gerommen
werden muss, o dass &’ = L /St
Defini'tion: Sei ae R, *\§13. Die Funkton Poc) = Log x heqfot
(ewr Bas/is a).
Durni? ist frx) = Aeg,x (?E/ZZdZ durch dee E7 ij% Agleniert,
Mm/ﬁeh/ffunbéaﬂ ZU gac) =aX zu Sem.
Dethier 9 : Zanga“) =x wund 7 =x !
Das Zajﬂzﬁ'%mie/eﬂ macht S0 SAGY das Exponentieses /é’&?ﬂf’ﬂ«
(7/3 und um&e/ee/zk%
Fer Soezielle Easer g/b/ es abkiurzende Zez—e/'ch/umyeﬂ ;
L3 X =g X und Leg,x = x
Die Giraphen vor Lﬁan’#ﬁmxsfmkﬁ'aﬂeﬂ Erhalt man Aush 5//25&6-—
lung der Exponentialfunktionen an der eroten Winelhatbiesndlen.

Bevor wir uns Besspielen zuwender, betrachten wir die Girphen eni -
ger Lc??a n)%masfméf/baen und. svellen e/h{fe gmﬂd/eféﬂﬂe E{?fﬂ -
SCéa.ﬂen 2USAMMEN.



Logarithrnusfunltionen mit Basis grofier als 1

-2 2 4 f 8
1 x
-3

|

Logatithmusfiunddioren mit Basis zwischen 0 und |

4_

__ZD_

7 —— logy(x] 7 log,(x) —x

D=R{ , W=R

Unbeschiznkt
f£1)= bog, 1 =

piir a>4  steng monovon wechsend auf R}

o Par 0<a< 1 Sﬁmg mencren fz//e/w( auf RS

36/50/6/.- Wir betrachten eme %pa/m‘/bn, die /’amr//'ch wum 3.5 %

Wechst. Ufie grap ist die Verdlapplungszert
=% 4 035°°

Gesucht /st £*, s0 d%syxé:‘ B.1.035° —27’

Zéc/zachsfy/fz‘ Pt)=PB (1+ 2 v

7’4035 =R &> 1035%=72

&= In(1.035t)=4n 2
=)+ ln1035=4n’l

. _ fn2
D t=9,002s

Die Vé/‘d&ﬂ?l%ﬂjsae/y ég{/ﬁj{- 2¥o

dnz
271035

2015
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Wir wiederholen die Techen zfe/ﬂ :ﬁ?’r Aen quan%mas

1) 223, (x:9)= Zoga‘x + Z@g“g
2) Zogm(ﬁi) = 20305 — Z@q Y
3) £eg,(X") = p-dog x
4) 4eg, (") = p
Auwfgabe : Seix 0. oder falsch &
a) (nx)'=Udnx?
FalschV Fér x=e Vs (lne)?=A"=1, aber 4 lne=Y%1=Y
b 4gx =2 457<1 ¢
Wach Ragel ) gi¢ 24TRT =1 (TEF"= 4y

¢) £n X%~ Inx" =3 Iax*

f¥ den /&jg/ﬁ 2)und 3) giet

In %~ tnx* =ﬁ4/§,:3 = Dy X = Bu(P =3k K2

Beispiel: Im Jahwe 1330 warde das Bubboseriolproduk? (857) hinas ouf

1.2 40§ und die Wachstumsnmle auf 1= 0.09 geschiifet Dos BPoler USA
wirde auf 6.6 10" F mit erner Wachstums rate s=0.02 geschiiler. L nehmen
an dass dre 8SF beider [andler m den Fa/je(/'aﬁ/m mit den gleichen Raten wachsen.
Wann Wi ten da 857 der beiden Lander gleich j/ﬁ/?.z

BSP China 2ur e/t +: B (=42 - A0 (4+ 0.09) ¢

BSP USA zurZeit t: B lt)=56 40" (1+0.02)°
resucht : ¢, so dass B, (¢*)= B, (t*)

1.2 40" 103 =56 10" 1.02% => 403F _ s

72.02t T 4.2
1.0

&> In //}._oZ)i &(%zé
ln CAE_%)

&t — oy

Z/I (4.02,
5.¢
Ako sind die BSP pach = %’5 % 23(]4&/01 y/cf/'ch.j/%,

A.02




