3. Vektoren
Im @lelen Wapitel hatten wnr bererh bel latrizen muv nur ener 2esle
beeo. ber [lathrzen myt nur esmer §oa/l@ /1 Kleewynern ase fﬁﬂﬁ”&
darlen yektor b2cr. ypallenvektsr verwendef. Beide wemkrn wrir auch
als Vekforen bezeichnen. Wir bezeichnern ekroren i der Eﬁe/ -
kleinen Buchsteben mit enem 7R/l darider. .
Fir emen Soalten vektor a €M schrecben (ny a= ( an) @erzzef&
horge Yrnsponierte Veklor isY dann der Zeslen vektor Z7=(a,, 2z, @n)
D Zahlen a, ay,.-, a, heffen Komponenter oder auch Koorasrater
des Lektors. Insbesondere Veklowen des R* und R haben rech anschoue-
liche geometsische [nlerprefationer, mut denen wir uns im Ansohlass
an dee Facheneperationen bechaftigen wollen.
Rechensperatinen Licr Vek/lorer
Do wir hier Vektoren als spezrelle Tpen von [latrrzen bekarnAeir, (ﬁf/ -
fen oee e [latrrzen aﬂ(%feéeﬂm Rechensperartionesn auch fir Vek-
toren. Zur Wbericht fassen wrir dies fir die soezielle Situation nock
einmeal zusammer.
a) Zwel Vektoren 22, 5°¢IR” sind gleich, wern sie in 1hsen %M/// 7

Ke omlome/zén CbereinSHmmen,o-h. &= Le>a = b, }&ara//e /€12, ,nF
b) Zwei lekrteren 2, 5° ¢R” werdlen addiert (subtrahiert), mdem plte /-

wel i %n Kom/ome/z ren addsert /Saéﬁdé/ef/) werdes, A. 4.

.+ by - by
- = Qs+ b - a,—z, bz
+bh = | F2rer , a-b-=|

a,n:l"bh a'n"bh

c) Ein Vektor 2 € IR Y A mit eimem Skalar «elR mx/%{)ﬁ//zééﬁ‘/ /2=
Aem /edz Komponente m/¥ « ma/@/aézéﬂ w27
& Qa
b

o g
-7 A
X-C = .
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$e/'s/o/e [: Ein Untrnehmen verkauft & verochedene Guicter. Du Preise /7
Ewro Siad i dem FPreisvekter p"=(7.00, 3.00, 3.00, .00, 2.00)
quebe/?, wobel ) ,0=42,--, S den Fress fir oas i~ Gaf beseiih-
nmes¥. Es wid nun )&{78/2&56 F/em'efﬁé’/mxg beschlessen. Be' aller
Guistern mit enem Preis buo 2u 5 € werden de Prese um jewer (s
0.30 € erhSht, be/ denen ab S€ wn 0.S0E. (hder werden
au den um/o;zl’/zj//(ﬁeﬂ Precs netbs 5% ax{;&écé/ajm.@er Thes -
Vektor mi? den newen Fresen berechnef- sich Somit 2t .

2.00 0.50 2.3S 0.S0 285

-\ [ 300 0.20 3.15 0.30 3Y4S
(1+75)[3.00 | + [os0]| =[5 |r|050|=|8.35
%.00 0.30 4.20 0.30 %.50

2.00 0.36 2.10 0.20 2.40

Das innere Produkt (; Séa/a{,omafzaéf/ 2welel Leksorer?
Bo der [(ée/%/z%?wy Aes &céeﬂqge/ném 2weser ftatsrzen ernnnes 7
Wi wns zenachst daran, dess das Frodeuks! A-B oeer [lashizen
nar d%h/ek/ ISY, wenn dee _%a//e/? 2a4] ven A st Aer Zeles -
204/ von B ibeteinstrmmt.
[st A nun goeziell eme (1% n )= Firrix (A .4.em 2alenverrtsr), so
Rnnen war mit einer (nx1)-Hatsix (A-b. erzem ?a/%/m%/%f)
urd auch a,mj@ée/mb mulbplizesen, oAb
by bi2y byaz ---b,an

(?z) '(&4,az,—-,an) _ 'o:Lcu bz‘az bz,jawl c Rmxm
b b;a,, (on:az --- b.:.a,,
bzw. b

1
by

(adla‘Ll"/aﬂ)' :O‘Jlbzt{'az,'oz‘l"“"l'awbn 6[R~

bn
/n gasamme/zémg met Vekforen f[&éff Aas 2ae)te Pmdaé}‘c%%[
die Definition des r1aneren Froduktes bze. S@/arp/pdwé/es
2Zweaer Vokforen.
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Delinition . Seien Z,5 IR zwed Uektorenr. Qonn /st Aas ranere
FProdukt (Skalasprodedt) < Z, v2 defaniert durh
45.7,?> = a,,b,, ‘Fa.z éz +-- + anbn = Z Q&'bl— .
1=41

Achtng P Das innese Produkst aueler Vektoren ist ken Vekres;
Sondern ene reelte oAl |

Beisple!/: Der Pressvektor BL(320,2.30,4% 40, 3.50,5.20) gebe
de Prase in € e kerlo 7&2’/ vesachiedene Cbsvsorden an. In Hem
Wasn vekter X=(0.5,1.5,22,0.7,3.5) sird die gokauften
/@/Wm n g Mjﬁe&?ﬁ. Das 1anere Fragukt L5, X > grbtso -
mrt Aen /o’c’r dez Waren /'ﬂSjesamz‘za 2anlendlen Brefs an :

3.20\ [0S

s 2.30 | [1-5
<7, %>=< 110, 22 > =3.20-0.542.30-4.5+4.40-2243.50-0.745.20-3.5

c20/ \2.5

=35.62

Fachen /e,uqe/n Qlﬁ’o’r Aas innere. Frodekt
Saen &, 5,8 el” ,weR und DeR” dergnige Vekror; dessen Komponen-
ten alle M) Sind . Dann (7//%:
)< T, 6 >=L5, &>
ha@ BHCr=<K&, b > +<a, TP
)@ B> =< & b =0t La
)&, Z>>0>T+0

- T - N > =
zea) <@,b2=2_a/b; =2_ba;=<b, &7
i=4 =4

>

l

- = 7 n A = o
2 b) La7, L+ > =2_a;(b+c)= gafloz'+~Z:Q“C,' =L 2L, T
e 1= [=A4
=> T A 2 o >
2uc) <, 7= ;Coca:)b{ =2 a/(xbi) =x2_a/b;=x<a\ b’ >
1= 1= 4 (=

- "
=< & «B >
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21 00(&27, & >>0&EDa% tay +. 4+, >0 ) tO0firmindestens ejn /
& +0

Geomerrische [nlerprefation yon Vekioer
Im /-?9(76/25(6/2 wollen wnir uns aunichst mit der geomerschen /nfer-
preraiion von Vekteren ée)fasse/z. zu beachten wir 2en ch S deess
dic Angabe bestimmiber Gugfen wee Kraff und Gesdwndypkess
nicht nur de /4/W emer Skalawen Grglbe ( Zahl) erforderr), sor -
Aern auch de 4/1(7@&! enes /&'céﬂz/z(y. Anschaulith entyprroht
dles enem il mu# enmer bestimmiten Lange tnd emer bestmmm=
en /?/’cﬁz‘mg.
Alle Teedle mit f/e/'cée/' Za”&ge unA j/e/a%er Ruchiesg werdten 2e
emnem Veklor zfzmammmfgfasy‘. feoleT T ervtes Lek/zro Sooy S
[eprisentant des Veklzr2. “inn man emen kemnt; dann kenn’
man allV
Anschaddich eméo»ef/zm Vektoren 2.3, VeM/ééW,
D Punkte A,B,C heyjben Aﬂfﬂ%@fpge/yé@,
de Funtte Vecfoen
7Y des Vekrero

C

G
Vekroren lassen sich it Hiife techf winklger %ﬁﬁa’/‘m}%ﬂ%/mze ver—
anschaulichen. m R? verwendef man des Koorainaknsyshor »./#
AL XX, A Senk recht aufen ander Sehen. Im R benwret man
Soerannte RARSIGAAGE Syskme, d.h. de fewels Serkrecht 22V
ander Sthenden Kosrdimmztfenchser x,x, ,xs wemlen i1 aer
(7/@/%6/2 &/Zexzyfaﬁe (fe/ur%/ t, we Teemen, Ze/‘fe - //{/ﬁ‘a///@ay' Aes~
1ehien fnd.



%2
T o (Mittlfiger)
Xy (Zther)
> Xy
x, (Daeemen)

7&//@ mit /4/7/3{%%40%7‘ V& /Vx//pzm,é?Z /Lefgeﬂ Ontwekrorern . Thduiz/
wird e/ bestmmiter /?Z/fz?:;enz‘a/zzf eines Vektoro ’fesé\e/o?%. Dee Fesr~
/3744/1\7 emnes Veklero yescélé/zz‘ adaner darch dee /égzzée Aer Koer—
dinaren Aes Z/'e//wmé;(w Aes OPvekies.

Beispie!/: taichnen der (Movekforen

57:(;) / ( 52(?)
2

ANX

-4 0

Wir Rennen nun ade Additon und Subbmktron ver Vekrererr wna e
W/M‘m enes Vekrern mof e Sbaln) (7&9/)25/}44’% yeran —
Sthawlichen .

—_ = Y
a,+b=(3)
N
1>
4 M/
~.’7/
a,, ; , S
o\ \ -~
4 , ~Z © 1 2
/




X2
2. [2 N
Z=(?)
2C:42
Z 7:- sz) 1 /L/Z

-3 2
2 = Z 2Cy
.z 4-4
-3¢,

1-2

(st x>0, 50 ot oc-& ler Veklor mi¥ deroel/be frcttieng we &, Aesser
linge das x~fathe derlinge von 2 betiigt. I5tu<0, 50 wha-d”
der Vekter mi¥ enfpagengeser/zier Kichting we &, dessen lange olas
(~ec)~fache derlinge von & betrige.
De bishergen geomebrichen Interpretationen fer dee Rachenpera tionen
(assen sich (dann allerdiings NICHTE mehr anschaulech) fér Vekrzren
R mra/ﬁeme/)z er71. Dies 7&,%;»/ "1 Eﬁeé/z/s acwf i berei¥o 2a Bz -
gran Aes /(070//@/5 Mffy&ée/zm @e%)z /ronen.
/o @(/7@/25@/7 werden wir wuns mif Aer éc?f/zie (Bertmg Normm) e/ze s
Vekrtoro und dem ZW Aer ﬂh%?jwm//éi?‘ ééscéé’ﬁéjm. Qa2
erlaictern (rden Sachverhalt 2unéchst vn REbew. B> und veral/-
ﬁeme/fzer/z Adann e Z?n’@ W Aen 7
&hng ( /é:nje_, Notm ) enies Vekrero
Unter dem Berrag (der ldnge [ der Mosm) | @] emes Vektoro & verorh s
den Abstand des 2ebpunkieo Aes Ovbovekrors 2um (Zm/mj obs

Kawd/ha/@ﬂsgséﬂzs .
X2
a0 /m IR*
O Nach dem Safz von @#ﬂﬁm j/Z/ ;
& U@ =ay +a; ,also I ZN=Taz+a3 "
! N X
@, 7




.;?,__
A Im IR3

Mach dem Safz ven 73}%{7@% ﬁ/’é‘ 2UNGCASI
7&’2;* Ao @/b(?mczé Ao Rechbecks in aer

x %, -Ebene: A= o} +al

Ebenfalls nach Pyt goms j/’éflfzzr Aas fecht-
wnklize Drcieck =

&2 1% = A% +a’y = o +a5 +05 | also

ta’l =TaZ +as +aZ |
Beisplel: Der Betmg von Z=(3) ut 1ZI=Ta+16 =T25'=5 .

-2
@er’b’e/mg ven 57-/ 2) wt 1B 1=T4eg+46 '=T23".

De anschawlithe A@/’/e/z‘zzﬁ wand Interpresarion wid nan (olende/~

ma/ém verallgemesne +t.

Definition: Se Z=la,a,, ., an) €R".Dann wtder &ﬁﬁj (de lange,
die Mosm) von & Aehpert durch )

A i/z

1@ II=Taz +az +.--+aZ ' = g% a”

Zer 35/7&(7 enes Veklo9 owht mit dem inmeren Frodekf eizes lebroro
i /a/ge/méer Berwhing - )
2,7 = a}+a§:+--+df=§af= 12 |

Wei tet (75/9(@/7 fer dlen Ze/ﬂf enes Vektoro feserze,de volllg d/za/ﬁ zu
denen  {i den Zeﬁzﬁ ener reellen Zal sind.
&cﬁeﬂfese/ée ;ﬁl’r Hen Betrag enes Lefrsro

Seien &,5°elR” und %é\k. Qarn 916!

a) 127120 and (RN =04=>&=0) (Raitintit)

b) el =l -lla’ll (/L/O/)?ﬁelz/'/%f)

¢) la+blle @l +1T @/e/le%w?jée/'céaﬁg )

wltnend a) wnd 6) direkt aus der Definition felpen, madken wer

wuns c¢) anschaulich im IR° kal:

2
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o ST, Anschaudich 15t kiat; dess die Lange des Summen ~
> ° vektor B+ héchskns f/e/’cé Aer Supne oles
o /cmfe/? Aer Vektoon Z wnd & 15t Anschawdich ist
auch klar, dass dzs Gileichhetszachen i c) genau dann angenomme:
wrrd, wenn &2 und § dlie gleiche cder enfgeqengeserei /chéfo habes,
db - wenn @’ =o-b’ i fir en «c R.
Eine besendere 382@(’66/24{/\17 erhalten Vekrorry deren Z?e/ﬂg (7@% 7 2oV
S Aaz,’ém Esnhervs vekreren .
/st Ze IR" \?073 S0 erh&&f man Aen Einheitsvektor 2°n /?/céz‘a@
Awrch: &%= l\/{a. ol a7
Denn : &° hat de /?{C/w‘{/c/lﬁ ven o da “4/307031’5;’,
Feér den 85)9&3 von & ylf/
I@on=§ > qimol =g 2 et g -

Beispiel: Sei &= (1) . Es gilt - 12 U=TaF4'=TZ".
Also /st &= = (_’f, ) Einhertsvekfor in @/Chz‘anj von 2’

y y
Ser 57=/ ) Dann ist 1B N=T16+Ft1+9 ' =130"; L L= (_24).
3

4 30
Ein welterer m'c/uéjer nyn"éf ist ae Mgma//}‘a"z‘ von Vekleren.
Wir cobe t’/eje/z 2uncichst wwder Anschaungsnaten w Slch dee
OH, 0j0/24,é/712’% 2weier Vektoren B und B chamktrsicren (5559-

Nach den Salz von ?7’%ﬁ% jot der yon @ und &
b \ am jescé/aéseﬂe Winkel genau dant enl rechiley
=% Wrnkel, wenn ﬁ/é‘ N&n+ 01 &l =l&-5 I

Dalla??=LZa72, 1B 1P=<b, b7, |- CIP=L& & 2-2L&, T >+ <B T 7, /st
Hies dguavalent zu &) &0 4G\ 67 =<a,@7-24a, 5 7+<6 B 7, alo
é’qm'm/em‘ 20 <a,56°>=0.

-2
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Wenn 2wei lektoren @ und B eien rechien Winkel eirschliefen, nennt
man St 0%%%0xmf . Dus wird fir Vektoren in R” allgemerz nun so
Jormulier?
Defunition: Soien &, 6 €R". & und L heefen on%%qmaf, wenn 1
ihnereo Podek? den hlert O 4ar AN
&1 L7 & <@ T>=0 , 5 .
Betgoiel. Whthe dor s Vit 2= ), - /. -g;/;,_ )
A M@@ﬂaf z
Wi berechnen 4@’@' /D'meﬁen Predekie 0 g
Lal, = <(§),/—5)> = -4 ,<&, E’>=<(%>,(;)>:o/
<k 7=< (—%),(f)? =0
Also Gité: a1 T and C1Z ; 2und T sird nicht erthogoral
Beispiel : Wir betaditen ole speziehen Einheito vebiorer
2= (3) wd E=(2) in R? D buisen Einteakovetsoncr 2eben ie
/24'0”79%#? der beolen Kovrdinadenachsen uwd es prer
8,820 ,d4. 2 1 &,
Entopreend zfzz;m m R3de Einhetockfomnen &= /;,5), é’;/ 50 Z &z° (45/
I ﬁt'&’zmj Aot Koordlmafenachsern.
Do <3,6.2=0,fols i#k, 9t &, 18,8 L8, 5127 .
lineare %naéééfngéqée/}‘,ﬁfmexzs/ofz wund Basis
Im Foloendlen werden wnr uns mi¥ einjgen sehr zenfralen sz Aer
Linéaten 4/5&6/4 é%/xsse/?. Wir werden dabel So vogehen, dass wrr ol
QSyverhalte 2undichst (anschawlich) in INZ erpidern, um dann enr’-
gorechende Ve/a/\/fe/rze/)zermfz/r m R anzugeben
Mach E/}z,ﬁZW/g der fycheneperafionen Addifion wd Heldjolkatiov:
mef einern Sealar eu Beginn dieses Kapitels kénnen wir nun zu




m Wektoren oy, 573,,-, @', wund m reelien Zahlen oy, -, ons Ao
Awsdreck
é KB, = g8y + Kg Oog et KonBomy
bilplen. Einen solchen Ausdrack nennt man Linear hombiaitzon Ler
Vektoren @, am,.
Girbt es )Za,r einen Vektor5 reelle Zahlen Kyg; -, O | O ASS
Z o,
gi¢?, Soézz/sv‘ 57 aUS By, Bn 1y B Lircar hombinsrbar: fan 5@77‘
auch, & (asstsich als Linearkombinabron von 8, ay,.-., @y olar -
stllen.
3@/5/3/5[ Der Vektor Z— ~2) lass? sich als Linearkombination Aer Vek—
a, ( 4) ( ,,4) darotellen ,denn es gilt:

(-zf): Z 4)*%’[-44)

X2
N

sy
S\
e
by
o~

NZS

Py

> %y

! -
(\)

(
NS
S

o)

EY
AN
N4

Beisoiel: Der Vektor b =(3) vit heine Linearkombination von &, 7:(2), . ’( q)
Eqal wee man o, und @, lovear kombiniert s kommt immer ein

X2 . 2 = =
T Vielfaches von (%) heraws  da wegend,=2.d.,
=27
]Zb - K/l 5?4 +0<Z &?Z: (0(4{-20(3)’5?4
1] = @ -2 . = .
a Do b aber kein skalpres Vielfaches von &, .07,
T 3 +— >X, - . . . )
4 o1 2 7% st B nicht als Linearkombinarion von

o, wd 2, darxellbar.
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Beispiel: Ter Mullvektor [5) st Sowohl [inearkombination der Vektoren
Z,2(3),@.2(3), als auch der Wektmen Z,=3) wnd T,= ().
Ber den baden Fallen beskht /édacé e wesentlicher, jmdsé' fz -
licher Unferochied.
1oald)ven(3)=(8 @7{

3+ X, =0

064""35(& =O

§<=> X,=K, =0

Es j/’é" hor éne /é'safzj, namlich o&,=«,=0;ale 50(7@/20/7/7/6
frowle /a%wzj.
2 20cq —Hot, = O
2y (3) v ) ()] 2 3270 e wam2uy
£S5 916t unendltech veele (Sourngen; neben dor ¥risakn loneng
xy =%, =0 sind auch alle Kembinabhonon ven «, und«, , ,&2/’
dee = 20; ¥, (&sungen. A

Du Uborlsgurgen i den Leteten Belgoielen fiitiren auf einen withtiger

Bagriff i der Lneasen Algebm, ramlich der Liveasen é{mééé’/%/?,éa}‘,

den wnT undchst fir Vektoren in IR° angeben wollen

Delinition: m Vekloren Z,) @, , ..., @, hepon lineas unabhingg, wenn
dee @/e/cﬁxﬂﬁ /00) :i'd?} x Oy s da treiale siang, ol 4.
Kp=y == Ky =O boorT2t

(arb¥ es awper der ¥rivialen Zéswy not’s westere Za”om(;m, So heyber
sic [near aé/mng/g



Ofenbar ist da E@m%/ﬁ Aer Linearen Aé/ﬁ/gﬁée/z‘ bew. Méﬁgﬁ—
koit ven Vektzwen im IR® verknigptt mit der lage dler Vektoren 2uerander
Wir ansleranen des nan genaweer.
2unz chst haken Ll fplaendoo Pt /st einer Her Lekloren a,.., &, der
N/l vektor ,ol-h. 2 =/5)/Z£r e 1€, mg, dann Snd e ekforre
Ry)-., Do Linear nb/ernj/j, An fir pede LA von o; #0 wnd adle
oéf":(? ﬂ?z(){oi#/ stetr ()= «; 535‘?/'57‘,0(./;.@ Q/e/'chwzﬁ
(&)= ,:%’_j_o(; &y beolfet eie nichitnviale [osung.
Im Folgendien betrachlen wir nur oty den Fall 3, -\, ¢ R \3)}
m=4: 2u wunteranien I5¢ o bileichung {g} =y (:f;),
Far 5347&/00) vt Ares ner /a?ébar,&'ér &, =0,d.b.emn lekl2r,
oot whgleich dam Nl vek tor ity /st Siets Linear tnabhiing -
m=2: bu unlerouchen ISt dee Gileichung [5)7 [::)w"%a o
Hat die Gileichung éine nich¥friviaie (Gung, 5O muss «,0
und o, # O je/s(en. D éz/e/'chtmﬁ ist dann é’?u/m/eﬂz‘ 2u
&y ==Gr 8, d b Bt ein Skalares Vielfaches von & .
Da beiden Vektosen haken also dieselbe oder entaczen fese/%e
E/’chkmg, sle Sind linear @bhéngia. Di 2upchorizen Onovek -
Voren AWM&M&@W durch den Lrgorng.
m=3: Zéégu bereito 2wer Orosetforen auf epes Gutadon, so brahen
Wk nichto welter 2w unferoncten, es tigf Lineawe %@/gf{? -
kest VOT: Wes passiers, wenn difes nicht der Fall ist, macherz

WY uns mut eimer Skizze klar.
A

3) o (-1
= EZ//:(/’ 5:3"(4)
3
i 7

C =7 . , — = s —
oA Die &/e/c/mng. X, &, +p & + Xy E 5= O

ISt é’@m’m/mz‘ 2¢ demr [1nea sex



&/e/'c/zx/zﬁsSJsM: B, + g — g =0

Ky +20G +oy =0
mit Aer /éfsmgsmenje IL=5( Z¢,~%2, ¢) - +t€/R]
Wahlen wnrz B. =5, d-h. («yu,,23)=(3~4S) so e/ 67
sich dee 1 der Skizee Aa 1ges kllte Siteaton.

X,
N
”7
L7
1 -7 e’
> 1
Gy
] ) - >
\,q o[\ A 2 /x'f
91
\\
N
h\
\.r:

//ZSJPéSamZ‘ gt dass je dlre/ Vekforen des R® /' mmer lizear
aéhéinj@ sind. De [laimalzahl linear uﬂaé/fé’/zj\/%e/‘
Vektoren im IR? istalso 2.

Jenn wn’r uns Adas oben Skhenoe 3@/;0/’8//1@/1 ein mal an —
Schauwcen, Seben hrauch, dass sich #-3. der Veklor o, (aber
aeech pder andere Vekfor des R?) als Linearkoembinaton
et [inear maé/éinj gen Vek Fonen &, und 9277_ Schrel ben

-~ . =2 =_§_—’> y = Xz
lossY: a's =& =a,

Die ober cerzies/e//fen Betrz céfx//cjen jeée/z 7&27 den 24, jea —
medsoch, A Ebene) Anjass 2u Qé/fffzden ZWSé//Mj&/?.



Im thnblick aufmscé//eﬁexzde Vefa/@eme/écmym fir den I sy red

A folgenden Formalierengen ‘etuns kompliaurder; als dus (ZirAon

Vi /w"/z'g ware.

Definiton: De Mlaximalzah! linear maéﬁéhj‘/;e/‘ Vekforen in aler
Ebene) A -4h- 2, hfst Dimension der Ebene.
Je zwe Einear a/zczééaf%{ye Vektoren der Ebene bildlen erne Basrs
Aes R ( Zwei linear wmb/zcm(?.ye Vektoren Slcxmneﬂ dee Ebene aaf )
Fir k linear Wéﬁa/lj/yc Vektzren G, ..., 4% €R° heybt Aes
/72/15@ Uz, @) +--+ o B, - .. L% € Rj /e~d/men5/am/er 7er/reum
(Unterraum) von IRZ ( Im R sind nur k=4 oder k=2 Simnyall).

Bersprel: DT betrachten noh einmal e Vektoren &= 1) und &,=(%)
hgen o, &ty Sy =(8) &> x,=0,=0 1, Aass die sogenan ~
ten kariesischen Fasisvekforen &,,E, (irear maé/m’%g\/?shd
wid eine Basis Aes IR bilden. feder beliehge Veklor &=
lasst sich Sehr einfach als Linearkombination von &,¢% dar-

stlen - (21) e, (1) vou 2]
g, wund & bilden ene Basis des IR*

Beispie [: Wir Kberleqen, was ein 1-dimensionaler Talium des Fi°
geometrich darotellt. Sui Z=(,). Loir betmchter

M=fxc57:oceﬁ€f‘

Durch den Ovbovektsr 2 1wt 2anichsy eme be — N2
S5tmmie /?/c/zz‘/wg vorgegeberr Durch den Jaklor ;x ,
« karn de lange ée//'eé\/? verdrdert wid bes .
neqativenm « d Richtnrg wmgekehrt werton. 1
beomertich enfprchen 1-Aimensionatk Tel] ruume m//ﬁe/adm Herch
den Urgpreeng . Sw 15F durch den Mmﬁfu{ijd dlen Zelpunkt olas Op -
vekior & 5/)10@0@ forgerest

t X
> DX,




Wir werden nen da i den R? hergeloiiorer $em§zz wnd Zusamvrnes -
hiznge auf den R Vera@eme/'/zem. Oebel lassen sich leider nur de
%ez/a/{df//e n=2 bzw. n=3 (?emze'ﬂw'c/ﬂ veranschacelichen .
2unzchst [asst sich der Ze?ﬂg/ der Linearkombination i analoger
Fomu/iem/ﬁ angeben.
@aﬁn/h}m : Seien By @) dm ER” und oy oty - 10m ER. Jedor Aus -
Arck deor Fowm ;[;" X, B =6, Qg 0 Bpt - -t &y, Ao
heslt Lingarkombination der Vektoren 3, @y,...; Cp.
Cubtes far emen Vekior LeR" reelle 2ahlen oypey,...im, S0 dass
gjcg oAy, S0 heifol b aus @y @,.., &m linear homéinjerbar

1 4 1
3@/5/9/6/ ! Der Vektor 5’2/44 ) ISt aws den Vekrpren &,= /ag ) 5333/ g },Zg}:/}f)
linear kom binierbar, da
YA _4_(__4)_(”
()5 (3)- 42 )7)
y . 3 _
Der Vektor & = /;,’) ISt aus den lekrfern a,f(é), a,’zz/g/, a,f,:/-j)
hicht linear kombineréar, was man folaendermafen einseht.
Dbt man qa Gilejchung o, Dy +0, 0t <y Zy=b leormponanten -
wuse auf) o 97/19/ Sich dao &W lireare 5/3/%44/575{75/”7:
X, + o, =/ ja7(5— eythmus
4 0

Ky — oy =/ 1 1 -2)
'y 20y =1 o 1 -1 1 J
2 0 2 1
Aus der lereten Certe
, A -1 11 (2)
Ades ﬁcwﬁ*Scéemas Seht ]
dass das Glot R
man S5 el -
) i o |1

S gs@m Ncht (obar St
L’ ist alsp nicht Lineaskombination der Wbtown &, 3, und &,



Ze/’slpfe/ : Der Null sektor O'= /gp ) 1St Linearkembinaltion der Vekioren
o) () ot () s

1 ) —1 7
&y (/0’)4-&2(?1 4’0(3(; :{8) & =, x, =t g =1,
telR ped wihlbar
Betrachion wir nun %=(3), Z= (1), 2= (2 ) b sich
ruun %q,—= dl1x2=(2 /), %y A ) SO 9(7/ (&

1 0 1 0
o ($)+“z/é)‘“°‘”(3);(§ S A e %

Im Gegensate zu vorher gibt es hier nur de Iiviale Zo’tsa/?j-
Wir ksnnen nun da Begnffe der Lineasen /%/m/ﬁ\/ﬁw‘ b2, Unabhiye-
g ket allgman formulieren
Depinition . m Vektorer By @, G EIR” éa/'ﬁeﬂ Linear wzaééo"ﬂugfl'q, wenr
dis Gloichurg 2~ w; &y =0 mer die 4riviale [65ung, d.b.«,=
X, = oSy = O besif2?
Giibt es aufer der tavialen (Ssung nock weier Losenger, so
fespen se linear aéﬁ&hgéq.
I dem vorsehenden Beispiel sind dw Vektoren &7, @, 25 linear abhin-
914, des. Vektoren @y @, Gy litear cnabhiingly. Der Unibracheed s,
dass jeome#a'wh befrachier, ol Vektowen Z, &, ome Ebene el Socnzen-
n daser Ebene vt awch der lektor 2 ) durdh lireathombiizrzonzs:
“hommt man nicht aws dieser Ebene hormus " Do aoy nich? n aer
von @y, & aufgespannsen Ebene //'%7‘/ “bomm¥ man met /4’74&
von &y auws der Ebene hermus .
3@?&2f/}bﬁ der Haximalzail mo:f//aw Jnear mé&’i/%/?a’ Vekisren Jn
R kany man nun Yolondeo Epebonss formuljesn.
Safe: Du Maximalzahl lnear unabhzrgizer Webtomen im R™ /st n.
Werker ikertragen wir dw Be?«nﬁ{e Dimensier, Basis wund Tealraum aef
e @//fgmkze Srtuation.



Y

Definition : Vi Haximal2ah! linear maééa’}gyéer Vekrorerr i IR, ol 4.
n, hebpt Dimension.

Je n linear M&Zéﬁ&'/%/f?e Veksmren dos IR bilden cine Jasis ales R,

Fiir £ Jiear /ofmé/m’)%/fée Webrtrrern @, €R" €542, kS heytf 2o /e
U= {o(,, By +0y Qg b et oLy Wy 0y 0 n) 1y € IR

k-dimensionaler Teilrawr (Unterraeem ) ven R™.

Beispiel: Wir betrachion du Vektmen &7 eR™, I=12,..., n, des da -
Aeerch definiert sind, dass ihie i-fe Womponente 1, alfe arderen
Osind. Lim R Sind diss di lektmen E-(2),345) Es=(5)0.
A/@ﬁe/z %, F 0 &y +oont Xy e = 574———) K,=0p =_._.=, =0 j//z‘/dﬂss
A Sopenannden kaitesischon Basisvektoren &, .., &, linear un =
abhinglg snd wnd ehe Basis des R bilglen . ( Im R* bzw. R3
Za?en A Vekteren i /f/'céﬁwj Aer Kopreinaten achsen. )

]em 66/136{?6 Vekter @ e R (asst sich enflches Wise als Lier=
kombination von 2;,&,,..,e, darokllen

Ay 1 0 Q

az o 1 . L =
[ FM| ) [tagfo Jtetanl, =2 ase] .
' : i O/ =4

an 0 O 1

35/5p/e/: Wwir dbef/‘%?m/ was 1- bew. 2-dinensionale Jer/ricme in
R> Jeomesmach dasrellen.
//za/aj 2u den Mbw{@a/ﬁen in RE Sight man, dass den A-dinen-
sionalen Talizamen in R geometrich wider Gemden cturch
den /(foﬂ/a/zf e/zob/o;ec/ze/z.
Seien nun @, 2, € R> linear a/zaé/zé/ﬁ(/f Wir berrechren

n= 20645347‘-042532 Pty o, eRS. Walltman 2 .B x,=0, so ethizl¥

man mi o, e oty €IR, Al Fuentte , ol ol dlor Gueraden doerth dere

Urprerng Ligen, deren Richvuny dare?, z, verzeqeben 15



-1 &~

Emb/ﬂe%/mf% y/’/f ’&'Z/"dcé Wil «,=0 ’&2’/’ oy By [0 E€IR. Dee boraen
bwiaden sind wegen der linearen %ﬂﬂéé@yﬁw Vet el .

Alle weterens Wahlen ficr oy wnd a, fiiren in der Wermbrral 707
)& Foly By 2 Chem Punkt 7 der ven By und Z. dl%fé.?mﬂﬂ/éﬂ
Lbene " Wi erhalen somit eine Ebene, 2

die durh den Urprang und dee Zipl-
Jourle Aot Opfovekioren &, und _

@ endectiy folE/eyt [5). ,
v

Creradon - tnd Eée/zenuq@'cka/%jexz

tum Schlwss djeses Kaprtels (bertegen wir noth,we man mi¥ Hejfe

ven Vektmen auch andere als deirch den l{qf;fwy Mff&a,@dz Croree -
den bzw. Ebenen in R baw. R3 darstell¥.

Ein analoges, absfraktes Vopgehen 9itt auch allgemen (ur den IR] was
aber hier nicht weiter vertiett werden soll.

Mach unseten V&Wwﬁmm %ﬂ/@ﬁwgeﬂ Wissen wir schory tee s
Geraden ba. Ebenen, du Awrth den /{rga/zyg Mf/fau/%, Horoltes?
kann. Wir kénnen nan im Prinzp solhe Geerndesn bzir, Ebererr

X

mot Hilh eneo Lektors derxhaben. N
Dadarch erhalf man Gumaon b24. 7
Eberen due 2u den M/)l’[&ﬁ//c/zzﬂ A
prrallel verlauwfen /
> %4

Wen Fkref eﬁeéf/z S/ch 7@(/764&(6
Srtecartiones .
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Pamm&é/’d&n/&/&aﬁ? ven @a@ﬁ/&/mfféﬂ

1) Punkt- Rich fungslfarm emer mﬂéeﬂuq/e/cﬁwzg
Sa G eme Gerade , & ein Ovbvektor mit Z/'e;owzé/ awf 6 wndd 5 esz
Vektor, der ih Rich ;‘wg ven (7 2&39/. Dann iS¢ Jjeler Funkt ven 6
darch Z+t-L° mit einem geelgnekn Tarumeber tEl darokilbar,
dh. G:X=T+t L teR (gonaucer 657 -3 1T, teR] )
ist %mme/efdams/eﬁmg der Gurmdpm &.
Durch Addition von & werten des Zelpunkie von ¢85 (Grmdle durs:
den Urprang) ‘an dis ricige Stell verochoter "

/]

0

1 0 1
Beisoie!: Seien 255(4) wnd T = (0) [ GX= (4)+t'(0),feﬁ?.

1

o 1

0

2) 2wei - Punkle— Form oler ﬁa/&dméﬂe/%a/zg
Sel ¢ eme Gorade wdl &,T mitZ+T Onovckforen myt Zielfpurk -
en awf Gi. Dann ist b= & +-T Richkengs sektor der Grmoter:
und G:X=a +t(Z-&) ,telk, Farmmeterdarotllns Aer Gormdten.



An der Skizee ist bereib erkembar; dass Pammeterdamtlinger

von Gusmaden 71/ch’ en'dzmég S

Beispie!: Seien Z=(2),2=(.]) Gusucht ist ce Posmetertar-
stellung der 6emdlon Gy asf dor et Zifporntse von Z unsl 7

iooen. /
'eger " /‘75"3//'0& 7’4/:2/72&/6/&’4%//&(/580.‘

: %= vi@a)= (4 )+ (1) teR

G:X = T +o(@2)= (1) +s(2) seR

&is'pie/ : Z/(ﬁv‘ der Punkt P(1,2,40) auf der Gueradern
(1:X = / _é’ ) +t/ ; ) 2 Wenn Jo, muss ein Fammeterwert el exvivelen

sadassj//z‘: /4240_):/2;’)+,5.[4Z’) )

Ah. §1=4+¢ t=0
§z= %jé?zsf:ﬂ/zj?
10= 2+¢ +=8

Es 5/70‘/@/30 heine L%u/ﬁﬂ;r (%),d.4. ’Plu'?v‘ nicht aesf 6.
Pa/nmeaéfdar&é//wﬁen von E. ée/zexzj/e/wmien
1) Punkt - Rich z‘wz(/@s,[@rm Aes Ehe/zm(f/e/chwg/q
We Ebernen durch dern %wfndﬁ (5.0) dwrts eiren Funty,
namilich den Ml'o/omﬂj yund 2 lear W/ahc?/ﬁ{?e Ruhtierr -
gen ﬁﬂ)‘g%f/ sind, 3/'/ f deeo entoprechend aquch a//?eme/'ﬂ.



Sei £ eine Fbene, &7 emn Opfaveletor mit 2ielfpunty awf dor Eben
und 5, b, zwd liwar W/za}’/zg{;e E/'cﬁkmgsz/eém/z der Ebene-

. Dann ist pedler Puné! der Ebene E olarch

/ \ artbytsby mit jae{'jna/w Faramekrn
4 S5t eR dasotellbar, A.5.

| E:R=Ztt b, +5by ,stelR,
WrE%Z’:?%’#’EﬂsZZ,s,%é%?ﬁ

/st Fammeterdarokl/ung der Fbeme E.

/ \‘ e

XA

2) Dree — Punkle - Foym der Eéeﬂf/g/a/e/’cﬁmg
S0 we buraden durch zwe vesachedene Rentte , Spdl Ebenerr durth de
/4/2(754& von dra verachwolonen Puntlen, de nicht auf emer Geraden
liggen dirfen, ndloateg potgelegt. Sind 2, T, A Oovchissen mut
elelpunkien auf emer Ebene | dw nichf auf aner Geradbn lieger,
dann sind b, =-Z +C und T,
fun 55Veé/mm der Ebene und

i

—ad Lt amééé’/zg{'fe Rich-

) - o o - =
, E: %= +t(T-a)+s(h-a), stelR
/
3 / ) Ist Pammeﬂferﬂ(am%&//aﬂj oler”
3 S
/[// \\ Ebe/ze E .
/
[
/
a?
S X,

X1



