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Das Skrpt 55'7/267‘ sch 2ur Vor- und A/ac/zbe/e/'%wy Aer o der /aréJMj
Gimend, z&’fc der Matkema bk vermitelon nhalte.
Dos Skriot ist hen Erset? fir dic %9//5541/2\7.7



L Lineare 476@@ -
1. [ineare &/e/'chungssul/s%me

Zahlreiche Hodelle m den W/vaﬁ‘f Wz'ﬁsmfchaﬁ(éﬂ perwenden Syskeme
meA mehireren é/e/chwzjen ;ﬁ:a' mebrere ariabien. Sind diese Gles—
chu/ﬁen linear, S0 werden Mnfemccéwzjs— wA Zé?swysmz%odpﬂ

im Beseich der Linearen Algebrn aur Verfugung gestell?.
In diesem %ﬂﬁ//&? eHditern wir 2wel yerchiedene [ethoden, mt

denen man Systematisch [ineare é/e/da/\zjss‘j‘s/em [6sern kann.
La brend Sich Aw Crameroche /?(eyef muer ,ﬁé‘r é/ezkhaizfﬁﬂs/wu
verwenden [Gsst, bei genen die Anzahl oer Unbekannien rmk
wer Anzanl der &/e/cémjeﬂ liberesnShmmy, 1S¢ Aer s —Alg0 -
H¥mus auch anwerdhbar, wean es mehr oder mﬂjeré/e/é/zwz«
gen als Unbekannie jxér‘. Awferdem verwendet man dua Cramer-
Sche fagel wegen des sonst 2e hohen /?ecéena,avfmndfs recs¥ rel
2ui éésmj klemer Ghrearr ﬁ/e/c/zmj&sys;éme.
Zevor wit uns md den a/zygeéexzm [ éfswgysom/éadeﬂ bescha
gen , lgen wir 2unachst feot, was unter é/nem Eruaren Giler -
cﬁu/zjss Josm 2w verlehen [S* und geben emn Bespul an, i denn
Cineare é/e/'c/szjss js/@/m N okonem/schen Lusamm enéa’]gm vor-
kommen .
3@/'5,0/6/ ;o 3x+ 2%, 4 x= 9
X~ FX+3%="4
st ein lineares Gile/Chungssyslem mof 2 Gileschungen fuir Aes
3 Unbekannten x, x, und 3. Ein Zahtlentrpel (<fx5 x5)
hofot [ éffé(,/z(7 des Gleichungss yskms, wenn ol Zokten
X, X¥ and X5 berdle &/e/'chanfe/i erfiillen. Durch E/nseleerr
(&sst Sich leichF feststellen, dass 2-B. (5,4,2) aber auch
(531-2%,-1) Losungen des Gleichungssystoms sinl.



— 5
/4/{fe/ne/'ﬂ werden wat uns auch ek der F/zrfe éesc/zé%jwle oC e/ VoI —
gegebencs lineares &/e/bhm75§75ém Gherhaup? (shar ot und wenn ),
ot es e/'ﬂdmbj lesbar st oder unend/ich yrele /OTSZ(ﬂjen bes) 174,
Allgernein (Zsstsich en lnenkes @/e/ahﬂ{z?SﬁSM it m &/e/‘chwyen ’&Z‘r
n Unbekannte s, x,.. Xy In folgendter Sterdarafoym angeben. labe/ selees

@ m'r—gxmadsaf/z-/fc/l Voraus, daoo nicht alle Kae%'zée}u@: ener Zat O s,

@, X, * QpXot oo + Qu Xt -+ Qyy X0 =
0.24 X4+ Q’LZ X2+ - .l—Q-?JQX\L-f—'-—-(_Q'LVlKV\:
Q;y x1+qile+ - - +Q,;l,_ X‘(+""+O";"‘KV\:
O‘WM' Xqt a‘Mll)(L'{_ ---- +QML’<k+""+ Q-:MVIKW:

Die Faktmen a, € R vor den Unbekannten X, hegen Koefhizionten
des (inearen éle/thaanSjskms_ Die reellen Lahlen L biten dre
rechte Sede . In der i-kn Zele gehort aur Unbekannten x, Aer
/fx’,ﬂt 2ient ay .

Determinanten und. Comeroche fagel

In diesem Abschnitt betandeln wiir den Fald, dass owa Anzakl aer
Glerchan 91 n dem Linearen é/e/aéwﬁssjsém mid der Anzakild der
Unbekannien ibereinsbmmi, d.4.

Q44 X4+ a,,le-f_ - - - ‘f‘a,”,_Xk‘t’ -—-+Q4H XH:
QZ/' X,1+ Q.;_;_ Xz'f‘ ... 'I—Q.&)(\LT.,-'{_ Q-;_ylxy\:
Q;, x1+QizXZ+ - tagn X\<+'—"+°~iw’<‘1:
O*yul ></l'i" Qm,l?_KL'(' - an_;._)(k_'{' ---t Q-.nnxw =

2ur Ef&i’uleﬂag Aes BWSI@@W??/MﬂQ “und zar b’er/e/ﬂmj aer
Cramerachen Fegel betrachten unr 2undchst den Speziabfad n=2,4-4.
2 Gile/chun Gen phr 2 Un bekannite



1) @ X 1 QX =

2) az4 X,1+ Q'LZ XZ =

lieo metnach besche/ben die ﬁ/e/dza(zfen 2 Geraden in RE

reSuch¥ Sind Werepaare (X,, X, ), die beide &/exbha/f?e/? erfulles,

oA-h. geometrach Gememsame Punkle der beinen Greraden

Es j/'b/ nun 3 verochie Aene A/é}’//ch;ée/;@ﬂ :

a) Es qibt eme e 48%94(7 bestnmie Zci'smi, A 4. es 7/;6/(/%%
em werepaar O, 4 ), das bere & lerch ungen EH Ll 1
eometwich bedewlet dies, olass Sch die beidlen, Ausch oles
&/e/c/m;ﬁen beschriebenen eraden 11 gernzu erem Funtt
schneiden . Der Schrbbpunkt hat de Kooradinasen (<, x,°).

b) Es grot unendlich viefe Lo"szaz\?en; die beiden &/e/c/zwyeﬁ
sind zuemander /Ompwﬁbﬂef .
reomednach bedewlet Ajes, dlass die deerzh dee é/e/'cﬁz/zien
beschrubenon (reraden Lberemnstmmen .

c) Es q/bt keine Losung. Gieometrach bedoder dies, dass Ae bei~

den, durth due 6 ’5’““’5‘9” beschrubenesn (reraden zuemander
parallel Vef@b)&ﬂ , S& haben kethen Schne¥ipuntt.

Wir [ssen nun a//jeme/’ﬂ rechneszach das é/e/'cw/fys{ysr’em 7)2).
Dabel selten wii (zundichst) derE/‘nV/acA/ze// halber yorans,Aass
de aufhelenden Kseffheenten O, Qs Qe %o ol von LMl
verocchieden sein sollen. Ziel ist es, durch Addiheon eines féeffw
M’c/ﬁzdm der 1. &/e/b/mrﬁ 2u einem  entprechenclen lielftchen
der 2. &/e/cﬁa/ﬁ /emff bine der baglen Unbekannven 2w o€, —
minierl, A .4.



4) ’ aZZ " azz aM x4 T azz an_ ><z = Qg g_{_

2) (~Qp) © —Qup Rzg X4~ Ogp Oz Xy = —Q

I) (01 Qpy = Qp Oy, ) X, =

4)'(_%4):_6(14 Ay Ky = Oy Oy Xz == Qyy ?‘f"

2)" Qy ¢ Quy Qpg Xt Oy Qg Xy = A,y

-[—l) (O.M Qap ~ Az Qqy ) X, = Qyy — Qqy

Das Gileichurgssystem 1) T) st aguivalent zum Gileichungss ystenm
1),2). Fan kann nachrechnen, dass dies auch 9ite; wenn Kotk elen—
Zen des é/e/c/umjfs Jséms Ml sind.
s [ 5544/235 verhalien [&sstSich nun an desm et valenter
ﬁ/e/ZAzﬂgsysém I) 1) leich? unkrsuchen. Man sut, dass
e éé‘swﬁsm%//cé kert durch den Wert von

D=(ay 2y, ~ Q4 as,)

bestmmt (determiniert) ward. Genawer G/
a) It D=( 0y, - Oy azy ) #0, S0 hat das [ireare Glel chungs -

Sjskm die e/ndewhy besthmmte LSswng

¥ _ P17 =02 0yy ¥ _ QA by — Pza

=
1 QuQaz — Oz Qas g QurQzz = Qupz Q24

b 15t D=2(a,0,, — Cpny) =0 wnd 2102y ~booy, =0 tend
Qug 02 = Qag b, =0, 50 hat das lineare &/e/'c/m/fjsgséﬂz L —
end/ich vele Zo”saﬂjexz.

¢) 15t D= ( @y ss = Apag) = O wnd (b100s ~b2 0 # 0 oder
Qs b2 = Qay b, #0), S0 hat das lineare Grleichungssyster
keine éo”samj.



s
HMan hann den Sachverhalt nun wesentlich kiirzer angeber, wenr

man den Zﬁn% Aer e/h)&%rz‘.

A Qaz .
= = Ay Qzz =~ Qpp Qyy /1‘5//871'
Az A2z
. Qaz
Ebenso sind. D, = =0, 00— b0y, wnd
Aoz

Qa4 .
! = Oy bo, = ayy Determinanten 2welrer 0/7{/240? .

D, =

3

Qaq
Formal et man Dy, und Dy, ous D, indem man alje 1.

bzw. 2. Sorlte von D durth die rechle Seite oles é/e/céa/zjssiskms

eroerzt.
D éz/e/ch,wzjen T) und 7] [assen sich nun kuarz scinaiben als

I) @' x4 :®K4

—7[) D- % = @xz
und esj/'&‘:
. @x wxz
a) Ist D+0, dann ist X, :,—5” und %= 5 also

L=j(5 3]
Do qureh dee We/chzc/feﬂ beschrubenen Gremden schne/den sich 14
Jenau e/nem Punkt.
b)) [st D=0,D=0nD=0, dann is*
I = foM X3) 1 Oup Xat Qg Xp = ]7=ZCX4 ,Xo) DAy Xat Qg Xo = § .
De durch dé &/e/'chuﬂjen beschrebenen (reraden sind glerch, alle

Funkle der Geraden sind Zé’_snge/?.
c) Ist D=0 4 (9& +0 v, F O ), dann st I) oder ) nicht er—

fillbar, also

L=5 1



-
Du durch dee Gileichun 11 beschreebenen Gremden KA pamite!, /b
alsp keine Jememsamen Puniie.
Beispiel:  2%4-5 xp= 1
— Xqt 3 Xp=-2
Wir berechnen de Zuﬁe/zé’njen Devterminanten .
-5 4 -5 2 4
=140,D, =

43 -2 3 -1 -2
Das Gleichungssyslon [st ehdlewry Gsbar mit x,= T5-=~F wd xa= 53,
dh. L=§0-%-3)7.
Fir eine yeomez‘ﬂlscée Zeﬁmﬁz‘mg&; [6sen worr dre é/e/c/m/(zfen nach
Xo quef. /9n dlieser me;é//wzaq Sieht man wnmueboar; dass de 24—
36/: o”nyen Geraden verchudene Si @744/576/7 bes/teen und sich semi? 14
Jeraw einem Punkt Schneiden. _

2% =5% =1 & =B -t

"X 13%=-2 & K= Fx - %

=

— -7 } j)x;:

2
D=

Beispie/: =2x, +X%; ==5

X/z_ﬂix?-:%
Wir berechnen e %cgché‘njen Deserm nansen.
~2 4 -5 4 -2 -5
D= . =0, D= s .2 =0, D, = , %=0

Das (ineare G/e/'chunjss j&km bat unend/lich yrele losungen, & 4.

Z[—:f[x”)(;)-' —Zx'] +>(Z=-§j:;[x4/ Xz)"x,1 = 42—)(& = _ZS



—3-
Bel Genauierem Hnschauen seht man, dass Sich da 1. von der 2. Gler =
Cﬁ%ﬂj nur um den Faklor -4 unteracheidet, aee ﬁ/e/'fﬁwgﬁfﬂ s/ind
2ue/mnander /om/om'afmf
(oSt man A beidlen Greich ungen nach X, auf, ehal man 11 ber-
den Fallen dasselbe 51(7657/3.

—2x, +X,==5 &) X, =2x-5

Xy = 5% = ’25: ED X, =2x,~ 5

Die durth dw Gileich wngen &ézzyas;é//»/w Greradlen Stmmen Libese/n .
D Neerdingn aller Punkte der Gemaer siaol /53Mjen aes Giles—~

ohafzj%js»é/ﬂs.
Ze/_g,o/'e/ ;T 2X X =Y
Y X4 "ZXL: Z
Lir berechnen dw %ujeéé'ﬂj@z Deverminanten.
-2 4 4 4
w: =0 ) :D,( = = 6=+0
T “l2 =2

Sornit 5t das Charre Gleichungssystom nicht (asbaljdl b IL=F §
(OSF man Hie beldlen &/e/d/mj@ﬂ nach X, auf] SO ehGEF ran -
— Xy X =Y (=) X, =2x4~Y
Uxg=2x,= 2 &) X,=2x1—
Die beiden Aurch Aue (leichun e
beschriebenen (reradten bes)izen 2uwar
Adieselbe 5»@9214/? 2, aber verochi -
dene Achsenabschn/ wd s
somuA paralle/

I I I I
Ecy (] (%] — = — (3] (] i L
_ 1 1 PR IR I I I |

dxl —4 —32xfi—1

Die 7[’[Jr Aen goe%/'agfa// von 2 &/e/c/mﬂjen it 2 Unbekanntern erlaurerte
L&swzﬁsme%@ﬂ(e froyfor



g
/m vﬁ?\/jeﬂdé/? soll e Cramerache /fﬁe( awch pér Az la’z‘swzj jfé@efer
guadmtischer We&ﬁm(fﬁ&(eme he/:je/e/}é% werden. Dazu miossen

die nofwend/jen Js’ejn#”e auef lineare ﬁ/e/chugss{y.sm mex n Grle/-
Chungen fir n Unbekannte  ne ) verallgemeinert werdery ol 4.
wir betrachten nun allgemen :

@, X,+ QpuXot oo +Ou Xt ---F 0, Xn=
Qpg Xgt O X5 T oo +Q&xk+.,-.+ Qan Xy =
Q-L'A X,I'l" Qile"r - - - ’1‘6{“t Xk'{'-_,—'{‘a.;w)(vl:
o‘yu. >(/l"l— Qv\,lz)(7,+ me-- +an;._><k+""+ Q-lnnxw:

Am/@g sum Speziaifall n=2 werden dw Koeftazienten des linearen
&/e/‘cﬁuﬂg%js/ems In emem Wo{/a/w'chen Schema, der
| 2USAIMEN] fe/afs Y.

Qan Qaz Tt Qe St Qyn
Qoqg Qe ~ 77 Lol ~° 7 Qgzy
D= Zl , R o "
ai, @, --fan] --- a;, |& i 2eile
dn4 a'uz. .. 0:{:14._ - a;mn
k- Soale

Der Kae#ﬁ'aiem‘ a;, Steht 1m K»mzwgéoa/zé% Aer i~ten Zer/fe A
Aer k-fen S/Ja/aé.

Envoporechend. zu. olem Vaﬁe/zeﬂ Vi &e%/aé{b// n=2 ehalt ran
wuder weitere Deerminanten, indem man jewels die k-t soalte
von D durch die rechie Seile des &/e/chwgsys@s eroerzt



Qan - Qotyley Ry ~ 77 Qn
:Dxt= Qlu - aj_lk-A a.unM - - a-‘zm ) k= 4,2, ---//2.
Aps =77 Qnjles Qulers ~ 77 Qun
Wie man solche Determinanten n—fer O/d/umy allgemein berechnet,

e werler unten behandelt. Vorher wollen whir die foﬂna/e /@/—
s»le//wzj Solcher De¥erminanten an einem Ee/_';/o/'e/ erlauternn pndd

dre Crameroche ﬁzj% alloemens Vﬁprmu//'e»eﬂ.

Beispie!l: 1x, -2 %, +3 x5 =

2Xy %X 1 % =

X4 +£L(Lx2+5'x3=
1 -2 3 -2 3 1 3 1 =2
D=z -+ 1, =" 5 1|,D.=|2 110,212 %
34 tsl sl g

Wir formulicren nun du Crameroche /‘26‘7&/ y&Z’r Aen a/(/?exrz@/'z en Fz/l.
Sarlz:

a) st D+0, so ist (3“ Le, )0&& emdeuﬁg beStzrmmmre
[Osung des [inearen é/e/cﬁanjsgsyéms.

b) s+ D=0 und mindlestens e Dy, +0, so hat das (rheare
ﬁ/e/'chuanSJskm keine Lé’swzj.

c) 1stD=0 und @xk= O f[&ra://e k=12,_..,n, SO khann man /é’r
n>2 kene a//ye/)ze/he Ausspge machen. Den genauen Sachvertal¥

D,

___/___‘

,fd,'r den @/\/761726/460 Fal] werden wir in Zusammeniang mi¥ Aen
Grafs ~/Hgem thmus Seker.
Um dwe Cramerache &gd ANWEnden zo. kénnesn, muss man run
WisSsen | we man n/@eme/'/z Deverminanten n-ter 0/%/24{/{7 berech -
nen kann. Dar im welleren erbisulerie En%aﬂ'cé/aﬁﬁssa# vor /gw/ace

3/’ by emn I/ervfa,/zfen an, wie man eme Determmante n—ter OrA —



0
/umy als e/ne Summe von n Delermiianken @“4)’)@/'0/3{/7/{/2?
berechnen kann . Jede Deserminante (n-1)-ver ﬂmfnwﬁ w1 Aany
als eme Summe von (n-1)Deferminanden (rn-2)-rr ﬂ/z’mmj
berechnet. Dus sefed man fort, b man nur noeh Deserminar-
ven Z-fer Oredn “rg zu berechnen hak

Will man z .3 cine Determinante Y-ter Q/v[mmg berechnen, o v
0(&7%7— Aue Zerech nung von Y Detesminanten 3-ter 0/z{mm(7 er-
fa—rderft ch. Fir feofa Letes mimante 3—ver 0/7//74{4(7 mussen 3 De-
erminanven 2-ver 0/7!/2%/7 berechrel werdlen. /nsgesamy sl
also fiir du gé/fc/anﬁ ener Dekerminante 4-ter Ornang 4312
Deverminallen 2-ver wdxwmy 2w besthmmen . For eme Dekerm/ -
nanke S-fer ﬂ/d//ﬂ/ﬁ snd es bereits 54 -3=60 .5, 0.

Um den Entuncklungssare von [aplace erlautern 2u kopnes,
bené%jen wir 2unachst enige weilere Begrifte.

Shecchh man m eimner Deternnank n-yer Ordnung dje (=fe
Zeile und de k—te Spalte, so erhaté man eine Determiarnf
Mic (n-1)-ter Ordnung, die ein genannt wird . Mealiypol -

2ePt man den Finor My met dem (-1) M‘, %
erha# man den sogeran den Cre..
86/3/9/’6/ .' -1 F Y
==-35 4
2 -6 -
5 1 rer 5
“ g -7 Cu=tt) o, = -6 -7
Moy = 24 _z , C23=C—4>l+3ﬂn=" : _z




__4/1 —

=

Der Voree/chendokror Gaot nich auh e lach |} Fok-eo

=t - ---
dlem Schach bretbmusier entnehimen . ThTT

M1t Hilfe der (o-Fakforen [5ss? sich run a,/zjf/oeﬂ,wzé an Dever-
minanten r-ter 0/%’/24{4(7 als Sumnme ven Desermiantesn (n-4)-
ver OrAnurg Aarstellen kann.
Sarz:
a) Em%m'cééwzj nach der r[-fen Zes/e:
Fur /e,'den )525)4?/'1 2ellenindex 1€, njf y/’f;‘:

Qun Az - --- Qun
: : : n

Qi Qi < - @n|= CipCiat 0 Ciptetay, G = 2— 00 Ci
.l \ ' k‘=4

Olna Q,nz - .- an

b) En%w'cééu/zj nach der k-ven ;oaﬁk.
Fir gaen )f:%/éﬂ Spaltenindex ke f1,..., n} 9itt:
@un = Ayp - =-Qqn

Qz g "‘a.')_[( "'abzn n
I ) = Qe CAk +a?_k_ CZI:."' '“'('a-nk_Chk = Z’1 Qe Cl'k
(=

&na” "7 Apk =7 Qnn

Es /st Yatsachlich eqal | hach welcher Zeile oder Spalle man entwickely
Han erhdtt immer dassclbe Emebnis.
36/.79/'6 [

Wir berechnen des Deferminante

1 2 4
2 1 -2 .
13 4

+

Schachblemuster fur dua Voreachentotroen F .

+ =+




a) Endwickeln nach der 3-ven Zeite .

1.2 1
2 1-2|=-
-1 3 1

2 1 1 1 1 2
_Z]~3-?Z "Zl+4"14\
=~ (-5) =3:(-14) + (3) = 44

b) Entunckeln nach der 2-ven Spa./sle

12 1 2 =2 1A 1 4
U B Y IR B Y

=-20+4-2-3:(-4) = 14 17 -1 0 ©
Beispiel : (Iir berechnen den Wert der Determinans ,_2{ _32 j _—3
1 0 2 2

Wir ent wrckeln zunachst nach oer 1. 2eite .

1. -10 0 3 43 2 1 3 23 -3 73

Z 32 ’4’ j =42 4 -A\+4|Yy 1 4| t0y =2 =170 |y _2 1

- - - 2 -2

A0 72 —2 O/?(\, 2 4 % 10 102]
Enturickedn Enteoricheln =0
/mch4$/aZKe nadh2.2elfe

,1_4\ l ‘4 —3& z—’th_"z,/?
=3'!2—2 +2 - A =2 11 2

=2-0+2°4-4-4+(-1)+3 =-6
NMachdem wnr wissen, we man auch Deserminanten héherer als zwerver
Ordnung ausiechnet | kénnn wir dlee Cromeroche Ragel auch auf Gile/'~
C/unjssw/mz mf n éz/e/'c/LMjen /[Zr n Unbek annte anwenaan,
wean n>2 (st
Beispie [: 3xq+ Xy = 1
Xg = Xg +2 X2 =-2
2X4 +3%X, — X5 =3
Wir berechren zuncchst Aw Z—afe/zé'n;en Determ inanten .

21 0
D=1 -1 2 ’ I 'Z 4l = -10 (Ao 15t Aas &/e/cﬁzﬂjs?js/em
l 3 -1 él/l&few;éj [osbar.)
Emimcézén nach 1.2a/e



11 0

-1 2 -2 2
=<2 -4 2 |= - =-1
@4 T 3 -1
m‘uﬂ c/ca/n nach 1.2¢ le
3 4 0 2 4 31
j)xz:’l -7 2 %“2 -1 =-3
2 3 1 Em‘mcke/n /zadz 3. S/u//e
2 31 1 A4 X 2 1 ‘3 3 2
3: ,l _4 _Z = _A _ - _ /l B =
;7 3 3 2 1 -2 1

Wach der Cramerachen Regel sot tha einddeuts bestimmbe [Ssung

des linearen é/e/cAMijjs;@ms jgebeﬂ Aurch :

’Dx_ﬂ_
)<4~:D 10 IKZ 37 40 | X3= D 40

Som/t ist dee [o o_%/zjsmeﬂje_ fjeéeﬂ Aurch
L= Z<4O’ 10 | 430_)}
Berispie [: X4+ 2xXp +3%q = 1
Y% tSX, vExy = 2

Tt Ex, t3x= 3
12 1

Es qi&f: 2 3 1 3 1z
D=y 5 ¢ ::?“5_6 —81% C{-‘—ﬁ' y S
+ 8 3
=7 (-3)-8:€)+3-(-3) =0
12 7% 2 3 0 1 3 )/{ 2
]Q(Auzg@:g's_é_'ze"—szs—
2 89
=3(-3)-80+3:1 =0
1715 1% 103 144
+ 338
=+ 0-3:(-6)+3-(-2) =0
A 2 '![ 14 2
S R i P e TP e IR
g3

=7.(-1)-8 (-2) +3:(-3) =0



Ay
Do alle Dfeiminanten j/e/'c/z Vall snd und n = 322, konnen wer
nach unserm Scfz S. 11 Resre ﬂassafe M chen
reomeFreach beschrerben 3 &/e/'c/za/zye/z fer 3 Unbek ann te
3 Fbenen im R> Bei unendlich vielen (osun gen komren sich
2.8 die dwei Evenen 1 emer Geraden sc/ineirden aaes
Lbereinstimmen . [m eroten Fall Snd alte Tunkle der ién/%fye/ﬂﬂ?ﬂ
leSungen des lipearen é/e/%wgsfjs/ms , i 2welten Fal alle
Funkte der Ebene.
In diesem Beigpe/ f/ér’ es tatsachlich wunendlich vuele Zo’éwyéﬂ/
dre Egenen schneden Sch it ener Geraden, wu & (aginck
G poh K eranschaulichy.




Bei den belfrachlelon Ze/';a/'e/@v haben wir jeseééﬂ, Aass beun PBerech -
nen von Derminanien mej.sw/ﬁfe nach emer Zelle oder yoz/-
fe entwickelt werden solite, de m??//césf viele NMullen enthat¥.

Es /bt nun einige fochen neje/n fir Deferminanten, Are u.a.
verwendet werlen kénnen , (im “#asctzliche Mallen * 2w bekorr —
men bxd. e Ze/fchnamj von Dekrmimn anten 2u Véhf/%(éfﬁ.
/chen /‘Cgﬁ/ﬂ ;z%r Deter minanien

a) Sind. alle Elemente einer Zeile (oder §oa//le) emer Devermmiante
3/6/’(:/1 NMull, dann hat die Deverminante den Wert NVul/.

b) Scomen bt man 1n einer Determinanien die 2ellen /n eraprechender
Be/'éen)fa{?e als 5/9a/a@z auf) so bleibrt dler Werf Glerch, a4

Rpg Cag” ™" Qun Q0 O, Clpy
a a - Q O‘AZ Q Q.n;_
f 1 \ '

—
—

dm G(.lm_’ A, 44n é, dm

¢)Eine Dederminante wird mit einer reellen Zahl « multbplzatt,
ndem alle Elemente einer Zeile (Spalte) mit o mubtyolza i
werden

A Ver fausch# man in einer Delerminante el Zellen (oakken) so wechsel
Ao Delerminante /i Vorzeichen.

e) Sind zwei Zerlen ( §m//m) emer Desermnante zae//zaﬁder/om/a/‘-
tional ,so hat se den Wert Aulf

{)Der Wert einer Deserminante bleibt unver Gnder?, wenn das brel-

{acée ener Zeile (Spalie) 2u einer andewen Zeile ( Spalte) addiert
wird.

g) Hat eine Determinante "Qfaéc,ésjesr&ff “Ad. 4. sind alle E/hﬁife
ober- oder underbalty der Diagona len Mall, So vt der lerf der
Deverminante. gleich dem Frodukt der Dizgonalelementt, d.4 -
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Qan Oyqp - - - Ran a4 O O - --0

O Qu - -- Qzy Q22 O, "

[®) O: RS R '. =0s Qzp"..." Apn /I \ : . .\ - TRy A2y- Ay
AR N L -0

© 0--0 aum @Qus Qpp - - - ~-Qyn

Wir illustreren du gerann ven 7z’zfe/n fur Aen Spended] Aer Derrns —
nanten 2-rer ﬁfz(mmg.

a) Qirn Oz
=CZ“'0’0'Q,,2='O
© O
b) Claaq 4z G/ Q‘Z’{
= Qs Qyz ~ Q4 Ay, ) =@y Qzz ~ Q. Qpy
Qv Qaa Quz Oz
C) CQu Qg KOy XAz
X :M'Ca‘“ Qzz = Ayp Ay )/' =0y Ayy ~ Az X Tuz
Qg Az Rzq  Qzz
0{) Quaz Oy Quq Qaz
= Quz Aoy = Gy ="~ Cau Qay — Azy Qaz)Z -
@2z Qy Ay Aoz

Z) Qa1 C-Qy
= QA CQy™ Ay C QY= O

Olzs C Q24

g) Qg Gy

= aAA C Ctu_'l’CQ,n) - Ca24+c-a44 )lez
0.7_44' C'&M Q‘ZL_\—CQ"”’

Quy Qi
S QO T Qg Ry =
Qz4 Qzz
g) |2 0
= QM sz
0 Qy,
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Graufsches E//M/’gg:ﬁ'an,sver1&QMn

Fir (7/5/6915 linaare G/e/chwzjss ;méme ISt dife Cramerxne /?eje/ yuchl be -
sondlero e/%ﬁb‘. Awperdem 15t se rucr aef 6/6/'6444/(175574»{%&@ mX n
Gilelchun ger1 b n Unbekamte anwendbar. Im folpenden Stllen wir
daher ein a/@eme/'n anwendbares Verfutwen vor, in dem s(jas/maui'sé
Unbekannte aus bestimmten Q/e/'cwyyen eliminrert weren.

2iel /st es, das vorgegebens (meare &/ex'c/zwzjs%s@m /17 e me}&f
lontes Gilelchungssyskm umzuformer, das eine Scpenannke Zerlen -
5%757#77 bes/1zf. Daran lann dann einersests Aes (o5en7s ver -
halien e//’zd%?? loshkar, unlesbar, unendlich viele Losunger)
abgelesen herden  andierSetto im Falle der (Ssharket de LoSungs-
menge anfach besthmmi jeden .

Wi behonden nun a//fem e linsasr é/e/dumjssdw»ém it m
Q/e/céa/ﬁe/? 7&2’/' n Unbekann#, .4 -

Q44 X,,'l' a_,,ZX?"l" - - - - ""a,",_)(k't_ -—-+'Q4w XV\:
az4 X4+ q-ll Xz'{- .- .I—Q.U‘X\LT.,-'{_ Q;_ley\:-
Qiy x1+‘1£zxz+ c-- - tag Xk+----+0~iw’<vl:
o*ml X4t a-w;z’(?,+ ---- F QMLK)(-{— -o-t Cl-;vmxw =

Das Zci‘su/zjsyer.fa/wﬂ beruh a«.?Z 7/0(78/7&’9/7 @u/ka/e/zaw@mwzjm :

1) Gle/ chan gern Aiirnfen m der Rechenfolge miteinarder ver-
fauscht werden.

2) rlerchungen déirfen mof enem bel1eb/gen, von MVad veracheae -
nen Faktor mulfypliziery werden.

3) 2u pder Gileichun g Aarf ein be//zfé/j')es M{e/)&cﬁes einer ande-
ren G}/e/bhaﬂg adliert werden.
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Bevor wir das Guaupsche Eliminationsverfahien weskr efautern,
Gefrachilen wir emn Baspiel, dazs auwf ein lineasrs Gile/chungs -
system m/t ZG/e/céuﬂjeﬂ (Zr 3 Unberannte Fiblst.
Zeislp/'e/: Ein Unlernehmen produziest 2 Giter AwundB. Das Un-
ternehmen hat S Fabhgen, in denen dre beidlen Giter nach der
Ih der folgenden Tabelle fejeéefzen Hepgen pro Stunde. produ -

ziert werden . Zbﬂk 11213
A 10 20|20
B 2ol10|20

Das Unlerneamen erdilt emen Aufirag Lber 100 Epheitn von Grutt
und. 500 Einhei/ten von Gut B.
Wir bezeichnen mit X, Xz, X3 die Anzanl der Shuden, iz denen
die 3 Fabrken zur Produktrion des Aufbrags genwtet werden.
Wie kénnen/missen X, %, x5 Gewdhlt werden, um o Einherven
pir den /444/7615, 2u proquziesen.
Aus der Awfgczbensyé//xnj ezy/ﬁ Sich Aas wFo‘/7e/7;!e lneasr Gle)—
chmjssjsy@m i A0 X, +20 %, +20X3= Y400

20Xy +10Xy + 20 X3= 500
Durch Einsereen svellt man leicht fesv; dass 2.B.
Ka=12 Xy =2, X3 =42 aber auth X,=1% =4 X3=9
[6’54&/%7e/& Sind. (TatsGchlich bes/tzt Aas @/e/'céafﬁafysm
sogar unendlich Viele LSSMje/q )

Wie wnr beieits qeschen haden, gibt es fiir Linease Gilerichungs -
S JS/e/ne Shrukverel] untesochadliche E(yeéﬂ/Sﬂzc:p‘j//%/c e/ven .
eindenhq Losbar, unlesboar, urendlich viele 45544/4(76/7.
Wir erldulern die  Volgehens wele zundchst an Belsorelen.
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Um den Schretbaufiard  spiter reduziren 2o konnes, Schieibes

wir parmllel en Fechonschema auwf. L werden sehen, dass masy
sich auwf dfeses [techanschemx beschranken kann.

Be/'§0/g /: &/e/cmmjss (js{em Rechenschemea
Noefizien A rechteSeile) Rechenanw.
Xy + X + X = 2 A4 4 A 2 (2) 7¢-3)
2Xy t3% + Xa =4 2 3 A4 | j ]
23Xy + Xy +HXy =413 2 4 4 |13 o

Ziel: Eliminathon von X, aus der 2. und 3. Glelchung mu#
Hitfe der 1. Gileich ung . Doz
= Addshon des (—Z)Tz”acéeﬂ der 1. é/e/dmj zar 2. é/f/béaﬂg
— Addihon des (—3)ﬁmhen der 4. &/e/'chwzg gur 3.Gilelcheand
Die 1 &/e/'chcmg blerbV en veréndert

&/e/chunjss Js(em Rechenschema

Xp+ Xg +Xq5 =2 1 14 1 2
Xy — X3 =-g 1 -1 |-5 (2)

2% t X3 =7 -2 11 #F

Zlel: Eliminavion von x, aus der 3. é/e/dwzg mit Hilige
Aer 2. &/e/'c/m/zy. Dazu :
- Add/ hon des Z-Mm der 2.Gileichung 2ur 3. G leichuny
Die 1.und 2. G/e/chmg bletben wnverander?

hlerch ungssg,csém Rechenschema.
Xat Kz + Xq = Z Y 2
X2 — %o =-5 1 -1 | =5

— Xq == 3 -1 | =3 | (1)

Wit mubtyo bizeren nun nod da letete Gileichung mit (1),
Adams ¥ Aee /z’acﬁ&t'zmﬂlm n Aer @/’aﬁma/e/v alle 1 werden.



tleich un35555km Rechenschema
Xat Xg + Xy =72 A A A 2
Kz — X4 =-5 1 -1 -5

Xa = 3 11 3

Lrr haben run em zum %Qﬁ&'p‘ﬁm@ﬂ E?Au'mlem(es ,
‘gpotafeltes " Gileichungssyalem, d.b. en Gileichangssysirr
i “Zallenstufn form ) Aas Sich nun emnfa “Yieckwart
Aih. von wnten nach oben awfissen (a5sY.

Ve 3. Gleichung liefert unmittelbar X3=3.

Ernselzen von x3 m de 7.Gleichun i //'e/er/ D Xy==2 .
Emserzen von x, und Xz mn ae 1. &/e/'c/wmj //'evﬁsr/ P X, =
Soms¥: U=7(4-2,3)F.

Be/'slme/: &/e/‘chunﬁSSJs/em Rechenschema
I, ¥ Xy +2K= 2 304 2 | 2 |9tE)qe)
2X 4+ X3 + Xq= 1 2 4 14 | 1 jj
3Xy = 2Xy + S¥qy=—1 3 -2 5 |-

- Addifion des ( ~—Z—)—.fachen Aer 1. Gy/e/'cmmy zur 2. 6ileich wzﬁ
- Addihon des (1)~ y?aec/zen der 1. &/e/c/zanj: zur 3. &/e/c/zcmg

&/e/chwzjssgs#m Rechenschema
3x,,+><2+2x3 A 34 2 2

3x- Txa=-% T 3 -% @

~3><Z+?>x3-——3 2 3 |-3 j

~Addition des F-fachen der 2. Grleichung zur 3. Gleichung
@/e/'chmjssgsa@m Rechenschema.
3IXy + Xy +2x3=2 3 1 2 | 2
30 -3%=F R

0 %X=—6 0 1-6
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Ofenoar g/'bv‘ es kein x; R, das die lerek &/e/'cﬁuﬂj OXz=-6
erfullt. Damus Schlieft man unmittelbar, dass das liware
&/e/'chmjssys%em nicht losbar /st d-b. (=5 §.

ZZe/}s//J/'e/- &/e/chmjss&s/em Rechenschema
LX,+ X5 + Xq = 1 2 1 1 1 (=2) = (=4)
Uxg+lx, +%3 =0 H 2z 1| 0 j }
2%y + %X =~/ 2 1 0 | -4 <

- Adolihion dles Z—Z)fad.en der 1 &/e/c/m/? 2ur 2. é/e/'ch;m'?
- Addition des (- //(a&?m der /. &/e/'c/zwzg 2us 3. Gleichung

o /e/'ch,ccnﬁ 55 jslem Rechenschema
Lxg+ Xz + Xq= 1 2 4 4|
— X3=-2 -1 | -2 (-1)
h Iez'chcmjss jslem Rechen schema
LXy + Xz +X3= 2 4 4| 4 |-%
- Xg=2 -4 -2 |0
(o=0) (ol 0)

Wir sehen dass di &iete Gleichung liberftissty isY, da se
keine C/Zed/hgunjeﬂ una /nforma tionen ljiefert. (nenerel/
werden alle & /e/dwrge/z der Form "0=0" fesm'%e/z :
Wir mathplizwren nun nodl dee 1. &/e/'ckw% et Z i
Ae 2. &/e/chunﬁ ek (-1).

Gileich urqssy s¥ern Rechenschema
1 1 1

Xpt G Xy v 4x5= 5 1 £z |z
X 3 = 2 1 172

KJ&AM%W&;:SM D Xy=2 /st destds de 2. G;Ze/'c/;d’ﬁ e/ -
demég ﬂmlfe&g% An der 1. Gleichung sehen w7 dass x, e
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jeu/zZ/Lér‘ werden kann. [noem wiT x,=t sefzen, liefert Erz -
Sefeen 1on X3 = 2 und x=t i dic 1.6leichung x,=-F-L¢
/ns gesam * etalven wir ase /éjswzjsme/{?e
UL=§C-4-%¢,¢2):teR]
Es j/'é/ unendllich viele [ 55&4/576/2 ; 7/&’/’ /edc ;062/5//6 Weatb/
ven telR erhalten wir eme s/oez/e//e /éfsa/@ . /m/}f T2erz —
meter. eometrisch bilden alle Punkle der [ é&affs/ﬂeﬁfe
7 Sdz/ulfye/ade Aer darch dee &/e/'cha/(zfeﬁ azs Liweares
Gile/chin jSSJ‘S/@/ﬂS beschrubenen Foenen in R°
Nachdem i an 3 %7/9/5&5/7 Bergole! Ans Zéiswys verfahen ef=
Lo lert hoben Jeben wir nun ene allgemeine Beschreibung Aes
Verlahrens an. FU Kilfe der erlawblen clemen faren Zeilen um -
#fm wngen ( Vertauschern der @akeﬂfaﬁe Aer Q/e/ékm(fexz g
Helbplikahon emer Gleichun L st be//éég*em Fakfor ung le/th
pell, Addithon ernes Vielbfachen emer é/e/'chwzi 2U emer ardle -
ren @/e/c/wmg ) er/o/gr‘ im RechenSchema e /{m/aﬁ%ﬂﬂg
au  Zeilenstefen form, dic sich Schematisch wie e Aarolen (assT .

AR - cmm m e e e e e e X A,
A% == = - oo - ook A,
A% - = - - ccm o m - =¥ ds
1% - - . -.- % Ay

A # - - % s

A %--- % Ar

Onicee e eae s 0 -0 | dr,,
O m a2 0O | A

Ist eine der 2ahlen Ay, ..., dm mj/mh Wull, o gibt es feine
lé'5u/%.

IS* Apoq = Arn= ... =Ayy =0, 50 werden dee (1) - bis m—ve Zerle
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gestrichen wund man beshmmt dee /é'sagsmie auws der 4. b
TN & /e/'chuﬂg durch "Rk warbaullosen " Die n Aer ZestonSvi—
fenform 2u den %a//eﬂ thne ”/7;0/04%5/447[@ g Johdwenden Unbekarnien
(% oblgem Shema 2.B. Xz und xy) sind fred wahlbar und werdes
Glesch den Tarmmetesn tyts - bn-r fasei?r‘. D Anzah! dler Un-
b%annkW,dk74@5%%U%‘ww%b7éﬁmmnﬂmm4fﬁmmauaﬁ¢¢&
Anzahl der des [neasen G/e/'c/aanjssjs/ems. Im Fal/
der en dewﬁjeﬂ [Ssharkea? /st de Anzak! der Fmée/slsfam

Wull ; alle Vanablen sjiol durch dee @/ﬁ/ﬁ‘ﬁ%ﬂfﬂ? e/ﬁﬁlzmé;? be-
Shmm¥.

Zum Abschless dreses /@//’@Zs betrachtesn wry nockh e/'m"7e E’e/s/a/'f/e.
Dabei beschmznken wir uns awf das Rechenschema. Weiler versziz -
gern wir den Schveibaufwand, ndem wir Zeen, die nicht weker verardert

werfen nur markieren. Die markierien 2 lkn eeben am Ende das
Shema M Ze/'/eﬂSMfm{arm

Baispie!: %4 +B%p =Xy = Y
Ixy FUX, =4/
2Xg = Xy + Xy = F
2%, ~ 4 Xy +Y4x3= 6

™4 3 -4 4 ]c—:',) ¢2) 1 ¢-2)
3 4 O |11 |&
2 1 +
2 -4 4 6
\nd -5 2 -/ JC—O -2)
-5 3 | -1
-0 6 | -2
6 ©
—6 ©




gusammenstellung der markierkn Zetlen, wobes 2) noth durch (-5)
dividiert wird

43 4 |y
=1
Risckwiirisanflesen : xz=t Prei wahibar.
XZ=%:+-§_—1‘:
x,=ZF -ttt

L=3(8-tt,L+2¢,¢):teR]
Do Anzahl der Frc/ZLe/‘?‘S?/mdc behﬂ':jv‘ 1.

Baspiel : Gzejeben sel das lneare G/e/chcmjssysvém
U—2v+w+22 =a
w+ Vv -w + 2 =b
w +Fv-5w -2 =c¢
fir die Unbekannten wy,w,z . Fir welche Werte von a6 c be-
Sitet das G/f/'chuanSJskm L&%&{ljen 2 Wre sehen dre Losungesn
im Falle der Lésbarke? aus?

v A 2 1 2 a ]M) 1)
1714 1 41 b |¢ J
17 F -5 -1 C ¢
v 3 2 -1 jb-a jc'?ﬂ
9 -6 -3 |C-a
o 2&—%L+c

Das &/ez’chuanSjs;@m 15F genau danr loshkar, wenr

2a -3b+C =0 j/'/f.

Fér 2a-3bt C =0 stellen wir due Zelenssufenform noe
einmal zusammen, wobe/ wir Gleschung 2) notd Awech 3
Arvidreren.



A2 4 2 | a

/ 2 4 | k=a

\%/ 4 3 3 3 Mll/ll'f//Z"
/%[Zaéwf[ﬂoa«'f/&fn:

Aus 2): 2=t W=5 sind pe wiklbar

Damiy v=2% + Zs+ 1t

3
Cy= b= Y o 24 g gy Gtlo A Y
Aus1): u=o+2 ex rFs+Et s 2t T tys-It

/njjeja,mZL ethalven war

LL—{‘S 5, falls 2a-3b +c #0
f

atib 4 ._ b-a, 2 1 . _ -
(252 +4s-1t, 02 Zot+dt s b): s telRy, folls 20-36+c=0

._26 -



