15 Cptimiereng mit festriktionen

In Wapitel 13 haben wir uns damst beschiftgy, Extema von Funkiionen
2w bestimmen, d.b . ﬂpﬁm/é/afszPmé/fwe ohne ﬂ/eéeﬂ/?ea’/'/?j wnger /
Restriktronen 2u [esen. In welen Seonomischen Pmé/m;é///zxz{/w st
die Variablen aber gewrisse /V%Mééd(/i&?&({lf«?ﬂ//?&é/ﬂ%}é'ﬂ//@’/ exflilen

Beispiel: Ein Verbraucher mochte /tngen x undy fir zuwes Giiter so be-
Stimmen, dass du Nuteenfunthon ucy) maximal wvA- Taber /mass
er seite Budgetbeschitinkung px+gy<m beachter.

Beispie/: Ein Untfetnehmen mochle Sene Poduktionskoster 11 ener be-
Shmm fen 26/’#5/}2/7/26 mo'j//'cks f fen'/Zj halresr. 444/ twnd yen Voribe -
5%”%’{76/7 MUSS aber erre /Z/ﬂa’es%mye /omdazzéﬂ‘ werzlesr

Do die Suche nach dem Haximum emer Funkpbon ,ﬁ é’fw‘m@m’ 2u de/
Suche nach dem [lnimum von £ ist, beschiénken wir ans haifig an/
die Z’eﬁach%wzj von M/b/’M/ékﬂﬂjSpmb/emeﬂ.
Spezie werden wir das seqerannie Laf/w\zyschz /’Luff;’aﬂkabﬂ/e/ﬁzmeﬂ
flr d ?méémskffzf@
min flay)

s dass g(x,j) =0

behandeln.



Zaj/zmjesches ﬂa/ﬁp//}éa/ﬁwcrfaé}(/z
Wiy erlditern zunfchst anschawlich an entem Besplel, el welkthern
Wfﬂﬂféﬂ Ajeses Vez;éé/eﬂ berachy.

Beispie! - Lir betrachlen das Froblem
min flay) = x2+32
50 dass jfxlj)—‘—g ix*-3=0

2unzchst an Hard ener Grphet

Dee Funktion § beschreibr dlee gras Schatturte Flacke im R>.
2ur Ve/dm%//fcéa/y sd
e/}z{'?e Niveael/inien veon
f schwarz e/‘ﬂ'ﬂcz-f/cbw%
Durch gt44) =0 word det
/1 der Xy - Ebene emnge-
2e/chnele blaae [rabel
beschriben. Shicnkt
man £ auf Aiefenjser
(x,9) ein, dee die Re -
Strktron e/;ﬁz'//eﬂ, S0
erhiltman A auf
der Fléche m blaw /wrwgeﬁaéeﬂe Kerve. éci’njs aeser Kurve soden
nan lokale Extrema beshmmit werdern. Di lokalen Hinimea wnal das
lokale Maximum Sind in der Graphik dewtlich 2u erkeemrer. De
2ugehongen Nivealinren snd awf der Fliche wd i der Xy -
Ebene mn jm’c’n bew. rar da(fyes;(e//)‘.
Man sieh?, dass die blave Kurve awy der Fliche die rok bzew.
fm’éne Wrveau/inie berdhtt.

Extrema mit Restriktionenen
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Wi betrachlen die Sitewaron in der xy-Ebene pach emmal gerauer
D Restrik ronskerve
wurnd &dre 2c den [oka~
fen Extrema/sieden
Jerorenden Nj vean -
[rnien  berctrten Sich
an den lokalen Eipe—
malstellern. indbero qus -
fedxdbéé haben siese
Mvead/ e wnd de
Resribbonshurve arn
den Extremals tefley

Extrerma mit Restriktionenen

Jjewer’s Areselbe Sier ung.

In Kaprle! TV ( vg/ Abschnit Grenzizte der Substietron) haber i
feseﬁeﬂ, wie Mmarsn e S/e{f&c/zjm Aer 17l z2// féjeée/wﬁ Wierven
foqy)=c (Miveact/inien) und V& =0 Chestrrttson) besechnet
Dies ’&ZM aeef die é/e/'cﬁaﬂj

_dxGa) | L gxxayg)
Py y) 3y 1 9)

( Slc/juﬁ Niveawlinse) ( 5/e/jwzj Bestriktzon’
baw. andeso m/jescénébeﬂ
éx 5"1_‘12 —_ fsz (xlﬂ)

gx("zﬁ) - 9y &, 9)
Diese Gleichher? kann man nun auch so beschr/bes, Adass Ppir
em AelR Aie belden é/e/c/zm(fm

Iu(xy) _ A Lolay) _
Jx xy) a gy xuy) 7
b3

fb0y)=2ge Cay) =0 wad fyx,9) = Agy cxq) =0
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erfillt sen missen. 2usammen mit oler [lestribtion haber
wir far unser Beisple! Aie dsel &/e/'céﬂ/zjw :

) byl =285 (x,y)=2Xx -2 x =0 &2 x(1-7) =©

2) Pyl y)=Agyloy)= 29 -7 =0 & A =2y

3) 20,4) =y +x -5 =0
Wegen 1) xU=2)=04=D x=0 v A=A, unfesocherden wni zwes Falle -
1 Fall: X=0

Einsefzen m 3) //'e,ZzH‘ ﬁ

Einseken in 2) liefert 2= 3
2.fall: A= 1

Einsehen in 2) lieferf J_(ﬁji

Einselzen in 3) //’e)l’en‘ x=4vx=~1
Die Funkle 7,(0,2), B(1, £), B (-1 £) kommen alco alb Kandidaten fir
Extresnalstellen in Fmﬁe.
Es gilt: (0, 2) = & ist lokales Haximum, (1, £)= F-4%5)-5 sind lo-
kale Hinima von { unter der jfﬁebefzw festrkhion.

Bevor wir die Hethode, die uns notwendige Bem?gaﬂjeﬂ fir lokale Extema
bei Gphimickungsproblemen mit NMeben beding ungen lrefent, i allgem ener
Form an jeéen, schauen war die 06{'76/1 Bea’/@sze/z noch emmal forma/
aus einem anderen Blickwinkel an.
2u dem Froblem aus wnserern Bespiel definieren wrir esre i flenk -
fon ( Aaymnje/m/m'm) durch

Lixy;A) = fixy) -?g(x,j).
Die Fordeneng, dass grad L (xy;2)= & fibhat auf

Lx (xy;2) = ‘,Vx (x,y) = ?)gx (lef) =0

Lg[x,g,'ﬁ) =l y)-2 gy xy) =0

Lplyin)= 3(;([3] =0
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Dies sind genau Ajeselben &;/e/chwzge/o, are wrr aus der zundhsy an-
schaulichen Algumen/a/zm he/ye/e/k/ haven.

It Kitte dler chxaﬂge)&m/cﬁbﬁ lasst Sich nun de Zaﬁ/mfesc/u Sl
fipl1 Ratormethode setvr x//gem en \formulieren

Wrr j&ééﬂ de [eHode 2uncchr’ ,ﬁér Aer gyez/e//m Jzl/ eimer Farnktpar
meh z2we Vanablerr mef ener /Vebé/?éea’/'/quwy an.

lag rangesches (ulplkasorvenfahier
Es seien fg:F2—> R stetip particl diffornziirbar Fankhinen i don
Vanablen xund g (] §) ser en innerer Funkt von By 0 Dy Faratern
(iradien fen won g je//e : Wg(x’;d"/%g
Eine notwendige Bedingurg daflir, dass  an der Skle (<547 ene
lokale Extemalstele tenter 58/&’6&9/%%;5/%‘7 der frestrrkthorz f(x’,‘ 99 =0
besit2Y, (st dass der Guadient der /ﬂy/zw‘fgfmﬁb/f

Lk, 570 = feg) - 7 gLx, )
verschwindet. D h. es muss eme reelle fak/ 7 (den sogenasnnren
LW ~Hultplikater) exwriir, so Anss

Ly (xy; 2] = O
Ly(xy;A) =0
L;) Cxljjﬁ) =0

erkzu? P Da Zea’//%ﬂaj L3(412)=0 entsoncht grecte der Aeber~
ézdmgwéﬁ Aoo Gotmierngsoroblems.
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Beispie!: Das Unlernesmen Zack- und - Pack hat yon der Backerss Knack -
und -Baik enen ﬂk,fhﬂ? 2wt /fers»é//wg von Keksschachleln erhalfen.
De oben offenen Schachfeln sollen e Fa%mfs /emzéjeﬂ von V/=2048em’
haben und. eme ?uad/n&gcée Gurandylache bes/feen. Ansonsten bl
die WaAC der Abmess ungen dem Hersteller iberlasser .

V=oEW=2048 cm’

Vs —

7/

aQ

7

2ack- und-Fack mochte die Makrialkoskn zur /femé//aﬂy Aer Schachteln
minimieren. eu (osen ist also das Froblerm

min Lla,h)= e’ t4ah

sodass a’h—-2048 =0

xR ~{

De Laj/zmyeﬁmkﬁm (st
Lla,h;7)= {(a,h)*ﬂg(a/h)=a,z+qa,h —Ma*h-204&).
Due partiellen Ab/e/'%zwyeﬁ Sind -
LoCah;2)= 2a+4 h—20ah=2(a+r2h-Dah)
Lylah;7)=Y%a -2a?
L (a,hi2) = ~(ath=204 8)

D /w%weﬂa’z?w Zs’ed//’zguﬁgeﬂ lawken also
1) a+2h—Aah=0 '
2) Ya-Aa" =0
3 ath=204¢



Aus 3) polqf 2unachst-a+ O h+t0.

Division ven 2) durch a #0 liefert : 2 Da=¥

Einsefeen von Aa=4 in 1) //’efen/.- 1) a+2h-4h=0 > a=2h
Cinserzen von a=2h in 3) liefert : 3 4h=2048 &= h*=¢

b 1) und 2) ergibt Sich damus: ¥ =46 A=

Als finimalsielle kommt also nur (2, h*) = (16,8) mi# ?*= F 2
F/nﬁe

Der 6/zw(/en/z/onj /st yla,dg(ah) [Zah,az) and rzzdg(a L¥)=16%1 1)
De 8@{1/7%/5 Wg(a 46*%)4 0%t also e/;/’a//%.

Beis/o/e€ : Emn Verbraucher bestimmi Sanen Nulzen mit /A(ﬁ einer (pbb —
@auj/as Funttion Ulx, %2 )= XFx2 mit X, % 20.
Er unberligt der Zudgc/é&%ﬁﬂiﬂéwﬁ Xt %= A0.
Wa soll er X, und X, wih@n, damit sein Nelzen Ulx,,xz)moomal ww? €
Das 2w jeéonﬁe Ofﬁ/ﬂ/él‘aﬂjS/mé@/ﬂ Caufef .

-

max Ulxq xz )= X% x
so dass g(xq,xz): Xy Xg A0 = O
La qrange ‘fun/cﬁon :
L{xyxy; 2) = XE X, = Al X+ X - 40)
Fartelle /lb/ez'hmgén aAer Ldg’/&/tjévfd}zéﬁ'ﬁﬂ .
Ly, (%Xe i )= 2% — 2
Li, (KXo A)= 3K x5 —
La (%4 X3i A)= = x4t 2 = 10)
L erhaGien somit die ch{//ﬁmim
1) 24 x; =
2) EX =7
3) Xyt %=40
LIir kinnen in diesem Beispie€ ohne E/'Ascm‘n/cwy verausserzen, dass x,



wnd X, von Mull verahiidlen Sind, da Sonstder Aecleen Mutl wund
somit sicher ascht maximal Ist.
trileichserzen von 1) und 2) Z/'e)fzi*f.'
ZXex2 = 3x2xy | 2x,% (40)
T) Xo = =%
Einsefeen yon x,= 5%, in 3) efert:  x o+ 3x,= 104=> X= 4
Einsefzen wvon X, =Y in 1) &eﬁzﬁ‘ Xy=6
Einsefeen von x,=Y) %= 6 in 1) bh2w-2) ufest: A =1728
e Gratent 11 g 51 grad gy ) =L1,4)7= g (37 ) 0

Dre ein2/ge mogliche (Coka ) Extremalsetle von [ unter der Sudlger'~

éesa/néhéé{f@ IS Somi ¥ (X, x%)= (% 6).

Da oler Aurth A Zud?a%esc/z/inémj bescmt berne Berrcs eve abge-

schComene und beschrankle Exk’méﬂjg des RE4Ht bat fAert ery

absolutes flaxamam. Fir (4 6) wid alsoder fAlulzen unfer der

Z’adj@/éex/nﬁﬂé%ﬂg naaximal it UCY6)= 4% & 23yse.



