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0 Ubersicht zu den Zahlenbereichen, die in den ersten 10
Schuljahren behandelt werden

Nachdem in der Grundschule im Lauf der Schuljahre 1 bis 4 deei8e IN, der
natiirlichen Zahler(einschlieR3lich der Zahl 0) aufgebaut wurde und im Rahmersdek-
rechnens bereits einfache Bruchteile vord@en (z.B.21, ; km) einschlieRlich Kom-
maschreibweisen wig, 52 m und?2, 30 € aufgetreten sind, wird in den anschlieRenden
Schuljahren der Zahlenbereich,idum BereichQ derrationalenZahlen und schliel3lich
Q zum Bereich R dereellenZahlen erweitert.

Das Erweiterungsschema sah in vielen Burdedérn (auch in NRW) bisher so aus:

o T~

(Ng,+,°,<) (Q,+,,<) —= (R,+,,<)

Fig. 1

Es wurde also die Reihenfolge N~ Q;, Ny — Z, Q; — @ (durch Analogiebetrach-
tung zum vorherigen Schritt) und da@— IR bevorzugt.

Im neuen Gymnasiallehrgang in Baderiifemberg wird allerdings inzwischen bereits
im 5. Schuljahr die Erweiterung von J\Neu Z vorgeschrieben, der sich im 6. Schuljahr
die Erweiterung vorZ zu Q anschliel3t!

Da die additive Erweiterung von den idichen Zahlen zu den ganzen Zahlen sowohl
von den,technischen Problemen® her einfacher als die Erweiterunden Bruchzah-
len ist, spricht vielesifr dieses,Experiment‘. Wir halten uns im Folgenden noch an die
»Klassische Reihenfolge” und werden im Kapifdler ganze Zahlen auf die Alternative
»erst ganze Zahlen, dann rationale Zahlen* eingehen.



1 Der Bereich INg

1.1 Charakterisierung vonIN

Nach DIN-Norm ist IN die Menge der Zahlen 0, 1, 2,. und nicht die Menge der
,Zahlzahlen* 1, 2, 3, .. . Bei der axiomatischen Beschreibung von IN duramRo!
wurde unter IN die Mengél, 2, 3, ...} verstanden. Wir werden uns im Folgenden an die-
se historische Definition halten und bezeichnen die Mengeaaiarlichen Zahlen nach
DIN-Norm mit IN,.

a) Die Peano-Axioméauten in moderner Form:

(N, 1, f) heiBt einModell der natirlichen Zahlen <=
P)1eN
(P2) fist Abbildung vonN nachN

(d.h. also insbesondere, dg&s:) € N fur allez € N gilt)
(P3) 1 & f(N)

(d.h. es gibt keiry € N mit f(y) = 1)
(P4) f istinjektiv

(d.h.furallex,y € N mitz £ y qgilt f(x) # f(y))

(P5) (Induktionsaxiom}-ur jede Teilmengé/ C N, die 1 entklt und mit jedemu € U
auchf(u) enthalt, gilt U = N.

Man nennt inN das Elementf(z) denNachfolgervon z, f~'(y) denVorgangervon

y und f die NachfolgerfunktionDa alle Modelle nairlicher Zahlen die gleiche Struk-
tur besitzen, kann man vauden naiirlichen Zahlen* sprechen und sieht2l;= f(1),

3:= f(2) = f(f(1)),...als Objekte an, deren Zusammenfassung die mit IN bezeehnet
Menge ist.

Die funf Axiome lassen sich etwas umgangssprachlicher (bzwenao formulieren:
() 1isteine nairliche Zahl.
(i) Jede nafrliche Zahl hat einen Nachfolger.
(i) 1 hat keinen Vor@nger.
(iv) Verschiedene nétliche Zahlen haben verschiedene Nachfolger.

(v) Jede nairliche Zahl ist von 1 aus durch ein- oder mehrmalige Nagf@ddildung
erreichbar.

Ersetzt man in den obigen Forderungen 1 durch O, salteminan die Menge ) Damit
lasst sich die inzwischen in Schulen verbindliche Regeluoltfertigen, sich bamlich
der Deutung von IN an die DIN-Norm zu halten.

1GUISEPPEPEANO (1858-1932), italienischer Mathematiker
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1.2 Modelle fir IN und IN

Das vVON NEUMANNSche Modell fir INg. In der grundlagentheoretisch fundierten
Mengenlehre ist eines der ersten Axiome, dasg)mit {} eineMengedefiniert ist. Also
hat man schon einmain Objekt.

JoHN VON NEUMANN? hat daher in seinem Axiomensystem der Mengen|éhals Ver-
treter der,1“ angesehen und die riatichen Zahlen folgendermal3gkonstruiert’:

Da in der Mengentheorie mit einer Mengé auch {A} eine Menge ist, hat man
mit {0} eine von () verschiedene Menge als Vertreteiir f2. Macht man noch
von dem Axiom Gebrauch, dasdirf Mengen A und B auch die Vereinigung
AUB :={z |z € Aoderz € B} eine Menge ist, so kann man 2 deuten als2)U{0}.
Setzt man diese Bildung fort, so erzeugt die Zusammenfassemdurch

1:=0,
wennn bereits definiert ist, dann s¢{n) die Mengen U {n}

definierten Objekte zu einer Menge IN ein Modell derimithen Zahlen:

Name |[1| 2 | 3 | 4 ...

Objekt| 0 | {0} | {0, {03} | {0, {0}, {0,{0}}} | ..

Hier ,enthalt jedes Objekt gerade ein Element weniger®, wie es seifidamen* ent-
spricht.

Sieht man dig Elementeanzahl‘ in den definierten Objekten als den inesteh Zahla-
spekt an, an, so eélt man dieselbe Tabelle mj0* als erstem Namen und es resultiert
ein Modell IN, der natirlichen Zahlen mit,0" als erstem Element.

Ein ,Strichlistenkalktl*. Hier vertritt man nairliche Zahlen durchWorte“, die aus
Strichen bestehen:

(1) 1:=| €N (1geldrtzuIN)

(2) m € Ny = m| € N (Nachfolgerbildung)

(3) m=m' <= Der simultane,Loschprozess* vom rechten Ende her
ersclopft m undm’ ,gleichzeitig”.

Also: IN == {[ [, [I[. [Il], ..} mit f(m) := m].
Nimmt man zur Menge der Strichlisten digere Listehinzu, so erhlt man ein Modell
von INg.

Dem ,kindlichen Zahlen® entspricht das Strichlistenmodell noch am eheddas.voN
NEUMANNSche Modell ist nuriir Grundlagentheoretiker von Interesse.

2JoHN VON NEUMANN (1903-1957), amerikanischer Mathematiksterreichisch-ungarischer Abstammung
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Kardinalzahlmodelle. Man sieht,anschaulich* natrliche Zahlen alsEigenschaften
endlicher Mengen"” an.

.Praziser‘: SindA und B endlicheMengen mitA glm B (d.h. es gibt eine bijektive Ab-
bildung vonA auf B), so nennt maml und B gleichzahligund definiert dieAnzahl| A|,,
von A als die Menge X € U | X glm A} aller Mengen X aus einem geeignetgven-
genuniversum/, fur die X glm A gilt. Ohne Vorgabe eines Universumgréte man| A|
nicht als Menge ansehen!

Das Universum muss einerseits klein genug sein, damit mare Kegischen Wider-
spiiche erfalt. Andererseits muss es reichhaltig genug sein, damitspaer dielibliche
Arithmetik in IN, erklaren kann. Forderungen an ein solches Univerdusind:

U sei eine Menge, deren Elemente Mengen sind, mit:

W Y, X A0
(U enthalt mindestens eine nichtleere Menge.)
2 AN (N _Yeu)

Xeld " YCX
(WennX € U undY C X, dann auchy” e U.)

B) /A XCY — (XnichtgimY)

X, Yelu
(DEDEKIND-EnNdlichkeit aller Mengen ausg)

4 A (.V Ygmy udXNY =0 undXUY €U)
X,)Yeld "Y' elUu

Eine solches Universum heil3tERPINSKI-Universum. Mit Hilfe von (1) bis (3) kann
man zeigen (der Beweis isschwer”), dass es itX mindestens eingEinermenge” gibt
(eine solche Meng# ist in U/ durch die Eigenschaft definiert, daBsnichtleer ist und)
die einzige echte Teilmenge vdnist). Aus (4) folgt dann, dass esd#hsogar unendlich
viele zueinander elementfremde Einermengen gibt.

Elegant an dem Ansatz ist, dass man sofort die Addition vdirlehen Zahlen in der
Form
| X + Y] = [XUY' |y mtY e, Y NX=0,YgimY

definieren kann. Man kann zeigen, dass die Addition veruetbltangig ist und alle
solchen Modelle von Nzueinander isomorph sind. Die Nachfolgerbilduagdt sich in
der Form

(| Xy =1EUXly mit X'elUd, X'NE=0,X"gimX

erklaren.

Verlangt man zuitzlich, dass in einem solchen Universum iitY” € i/ stets auch die
Paarmenged x B zul/ gelbrt, so kann man sogar die Multiplikati@rtber eine Mengen-
operation in der Form

[ Xe - [V = [X x Yy

erklaren.
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1.3 Addition, Multiplikation und Kleinerrelation in  IN

Wenn man die ndtlichen Zahlen mit Hilfe der Nachfolgerfunktighcharakterisiert hat,
definiert manin IN

(Add) a+0 := a furallea € Ny

a+ f(b) = f(a+0b) furallea,b e INg
(Mult) a-0 := 0 furallea € Ny

a-f(b) = (a-b)+0b furallea,b e Ny

bzw. in IN

(Add) a+1 := f(a) furallea € N

a+ f(b) := f(a+0) furallea,b e N
(Mult) a-1 = a furallea € N

a-f(b) = (a-b)+0b furallea,b e N.

Danach lassen sich (auf etwasiinsame Weise) alle Verkipfungseigenschaften der Ad-
dition und Multiplikation aus den Axiomen und dem grundlatheoretischemiRekursi-
onssataherleiten.

Fur die Kleinerrelation beidtigt man eine Formalisierung der wiederholten Nachfolger
bildung, dab genau dann @f3er als: heil3en soll, wenn mahvon a aus durch ein- oder
mehrmalige Nachfolgerbildung erreichen kann:

—— Ny—>

T
0 1 2 3 4 a f(a) b=f(...((a))...)

a<b = beD, Fig. 2
Die in Fig. 1 verwendeten Mengdhn, definiert man in I rekursiv durch
Dy := N
Diwy = f(Dn)

und nenntD, denAbschnittvon IN, mit Anfanga. Aus der Definition vor< folgt, dass
es sich um ein®©rdnungsrelationn IN, handelt. Neben ddreflexiviat, Antisymmetrie
und Transitivitat hat < zusatzlich die Eigenschaft ddtinearitat, d.h. fur jedesa € N,
und jeded € N, gilt a < b oderb < a.
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Definiert man die Relatior: in der Form

a<b <= a<bunda#b,
so erweist sich< alsstrenge lineare Ordnungsrelatigrd.h. neben der Transitiat und
Asymmetriggilt fur jedesa € INy und jedesh € INg entwedera < b odera = b oder

b < a (diese Bedingung wirdrichotomiegesetgenannt). Fasst man alle algebraischen
Eigenschaften zusammen, so gilt:

(1) (Ng, +,-) ist einkommutativer Halbringnit neutralem Elemenr@ bediglich + als
Addition undneutralem Elemertt beZiglich - als Multiplikation .

(2) (INo,+) und(IN, -) sindregufar, d.h.
furalle a,b,ce Ny gilt a+c = b+c & a=0b,
furalle a,b,c € IN git a-¢c = b-c & a=b.
(3) < ist eine strenge lineare Ordnungsrelation ip, Nie in INy mit + und in IN mit -
vertraglichist:
(1) Furallea,b,c € N gilt

<b=a+c<b . y
¢ are e Monotoniegesetzi@r + und-

(1) Furallea,b,c € N gilt
a<b=a+-c<b-c
(4) < hatin(IN, +) zuatzlich die folgende Eigenschatft:

(Losb) Die Gleichung + = = bistin IN genau danndsbar,
wenna < b gilt.

Man nennt(IN,, +, -, <) einenangeordneten kommutativen regrdn Halbringmit Null
undEins

Im Grundschulunterricht werden seine Eigenschaften mchter explizit angesprochen.
Die arithmetischen Gesetze werden hier eher unter denv&iitdén ,Rechenvorteile”
und ,auf andere Weise rechnen* thematisiert, da der in den 7beelda@gemachte Ver-
such, Gesetze mjkindgenalRen“ Namen zu versehen uyetlernen zu lassen” bei vielen
ScHilerinnen und Sdiiern eher negative Auswirkungen auf das weitere Mathdseati
nen hatte.

Aufgaben

Sehen Sie eine aktuelle Grundschulreihe zu den ersten eferj&hren durch und
bearbeiten Sie daran die folgenden beiden Aufgaben:

1. a) Skizzieren Sie, in welcher Form die arithmetischen HathGesetze vorkommen.
b) Wie werden diese Gesetzeegiindet*?

2. a) Wann wird sie Zahl 0 eingéhrt?
b) Wie wird die Regel - Zahl = 0 einsichtig gemacht?



2 Bruchrechnung

2.1 Vorbemerkungen

Fur den Mathematiker ist die Begndung vonQ™ insofern,.elementar”, als man den
angeordneten regaden Halbring(IN, +, -, <) leicht Uber Aquivalenzklassen von Paa-
ren natirlicher Zahlen konstruktiv zum Bereich der positiven rasiten Zahlen erweitern
kann.

In der Schuledsst sich dieses Vorgehen jedoch kaum rechtfertigen, davwesizweg vom
tatsachlichen Gebrauch der &che (z.B. als Mal3zahlen!) ist. In der DDR wurde trotzdem
in den 70er Jahren versucht, das mathematische Konzepesb€lule, herunterzutrans-
formieren”. Dieser Versuch ist ebenso gescheitert, wie éloertriebengOperatorbruch-
rechnung” (zu beiden Aézen vgl. die s@ateren Abschnitte) im Westen.

Die Repasentation von Bruchteilen erfolgt inzwischen @ahst doch wieder geome-
trisch, z.B. in der Form:

fir fiir
3 2
4 6
Fig. 3

2.2 Konstruktion von Q" aus INxIN

Die Erweiterung aus algebraischer Sicht. Die Struktur(IN, -) ist reqgubr und enthlt
1 als neutrales Element. Sie ist aber keine Gruppe, da esmisaliea|b einz € IN mit
a-x = bgibt.

Wir konstruieren eine kommutative Grup(@@", -), in der solche Gleichungen stetsbar
sind und in die(IN, -) eingebettetwverden kann. Es soll also eine injektive Abbildung
¢ :IN — Q" geben, die mit vertraglich ist. Datiber hinaus solp nach Erkérung der
Addition + und Kleinerbeziehung in QZ" auch mit + und< vertraglich sein.

Schritt 1: In der Menge INx IN aller Paare nairlicher Zahlen sei die Relation
erklart durch (b,a) ~ (d,¢) <= b-c=a-d.
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Schritt 2: Offensichtlich ist~ eine Aquivalenzrelatior(Nachweis in Aufgabe 1),
d.h.esqilttirallea,b,c,d, f,g € IN:
(b,a) ~ (b,a) (Reflexivitat)
(b,a) ~ (d,c) = (d,c) ~ (b,a) (Symmetrie)
(b,a) ~ (d,c)und(d,c) ~ (g, f) = (bya) ~(g,f) (Transitivitat)

Damit zerlegt~ die Menge INx IN in Aquivalenzkla_ssen und wir defi-
nieren die durcltb, a) repiasentiertdBruchzahl; die Aquivalenzklasse

[(bya)] :=={(d,c) e N xIN | (d,c) ~ (bya)}.

Spater schreiben wir an Stelle vofb, a)] kiirzers.

Schritt 3: Wir definieren die Verkiipfungen und+ in der Menge der Bruchzah-
len in der Form

[(b,a)] - [(d, )] = [(b-d,a-c)]
[(b,a)] + [(d,c)] == [(b-d,a-d+c-b)].
Definiert man die Kleinerbeziehung @' in der Form
[(bya)] < [(d,c)] <= b-c<a-d,

so erweisen sich die Multiplikation, die Addition und diegifierbezie-
hung alswohldefiniert d.h. repasentantenunabhgig.

Die Einbettung von IN i@ erfolgt in natirlicher Weise durch die Abbildung von IN
nachQ* mit der Vorschrift

e(n) := [(1,n)] furallen € N.
Offensichtlich isty eine injektive und strukturvedgliche Abbildung.

Nutzung des Verfahrens im Unterricht? In der Schreibweise

a ¢  a-c
b d b-d

a ¢ a-d+c-b
yta T b-d

entsprechen die Definitionen von + unidblichen Bruchrechenregeln der Schule. Es wird
lediglich kein Wert auf die Wahl iglichst kleiner Nenner gelegt. Dies gilt auch beim
Vergleich.

Man kann das Klassenkonzept grafisch vermitteln, indem mmapasitiven Quadranten
eines kartesischen Koordinatensytems nur die Gittergumittganzzahligen Koordinaten
betrachtet und einen Punkt= (m; n) das Paafm, n) vertreten &sst. Dann entsprechen
den BruchzahlepPunktreihen* auf Geraden durch den Ursprung:



2.2. KONSTRUKTION VONQ* AUS NxIN
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Offensichtlich kann man hier die Addition von Bruchzahlert gwklaren, wenn man
gleichnamige Vetreter sucht (diese liegen vertikalereinander!). Das Vervielfachen
einer Bruchzahl mit einer natlichen Zahln lasst sichiiber die wiederholte Addition
ebenso leicht erl@ren und @ihrt auf die Regel, allg-Koordinaten der zugéitigen
Punkte mitn zu multiplizieren (die Division durc wird analog als Operation auf
der z-Koordinate gedeutet). Die Multiplikationsregeirfden Fall,Bruch mal Bruch*
ist trotz ihrer,formalen Einfachheit* nicht unmittelbar im Gittermodelh zleuten. Sie

resultiert erst, wenn map™* als nacheinander ausZiffrende Operationenm* und
». n* auffasst.

Gegen die oben angedeutete formale @méing der Bruchrechnung spricht trotz ih-
rer ,Okonomie*, dass nacliglich einiger Aufwand getrieben werden muss, um die
Schilerinnen und Sdiler mit dem Mal3zahlaspekt von iBrhen vertraut zu machen. Da-
mit entfallt das Argument der Zeitersparnis und es verwundert nadws sich das gra-
fische,Aquivalenzklassenverfahren“ selbst in der DDR mit ihrentzaden Lehrphnen
nicht durchsetzen konnte.

2.3 Anmerkungen zu Bruchrechenlehr@ngen in anderen Landern

Briiche in der Bruchschreibweise ndéhler, Bruchstrichund Nennernennt man heute
nochgemeindriiche. Dabei bedeutgemeirsoviel wie,verbreitetjiblich, ...“ und nicht
Lunangenehm®.

Fur Bruche, deren Nenner Zehnerpotenzen sind, verwendet marodanidschreibwei-
se, da sich so die Rechenalgorithmen aus IN relativ zwandestragen lassen. Es hat
(nicht zuletzt in den USA) Versuche gegeben, vorab soleeimalbiichezu behandeln
und dann erst die Probleme anzugehen, die aus dem UmganBmti¢In“, , Siebteln®,
...ergeben. RDBERG listet in der 2. Auflage seiner Bruchrechendidak®esultate eines
alteren Schulbuchvergleichs aus den USA auf, aus dem lyatviprdass nur sehr weni-
ge Lehr@nge so vorgingen. Etwa eiruifftel der Lehrgnge behandelten Dezimalizhe
und gemeine Biche parallel, rund drei Viertel behandelten erst die gaereBiiche und
danach die Dezimaliiche.

Wahrend vor zehn Jahren in den meisten deutschen Buamdkesh @ér die Bruchrech-
nung ebenfalls erst der BlogkGemeine Bilche” und danach der getrennte Blodhe-
zimalbiiche* vorgesehen war, sind inzwischen Neuerungstendemrrumachen. Vor-
reiter war hier NRW mit seinem Hauptschullehrplan, in dem simultane Behandlung
von gemeinen Bichen und Dezimalliichen vorgeschrieben ist. Danach solli@sdinen
Schiler selbstverstndlich sein, dass z.B. und 0,5 und 50 % alsMaRzahleiner GbRe
den gleichen Anteil bezeichnen!

IFriedhelm Padberg: Didaktik der Bruchrechnung, 2. Aufl.5.99
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2.4 Konkrete Bruche in klassischer Sicht

Das, klassische* Bruchkonzept ging vom
Begriff desGanzeraus und thematisierte
daran die Herstellung voechterBriichen
durch derBruchherstellungsakt

(1) Ein Ganzes wird in so viele gleich-
grol3e Teile gebrochen, wie der
Nennerdes Bruches angibt.

1 Ganzes % (= 3 von 4 Teilen)
(2) Derzahlerdes Bruches gibt an, wie

i . . . Fig. 5
viele dieser Teile zu nehmen sind. g

An solchen Darstellungerasst sich dasirzen und Erweitern recht zwanglos als
Vergrobern bzw. Verfeinern der Unterteilung deuten. Wird géfert eines Bruches" als
Flache(ninhalt) gedeutet, so resultierenigldichen Regeln:

Kirzen und Erweiterandern den Wert eines Bruches nicht.

Ein Bruch wird mit einer Zahérweitert, Ein Bruch wird durch eine Zalgekurzt,
indem man den Zhlerund den Nenner indem man den @hlerund den Nenner
des Bruchs mit dieser Zahl multipliziert. des Bruchs durch diese Zahl dividert.

6 D9

2

6 _—

3
4

2 2

Der fur die weitere Bruchrechnungotige Ubergang zu Bichen ™ mit m > n
wurde in klassischen Bruchrechenledungen vollzogen, indem man die Tatsache
. eines Ganzen%vonm Ganzen® bei echten Bchen thematisierte und danirf
m > n die Bruchherstellung voff in der Form,nimm denn-ten Teil von insgesamt
Ganzen" erlrte:

N &

= von einem Ganzen = = von zwei Ganzen 2 Ganze = 1 von 5 Ganzen .
3 3 3 3 Fig. 6
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Nach Einfihrung der Begriffegleichnamigund ungleichnamigkann die Addition und
Subtraktiorvon Briichen im, Tortenmodell‘Gber das Zusammeiigen bzw. Wegnehmen
von Repasentanten eréitt werden. Dabei treten auf der anschaulichen Ebenachsi
nur wenige Schwierigkeiten auf. Die AdditiagleichnamigerBruche erfolgt nach der
plausiblen Methode

+ — = 3 Achtel+ 2 Achtel = 5 Achtel = Z

| w
col Do

und wird durch Einfihren passender Verfeinerungen auf den [ealtjleichnamiger
Brucheubertragen:

<

1
5>t

Fig. 7

Daraus resultieren die Regeln:

GleichnamigeBriiche werden addiert, indem man dialZer addiert und den Nenne
beibefalt.

UngleichnamigeBruche werden addiert, indem man sie erst durch Erweiterclglei
namig macht und dann addiert.

=

FREUDENTHAL? meinte zu dieser Phase, dass nach dem anschaulichen Abstmi
Rechnen aréingt und,damit der Weg in die unvermeidliche Katastrophe ... Dielfiah
lernen Regeln, um diese dann beliebig durcheinanderzumiel@ese Bemerkung ist
insofern richtig, als manche Saler nach der Behandlung der Muliplikationsregel (wir
gehen auf diese Regel&pr ein) pdtzlich Briche nach der FehlstrategigZahler plus
Zahler, Nenner plus Nenner* addieren wollen.

Nach Beobachtungen vondRCHER und RADBERG haben viele auf die rein syntakti-
sche Ebene fixierte Saker zustzlich deutliche Probleme mit den so einfach scheinen-
den AufgabentypepBruch plus ndirliche Zahl* und,natirliche Zahl plus Bruch®. Hier
wird dann faufig die Vervielfachung mit der Addition verwechselt odach der,Regel”

n+ § = "7 gerechnet.

2H. Freudenthal: Mathematik al&pagogische Aufgabe, Band 1. Stuttgart 1973
3G. A. Lorcher: Diagnose von Stlferschwierigkeiten beim Bruchrechnen. lidagogische Welt, 3/1982, S. 172-180
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Mit der Vervielfachungist bereits der Zugang zu¥ultiplikation angesprochen, der
sowohl in klassischen als auch modernen Lahggniber mehrere Stufen erfolgt:

natiurliche Zahl mal Bruch (Vervielfachen!)
Bruch mal nairliche Zahl

Bruch durch nairliche Zahl (Teilen!)
Bruch mal Bruch

Bruch durch Bruch

Dass dabei inzwischen den ersten drei Stufen weniger AkBaarkeit gewidmet wird,
belegen Beobachtungen voAaBERG uUber Unsicherheiten von Silern bei Aufgaben
des Typs,n - 3 =* (und dies bei ansonsten richtiger Handhabung des T¥ps; =*).
Wenn dann als Abhilfe von der Lehrperson die vorherige Unuharg vonn in & vorge-
schlagen wird, kuriert dies nur das Symptom und beseitgditrdie Fehlerursache!

Wir skizzieren vorab diese Stufen, um sie in Abschnitt 2.6meinmal unter Deutung
von Brichen als MaRRzahlen va@roRenzu deuten. Jetzt soll untéfG erst einmal der
n-te Teil vonm ,Ganzen” verstanden werden &er steht; fur eine Gbl3e, die nicht
notwendigerweise eine Einheitédfe sein muss).

Stufe 1:
Fur die n-fache Addition eines konkreten Bruchs zu sich selbst wisdrdultipli-
kative Kurzschreibweise eingdirt:

"
l
=
3o, 3, 3,3
4 4 4 4

Kurzschreibweise: 5 % =33 _ 5

4

8
|
o)
(98]

Fig. 8

Daraus resultiert disyntaktischdregel:

Ein Bruch wird mit einer natrlichen Zahl multipliziert, indem man deréBler
damit multipliziert und den Nenner beiléh

Stufe 2:
Eine Deutung von 7 - n Ganze“uber die wiederholte Addition ist nicht dglich.
In Gymnasien wurde (und wird) daheaufig iber das sogenannBermanzprin-
zip verlangt, dass die Multiplikaton wie in IN kommutativ bleit soll. Also wird
7 -m:=n- 3 vereinbart

Ein anderer Weg ist die schon bekanblieertragung der Bruchherstellung, indem

man 7 - n deutet als;,stelle ; vonn Ganzen her‘. Offensichtlich ist das Resultat

dasselbe, wie bei der-fache Addition vony Ganzen.
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Der Vorteil des letzten Ansatzes ist, dass er den falich mal Bruch*Uber die
Nacheinanderaughrung von Anteilbildungen vorbereitet.

Stufe 3: Hier kann man mit RDBERG* mindestens vier Wege unterscheiden. Wir

skizzieren jedoch nur zwei dieser Wege undéezen sie um eine Anwendung des
bereits enhnten Permanzprinzips:

Der von-Ansatz: Es wird das Problem gestelit von 3G zu bilden und dabe}
als,neues Ganzes" anzusehen.

4 des Rechtecks 2 von 4 des Rechtecks = 24 des Rechtecks
5 3 5 35
G 2. 4 24 8
Kurzschreibweise: 33 35 15 Fig. 9
Danach wird dasvon* multiplikativ geschrieben und es resultiert dileliche

Regel:

Zwei Briiche werden multipliziert, indem man die beideih#r miteinan-
der multipliziert und die beiden Nenner miteinander muittiprt.

Kurz: ,Zahler mal Ahler, Nenner mal Nenner*

Flacheninhalt: Der Flacheninhalt eines Rechtecks mit ganzzahligen Saigan
a mundb m betiagta-b m?. Soll diese Formel aucliif Meterbruchteile gelten,
so muss man bei einem Rechteck mit den Seategén; m und$ m schreiben
dirfen: ¢ - € m?. Daraus ergibt sich, dass mén ¢ := %< setzen muss:

Das grau gefirbte Rechteck hat den Anteil

% am Meterquadrat (24 von 3-5 Teilrechtecken).

Im———>

) Wir setzen daher seinen Flacheninhalt gleich
< m
’ 2 4
15 m2 und vereinbaren: 5%~ 1%'
im

Fig. 10

4vgl. F. Padberg: Didaktik der Bruchrechung, 3. Auflage (letierg Berlin 2002), S.129-140.
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Permanenzreihe: Hier wird formal auf der Kalklebene argumentiert,
z.B. in der Form:

8.5 = %
:3< >:3
24
.3< o 5
2.
:3<
2 4 8

3 5 15
In den ersten drei Zeilen kommt man mit dem Wis&ber Vervielfachen und
Teilen aus, ebenso auf der rechten Seite der vierten Zeitedas, Muster"
fortzusetzen, wird links vereinbart, den ersten FaktoRals zu deuten und
dafur 2 zu schreiben.

SHES

SHFS

|
tloo
S
w

Stufe 4: Fur die Erarbeitung der Division gibt es viele Verfahren, d&men wir hier nur
drei skizzieren:

Messen: Man geht von Rllen aus, in denen das Messen leicliighch ist:
Ty L =7

10 10

4 .2 _
Daraus &sst sich eine Regel gewinnen, indem der Messvorgang wiedofg
weitere Falle Ubertragen wird:

%l : 31—0[ = ? %kg : %kg = ?
%l : 31—0[ = 21 i—gkg : i—gkg = ?
Da 2T kg ,genau so oft in}} kg hinein-
passen®, wie 27 kg in 20 kg, liegt es nahe,
fur den Messvorgang das Ergebgﬁworzu-
schreiben.
Das Verfahren ist z.B. in den USA noch weit verbreitet und hedst,,com-

mon denominator method".

P 5 7 " 105 °105 10 5 1°9736 36 28
Vorteil: Es ist keine Kehrwertbildungatig. Nachteil: Es muss ein gemeinsa-
mer Nenner bestimmt werden, der manchmalatigngrol3 ist.

Dreisatz: Es werden Situationen folgender Art betrachtet:

Eine Schulklasse legt in2Stunden 1% km zukick.
Wie viele km schafft sie bei gleicBffigem Tempo in einer Stunde?

Schema: Rechnung:
2¢h — 115 km , 2h — 2 km )
l1h — x 5 "5

1h — T
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Es ergeben sich alsg km-2 = 23 km = § km =4 1 km.

Daher wird fir die Division, 111 : 23 und damit fir 2> : 2 das Resultat

2. 2 = ? festgesetzt.

Aus den Betrachtungen ergibt sich die Regel:

Durch einen Bruch wird dividiert, indem man mit sein&shrbruch mul-

tipliziert.
Den Kehrbruch eines Bruches athman durch Vertauschen vorafler
und Nenner.

Umkehrung der Multiplikation:  In Analogie zu dem Gegensatzpaar
~-multiplizieren —- dividieren®

im Bereich der ndltrlichen Zahlen kann man die Bestimmung eines fehlenden
Faktors aus dem Wert eines Produkts und einem gegebenen REkDivisi-

on deuten:

Gesucht ist: mit z - ¢ = <. Multipliziert man< mit 2, so ertalt mana.

Dafur wird die Schreibweisg : 7 = ¢ - b vereinbart. Wir werden in den Ab-

d a
schnitten 2.5 und 2.6 noch einmal auf diesen Ansastz eimgehe

2.5 Konkrete Briuche in,,moderner Sicht*

Will man den problematischen Begriff dg&anzen" vermeiden, so kann maniBhe
recht zwanglos als Re@sentanten voiGrofien wie Langen, Massen, Volumina etc.
auffassen. Dies ist insofern tialich, als Kinder schon aus der Grundschule Schreib-
weisen Wie% I oder% kg mitbringen und auch Vorstellungen davon haben. Typisch f
solche Situationen ist, dass ein Bruch Blalizahleiner GbRe G auftritt, die mithilfe
einerEinheit £ anzugeben ist.

Dabei bedeute’gE, dass dasi-fache des:-ten Teils vonE zu bilden ist:

1 1
E —- —FE — m(—E)
n n
Da die Einheit auch anders géfit werden kann (z.B. durdiibergang zu einer vertrauten
kleineren oder gi3eren Mal3einheit), liegt die Anwendung dieser Schreibsvir jede

beliebige Gol3eG nahe:
m 1

—G = m(-QG)

n n
Solchen Betrachtungen liegt stets ein sogenar@téRenbereichmit Teilbarkeitseigen-
schaftzu Grunde. Solche GRenbereiche bilden z.Bangen Massen Flacheninhalte
Voluming nicht aber die Geldwerte in einer festeraiyung. Algebraisch handelt es sich
um den folgenden Strukturtyp:
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Eine nichtleere Meng& mit einer Verkriipfung + und einer Relatior: heifl3t
GrolRRenbereichgenau dann, wenn gilt:

(Gl) a+(b+c)=(a+b)+c furallea,b,ceg (Assoziativgesetz)
(G2) a+b=b+a fur allea,b € G (Kommutativgesetz)
(G3) Wie auch immet undb ausG gewahlt sind, (Trichotomiegesetz)
stets trifft genau einer derafie
a<ba=bb<azu.
(G4) a+ x = bistlosbar mitz € G genau dann, (Losbarkeitsbedingung)
wenn a < b.

Man sagt, das&’, +, <) die Teilbarkeitseigenschalftesitzt, wenn gilt:

(T) Zujeder GdblReG € G und jeder nairlichen Zahln € IN gibt es eine Gilie
Hmit H+ H+ ...+ H.
: nmal . . . :
Man kann zeigen, dass derte Teil H von G eindeutig durchz und n bestimmt ist.
Daher bezeichnet man ihn nditG oder auchG : n.

Wenn (T) gilt, nennt man einen Gi8enbereicldivisibel

Man definiert in GoRenbereichen die Relatishdurcha <b <= a=0b0V a <b.
Es sei angemerkt, dass siehals strenge lineare Ordungsrelatiorgirrweist und eine
reguaire kommutative Halbgruppe kigglich + ist. Wer sich ifir diesbeiigliche Beweise
interessiert, lese den jetzt folgenden kleingedruckteacAhitt (dieser Teil des Skripts
kann ansonsteilbergangen werden):

Satz: (Transitivitat von<)
In jedem GbRenbereickig, +, <) gilt: a <b Ab<c¢ = a <cflurallea,b,c e g.

Beweis: a < b = esgibtx € Gmita+ x =10,
b<c = esgibtye Gmitb+y =c,
alsoc=(a+z)+y=a+ (z+y) mit (z+y) € G wegen (G1)
und damita < ¢ wegen (G4)

Satz: (Monotonie)
In jedem GbRenbereickig, +, <) gilt: a <b = a+c<b+cfiralleceg.

Beweis: a« < b = esgibtr € G mita + =z = b wegen (G4)
alsob+c=(a+z)+c=a+(x+c)=a+(ct+z)=(a+c)+x
und damita + ¢ < b+ ¢ wegen (G4)

Satz:
In GrolRenbereichefy, +, <) gibt es kein gbRtes Element (d.I& ist stets unendlich).

Beweis: Fur jedess € G ist die Gleichung: + z = a + a in G mit z = a l6sbar
Alsogilta < a + amita + a € G wegen (G4)

Satz:
In jedem GbRenbereiclig, +, <) gilt a < a + b fur allea,b € G.
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Beweis: Fur allea,b € G ist die Gleichung: + 2 = a + bin G mit z = b l6sbar
Also gilt a < a + b wegen (G4)

Mit der Trichotomie (G3) folgt aus diesem Satz, daskedn neutrales Elementif die Addition gibt, denn
fura € Gista # a+ bfuralleb € G.

Satz: (Umkehrung der Monotonie)
In jedem GbRenbereickig, +, <) gilt: a+c < b+ ¢ = a < bfurallea,b,c € G.

Beweis: Esseia+c < b+ cflra,b,ceg.
Wegen (G4) muss entweder< b oder b < a oder a = b gelten
b < a ist wegen der Monotonie vor< unmiglich.
a = b ist auch nicht mglich, da daraus: + ¢ = b + ¢ folgen wirde
Also bleibt nur a < b.

Satz: (Streichungsregel)
In jedem GbRenbereickg, +, <) gilt:

a+c=b+c = a=0 furallea,b,c € G (Regulariat).

Der Beweis erfolgt mitkontraposition d.h. mit Hilfe der Monotonie und der Trichotomie wird gegtei
dass ausu # b fur allec stetsa + ¢ # b + ¢ folgt.

Aus (G4) folgt schlieRlich noch:

Satz: In GroRenbereiche(J, +, <) hat die Gleichung + = = b hdchsten®ine Losung, d.h. zua, b € G
gibt eshochsten®inz € G mit der Eigenschafu + x = b.

Beweis: Im Fall b < a gibt es keine bsung der Gleichung + x = b.
Fur a < b ist die Gleichungdsbar und es gil + x = a + y fur alle Losungenz,y € G.
Aus der Regulardt folgt dann aber: = .

Die Gleichunga + « = b hat also im Falla < b genau eineLdsung. Hieraus ergibt sich dieddlichkeit
der Definition deiSubtraktion in einem beliebigen @f3enbereich:

Definition: Ist (G, +, <) ein G©Renbereich, so seiim Fall< b
b — a:=dasjeniger € G, furwelches gilt:a + x =1b.

Die Subtraktion ist damit alErganzendefiniert. Rir diese Operation gilt:

Satz: In jedem GbRenbereickig, +, <) gilt:
(1) (a+b)—b = a
(2) (a—b)+b = a, fals b<a.

Beweis: (1) (a-+b)— b ist Losung der Gleichun@® + x = a + b und aus
der Kommutativiat und Regularét von + folgt = = a.
(2) a—b istdasjeniger, furdasb+ x = a gilt.
Aus der Kommutativit gilt also = + b = a und damit (a — b) + b = a.

Wir fassen die Eigenschaften ven < und+ zusammen:
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Satz: In GroRBenbereiche(G, +, <) gilt fur allea, b, c € G:

Anti-Reflexivitat: a < a furkeina € G

Konnexifat: a < bV b<a (Linearitat, Vergleichbarkeit)
Monotonie: a<b=a+c<b+c

Umkehrung der Monotonie: a +c<b+c = a<b

Antisymmetrie: a<bAb<a = a=D

In allen GoRenbereichen ist diéervielfachungerklart durchnG .= G +... + G . °
~—_————

» mal
Die Operationz — nG heif3tVervielfachung mit n.

nG  heil3tn-faches vorG: gelesen alsn mal G*
n  heil3t deervielfacheroderMultiplikator, G der Multiplikand.

DasTeilenist einem Gol3enbereich mit Teilbarkeitseigenschatft arkdurch:
Definition: G : n:= %G. (Sprechweise; G geteilt durchn*)

Man vereinbart zwecks Klammerersparnis, dass das Veaciedih und das Teilengsker
als das Addieren bindet:
nG + H:=(nG) + H und G + H:=(L1G) + H

Gelten (G1) bis (G4) und (T), so sind die Vervielfachung miund das Teilen durch
injektive Abbildungen vorg nachg mit den Eigenschaften:

(1) n(G+ H) =nG +nH furallen € N;G, H € G.
(2) (n+m)G =nG +mGfurallen,m € IN;G € G.
(3) {(G+H)=1G+LHfurallen e N;G,H € G.

Aulerdem gelten diKlirzungsregeln
(1) nG=nH = G=H furallene N;G,Heg
(2) nG=mG = n=m furallen,meN; Ge€g
Der nachfolgendgBeweisabschnitt* ist wieder nuiif algebraisch Interessierte gedacht:

Es sei (G1) bis (G4) und (TQf (G, +, <) vorausgesetzt.

Beweisvon (1) durchvollstandige Induktiomachn:
() 1(G+ H)=G+ H = 1G + 1H nachDefinition
(i) Wennn(G + H) = nG + nH fur einn € N, dann folgt:
(n+1)(G+H) = n(G+ H)+ (G+ H) nachDefinition
= (nG+nH)+ (G + H) nachinduktionsannahme
= (nG+ Q)+ (nH + H) wegenAss.undKomm.
(

n+1)G + (n+ 1)H nachDefinition

Spraziser formuliert man dieskursivin der
Definition: Fir jedesG € G sei
() 1G = G,
(i1) (n+1)G = (nG)+G furallene N.



20 KAPITEL 2. BRUCHRECHNUNG

Beweisvon (2)>durch/ollstandige Induktiomachn:
() (m+1)G=mG+G=mG+ 1G.
(1) Wenn (m + n)G = mG + nG fur einn € N, dann folgt:
(m+n+1)G = ((m+n)+1)G=(m+n)G+G=(mG+nG)+G

= mG+ (nG+G)=mG+ (n+1)G

Zur Injektivitat der Vervielfachung
Wir zeigen, dasiir alleG, H € Gund allen € Ngilt g < H <= nG <nH.

Beweis:,=": Induktion nachn

(j; G < G = 1G < 1H ist wahr nactDefinition )
(i) Wenn ausG < H = nG < nH flur einn € IN folgt, dann gilt auch:

G<H = nG+G<nH+G<nH+ H, dh.
G<H = (n+1)G<(n+1)H

»<": Nach Kontraposition heif3t die Behauptung
H <G =nH <nG.ImFallG = H ist sie wahr, im FallH < G ebenfalls, da man
im Fall ,=" die Rolle vonG und H vertauschen kann.

Beweis der Kirzungsregeln .
() Furallen,m e NundalleG e Ggiltn<m < nG <mG:

Beweisrichtung=": n <m = esgibtk € N mit n+k =m.
Hieraus folgtnG < mG, da nG + kG = (n + k)G = mG.
.<": Die Wahrheit der Kontraposition folgt aus der ersten Bsriehtung.

(i) Aus der Injektivitat der Vervielfachung und (i) folgen dielikzungsregeln unmittelbar mit Hilfe der
Trichotomie.

Beweis vor(3): . . ) , .
() Dadie Vervielfachung injektiv ist, gibt es z4 € G undn € IN genau einB € G mitnB = A.

(i) Daher folgtfur alleG, H € G aus

1 1 1 1
(=G+...+-G)+(=H+...+—H)
n n n n

G+ H

n mal n mal

1 1 1 1
= (SG+-H)+.. +(-G+~-H)
n n n n

n mal
die Gleichheit von! (G + H) und1G + 1H.
Man bezeichnet die Herstellung v%n'm Grundschulunterricht algerteilen.

Vom AufteilenoderMesserspricht man, wenn zu gegebeneroGen undH mit H < G
eine naiirliche Zahln mit nH = G gesucht wird. Da jede Gleichungs = H mit
GG, H € G hochstens einedsungz in IN hat, kann man hier nur vereinbaren:

Definition: H/G:= dasjeniger € IN, fur daszG = H ist, falls x existiert.

Zeichnet man in einem divisiblen GlRenbereich eine Einheitéfde £ aus, so vertritt
diese den klassischen Begriff des Ganzen. Die ldehtimE) = m(+ E') hat dabei nicht
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mehr den Charakter, dass dgnuchbegriffvom Fall echter Biche auf den allgemeinen
Fall erweitert wird. Sie zeigt lediglich, dass man das \elfeichen und Teilen vertauschen
darf, und ist Anlassifr die bereits am Anfang des Abschnitts 2.5 angebene Definiti
1 . : : . .
(%) g .= m(—F) (bilde demn-ten Teil vonE und vervielfache ihn mitn ) .
n n
Wir werden ab jetzt die Bruchrechnung vorwiegend in diesetabion diskutieren, da
lediglich derUbergang vonE zu einem geeigneten Ré&sentanten (z.B. einer Kreis-
scheibe) Btig ist, um eine Argumentation mjGanzen” zu erhalten.

Offensichtlich ist der dominierende Aspekt {») die Verwendung von Brchen als
MaRzahlen Bei der Addition gleichnamiger Biche in der Form® + £ in der Form
k ,n-tel* + ¢t ,n-tel* werden dagegen ehér- ¢t Objekte geahlt. ADBERG unterscheidet
neben diesem erstmalig vonr&SEL® diskutiertenquasikardinalenAspekt folgende
Bruchzahlaspekfe

(1) Teil von Ganzen (Bruch als TedinesGanzen oder Bruch als Tamehrerer
Ganzer)

(2) MaRzahl (Bruch als Bezeichnung einei6Ge, wie2 kg oder; h)
(3) Operator {* definiert eine Abbildung mit der Vorschrift — m( L&) von GioRRen)

(4) Verhaltnis (* dient zum Vergleich von Anzahlen oder @&en)
(5) Quotient (formales” Ergebnis der Divisiom : n)
(6) Losung einer linearen Gleichung des Typsr = m mitm,n € IN.

(7) Skalenwertf: dient zur Bezeichnung einer Stelle auf einer Skala, z.B. éiaBk-
skala)

(8) Quasikardinaldt (”* kann als Gol3e mit der Mal3zaht und der, Einheit* % auf-
gefasst werden)

DerUbergang vomBriichenzu Bruchzahlersollte schon vor der Behandlung der Addition
und Subtraktion vollzogen werden. Er kardmmlich sowohluber den Maf3zahlaspekt als
auch den Skalenaspekt recht anschaulich erfolgen.

Im ersten Fall wird die Schreibweise= ¢ als Abkirzung daiir eingefihrt, dass dr
irgendeine GdReG' (und damit alle GdRen); G = 5G gilt. Dies entspricht dem naiven
Weglassen von Einheiten und der damit verbundenen Deunm@wrichen als Zahlen®.

Der zweite Fall wird heute in vielen Lehiggen herangezogen, um &ahlenstrahidie
vorher oft nur,unterschwellig® vorhandene Interpretation voniBnen als Namenif
Zahlen bewusst zu machen. Dies ist insofern etwagiper, als der bezeichnete Punkt
auf dem Zahlenstrahl mit der Bruchzahl identifiziert wird uid BricheNamenfur ¢
bleiben:

6H. Griesel: Der quasikardiale Aspekt in der BruchrechnungMU, 4/1981, S. 5-15
"vgl. F. Padberg: Didaktik der Bruchrechung, 3. Auflage (ldtigrg Berlin 2002), S.35-36.



22 KAPITEL 2. BRUCHRECHNUNG

y

Q+
Fig. 11

Die Einbettung von IN irQ™ ist dabei kaum ein Problem, da man beim Zahlenstrahl von
IN ausgeht und die Brche heranzieht, um Zwischenpunkte zu bezeichnen. Dazli wir
die Strecke mit der 1 als rechtem Endpunkt als Vertreter @mgeneinheit angese-
hen. Dann ergibt sich z.B. zwanglos, dass diédBeZ, 2,2, ... alle denselben Punkt
bezeichnen. Rzise Sprechweisen wiglie durchi bezeichnete Bruchzahl* veilkzen
sich meistens recht schnell zdie Bruchzah%“. Herrscht dailber Einigkeit, so muss al-
lerdings auch die Sprechweiggie Bruchzahk* erlaubt sein (wer nur den Bruch meint,

kann dies doch nach wie vor unmif3vérsdlich in der FormyderBruch % sagen).

Auf dem ZahlenstrahBsst sich die Addition und Subtraktion von Bruchzahlelegant’
als Abtragen von Strecken deuten, wés die die Einfihrung demegativenrationalen
Zahlen wichtig ist.

2.6 Additive und multiplikative Verkn tUpfungen von Briichen im
Grolenkonzept

Sieht man Biiche als Maf3zahlen von &8en an, so unterscheidet sich das Vorgehen
Addition und Subtraktion kaum von dem in Abschnitt 2.4. Wieisen daher nur noch
einmal auf die Identéten

(K) ¢G = ™G firallea,b,n € N;G €G

(A) 2G+L1G = “2@G furallea,b,n € N;G € g

(A) LG+ LG = emtbng fgrallea,b,n,m € Nmitn #m;G € G
(S,) G -G = “2G furallea,b,n e Nmith < a;G € G

(S) ¢G-2LtG = @mtng fgrallea,b,n,m € Nmitb < aundn #m;G € g

hin, aus denen wegen der Undlpigigkeit von der,Grundgble" G die Kirzungs-,
Erweiterungs-, Additions- und Subtraktionsregeln folgeie durch@ngige Verwendung
der GiBl3enschreibweise (neben eingestreuten grafische@saationen!) im Lehrgang
hat den Vorteil, den zeichnerischen Aufwand vor allémdie Sclillerschaft zu reduzie-
ren.
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Wir deuten dies mit der nochmaligen Kurzbeschreibung edioggmngs zur Multiplikation
und Division von Biichen an. Dabei &ahlen wir die Stufen etwas anders als in 2.4:
Vervielfachen:

Fur die wiederholte Addition wird die Multiplikationsschibsveise vereinbart:

Fur $G + ...+ G wird n- $G geschrieben.

n mal

. a __ na
Kurz: n-y="5

Teilen:
7G :n istder Bruchteil G mit n - 5G = 3G.
Wenn sicha durchr teilen lasst, kann man daf %* nehmen,
ansonsten nimmt ma; .

Schilergemalie Regel:
Ein Bruch wird durch eine natliche Zahl dividiert, indem man entweder den
Zahler durch diese Zahl dividiert oder den Nenner mit der Zalkipliziert.

Bruch mal Bruch:
Da die Anwendung eines Brucksauf eine Go3eG in der Form

G [1)G 2 a- (2@)
erklart ist, muss nur die Anwendung vdnauf eine GoReG' als Multiplikation

gedeutet und entsprechend notiert werden:

a C a, cC C C a-cC
Kurz: ¢-5=%9

Bruch durch Bruch:
Hier kann man den Messgedanken in der allgemeinen Formzielem, da Biche
bereitsMal3zahlersind. Soll3 G mit 5G gemessen werden, so ist ein Bruzé:lmit
der Eigenschaff (7G) = $G gesucht:

, . s 1 .
EG—d>cG'—>G'—b>EG—>%G
4(£@)) = “4(<C). Dies bedeutet, dasg’ die gesuchte MaRzahl ist.
a-d
be

(
Kurz: ¢:5:=

Die Ausnutzung solcher Abbildungsdeutungéhrte in den 70er Jahren zur sogenann-
ten Operatormethodeler Bruchrechnung. Anlass dafwaren auch Erfolgsberichte von
BRAUNFELD® aus den USA, der damit Sélern die Bruchrechnung vermitteln konnte,
die mindestens einmal an der klassischen Bruchrechnunejest waren.

8pP. Braunfeld: Ein neuer Zugang zur Bruchrechnung vom Stamkipder Operatoren. In: Beitge zum Mathematikunterricht,
1968, S. 209-217
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2.7 Ein Ruckblick auf die Operatormethode

Deutet man Biiche als Abbildungen (insbesondere auf deralf&nbereich derdngen),
so lasst sich eiBruchoperatorals Verkettung vorstreckernund Staucherrauffassen:

LLaL:—ZU%L

Deutet man die Verkettung zweier Bruchoperatnd als ,Multiplikation®, so

resultiert wegen der beliebigen Vertauschbarkeit vonc®&e und Stauchern sofort die
Multiplikationsregel:

& 5 :b -a :d -c :b :d -a -c :(b-d) ~(a-c) bd
— = s = s s s = =

Ebensoésst sich vorab dasii{zen und Erweitern als Weglassen oder &g&n neutraler
Paare des Ty aus Pfeilketten erkiren.

Um die Schreibweisepkindgenal3er* zu machen, versuchte man uismlich in An-
lehnung an RAUNFELD von, Streckern® (oder Streckmaschinen) ufgtauchern® (oder
Stauchmaschinen) zu sprechen und den AbbildungsbegritiiDarstellungen des Typs

@@ OO

—> | > | —> —> | > | —> —>

Definition des Bruchoperators

&) G- &

> > Fig. 12

zu verstecken. Einige Lehiigge behandelten zudem die multiplikativen Veéngfungen
vor der Addition, da die Addition von Bruchzahlen sich nicht zgks im Operatormo-
dell ergibt. Die Addition von Abbildungen istamlichbildweiseerklart, d.h. fir die Erar-
beitung der Additionsregeln muss man wie in den vorigen Abgten von der Beziehung
“L+ L= “T“’L ausgehen und damit eéken, was® + % als Operatorbezeichnung be-
deuten soll.

Daher setzte sich sehr rasch die Auffassung durch, bei deitiéid und Subtraktion auf
den Operatoraspekt zu verzichten und deshalb diese Vgfikngen doch wieder vor
der Multiplikation zu behandeln. Ein weiterer Grund war dieigende Fehlerrate beim
Addieren, wenn Sdlier bereits vor der Addition die ReggZahler mal ZAhler, Nenner
mal Nenner* kannten und diese auch bei der Additibertragen wollten.

Ein abstruser Vorschlag, die bildweise Addition im Operatonodell durch Eirithrung
einer, SpleiBmaschine”, Anwendung der zu addierenden Operaturedie Eingangs-
strecke bzw. ihr Doppel und danach die Hintereinandersgtaier beiden Bildstre-
cken durch eine Additionsmaschine zu vertreten, fand zuirckshicht den Weg in die
Schulhicher:
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/
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/ 1= \/
Duplikation Addition
\ L~ PN / ™~

N S >N

\

Fig. 13

Die Uberfrachtung der Bruchrechnung mit atdicher Begrifflichkeit @ihrte dann
schlie3lich dazu, dass das W@peratorin einigen Bunde&indern verboten wurde. Wo
die Pfeilschreibweisentnzlich sind, finden sie sich jedoch auch heute noch und werde
dann z.B. unveénglich, Diagramme" genannt.

Aufgaben

1. Sehen Sie sich noch einmal die Definition \@h als Menge vorAquivalenzklassen
von IN x IN beziglich der durch

(bya) ~ (d,c) <= a-d=b-c

definierten Relation an.

a) Beweisen Sie, dass eine Aquivalenzrelation ist (d.hreflexiv, symmetrischnd
transitivist).

b) Zeigen Sie, dass durch

[(b,a)] - [(d, )] == [(b-d,a- )]

erklarte, Multiplikation“ wohldefiniert(d.h. vertreterunaléngig) ist.

2. Aus heutiger Sicht handelt es sich hkonkreten Biichen® um Repsentanten von
GrolRenG (meistens Fcheninhalte), die man als Bruchteile der galten Einheits-
groRe £ einesGrolRenbereich$g, +, <) mit Teilbarkeitseigenschaéinsehen kann.
Ein solcher Gol3enbereich sei hun vorausgesetzt.

a) Warum giltm(+G) = X (mG) fur allem,n € N und alleG € G?

b) Welche Veranschaulichung(ejrfden Sachverhalt in a) war(en) in dgdassi-
schen” Bruchrechenmethodilblich?

3. a) Zeichnen Sie einen Zahlenstrahl (mit Anfai®Xj) fiir den Bereich der natlichen
Zahlen von von 1 bis 4 und eigzen Sie ihn um Skalenmarken, die den Bruchzah-
len 2, 2 und 2 entsprechen. Eémzen Sie die Zeichnung zu einer &l#rgen@alen



26

KAPITEL 2. BRUCHRECHNUNG

Darstellung, die klar macht, dass eine Bruchzahl dytstendlich viele Biiche an-
gegeben werden kann“.

b) Wie verdeutlicht man in der Zeichnung zu a), dass alléniahen Zahlen eben-
falls Bruchzahlen sind?

a) Was versteht man unter dejquasikardinalen Aspekion Briichen.

b) Was ist am Ende der Bruchrechnung dasifigste Fehlermuster unter syste-
matisch fehlerhaften Bruchadditionen? Inwiefern kann dspéekt aus a) bei der
Bekampfung dieses Fehlertyps hilfreich sein?

a) In einer Untersuchung vorABBERG zur Bruchrechnung wurden beim Aufga-
bentyp,Bruch mal Bruch* etwa 72% der Aufgaben richtig gsi, wenn die Nenner
verschiedersind. Bei gleich Nennern betrug di@sungsquote nur noch 63%, beim
Aufgabentyp,Bruch mal naiirliche Zahl* (oder umgekehrt) wurden nur etwa 58%
der Aufgaben richtig bearbeitet. Geben Siegiche Ursachen an (vglABBERGS
Bruchrechendidaktik, 3. Auflage, S. 140ff).
b) Welche Empfehlung kann man Sdérn geben, digemischte Zahleim der Form

1 2 2 2 3 6

22 3-=6—,1--4-=2_—,...
3 35 6157 7 ) 35’

multiplizieren?

Angenommen, Sie beobachten bei eindirzkich neu in die Klasse aufgenommenen
(und vorher nicht in Deutschland unterrichteten @eh) folgendes Vorgehen bei der
Divison von Biichen:

2:4 10-(2:4) 20:4 5

3:5 10-(3:5) 30:5 6

2.4
3°5
a) Erfinden Sie drei weitere Beispiele, die zeigen, dass \dagahren” richtige Er-
gebnisse liefert.

b) Wie wurde das Verfahren vermutligplausibel* gemacht?
c) Sehen Sie Nachteile, wenn ja: welche?



3 Ganze Zahlen

3.1 Vorbemerkungen

Auch Z kanniberAquivalenzklassen von Paaren imndicher Zahlen aus INkonstruktiv
definiert werden.

In der Schule finden sich Rudimente dieses Ansatzes in FormpBwchungsmodellen®,
in denen Buchungspaare des TyfSutschrift,Lastschrift)* betrachtet werden.

Eine Realisierung des bereits éfanten Gymnasiallehrgangs von Badeiiémberg
geht jedoch prirar vom Zahlenstrahimodellf IN, aus und erweitert dieses zu einem
Zahlengeradenmodelion Z. In NRW dominiert entsprechend debergang von einem
Zahlenstrahlmodellifr Q," zu einem Zahlengeradenmodaéilt .

Wir werden vorab nur die Definition va# als Menge vorAquivalenzklassen vorstellen,
um Gemeinsamkeiten zur Konstruktion v@n deutlich zu machen.

Danach wenden wir uns den Konstruktionsvarianten zu, dieVimthematikunterricht
ublich sind. Dabei wird sich zeigen, dass der begrifflichdwand bei der Konstrukti-
on vonZ deutlich geringer als in der Bruchrechnung ist.

3.2 Konstruktion von Z aus INy x INg

Die Erweiterung aus algebraischer Sicht. Die Struktur(INy, +) ist requbr und enthlt
0 als neutrales Element. Sie ist aber keine Gruppe, da esmiallea > b einz € INg
mit b + = = a gibt.

Man konstruiert eine kommutative Grup#, +), in der solche Gleichungen stetsbar
sind und in die(INg, +) eingebettetverden kann. Es soll also eine injektive Abbildung
1 : INg — Z geben, die mit- vertraglich ist. Daiiber hinaus soll) nach Erkarung der
Addition +, der Multiplikation- und der Kleinerbeziehung in Z auch mit +,- und <
vertraglich sein.

Schritt 1: In der Menge IN x IN, aller Paare nétlicher Zahlen sei die Relation
~ erklart durch (a,b) ~ (¢,d) <= a+d=0b+c.

Schritt 2: Offensichtlich ist~ eineAquivalenzrelatiofNachweis in Aufgabe 1).
Damit zerlegt~ die Menge IN x N, in Aquivalenzklassen und
wir definieren die durch(a,b) rep@sentierteganze Zahlals die
Aquivalenzklasse

[(a,b)] := {(c,d) € N_ x No | (¢,d) ~ (a,b)}.
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Ist z :== [(a, b)] eine ganze Zahl, so ist ifdetrag|z| in der Form

2] = a—0b, fallsb <a
7Y b—a, fallsa < b

erklart und man kann die Klasse wie gewohnt kurz durch

.—|z]", fallsa < b
»0°, fallsa = b
.z, fallsa > b
bezeichnen.
Schritt 3: Man definiert +, und < in der Form:
[(a,0)] + [(e,d)] = [(a+c¢b+d)
[(a,b)] - [(c,d)] = [(a-c+b-dya-d+0b-c)

[(a,b)] < [(c,d)] &= a+d<b+c
Man kann zeigen, dass +,und < wohldefiniert sind (Nachweis zu
+ und - in Aufgabe 1). Daiiber hinaus erweist sicfiZ, +, -, <) als
angeordneter kommutativer Ring nitinselementDie Rolle der,1*
Ubernimmt dabej,+1“ = [(1,0)]. Die Kommutativitit und Assozia-
tivitat von + ist wegen der komponentenweisen Addition von Paaren
banal und die Kommutativat von- ist leicht aus der Definition von
abzulesen.
Etwas nilhsam der Nachweis der Assoziattivon- und des Distribu-
tivgesetzes

([(@,0)] + [(c,d)]) - [(e, )] = ([(a, 0)] - [(e, N)]) + ([(c,d)] - [(e, /)])
durch,,Nachrechnen".

Schritt 4: Die Abbildungy : n — [(n,0)] von INy nachZ vermittelt die Einbet-
tung von I\, in Z und man identifiziert jede ganze Zahlgn, 0)] mit
ihrem Urbildn € INy.

Stellt man die als Klassen konstruierten ganzen Zahlenwaig&tmengen in einem Koor-
dinatengitter dar, so liegen die Punkguivalenter Paare jeweils auf einer gemeinsamen
Geraden mit der Steigung 1:
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Schneiden die Geraden die-Achse im ,positiven Bereich* oder im Ursprung, so
vertreten sie die eingebetteten indithen Zahlen. Schneiden Geraden diéchse im
»negativen Bereich”, so vertreten sie die Spiegelbildefiniaher Zahlen am Ursprung.
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3.3 Z als Erweiterung des Zahlenstrahls

Die im vorigen Abschnitt vorgestellte Konstruktionsmedlkamit nachtaglicher Einbet-
tung non IN, in Z wirden RDBERG, DANCKWERTS und STEIN einenNeubauvon Z
nenneh. Im Gegensatz dazu steht der Gedankgdidrch Hinzunahme weiterer Elemen-
te zuZ zu erweitern. Die drei erahnten Autoren nennen das eine Erweiterung durch
Anbau

Die zweite Idee entspricht der geschichtlichen Entwicglaes Begriffs,ganze Zahl*
und lasst sich recht anschaulich vermitteln:

Man knipft an die Eigenschaften vdilNy, +, <) an. Die Deutung der Addition und der
Subtraktion am Zahlenstrahl und djgnvollkommenheit der Subtraktion* wird darauf
zum Anlass genommen, den Zahlenstrahl zu erweitern:

Schritt 1: Der Addition und Subtraktion in INentsprechen am ZahlenstrgBlewegun-
gen® nach rechts bzw. links:

+4 +3 +6

N

Fig. 15

Schritt 2: Da die Subtraktiom —2 in IN, im Fallea < b nicht definiert ist, wird der
Zahlenstrahl zuZahlengeraderrweitert. Mit dem Argument, dass die Ska-
lenmarken im neuen Bereich die Entfernung von 0 wiedergebiénigerden
die Markierungen-1, —2, —3, —4, ... als, Spiegelbilder* der Zahlen 1, 2,
3, 4, ...eingdihrt undnegative Zahleigenannt:

0 1 2 3 4 5 6
M z

-5 -4 .
Fig. 16

v

lvgl. F. Padberg, R. Danckwerts, M. Stein: ZahlbereichedklbiergBerlin-Oxford 1995, S.115
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Schritt 3:

Schritt 4:

Die negative Zahl-n (n € INy!) wird die Gegenzahvon n genannt. Ent-
sprechend heif3t die Gegenzahl vor-n. Gemeinsam ist beiden Zahlen die
Entfernung|n| = | — n| von 0, dieBetragvonn bzw. —n genannt wird.

Die MengeZ := N, U {—n | n € IN} wird Menge derganzen Zahlen
genannt. Sie ze#flt in die TeilmengeZ ™ := IN derpositivenganzen Zahlen,
Z = {—n|n € N} der negativen ganzen Zahlen ufft}.

Die Deutung deAdditionvonn € IN als,,gehen Schritte nach rechts* und
die Deutung defSubtraktionvonn € IN als,,gehen Schritte nach links* ist
nun ohne Einsclémkungen raglich:

+4 +3 +6

AN

| | | | | | | »
I I I I I I I v

0 1 2 3 4 5 6

-5 -4 _
Fig. 17
Es wird vereinbart, die aus in Noekannte Kleinerbeziehung in folgender
Form zuiibernehmen;Eine ganze Zahk nennt man kleiner als eine ganze
Zahlb, wenn sie auf der Zahlengeraden links vdiegt.”

Nach Einfihrung des Begriffs/orzeichenwerden die positiven natlichen

Zahlen zur Verdeutlichung mit Pluszeichen geschriebenasndird verabre-
det, die Addition einer negativen Zahl gubtraktion ihrer Gegenzalaluf-

zufassen. Nachdem ztglich die Subtraktion einer negativen Zahl Alddi-

tion ihrer Gegenzahtlefiniert wurde, sind alle Additionafle und Subtrakti-
onsflle erfasst und die Operationen werdeiilgfe

Dabei werden meistens folgende drei Regeln formuliert, utnndiglichst
wenigen Fallunterscheidungen auszukommen:

Zwei ganze Zahlen mgleichenVorzeichen werden addiert, indem man
ihre Betige addiert und das Vorzeichegbernimmt.

Zwei ganze Zahlen miterschiedenelorzeichen werden addiert, indem
man den Unterschied ihrer Bagie berechnet und das Vorzeichen der
Zahl mit dem gof3eren Betragbernimmt.

Eine ganze Zahl wirdubtrahiert indem marihre Gegenzahl addiert

Bei derUbertragung deMultiplikation von IN, nachZ sind wieder mehrere Stufen aus-
zumachen:
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Natirliche Zahl mal ganze Zah), ¢ mal +* und ,,+ mal —) :
n -z mitn € IN wird wie im Falle z € IN, alsn-fache Addition von: aufgefasst,
woraus fir z € IN die Regel folgt, den Betrag vanmit n zu multiplizieren und das
Vorzeichen beizubehaltenilFz = 0 bleibt es bei der Feststellung, dass0 = 0
ist. Es scheint daher plausibel, aueh z := 0 fur alle z € Z zu vereinbaren
(diese Argumentation wurde bereits in der Grundschideén Fall - n mitn € IN
verwendet!).

Negative Zahl mal ndrliche Zahl (- mal +) :
Fur z-n mitn € Nundz € Z~ wird die Ubernahme der Multiplikationsregel
»Multipliziere die Betahge und versehe das Ergebnis mit dem Vorzeichemer-
einbart, da die Multiplikation kommutativ bleiben soll.

Bei den in Gymnasialleh&ngen beliebterPermanenzreihemverden manchmal
zusatzlich Beispiele folgender Art als @te ir die Vereinbarung herangezogen:

) )
1-4 4 1-3 3

0-4 = 0 0-3 = 0
) )
(=1)-4 —@> . (=1)-3 —@> ;
24 =@ 25 = G
Negative Zahl mal negative Zahl{ mal —*) :
Hier musste eigentlich mit dem Erhalt d&sstributivegesetzeargumentiert wer-
den. Da dieses Gesetz sich hinter den oberaknien Permanzreihen versteckt,

werden diese seh@hfig fir die,,Begiindung” der Regel— mal — gibt +* heran-
gezogen.

Besonders anschaulich wird dies in Veikfungstabellen des folgenden Typs:

. -4 -3 -2 1|0 1 2 3 4
-4 -4 -8 —12 -16
-3 -3 —6 -9 —12
-2 -2 -4 -6 =8
-1 -1 -2 -3 -4

0 0 0O 0 0
1] -4 -3 -2 -1
2 -8 —6 —4 =2
3(-12 -9 -6 -3 3 6 9 12
41-16 —-12 -8 —4 4 8 12 16

Hier erkennen die Scher, dass in den unteren vier Zeilen die positiven und nega-
tiven Ergebnisse spiegelbildlich zur O liegen. Verlanghrdas auch in den oberen

0 0
1 2 3 4
2 4 6 8

S OO oo o oo
[a)
o
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vier Zeilen, so ergeben sich sowohl in den Zeilen wie in deslt8p Permanenzrei-

hen:
. -4 -3 -2 -1 1 2 3 4
—4 16 12 8 4 —4 -8 —-12 -—16
-3 12 9 6 3 -3 -6 -9 -—12
-2 8 6 4 2 -2 -4 -6 =8
—1 4 3 2 1 -1 -2 -3 -4

0 0 0o 0 0
1 -4 -3 -2 -1
2] -8 —6 —4 =2
3—-12 -9 -6 -3
41-16 —-12 -8 —4

O OO OO O O o oo
@]
]
]
@]

2
4
6 9 12
§ 12 16

Allgemeine Multiplikationsregel:
Aus der Zusammenfassung der betrachtetdtefergibt sich die Regel:

Zwei ganze Zahlen werden so multipliziert:
Wenn 0 unter den Faktoren vorkommt, ist das Ergebnis O.

Ansonsten multipliziert man beide Batre und nimmt bei verschiede
nen Vorzeichen das Ergebnisvorzeichenbei gleichen Vorzeichen das
Ergebnisvorzeiches.

Division:

Hier wird Ublicherweise der bereits im vorigen Kapitel angesproeh&msatz herangezo-
gen, aus einem gegebenen Multiplikationsergebnis undregegebenen Faktor auf den
zweiten Faktor zu schliel3en:

-a
r — b

Wenn sich|b| durch|a| teilen lasst, reduziert sich das Problem lediglich auf eine Vor-
zeichenbestimmunglif x. Angesprochen werden muss allerdings, dass wie jrelNe
»Division durch 0* nicht erkért (also,verboten®) ist.

\Von einerUbertragung deBivision mit Resmuss insofern abgeraten werden, als diese
in der mathematischefahlentheorien der Form

b=z-a+r

mit » > 0 und|r| < |b| erklart ist. Bei einer Behandlung vaz vor der Einfihrung von
Bruchteilen vare diese Deutunkpntraproduktiyda man unter einggemischten Zahldar-
stellungin Q wie —2% die Zahl—14—1 versteht. Dies wirde inZ wohl eher die Schreibweise
(—11) : 4 = (=2) + ,(—3) : 4* nahelegen!

Nachdem die Addition und die Multiplikation auf ga#zdefiniert sind, werden im Unter-
richt die die algebraischen Eigenschaften beider \i@kingen meistens nur an einigen
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Beispielen nachgepft, da sich der Aufwandiir die ansonsten notwenigen Fallunter-
scheidungen auf keinen Fall rechtfertigésdt.

Es ist fur die sgatere Gleichungslehre wichtig, dass die Gegenzahlbildungetzt auch
als Multiplikation von z mit-1 gesehen wird!

3.4 Alternative Ansatze

Ganze Zahlen als Abbildungen. Interpretiert man in Fig. 17 die Eirtge z auf der
Skala nur alSkalenmarkennd fasst dieiir Einzelpunkte notierten Pfeile als Bezeichner
von Translationen(d.h. Verschiebungen) dganzenSkala auf, so vertreten diese Trans-
lationenr, als Verschiebungen nach rechts bzw. links die positiven begativen ganzen
Zahlen und die Verkettung, o 7, zweier Translationemn, undr, entspricht deAddition
vonu undw.

Eigentlich wirkt diese Vorstellung zé@chst eher unvorteilhaft (man denke nur an die Pro-
blematik,Bruchzahlen als Operatoren®). Da die Verkettung von Abbilgien jedoch stets
assoziativst, folgt sofort die Giltigkeit des Assoziativgesetzes der Addition.

Problematisch wird dann wieder die Deutung der Multiplidatganzer Zahlen, die im
Verkettungsmodell nicht dglich ist.

Ganze Zahlen als Buchungspaare. Diese Deutung wurde schon in 3.1 angesprochen.
Sie beruht an sich auf deAguivalenzklassenkonzept und eignet sich durchaudié Er-
arbeitung der Addition ganzer Zahlen. Wird die Subtrak&ames Buchungspaarés, b)

als Ruckgangigmachungon (a, b) interpretiert, so er@t man recht zwanglos alle Addi-
tionsregeln.

Bei den Argumentationeiiber die,Gleichwertigkeit* von Buchungspaaren steht dann
allerdings so etwas wie die Zahlengerade im Hintergrundeslam die Wirkung von
Paaren auf deHontostandyeht. Damit gelangt man daprechtzeitig“ zu einem Modell,

in dem sich die Multiplikation besser behandeisst.

3.5 Maogliche Schilerprobleme

Auf der anschaulichen Ebene macht die Addition und Subitrakticht viele Schwierig-
keiten. Sobald aber nur noslyntaktisclgehandelt wird, fallen Scherfehler auf, die aus
Begriffsverengungen oder dem Abarbeiten falsch memori&ggeln herihren.

Vorzeichen und Betrag
Die Vorstellung, das Vorzeichen sgitwas in einer Notation Sichtbares®, wird durch gut
gemeinte Darstellungen des Typs
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Ganze Zahlen:

Betrag Betrag
-2 f— 3 T 0
Vorzeichen 0 hat kein Vorzeichen! Fig. 18

gefordert. Das kann dazuliren, dass Unsicherheiten bei Rechentermen auftretem, wen
nicht alle ganzen Zahlen mit ihnrem Vorzeichen notiert siima.Unterricht sollte daher
darauf geachtet werden, dass el auch ein verstecktgs” mental erginzen.

Aus der Darstellung in Fig. 18 leiten viele Sgér die Vorstellung ab, dass man den
Betrag einer ganzen Zahl,durch Weglassen des Vorzeichens" @thDies ist zwar als
mogliche Handlungsanweisungrauchbar, muss jedoch durch folgende Zusatzdeutung
erganzt werden:

|z| ist gleichz, wennz > 0, ansonsten ist| = z - (—1)

Die anschauliche Formulierung dieser Anweisung layteer Betrag einer néatlichen
Zahln ist gleichn. Der Betrag einer negativen Zahist gleich der Gegenzahl von*

Die verschiedenen Rollen des Minuszeichens

Das Zeichen,—* in einem Term kann drei verschiedene Bedeutungen haben,-Ein
kann alsOperationszeicheralsVorzeicherund als Zeichenir diedie Gegenzahlbildung
dienen:

(=3) +4—(-6) und 2 — (—z — (-5)).

Man kdnnte vermuten, dass daraus viele 8elfehler resultieren. Dass sich die verschie-
denen Bedeutungen weniger stark auswirken, liegt an debetigglichen, Fehlertole-
ranz* der Rechenregein:

Im linken Term geht es nur um Zahlen und durch die Schreibeweist klar, dass sich
bei den Minuszeichen vor der 3 und der 6 Morzeicherhandelt. Das Minuszeichen
zwischen 4 und—6) steht fir die Subtraktion Wer hier die Additionsregeln syntaktisch
anwendet, wird nicht verunsichert.

Der linke Term ist typischiir die sgatere Gleichunglehre. In diesem Lehrgangsteil ist das
Gegenzahlbilden nicht immer durch Manipulation von Vothen ndglich. So stehen im
angegebenen Term das Minuszeichen vor der Klammer und diéesrenMinuszeichen in
der Klammer @ir die Anweisung,subtrahiere”. Das Minuszeichen vor der 5 ist dagegen
einVorzeicherund das Minuszeichen vor dem Symhasteht fir die Gegenzahlbildung.

Bei einer Umformung zwecks Klammeraigung nach der Regel

2 — (—z — (—5)) = 2+ Gegenzahl vori—z + Gegenzahl vori—5)) = 2+ (—1)-(—x +5)
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kommt es erstaunlicherweise bei der Anwendung des Disirdesetzes auch dann nicht
zu Schwierigkeiten, wenn Siker bei der Umformung das Minuszeichen ydialschlich
als Vorzeichen un: als Variable @ir einen Betrag sehen.

Selbst bei Anwendung deRegel”, vor der Klammer- zu setzen und in der Klammer
die ,Vorzeichen umzukehren* (1), ergibt sich formal der ricletigerm.

Dies soll nicht als Ridoyer daifiir verstanden werden, sich wenig um die unterschiedliche
Bedeutung der Minuszeichen zarkmern. Der Hinweis soll nur vor einébertriebenen
»Pingeligkeit’ von Lehrpersonen warnen, mit der sich 8ehebenso wie mit schlampi-
gem Vorgehen verunsichern lassen.

3.6 Behandlung vonZ vor Q" ?

Die Erweiterung von I zu Z ist vom begrifflichen Aufwand her bereits im 5. Schuljahr
»-machbar*, setzt jedoch voraus, dass auf Lehrerseite eingsgs Gesipr fur das un-
terschiedlich ausgeggte, Strukturerfassungsvefigen® von Schiler(innen) vorhanden
ist.

Im Interesse der Durcéssigkeit des Schulsystems kardimiich nicht fir eine unter-
schiedliche Erweiterungsreihenfolge in Gymnasialcutecund den Curricula anderer
Schultypen (insbesondere von Hauptschuleadlightt werden.

Wir gehen jetzt nur auf die Konsequenzen ein, die das Voerietter Erweiterung
INo — Z hat, und diskutieren den zur Zeit noch mehrheitlich im 7.u§jehr angesiedel-
tenUbergang voiQ™ — @ erst im rachsten Kapitel.

Einfuhrung der rationalen Zahlen

Da die Zahlengerade als ModeiirfZ schon zur Verigung steht, kann sie im Bereich
der positiven Zahlen als Skal@rfGroRenangabeninsbesondere positiiéontostinde
herangezogen werden. Da beidBen schon Mal3angaben wig0 €, 1, 83 m, aber auch
% [ bekannt sind, liegt die Benennung von Zwischenpunkten uadediwicklung einer
dazu geeigneteadditivenBruchrechnung nahe.

Beispiele wiegeographische BhenangaberundTemperaturskalereigen, dass auch im
Bereich des negativen Skalenabschnitts eine spiegetthilBenennung voyBruchtei-
ler* sinnvoll ist.

Es resultiert eine gegéber dem konventionellen Vorgeharhaltlich gestraffteEntwick-
lung der Bruchrechnung, da man siclrker am Zahlenstrahl und der Zahlengeraden
orientieren kann. Die schon bekannten Rechenregelgdnze Zahlendnnen dabei im
Bereich der Addition (und Subtraktion), der Multiplikatiomd des Gof3envergleichs in
derverbalen Formulierungeweils unveandertiibernommen werden, wenn additive und
multiplikative Verkriipfungen positiver rationaler Zahlen erarbeitet werden.
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Wird die Division der positiven rationalen Zahlen im Sinrer dbereits angesprochenen
Umkehrung der Multiplikation eingéhrt, so erweist sie sich alsithelos auf gan®)
Ubertragbar. Istifr a, b € Q mita # 0 in

-a
r — b

der Wert fir = zu bestimmen, so ist der Betrag vorgleich |b| : |a|. Wennb nicht O ist,
hatz bei gleichen Vorzeichen vamundb das Vorzeichep+*, ansonsten--.

Aufgaben

1. Sehen Sie sich noch einmal die Definition \i#rals Menge vorAquivalenzklassen
von INy x IN, beziglich der durch

(a,b) ~ (¢,d) <= a+d=b+c

definierten Relation an.

a) Beweisen Sie, dass eine Aquivalenzrelation ist (d.hreflexiv, symmetrischnd
transitiv ist).

b) Zeigen Sie, dass durch
[(a,0)] + [(c,d)] :==[(a + ¢, b+ d)]

erklarte, Addition“ wohldefiniert(d.h. vertreterunatiingig) ist.
c) Zeigen Sie, dass auch die durch

[(a’ub>] ’ [(C,d)] = [((lC+b dvad+b C)]
definierte Multiplikation wohldefiniert ist.

2. a) Welches,Kontofiihrungsmodell* &sst sich im Unterricht einsetzen, wenn man
ganze Zahlen als Paare aidicher Zahlen eiriihren will? Beschreiben Sie, wie man
mit diesem Modell schrittweise zZ4 und den additiven Verkipfungen inZ kommt.

b) Wie erkirt man in dem Modell aus a) die Subtraktion? Wie sieht deimmias
additiv inverse Paar z(u, b) aus?

3. a) Die Addition und Subtraktion positiver Zahleaskt sich durch Fortsetzung des
Anwendungsbereichs der zugelyen,Bewegungen* vom Zahlenstrahl auf die volle
Zahlengerade zwanglos e@kén. Wie motiviert man anschliel3end die Addition und
die Subtraktion negativer Zahlen? Womit biégdet man dabei die Vereinbarungen,
wie zu rechnen ist?

b) Skizzieren Sie, wie man schrittweise die Multiplikatianf negative Faktoren
ausdehnen kann.
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4. Geben Sie bei jedem der Terme
a)2 — (+3)- (-1 + (-2))
b)2 — (+3)- (2 —2)
C)—(—z +5) — (xz — (-1))
jeweils die Bedeutungen der Minuszeichen an und diskuti8ieninwieweit beim

Klammeraufbsen und Zusammenfassen die syntaktischen Rechenregabrihéms
heiten hervorrufenénnen.

5. a) Zeichnen Sie ein ZahlengeradenmodétlZ im Bereich von—5 bis +5 und tra-
gen Sie darin die Skalenmarken der rationalen Zablgnl 1 und—1 2 ein.

b) Veranschaulichen Sie in der Zeichnung aus a) die Sumsient+ 15 und
—12 + 11 und die Differenz { — 31.



4 Rationale Zahlen

4.1 Die Erweiterungen vonQ" zuQ bzw. vonZ zu Q.

Sowohl die am Schluss des vorigen Kapitels angesprocheneitérung vonZ zum
Korper der rationalen Zahlen als auch die Erweiterung ®nzu Q lassen sichiber
eineAquivalenzklassenbildung in geeigneten kartesischedukten erkéren. Wir skiz-
zieren beide Erweiterungen vorab sehr knapp und erspasetaeimNachweis, dass die so
»definierten” Korper zueinandasomorphsind.

Konstruktion von Q@ aus Q" x Q*. Die Struktur(Q", +) ist eine regtdre kommu-
tative Halbgruppe undQ™, -) ist eine kommutative Gruppe. Die Erweiterung zu einem
angeordneteKorper (Q, +, -, <) verlauft wie folgt:

Schritt 1: In der MengeQ™ x Q™ aller Paare von Bruchzahlen wird die Relation
~ erklartdurch (¢,7) ~ (s,t) <= q+t=r+s.

Schritt 2: Da ~ eine Aquivalenzrelatiorist, zerlegt~ die MengeQ* x Q* in
Aquivalenzklassen und man definiert die dufghr) rep@sentiertea-
tionale Zahlals dieAquivalenzklasse

[(q,7)] = {(s,t) € Q" = xQ" | (s,) ~ (q,7)}.

Die MengeQ aller solchen Klassen wird Menge dationalen Zahlen
genannt.

Istu := [(¢q, )] eine rationale Zahl, so ist ilBetrag|u| in der Form

. r—gq, fallsqg <r
lul =19
qg—r, fallsr <q

erklart und man kann die Klasse kurz durch

»—ul*, fallsr < ¢
»0", fallsr = ¢
o ul, fallsr > ¢

bezeichnen.
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Schritt 3: Man definiert +;, und < in der Form:
(g, )]+ [(s, )] = [(g+s,7+1)]
[(g,r)]-[(s,)] = [lg-s+r-t,g-t+r-s)
((g,7)] <[(s,t)] &= q+t<r+s

Dann sind +; und < wohldefiniert und @, +, -, <) ist ein angeordneter
Korper. Die Rolle dey1* ibernimmt dabej+1“.

Schritt 4: Die Abbildung : ¢ — ,+¢* von Q" nach@ vermittelt die Einbettung
von Q' in Q@ und man identifiziert jede rationale Zahl aus der Menge
¥ (Q") mit ihrem Urbild in@Q™.

Konstruktionvon @ aus Z x (Z\{0}). Die Struktur(Z, +, -, <) ist ein angeordneter
kommutativer Ring mit Eins, denullteilerfrei ist (d.h. aus: - b = 0 folgt, dassa oderb
gleich 0 sind). Man nennt solche RingrgegritatsbereicheDie Erweiterung zu einem
Korper verlauft wie folgt:

Schritt 1: In der MengeZ x (Z \ {0}) aller Paare wird die Relation erklart
durch (a,b) ~ (¢,d) <= a-d=b-c.

Schritt 2: Da~ eineAquivalenzrelatiorist, zerlegt~ die MengeZ x (Z \ {0})
in Aquivalenzklassen und man definiert die dufehb) rep@sentierte
rationale Zahlals dieAquivalenzklasse

[(a,0)] :={(c,d) € Zx(Z\{0}) | (a,b) ~ (¢, d)}.

Die MengeQ aller solchen Klassen wird Menge dationalen Zahlen
genannt.

Istq := [(a, b)] eine rationale Zahl, so ist ilBetrag|q| in der Form

lq| := [(lal, [b])]
erklart und man kann die Klasse kurz durch

—% fallsa-b<0inZ
L0 fallsa =0
+% fallsa-b>0inZ

bezeichnen.
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Schritt 3: Man definiert +; und < in der Form:
[(CL, b)] + [(67 d)] = [(CL ~d+c-0,b- d)]

[(@,0)] - [(e,d)] = [(a-¢b-d)]
[(a,b)] < [(c,d)] &= a-d<b-c

Dann sind +; und < wohldefiniert und @, +, -, <) ist ein angeordneter
Korper.

Schritt 4: Die Abbildungy : z — [(z, 1)] vonZ nachQ vermittelt die Einbettung
von Z in Q und man identifiziert jede rationale Zght, 1)] mit ihnrem
Urbild .

4.2 Q als Erweiterung des Zahlenstrahls

Die im vorigen Kapitel vorgestellte Erweiterungsmethader die Deutung der Addition
und der Subtraktion am Zahlenstrahl und die Beseitigung,derollkommenheit der

Subtraktion* Bsst sich ohne gfiere Probleme auf den rationalen Zahlensiibbltragen.

Im Unterricht schaltet man dazu den Schritt vor, die Zahl @en Bruchzahlen hinzu zu
nehmen und Notationen des Tyg)sf..i]r 0 zu erlauben.

Haufig wird sogar vorab darauf verwiesen, dass es bei der Babuohg der Welt,Zah-
lenangaben mit Pluszeichen und Minuszeichen” gibt (Teatpesingaben, geschichtliche
Daten, Meeresthen, ...). Das wird dann zum Anlass genommen, noch vor dskuidt
sion von Rechenoperationen die rationale Zahlengeradetzach&en, um dort simultan
sowohlganze Zahlerals auchrationale Zahleneinzufihren (vgl. Schritt 2 der nun fol-
genden Aufahlung).

Schritt 1 (entéllt, wenn die Zahlengerade sofort vorab eingat wird):
Der Addition und Subtraktion i@, entsprechen am ZahlenstrgBewegungen®
nach rechts bzw. links. Da die Subtraktipn — in @,* im Falle ¢ < r nicht
definiert ist, wird der Zahlenstrahl zdahlengeradeerweitert.

Schritt 2:
Auf der Zahlengeraden werden die Markierungen, —2, —3, —4, ... als
»Spiegelbilder’ der Zahlen 1, 2, 3, 4, ...eingkft. Gleichzeitig werden auch die
Spiegelbilder aller Zwischenpunkte eingbft, die sich durchy € Q" markieren
lassen. Die Zahlen au®" werdenpositive rationale Zahlegnihre Spiegelbilder
werdennegative rationale Zahlegenannt. Die ganzen Zahlen werden als Son-
derfalle aufgefasst:
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negative Zahlen positive Zahlen

22%3

|
I
1—2 5_1 0 1

-3
-2 =3

| »
T L
4 5 6 Q

Wi

Fig. 19

Es wird vereinbart, die aus @, bekannte Kleinerbeziehung in folgender Form zu
ubernehmen; Eine rationale Zahk nennt man kleiner als eine rationale Zahl
wenn sie auf der Zahlengeraden links vdregt.”

Die negative Zahl-q (¢ € Q") wird die Gegenzahlon ¢ genannt. Entsprechend
hei3t ¢ die Gegenzahl von-¢q. Gemeinsam ist beiden Zahlen die Entfernung
lg| = | — ¢| von 0, dieBetragvon ¢ bzw. —q genannt wird. Nach Eifihrung des
Begriffs Vorzeicherwerden die positiven rationalen Zahlen zur Verdeutlichoniig
Pluszeichen geschrieben.

Die MengeQ := Q" U {0} U {—¢ | ¢ € Q"} wird Menge derationalen Zahlen
genannt.

Schritt 3:
Die Deutung derAdditionvon ¢ € Q' als,gehe um die Streckeihgeq nach
rechts* und die Deutung deBubtraktionvon ¢ € Q' als ,gehe um die Stre-
ckenBngeq nach links" ist auf der Zahlengeraden ohne Einaokungen raglich:

+5
| | Iﬁ | | | | .
I I T I LI I [ I T I I I I Ll
-4 3 21—2 s—1 0 15 2 5l 3 4 5 6 Q
—%3 pi 2

Fig. 20

Schritt 4:
Es wird verabredet, die Addition einer negativen Zahl @igotraktion ihrer Ge-
genzahlaufzufassen. Nachdem zizlich die Subtraktion einer negativen Zahl als
Addition ihrer Gegenzahtlefiniert wurde, sind alle Additionafle und Subtrakti-
onsflle erfasst und die Operationen werdeiilge

Dabei werden die bereits in Kapitel 3 notierten drei Regetmidiert.

Multiplikation und Division:
Bei der Ubertragung demMultiplikation von Q,* nach @ werden die in Kapitel 3
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erwahnten Stufen in stark veikzter Form herangezogen, da die voll entwickelte Bruch-
rechnung genug Anreiz bietet, das Rechnen auf diedBetzu reduzieren und lediglich
um ,Vorzeichenbetrachtungen® zu émgen.

Natirliche Zahl mal rationale Zahl,(+ mal +* und ,, + mal —) :
n-q mitn € IN wird als n-fache Addition von: aufgefasst, worausif ¢ € Q die
Regel folgt, den Betrag vopmit » zu multiplizieren und das Vorzeichen beizube-
halten. kir ¢ = 0 bleibt es bei der Feststellung, dass0 = 0 ist. Es scheint daher
plausibel, aucld - ¢ := 0 fur alleq € Q zu vereinbaren.

Negative Zahl mal ndiliche Zahl (,- mal +*) :
Fur ¢-n mitn € N und¢ € Q wird die Ubernahme der Multiplikationsregel
»Multipliziere die Betage und versehe das Ergebnis mit dem Vorzeichtner-
einbart, da die Multiplikation kommutativ bleiben soll.

Negative Zahl mal negative Zahl-¢ mal —*) :
Hier wird zwecks Zeitersparnis (dann jedoch mit Zahlenielen!) manchmal so
argumentiert:

Wenn(—%) - (—4) = —55 ware, fatte man wegen der algifig geltenden Klam-

merrechnung:

0=((=3)+ 7)) (=2) = (== +3-(=5) = (—5)+(—3—) #0 1

Also bleibt nur die Wah(—%) - (=) = 5.

Division:
Hier wird meistens das Problem herangezogen, aus einenbeyege Multiplika-
tionsergebnig) und einem gegebenen Fakior# 0 auf den zweiten Faktor zu
schlie3en:

-a
r — b

Da der Betrag von: gleich% sein muss, reduziert sich das Problem lediglich auf
eine Vorzeichenbestimmungrfxz. Danach wird geldrt, dass wie in Iy eine, Di-

vision durch 0“ keinen Sinn macht.

4.3 Problembereiche

Es gibt drei hauptgchliche Bereiche, von denen bereits zwei im vorigen Kapibgje-
sprochen wurden:

1. Vorzeichen und Betrag: Hier ist darauf zu achten, dass S@dr bei der Kurzschreib-
weise positiver Zahlen sich bei Bedarf das Vorzeich€nvorstellen, damit es nicht
zu Unsicherheiten kommt.
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2. Das Minuszeichen vor Klammern: Den Bemerkungen in Kapitel 3 ist nichts hinzu
zu fugen, da im achsten Punkt auf die Probleme eingegangen wird, die duech d
Notation gebrochnener Zahlen entstehen.

3. Rechnen mit gemischten Zahlen: Hier treten noch einmal die Probleme auf, die be-
reits in der Bruchrechnung zu beobachten sind. Nach wie vbeisler Multiplika-
tion gemischter Zahlen die vorherige Umwandlung in die Fertnzu empfehlen.
Bei der Addition und Subtraktion ist wegen der atsichen Vorzeichenbetrachtun-
gen noch eher mit Fehlern zu rechnen, weror@tgen durchalte Empfehlungen*
auftreten:

4213 =4-145—-3 = 3—1 = 22 istjetzt ein erlaubter Rechenweg.
1 3 3 3 6 3 3 i H i
45 —-13 =3+5—-1-9 =2+ -4 = 23 isteinfiiherer Rechenweg.
Im Beispiel
1 2 _ 4 2 _ 4 2 14 1
3§_55—2+§_5_5—_3+§_5—_3+ﬁ—_QB

ist der erste Umwandlungschritt uitig und provoziert eventuell sogar gute Kopf-
rechner dazu wegen nicht notierter Zwischenschritte dé@schlich—3 % als Er-
gebnis zu notieren. Wer hier sofort erkennt, dass

33-52 =—-06-34+2-3) = —(2+5) = 2%
gilt, hat weniger Gelegenheiten, Fehler zu machen. Matesddlher dazu anregen,
unndtige Teillumwandlungen zu vermeiden.

4.4 Dezimalbriche

Das Eingehen auf diesen Unterrichtsabschnétenschon im zweiten Kapitel aglich
gewesen, da die Dezimalbruchrechnung bei der Erweiteraitigmnfolge N — QT — Q
entweder im Anschluss an die Bruchrechnung behandelt wiat sonultan mit der
Bruchrechnung entwickelt wird.

Definition: Unter einenDezimalbruchversteht man einen BruG;n bei dem der Nenner
eine Zehnerpotenz ist.

" . 247 23 625 13 275000
Beispiele sind —, —, ——, ——— und ————.
10 100" 1000° 10000 100000

In deriiblichen Notation mit Komma schreibt man daf24,7; 0,23; 0,625; 0,0013 und
2,75000.

Allgemein wird unter einer Notation des Typs
b,ajasas . ..a, mit b€ No,n € N und ay,...,a, € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
die rationale Zahl

ai as ap,
b My B2 e
S TR T AT
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verstanden. Nimmt man noch Vorzeichen hinzu, s@kmnan die Teilmenge ID aller in
endlicherDezimalbruchform darstellbaren Zahlen &us

Der Vergleich, die Addition, Subtraktion und Multiplikath von Zahlen aus ID dgen
zwar dem Mathematiker unproblematisch scheinen, da digszaflonen bereits i®
definiert sind. Die Formulierung von Algorithmeiirfdie in ID gebauchliche Notation
und ihre Vermittlung ist jedoch keineswegs trivial. Noclkagerender ist der Umstand,
dass ein Quotient zweier Zahlen aus D nicht zu D @eh muss (man denke nur an
0,5 :0,3).

EinfUihrung im Unterricht:  Als Mal3zahlen von @QGif3ensind Dezimalbiiche in Kom-
maschreibweise schon von der Grundschule her bekanntsietittallerdings der Aspekt
im Vordergrund, dass mit dem Komma verschiedstaf3einheitergetrennt werden:

1,75%€ = 1€+ 75Ct
3,50m = 3m+50cm

Dies wird sogar im Alltag Aufig sprachlich betont, indem die erste Notation in der Form
»Ein Euro Rinfundsiebzig“ und die zweite in der ForyDrei Meter Rinfzig* verbalisiert
wird. Viele Lehrgange kiipfen an dieses Vorwissen an, verlangen aber von den Betei-
ligten von Anfang an, sich an eineiffernweise Sprechweiséif Nachkommastellen* zu
halten. Dies scheintatig, weil es viele dokumentierte Salerfehler beim Vergleich von
Dezimalbtichen und beim Rechnen mit Dezimalbhen gibt, die von dgilKkomma trennt
Zahlen“-Sprechweise bégstigt werden.

Es ist daheiiblich, die Summennotatiorix) Uber eine Stellentafelschreibweise zu ver-
deutlichen:

3145,201

2 0 1
31000 + 1100 + 410 + 51 + 2 + ;05 + L

Sprechweise:
Dreitausendeinhundertfiinfundvierzig - Komma - Zwei - Null - Eins
Fig. 21

Wichtig ist, dass die SdHer Dezimalbiiche in der Kommaschreibweise nicht als etwas
vollig von den bisher behandeltenighen verschiedenes ansehen, da es nach Berichten
von MDBERG! selbst in Gymnasien viele Probleme im Bereich der Dezimalimech-

1gl. F. Padberg: Didaktik der Bruchrechung, 3. Auflage (Higieey Berlin 2002), S.195ff.
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nung gibt, die man mangelndem Veérstinis von der Bedeutung der Notation zuschreiben
kann.

Der Vergleich nichtnegativer endlicher Dezimalzahlerolgif durch ,Inspektion von
links" und liefert zwei Regeln:

Bei unterschiedlicher Stellenzahl vor dem Komma gilt:
Die Zahl, die mehr Stellen vor dem Komma hat, ist dieltgre.

Bei gleicher Stellenzahl vor dem Komma gilt:
Die Zahl, die von links gelesen zuerst einé@ere Ziffer hat, ist die gif3ere.

»Schwachen Sditern” wird meistens noch empfohlen, bei gleichen Vorkorteiten die
Nachkommastellenstellenzahlen durch Angen von Nullen anzugleichen:

3,14 < 3,2da3,2 = 3,20 und 3,14 < 3,20 ("))

Es wird ramlich von Schilern berichtet, die 3,21 kleiner als 3,14 haltepweil doch 2
kleiner als 14 ist* (ein sogenanntgfomma-trennt*-Fehler).

Diese Empfehlung ist jedoch (weriberhaupt oitig!) nur bei Schilern erfolgreich, die
eingesehen haben, dass gAshangen von Nullen hinter Nachkommastellen“ den Wert
eines Dezimalbruchs nicBndert. Auf die Feststellung dieser Tatsache muss Wergigele
werden, da im Bereich der riatichen Zahlen das Ardngen einer Endnull der Multipli-
kation mit 10 entspricht.

Unabléangig von solchen syntaktischen Regeln muss der VergleiolDezimalbiichen
durch Darstellungen am Zahlenstrahl (oder der Zahlengedacerdeutlicht werden, bei
dem auch Blle wie 3,1421 < 3,145 unter,Vergrol3ern von Ausschnitten® betrachtet
werden. Es ergibt sich stets, dass die kleinere Zaiis" von der gbl3eren liegt:

30 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 41 42

/ 3,1421 < 3,145

3,10 3,11 3,12 3,13 3,14 3,15 3,16 3,17 3,18 3,19 3,20 321 3,22

Fig. 22

Runden: Zur Dezimalbruchrechnung und ihrer Anwendung in Alltag Tiedhnik gelort
auch das Runden. Der Unterricht muss daher an einer geaig8étdle dieliblichen
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Rundungskonventionen vermitteln. Da das Runden ganzzaNkligge schon bekannt ist
(bzw. sein sollte!!!), geht es um das Runden yblachkommaanteilen®

Besonders wichtig sind dabei die Konventionen bei der Sbiueise gerundeter Werte
und derRundungsalgorithmus

Rundungsalgorithmus:
Soll ein Wert+(b + 0,a; ...ax) mitb € INgundk > 1 aufr < k£ Nachkomma-
stellen gerundet werden, so wird die Zifter, , inspiziert.

Im Fallea,; < 4 istabzurundend.h.+(b + 0,a ...a,) wird als Rundungswert
genommen.

Im Fallea,,, > 5istaufzurundend.h.+=(b+0,a; ...a, + ﬁ) wird als Rundungs-
wert genommen.

Man nennt dieses Verfahren manchmal gkaufmannische Rundungskonvention®. Dies
ist insofern irrefihrend, als es nicht nur im Rechnungswesen vorgeschrieb&vigernt
man z.B. in der Numerik, dass dijd / 5*-Rundungsregel das Verfahren der Wahl ist,
wenn man beim Runden auf eine vorgeschriebene Stellenzahihd&imal nodglichen
Fehler sowhl beim Auf- als auch beim Abrundungengtichst klein halten will.

Was auf jeden Fall vermieden werden sollte, ist das zwegadtiunden eines Wertes (z.B.
erst auf die zweite Nachkommastelle und anschlielRend awrdie Nachkommastelle),
da dieses Verfahren zu@seren Rundungsfehleratiren kann:

0,748 — 0,75 — 0,8 liefert einen ungenauerenalerungswert al$), 748 — 0,7.

Im Unterricht geht man meistens von realen Beispielen ausgeinen gerundete
~-MelRwerte* vorkommen (Entfernungsschilder, Geégete Gehzeiten beim Wandern,
Einwohnerzahlen von Grolzstten, ...). Dabei wird die Erkenntnis vermittelt, dass in
vielen Rallen nur ungeihre Werte beitigt werden, um den Hauptinhalt einer Informati-
on mitzuteilen. Eine ragliche Formulierung der Rundungsregel ist:

Vor dem Runden einer Dezimalzahl muss man wissen, wie vieleeStdie gerundete
Zahl haben soll.

Ist die erste wegzulassende Stelle 0, 1, 2, 3 oder 4, so wiyerahdet.

Ist die erste wegzulassende Stelle 5, 6, 7, 8 oder 9, so wigdaundet.

Stellt man die Situation am Zahlenstrahl dar, so ist es zumeaung von Miss-
verstindnissen hilfreich, die Feinunterteilung an der Runduetisdolgendermal3en zu
betrachten:
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Runden auf die zweite Nachkommastelle:
Aus 1,9844 wird 1,98. Aus 1,9851 wird 1,99.

1,980 1,981 1,982 1,983 1,984 1,985 1,986 1,987 1,988 1,989 1,990 1,991

L 4 L I I | | d 4 |
T T T | I I I T T I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

erste wegzulassende Stelle
Fig. 23

Daraus wird deutlich, dass von dgersten wegzulassenden Stelle® ein halboffenes
Intervall [u; v[ von Zahlen vertreten wird. Dies beugt der Fehlvorstellung dass das
strikte Aufrunden bei eineriinf ,ungerecht’ ist. Diese Vorstellung entsteht leicht, wenn
nur die Teilpunkte derdchsten Stelle betrachtet werden, bei denenSfiggenau in der
Mitte zwischen,0" und, 10" liegt.

Konvention zur Angabe gerundeter Werte:
Gilt ein Messwert oder eine GRenangabe mit Nachkommastellen als gerun-
det, so ist dieletzte Stellemit dem (eventuellen) Rundungsfehler behaftet. So
bedeutet die Angabe des Messwerts 4,8 cm, dasdie wahre langex gilt
4,75cm <z < 4,85 cm.

Sind MalRangaben gerundet, &adert das Andingen von Nullen hinter der letzten
Nachkommastelle zwar defVert* der Maf3zahl nicht, wohl aber ihre Bedeutung.

Insofern bedeuten 4,95 m und 4,950 m in Sachsituationen Dizsselbe !

Addieren und Subtrahieren: Bei konsequentem Einsatz von Stellentafeln wird sofort
deutlich, dass man Dezimallwhe nach den Regeliifganze Zahlen schriftlich addieren
und subtrahieren kann, wenn man si®@mma unter Komma* schreibt. Falls dabei die
Stellenzahlen nach dem Komma verschieden sind, sollteddéeiirzeren Operanden
Nullen an den Nachkommaanteil angelgt werden (dies entspricht dem Gleichnamig-
machen bei der Addition gemeinerighe). Eine zu#zliche Begiandung kanriber die
bekannten Bruchrechenregeln erfolgen, indem man beidexiaéztiche in der Formg:
schreibt.

Addieren: Subtrahieren: Begrindunguber die Bruchrechnung:
E,z| h|t E,z| h|t 378 1652
2507 2507 z.B.3,78—1,652:ﬁ—m:

+ 1394 - 1131914 3780 1652 2128

11 1 — = = 2,128
379001 1717113 1000 10000 1000
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Multiplizieren: Hier sind mindestens zwei Zagge zuniiblichen Algorithmus raglich.
Der erste beruht auf der Idee, einfach die Bruchmultipldwgregel heranzuziehen und
daraus digNachkommastellenregel* abzuleiten:

Weguber die Bruchrechnung:

Es qilt a b a-b
S0 100 T 10

Daraus &sst sich an mehreren typischen Beispielen die Regel ablddahiplizie-
re zuerst ohne auf das jeweilige Komma zu achten, trennectiastaviele Stellen
durch ein Komma ab, wie beide Faktoren zusammen hinter danmihaben”.
Als Problem erweist sich hierbei die noch nicht behandedtezrechnung. Daher
ist es auch atig, vorab das Multiplizieren und Dividieren von Dezimalbhen mit
den Zehnerpotenzen 10,100, 1000, 10000, .. .ateki.

Ganzzahligmachen der Faktoren mit Korrekturdivision:
Fur jedes Produkt - b gilt a - b = (a - 10") - (b-10%) : 1075,
Ist  die Anzahl der Nachkommastellen varund s die Nachkommastellenanzahl
vonb, so sinda’ := a - 10" und?d’ := b - 10° Zahlen aus Iy. Da auch das Produkt

a’ - V' ganzzahlig ist, entspricht der anschlieenden Divisiorcldd0"** ,das
Abtrennen der letzten+ s Stellen durch ein Komma®.

Auch hier Bsst sich die oben angegebene Regel ablesen, wenn vorhgeriisse
Sicherheit in der Handhabung der Multiplikation und Dieisi von Dezimal-
brichen mit Zehnerpotenzen erreicht wurde. Die fehlendenRotehnung wird
dabei meistens durch Regeln folgender Art umgangen:

Multipliziert man einen Dezimalbruch mit 10 (100; 1000; ...),
so ruckt das Kommaum 1 (2; 3; ...) Stelleach rechts

Dividiert man einen Dezimalbruch durch 10 (100; 1000; ...),
so ruckt das Kommaum 1 (2; 3; ...) Stell@ach links.

Die sclulergenal3e Formulierung der Multiplikationsregel entspricht Bereits beim
ersten Zugang angegebenen Regel, wird aber meistens in v Kandlungsanwei-
sungen zerlegt:

Multiplikation von zwei Dezimalbr tGichen:

1. Multipliziere die Faktoren, ohne auf das Komma zu achten.

2. Setze das Komma im Ergebnis so, dass es so viele StellardeatKomma hat,
wie die beiden Faktoren zusammen.

Zusatzliche, ,grafisch aufbereitete® Beispiele verdeutlichen das Vedahrund
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entsclarfen nbgliche Konflikte im Umgang mit Faktoren unter 1, bei denee di
erste von Null verschiedene Ziffer nicht sofort auf das Kaarfigt:

IStelle| | 2 Stellen 2 Stellen. | 2 Stellen 3 Stellen 3 Stellen
4,8 - 3,42 1,8 6 c,54 c,0 31 0,072
14 4 9 3¢ 217
7179 2 . 744 16 2
9 6
7 1,0 0 44 0,00 2 232
16,416 4 Stellen 6 Stelten
3 Stelben Ui fiex 6 Stellen abistucichen 2
nach-Nulblen voranstellen!
Fig. 24

Eine wichtige Technik iir die Uberschlags#3ige Berechnung von Produkten ist die
gegensinnige Kommaverschiebumigr das Gesetz von der Konstanz des Produkts zu
Grunde liegt:

Ausa-b = (a-10) - (b: 10) ergibt sich die Regel, dass sich der Wert eines Produkts
aus zwei Faktoren nict#ndert, wenn man in einem Faktor das Komma nach rechts und
bei dem anderen Faktor das Komma um ebenso viele Stellerinksiverschiebt.

Dividieren:  Will man den schriftlichen Divisionsalgorithmus von gINach D zu
Ubertragen, so reicht die lung des Verfahrendif den Fall, dass ein Dezimalbruch
g durch eine natrliche Zahld zu dividieren ist. Wenn ein Quotient : r zu berech-
nen ist, bei dem der Divisok Nachkommastellen besitzt, so nutzt man die ldantit
q:r = (q-10%): (r-10%) aus. Dar - 10* in diesem Fall eine nétliche Zahl ist, kann
man auf den vorab behandelten Algorithmusimkgreifen.

Division eines Dezimalbruchs durch eine indiche Zahl:
Ist ein Dezimalbrucly = b + c¢mita € Ny und0 < ¢ < 1gegeben, sdkst sichu
mit Rest durchn dividieren und man e#lt zurachsta = m - n + r mitm,n € INg.
Also gilt

r+c
a:n=m + ,
n

wobei der Ahler des Bruchs kleiner atsist. Daraus folgt die Regel, bei der schrift-
lichen Division eines Dezimalbruchs durch einelmbthe Zahl den aus IN gewohn-
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ten Divisionsalgorithmus zu verwenden und bditberschreiten des Kommas im
Dividenden im Ergebnis ein Komma zu setzen:

Z|E,z| h E,z|lh Z E,z|h E,z|h
115,000 : 4 = 3,7 5 115,71 6 : 4 = 3,9 4
-1| 2 f -1| 2 f
31 O —— Jetzt Komma setzen, 3| 7| — Jetzt Komma setzen,
2| 8 denn 30 Zehntel werden 3| 6 denn 36 Zehntel werden
2l o durch 4 dividiert. 1l 6 durch 4 dividiert.
-2/ 0 —1| 6
0 0
E, z|h|t E.z|h| t Regel:
2,581 5= 83[5]6 (1) Dividiere den Dezimalbruch
2| 4 f wie eine nat}"irliche Zahl.
1f 8 — Jetzt Komma setzen, (2) Setze beim Uberschreiten des
-1 5 denn 18 Zehntel werden Kommas auch im Ergebnis
3| 0 durch 5 dividiert. ein Komma.
=3[ 0
0

Fig. 25

Die meisten Lehrgnge gehen den bequemen Weg, das Aufgaben- und Beispielma-
terial so aufzubereiten, dass der Divionsalgorithmus ranchich vielen Schritten
endet. Das ist insofern nicht ungdirlich, als Schler langst mit dem Taschen-
rechner in Beihrung gekommen sind. Wer will es also interessiertenifech
verwehren, ihre schriftlichen Divisionsergebnisse micfenrechnebsungen zu
vergleichen?

Wer sich darauf eifdsst, muss natlich damit rechnen, dass auch einmal aus Ex-
perimentierfreude so etwas wjg,45:11“ eingetippt wird. Dann bleibt nur der Hin-
weis, dass diesgnteressantendile” etwas spater,,drankommen.”

Division eines Dezimalbruchs durch einen Dezimalbruch:
Hier erarbeitet man meistens Aghst die Regeliber gleichsinnige Kommaver-
schiebung indem man Quotienten betrachtet, bei denen Dividend unds&i
gleichzeitig mit 10, 100, 1000, ... multipliziert werdenevdleichzeitig durch sol-
che Zehnerpotenzen dvidiert werden.

Eine etwas formalere Be@gndung nimmt die Bruchrechenregln zu Hilfe:

486 :EZLG'NO _ 486 12 =48,6: 12
1000 © 100 1000-12 10

Auf jeden Fall ergibt sich die scitergenal3e Regel:

0,486 : 0,12 =
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Dividieren eines Dezimalbruchs durch einen Dezimalbruch:

1. Verschiebe das Komma bei beiden Zahlen soweit in dielggelRichtung, bis
der Divisior eine nairliche Zahl ist.

2. Fuhre nun die Division aus.

Dass in der ersten Regel nicht nur eine Kommaverschiebunly remhits ange-
sprochen wird, liegt an der Nutzung der Redge&lden Sonderfall, dass der Divisor
eine naitirliche Zahl (z. B. 700, 24000, ...) ist, von der sich eine Zzpotenz
abspaltendsst. In solchen &len erleichtert die Kommaverschiebung ndiciks
das anschlieRende Rechnen.

Da die Division von Dezimaltirchen wegen iglicher Fehler beimKommaschie-
ben" antllig gegen grobe Giienordnungsfehler ist, empfiehlt sich eine Wiederho-
lung derUberschlagsrechnung zur Divisiddbliche,,Regeln” dafir sind:

(1) Verschiebe das Komma in beiden Zahlen so, dass der Dinigoeine Stelle
(# 0) vor dem Komma hat.

(1) Runde den Divisor auf die Einerstelle. Ersetze den DMt so durch eine
in der Nahe liegende Zahl, dass du die Division im Kopf rechnen kianns

Problembereiche: Eine Untersuchung vona®BERG? mit knapp 900 Gymnasiasten an
11 Gymnasien in NRW im 7. Schuljahr zeigte, dass fast 10% e¢esteten bei Testfra-
gen zumDezimalbruchvergindnissystematische Fehler machten. Beim Vergleichen und
den Rechenoperationen waren die Fehlerquoten im Besgistematischer Fehlerum

Teil noch golRer. Auch andere Untersuchungen belegen, dass der UmgabDgzimal-
briichen keinesweggrivial“ ist.

Als mogliche Ursachen lassen sich u.a. gi@mma-trennt‘-Sichtweise (im Folgenden
mit KT abgekirzt) und von den SéHern im Laufe der Unterrichtszeit selbst entwickelte
»Konfliktbewaltigungsstrategien® im Umgang mit Dezimalichen mit verschieden lan-

gen Nachkommabkken ausmachen.

1.

Beim Identifizieren von Zehntelanteilen, Hunderstelaateil . . gibt es Sdller, die
wohl das Stellenwertschema syntaktisch falsch memorjéndem sie,Eintel* als
ersten Stellenwert nach dem Komma ansahen. Digdgametriedenken” liegt na-
he, wenn man an die Sprechfolge

— Hunderter— Zehner — Einer — Eintel — Zehntel — Hundertstel-

denkt. Dieser Fehlertypaflt im Unterricht nicht auf, wenn die Dezimalbruchent-
wicklung ,mechanischiber die schriftliche Division ohne den im ersten Beispiel
von Fig. 25 Hinweis auf das Kommasetzgnegen der Division von Zehnteln®
erfolgt und Dezimalkiiche immer nur nach folgender Regel in gemeinédie
umgewandelt werden (!):

2F. Padberg: Didaktik der Bruchrechung, 3. Auflage (Heidg/bBerlin 2002), S.194 ff.
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(1) Zahle die Stellen nach dem Komma und schreibe unter den Brigthstne
Eins mit so vielen Nullen, wie du géahlt hast.

(2) Schreibe die Zahl ohne das Komma in dexhlér.

Fordert man Sdaller auf,,2 Einer, 3 Zehntel, 5 Hunderstel* als Dezimalbruch zu
notieren, so schreiben sogar manche das Ergebnis 0,53@aasif sich wohl dun-

kel an eine Stellentafel erinnern und hinter dem Komma déleStwertreihenfolge

h — z — E fur richtig halten!

Schliel3lich sind noch falsche Vergleichstrategien zuabmen, bei denen bei
Dezimalzahlen mit verschieden langen Ziffernfolgen, diezitnalzahl mit der
kiirzeren Ziffernfolge dir die kleinere gehalten wird. Es gibt sogar das Gegenex-
trem, bei dem eine Dezimalzahl unter r fumso kleiner gehalten wird, je mehr
Nachkommastellen sie hat:

0,375 < 0,25 , da Tausendstel kleiner als Hunderstel sind

2. Die KT-Sichtweise macht sich sowohl beim Vergleichen alshabeim Rechnen
bemerkbar:

0,3<0,27 , da 3<27
3,4844,2="7,50 , da 344 ="7und48+2 =50
3,60-4,11 = 12,660 , da 3-4=12und60-11 = 660

Dabei ist mit der fehlerhaften Multiplikation nur bei seheidtungsschwachen
Schilern zu rechnen, da das KT-Schema offensichtlich nur aufge wird, wenn
eine Aufgabenstellung da&opfrechnen* nahelegt.

3. Es konnen auch Konflikte auftreten, die mit der unterschieaiicBehandlung von
~Endnullen” bei (als gerundet geltenden) Mal3zahlen und keeirBalbtichen ohne
nachgestellte MalReinheit zusammangen. So ist zwas, 25 = 3, 250, die Mess-
werte 3,25 m und 3,250 m haben jedoch verschiedene Bedeutunge

4.  Generell scheint den Salern die Umwandlung eines Dezimalbruchs vom Typ
0,000237 in einen gevhnlichen Bruch etwas schwerer zu fallen als die Umwand-

237 - - -
lung von z.B.;550 655 1N €inen Dezimalbruch.,

Als Abhilfemalinahmendnnen hier nur die unbeding#&ffernfolgesprechweisanehr
Sorgfalt beim Wechsel von der Stellentafel zur Bruchschveibe und in der umgekehr-
ten Richtung sowie der Verzicht auf ein zu kleinschrittigesgéhen beim Aufgabenma-
terial empfohlen werden.

Wer von der durch@ngigen Verwendung einer Nachkommastelle zur Verwendang v
zwei Stellen, dann zu drei Stellen usitbergeht und dann erst unterschiedliche Stellen-
zahlen thematisiert, bégstigt das Verfestigen von Fehlstrategien, da diese amamnf
sogar oft richtige Ergebnisse liefern. Maer hinaus rassen genug Aufgaben angeboten
werden, bei denen digalfigsten Fehlerstrategien versagen dfligf gewahlte Aufgaben
haben diese Quadit nicht!).
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Es wird berichtet, dass die Empfehlupigainge bei Bedarf so viele Endullen hinter dem
Nachkommablock an, dass du bei beiden Zahlen gleich viehkéanmastellen hast*
die Fehlerquote beim Vergleichen drastisch senkt. Man mighgedoch darber im Kla-
ren sein, dass dies nur ein Symptom und nicht das mangelrziemBleruchversindnis

beseitigt.
Periodische Dezimalbtiche

Wandelt man einen vollahdig gekirzten Bruchy < 1 durch Division in einen Dezimal-
bruch um, so kann es sein, dass dabei der Divisionsrest QftrétaDa nur die Reste 1,
2, ...,b—1Dbleiben, tritt s@testens beirt-ten Schritt einer dieser Reste wieder auf. Die
Entwicklung vong ist dann zwar nicht endlich, besteht jedoch ab der Wiedartysistelle
aus einem Block von Ziffern, der sich laufend wiederholt:

E,z|[h| t|.. E,z|h| t|..
2,0(0]0]0]: 3 = (R, 6| 6| 6|
-0 ? A
210 : 3 Wir schreiben: 2 = 0,6
~1] 8 3
210 : 3 Gelesen wird:
1{ 8 0 - Komma - Periode - 6
210 3
E,z|h| t E,z|h| t|..
7,010(0] 0]: = 0, 6| 6|
-0 A ? A
710 Wir schreiben: 171 0,46
15
-6(0
11010 Gelesen wird:
19 10 0 - Komma - Vier - Periode - 6
11010 : 15

Fig. 26

. : . 2 —. .. : — . .
Die Schrelbwels% = 0, 6 ist dabei in dem Sinn zu verstehen, dagseineBezeichnung

fur den Bruchg ist. Eine Diskussioifiiber den Zahlcharakter periodischer Dezimiadire
im Sinne des Grenzwertbegriffs bleibt dem Ende der Mitidéésvorbehalten.

Da nun fir Schreibweisen des Tygs 6, 0,46, 0,104, ... die Bezeichnungperiodi-
scher Dezimalbrucheingefihrt wird, werden die bisherigen abbrechenden Entwicklun-
genendliche Dezimalbrichegenannt.
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Es gibt folgende Typen von Dezimailwhen:

Dezimalbruch
endlich periodisch
(Beispiel: 0,4) / \
rein periodisch gemischt periodisch
(Beispiel: 0,3) (Beispiel: 0,158) Fig. 27

Wissenfiir Lehrer:

e Der vollstandig gekirzte Bruchy mita,b € IN, b > 1 besitzt genau dann eirgsd-
liche Dezimalbruchentwicklung, wenn im Nenner nur die Primfa&to2 und 5
vorkommen.

e Der vollstandig gekirzte Bruch? mit a,b € IN, b > 1 besitzt genau dann eimein
periodischeDezimalbruchentwicklung, wenn im Nenner weder 2 noch 5 e
faktoren vorkommen.

e Der vollstandig gekirzte Bruchy mit a,b € IN,b > 1 besitzt genau dann eirge-
mischt periodisch®ezimalbruchentwicklung, wenn im Nenner mindestens einer
der Primfaktoren 2 und 5 und noch mindestens ein davon viedseher Primfaktor
vorkommen.

e Hat der Nenner eines voltstdig gekirzten Bruchy mit a,b € IN die Form
b=2"-5"-d mitd> 3, so ist die lange der Vorperiode gleich dem Maximum
von u undv. Die Perioderdnge ist die kleinste nitliche Zahlk, fur die 10* bei
Division durchd den Rest 1dsst.

Dieser Exponent ist stets ein Teiler vo(d) :=d ] |¢gl - Ilj).

p prim,p
Ein Beispiel ist die Entwicklung; = 0,0714285. Hieristu = 1,d = 7,(7) = 6
und die Periodeidnge ist maximal.

Da offensichtlich jeder Bruch in einen Dezimalbruch entwitkverden kann, stellt sich
die Frage, ob zu jedem periodischen Dezimalbruch ein eeredey Bruch gebrt. Dass
dies der Fall ist,dsst sich mit leistungsatkeren Scillergruppen durchaus schon im 6.
Schuljahr erarbeiten:

Vermutungsphase Es wird vereinbart, periodische Dezimadlbhe, als Zahlen anzuse-
hen“ und mit diesen naiv nach den KommaverschiebungsregelrSubtraktions-
regeln zu rechnen. So éthman z.B. aus

r = 0,35
100z = 35,35

durch Subtraktion die Gleichurii§z = 35. Daraus folgt dig Vermutung“x = %
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Besttigungsphase:
Die in der ersten Phase gefundeneiid@re liefern alle bei der anschlie3enden Kon-
trolldivision die jeweils ardinglich vorgegebene periodische Dezimalbruchentwick-
lung. Also wird sinngeral’ folgendes Bckverwandlungsverfahreiif einen peri-
odischen Dezimalbruchfestgehalten:

(1) Multipliziere ¢ so mit einer Zehnerpotenid®, dass das Produktden Vorpe-
riodenblockvor dem Komméat.

(2) Multipliziere ¢ so mit einer Zehnerpoten#?, dass das Produktden Vorpe-
riodenblock und den Periodenbloeknmal vor dem Kommhat.

(3) Wahleb — c als Zahler und10’ — 10° als Nenner eines Bruchs. Dieser Bruch
ist gleichec.

Wahrend bei der Dezimalbruchentwicklung eines Bruchs nie @leunerperiode” auf-
treten kann, &nnen Schler z.B. durch Taschenrechnerexperimente auf diesentball s
sen. Das Eintippen von 0.3333...3 an Stelle \iound von 0.666...6 an Stelle v0§1
liefert beim Addieren das Ergebnis 0.999. 3, Qvas Sciiler auf die Idee bringen kann,
den periodischen Dezimalbruéh9 ins Spiel zu bringen.

Wer sich darauf eingelassen hat, vamendlich langerDezimalbruchschreibweisen zu
sprechen, muss nun damit rechnen, dassil®clwegen der an jeder Nachkommastelle
von 1,000...und von 0,999... zu unterscheidenden Ziffaxnd9 auf der Verschieden-
heit der,Zahlen“ 1,000...und von 0,999... bestehen. Obwohl sichderit oben ange-
sprochenen Bckverwandlungsverfahren sofort die Zahl 1 als einzjyferursacher’ von
0,999... ausmacheasst, bleibt bei manchen Sdkrn ein Unbehagen.

Man sollte wissen, dass in der sogenanmem Standard Analysidie Unterscheidung
von 1,000. ..und von 0,999. .. gerechtfertigt wird, indenmmmat ,,unendlich kleinen Un-
terschieden® rechnet. Diese Theorie wird jedoch aus nedptiden Gmden noch nicht
einmal in der Oberstufe angesprochen, da gialfe iblichen Anwendungen der Mathe-
matik nichts bringt und zu schweitfig ist.

Aufgaben

1. Welche Probleme ¢nnen beim Rechnen mjgemischten Zahlen* auftreten? Ge-
ben Sie je ein Beispielif fehlerhafter Rechenverfahren von 8k&drn zur Addition,
Subtraktion und Multiplikation an und diskutieren Sie kpapogliche,Gegenmalf3-
nahmen".

3Tippt man(1 : 3) 4+ (2 : 3) = ein, sieht man zwar dieselben Ziffernfolgen in der Anzeigbak jedoch wegen der internen
Zusatzstellen und der Rundungsautomatik als Ergebniggniei
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2. a) Welche Bedeutung hat das Komma bei Mal3zahlen vafd&r in der Grundschu-
le? Geben Sie zwei typische Beispiele an undwgrn Sie daran die Sichtweise.

b) Welche Fehler kann eine Beibehaltung dieser Sichtweise Yergleich und bei
den Rechenoperationen im Bereich der Dezimadhe begnstigen? Welche Sicht-
weise fir die Kommaschreibweise muss also bewusst trainiert werde

3. a) Erlautern Sie die Rundungsregelir Dezimalbiiche.
b) Wo braucht man dieses Runden?
c) Welche Konvention giltidr die Schreibweise gerundeter Werte?

4. Skizzieren Sie, wie man die Addition und Subtraktion von iDezbriichen einfihrt
und behandelt.

5. a) Wie lauten die beiden Handlungsanweisungen zur satiniéh Multiplikation von
Dezimalbiichen?

b) Wie kommt man zu diesen Anweisungen?

6. a) Welche beiden Stufen folgen bei der Eihfung der schriftlichen Division von
Dezimalbiichen aufeinander? Welche Regel(n) hat man am Ende?

b) Fihren Sie die Division 3,19058,29 schriftlich durch und ekutern Sie daran
einen ndglichen, GroRenordnungsfehler, den unachtsame oder unsicher@esch
machen bnnen.

c) Welche Empfehlung sichert das Aufdecken solch&f38nordnungsfehler?

7. a) Wann liefert eine Divisiorm : b mit a,b € N und ggTa,b) = 1 eine periodi-
sche Dezimalbruchentwicklung? Welche zwei Typen lassandabei unterscheiden
(wann treten sie jeweils auf)?

b) Wie lasst sich ein erzeugender Bruch zu einer periodischen Diéximsaentwick-
lung bestimmen?

c) ,Neunerperioden* &nnen bei Dividieren in IN nicht entstehen. Wiérinen
Schiler trotzdem auf solche Dezimalzahlen stofRen und welcloeflikt entsteht
dabei?

d) Erfinden Sie einen dglichen Lehrer-Sdhler-Dialog, der zur Sdhlereinsicht
,0,9 = 1¢ fuhrt.



5 Reelle Zahlen

5.1 , Definitionen” von IR

Es gibt viele,mathematische" Definitionen des angeordnetémpérs(R, +, -, <) der
reellen Zahlenln jedem Fall gilt dieser Krper als Erweiterung des angeordneté@mpérs
(@, +, -, <) der rationalen Zahlen. Charakterisiert wil, +, -, <) durch das sogenannte
Vollstandigkeitsaxionfir das es ebenfalls viele (zueinandquivalente!) Fassungen gibt.

Wir betrachten hier nur vier Charakterisierungen von R upgeshen dabei auch das
Vollstandigkeitsaxiom an:

(1) R als Menge von Klasseaimuivalenter rationaldntervallschachtelungen
(2) R als Menge von Klassedquivalenter rationaleCauchy-Folgen

(3) R als Menge allePunkteder Zahlengeraden.

(4) R als Menge alleAbschnittevon Q.

Die dritte ,Definition” ist bei allzu naiver Verwendung des Punkt- undr&kenbegriffs
eineMogelpackungDieser Vorwurf trifft nicht mehr zu, wenn die Geometrie inmkér-
grund axiomatisch fundiert ist. Dann gahnamlich auch das Vollgndigkeitsaxiom zu
den Forderungen:

Vollstandigkeitsaxiom (geometrische Fassung):

Zu jeder nichtleeren, nach oben besotkten Punktmeng@1 einer angeordneten
Geradery mit Ordnungsrelation< gibt es einen Punkf’ € g mit den folgenden
beiden Eigenschaften

Q) M T furalleM € M.

(2) Zu jedem Punig € g mit S < T gibt es mindestens einen Punktc M mit
S < B.

M

y

Fig. 28

Wie Fig. 28 verdeutlicht, kann man das Axiom in Kurzform sanfialieren:

Zu jeder nichtleeren, nach oben bes&hkten Punktmeng@1 auf einer angeordneten
Geradeny gibt es einkleinste obere Schrank& auf g.

Da sich der Sinn dieses Axioms bei den Definitionen (1), (2) (#) weiter erschliel3t,
gehen wir erst einmal auf diese drei Definitionen ein.
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Konstruktion von R Uber rationale Intervallschachtelungen

Unter einer rationalen Intervallschachtelung versteh miae Folgel, I, ... von,ge-
schachteltenabgeschlossenen Intervallestionaler Zahlen, bei der digilnge vor/;, mit
wachsendem Indek beliebig klein wird.

Notiert man symbolisch angegebene Folgenu,, as . . . kurzer in der Fornjay )xen und
verwendet deiiiblichenNullfolgenbegriff so &sst sich der Intervallschachtelungsbegriff
wie folgt fassen:

Definition: Einerationale Intervallschachtelunigt eine Folgg[ay; bx])ren abgeschlos-
sener Intervalle vo® mit:
ap < a1 < bk:+1 < by, for allek € IN
und

b, —ap — 0 fur k — oo.
Erklart man dieAquivalenz von Intervallschachtelungen durch
([ar; De))ken ~ ([ Vi))ken = d'r—ap — 0 fUr k— oo,

so kann man R als Menge aller Klass&quivalenter rationaler Intervallschachtelungen
definieren

Wir bezeichnen die durch eine Intervallschachteliing ([ax; bk])ken definierteAquiva-
lenzklasse durchC (7). Die Anordnung vor® wird dann durch folgende Definition nach
R Ubertragen:

’C(([ak; bk])kew) < /C(([Ck;dk])kew)
<
Es gibtg € Q" unds € IN mit a;, + ¢ < ¢, fur allek > s.

Identifiziert man alle Klassek (1) des Typs, I = [q; ¢ fur allek € IN* mit dem Erzeu-
gerq € @, so ergibt sich daraus eine Einbettung @m IR.

Die Erklarung der Multiplikation und Division reeller Zahlérberreprasentierende In-
tervallschachtelungeist insofern,technisch kompliziert*, als man sie nicht ohne Fallun-
terscheidungeiiber die Intervallenden definieren kann.

Meistens wird daher die Multiplikation und Division erst miir Intervallschach-

telungen ausDt erklart, um damit die Multiplikation und Division in der Menge
R* := {r € R | > 0} zu definieren. DidJbertragung auf IR erfolgt dann wie bei dem

Ubergang vor* zu Q.

Die Addition und Subtraktion sind unproblematisch, da mign imit den Definitionen
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K(([ar; b)) ken) + K(([er; die))ken) = K(([ar + cx; bk + di])ken)
—K(([ar; bx])xen) = K(([~bk; —ar])ren)

K(([ak; bk])kelN) - ’C(([Ck; dk])kelN) = /C(([ak — dp; by — Ck])kew)
auskommt.

Die RepasentantenunaBhgigkeit der arithmetischen Verlgpfungen und des Vergleichs
folgt daraus, dass die Summe und das Produkt von Nullfolgedev eine Nullfolge ist.

Hat man die reellen Zahlen auf diese Wejgenstruiert‘, so &sst sich zeigen, dass je-
de Intervallschachtelungfay; bx])ren reeller Intervalle einekern » € IR (d.h. fur r
gilt ap < r < b, fur alle k& € IN) besitzt. Durch die&quivalenzdefinition von Intervall-
schachtelungen wird aul3erdem die Existgamendlich kleiner Gil3en* in R verhin-
dert. Damit hat R zwei Eigenschaften, die zusami@gmvalent zum bereits formulierten
Vollstandigkeitsaxiom sind:

Vollstandigkeitsaxiom (Intervallschachtelungsfassung):
Ein angeordneter &mper (K, +, -, <) heildt genau danwollstaindig wenn er die
folgenden beiden Eigenschaften besitzt:
(1) Zu jeder Intervallschachtelunga;; b;]);en VOn Intervallen ausik’ gibt es
se Kmita; < s <b;furallei € IN.
(Intervallschachtelungsaxiom)
(2) Zua,b e K mita,b> 0gibtesstetss € Nmita+a+...+a > b.
(Archimedisches Axiom) n—mal

Beispiel zu (1):

-——— -—
a a ay e T by b, b
s
Beispiel zu (2):
S b I
0 a 2a 3a 4a 5a 6a Ta 8a 9a
n=9 Fig. 29

Man kann zeigen, dass die obige Fassung der ¥itigkeit zu folgenderlir angeord-
nete Korper umformulierte Fassung des geometrischen Schraxikensaquivalent ist:

Vollstandigkeitsaxiom (Schrankenfassung):

Ein angeordneter &mper (K, +, -, <) heildt genau danmollstindig wenn es zu
jeder nichtleeren, nach oben besufitten TeilmengeéV von K eint € K mit den
folgenden beiden Eigenschaften gibt:

Q) » <t foraller e M.
(2) Zujedems € K mit s < t gibt es mindestens eine M mit s < b.
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Die gerade postulierte kleinste obere Schrankerd auch dieobere Grenze/on M
genannt.

Konstruktion von IR Uber rationale Cauchy-Folgen

Unter einer rationale@auchy-Folgeversteht man eine Folgey).cn rationaler Zahlen,
bei der es zu jedem rationalen> 0 ein n. € IN gibt, so dassiir allei,j € IN mit
i >n.,j > ngilt |a; —a;] <e.

Definiert man dieAquivalenz von Cauchy-Folgen in der Form
(ar)ken ~ (be)ren == (ax — br)ren ist eine Nullfolge

so erlalt man sofort R als Menge der Klassaguivalenter rationaler Cauchy-Folgen.
Dabei lassen sich die arithmetischen Veargfungen,+*, ,— und ,-“ von Folgen durch
Operationen mit den Folgengliedern recht zwanglosaeek:

(ar)ren + (bk)ken = (ar + bp)ren

(ar)ren — (bi)ken = (ar — b)ren

(ar)ren - (bi)ren = (ak - br)ren
Der Vergleich wird analog wie im vorigen Abschnitt durch

(ar)ren < (br)ken
S
Es gibtg € Q" unds € IN mit a;, + ¢ < by, fur allek > s.

definiert.

Da die Klass& aller rationalen Nullfolgen digNull* in R vertritt, | asst sich die Division
einer Folg€(a)ren durch eine Folgéb,)ren ¢ O in folgender Form definieren:

_ b, fallsby #0
(ar)en : (br)ren = (Cr)ren Mit ¢ = { akl ' falle:iO

Da fur nicht zu© gelbrende rationale Cauchy-Folgen alle Folgenglieder ab evmm
der Folge abhngenden Index von 0 verschieden sind, ist diese DefinitesrDivision
mit der Folge@quivalenz vertglich.

Werden die Verkiipfungen und der Vergleich in R in der Form

K((ar)ken) £ K((bk)ken) = K((ar)ren) £ (br)ren)
K((ar)ken) - K((0x)ren) = K((ar)ren - (0r)ren)
K((ar)ken) : K((bx)ken) = K((ar)ren - (br)ken)
K((ar)ren) < K((br)ren) = (ar)ren < (br)ren

erklart, so sind sie wohldefiniert. D#ber hinaus kann gezeigt werden, dass jede Cauchy-
Folgetber IR einerGrenzwertin IR besitzt.
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Zusammen mit dem Archimedischen Axiom liefert diese Eigba# eine weitere Fas-
sung des \Vollsindigkeitsaxioms:

Vollstandigkeitsaxiom (Cauchy-Folgen-Fassung):

Ein angeordneter &per (K, +, -, <) heildt genau danwmollstaindig wenn er die
folgenden beiden Eigenschaften besitzt:

(1) Jede Cauchyfolg€a;);cny Uber K hat einen Grenzwert in K, d.h.
(a; — a);en ist eine Nullfolge.
(Cauchy-Folgen-Axiom)

(2) Es qilt dasArchimedische Axiom

Konstruktion von R Uber Abschnitte vonQ

Die Betrachtung von Zerlegungen der Zahlengeraden in sogés@chnittegeht auf den
Mathematiker EDEKIND(1831-1916) zuick:

.Zerfallen alle Punkte der Geraden in zwei Klassen von dey dess jeder
Punkt der ersten Klasse links von jedem Punkt der zweitesd¢ldiegt, so
existiert ein und nur ein Punkt, welcher diese EinteilugrdPunkte in zwei
Klassen, diese Zerschneidung der Geraden in zvimikst hervorbringtX

Offensichtlich ist dies eine Beisierung der naiven Vorstellung von defickenlosigkeit*
der am Anfang von Abschnitt 5.1 unter (3) angesprochenetedghraden:

Fig. 30

Arbeitet man jeweils nur mit der ersten Mengeeines Schnitte§A, B), so nennt man
diese eine\bschnitt Betrachtet man solche Abschnitte vVQrund wahlt diese nach oben
offen, so erflt man eing elegante” Konstruktion von R:

Schritt 1:
Unter einemAbschnittA von @Q ist einenach oben besch&nkte und offeneTeil-
menge vorQ mit folgender Eigenschaft zu verstehen:

Fur jedesu € A enthalt A alleb € Q mitb < a.

Schritt 2:
Man definiert IR als Menge aller Abschnitte v@h(der eine Zahk definierende

1R. Dedekind: Stetigkeit und rationale Zahlen. Braunschvi&72
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Abschnitt sei mit4, bezeichnet) und edit sofort den Vergleich und die Addition
in R in der Form:

Furallez,y € IR sei

r<y = A, C A,

A, + A, = {fu+v|ue A, ve A}
Eine Einbettung vo® in R ergibt sich in nairlicher Weiseiiber die Betrachtung
der Abschnitte, die sich in Formd, := {u € Q | u < ¢} mit g € Q beschreiben las-
sen. Man nennte jeden solchen Abschraitional und identifiziert ihn mitg.
Die Summe zweier Abschnitte ist wieder ein Abschnitilr lelie Definition der
Differenz muss die Gegenzahlbildung definiert werden. Dsesiur geringiigig
aufwendiger:

Fur allex € R sei
A, = {~ulue\A Lhndu nicht kleinstes Element va@ \ A, } .

Q = . ——— —
A, T 0 Q\d,

X

Fig. 31
Die Definition der Multiplikation und Division macht Fallterscheidungendtig.
Wir gehen hier nur auf den Falpositiver* Faktoren bei der Multiplikation ein:

Furallex,y € Rmitz,y > 0 sei
A A, = {uv|ueQ NA,veQ " NA} UQ.

Aus der Konstruktion voitR, +, -, <) als Menge von Abschnitten vap ergibt sich, dass
es zu jedem Abschnitl von R eina € R gibt, so dassd = {u € R | u < a}. Man
erhalt a als Vereinigung aller Abschnitte vdp, die Elemente vort sind.

Wir formulieren eine daraus folgende Variante des Valtsligkeitsaxioms (sie zieht das
Archimedische Axiom nach sich!):

Vollstandigkeitsaxiom (Schnitt-Fassung):

Ein angeordneter &per (K, +, -, <) heildt genau danwmollstandig wenn er die
folgende Eigenschaft besitzt:

Zerlegt mank so in zwei Teilmengetd und 3, dassA ein Abschnitt vonk’
ist, so besitz5 ein kleinstes Element.

5.2 Unterrichtliche Behandlung voniR

Die Einfuhrung reeller Zahlen erfolgt immer noch in enger Verbirglumt dem Unter-
richtsblock, Quadratwurzelrechnung“. Der Grund daist die fir notwendig gehaltene
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Begrindung, dass man mit den rationalen Zahleicht auskommt®.

Naheliegende und durchschaubare Bei-
spiele aus der Geometrie lassen sich so-
fort am Beispiel der,Quadratverdoppe-
lung* festmachen, was die Rolle voyi2
als erstes Beispiel einer nicht rationalen
Zahl erkrt.

Dass man dabei nicht gleich mit der Frage kommen muss, wgdean die Diagonale
in einem Quadrat mit der Seitémlge, 1" ist, zeigt die folgendgEinstiegsaufgabe” aus
einem Schulbuch

d? =2 m?2 (8 Dreiecke)

% a2=1m?(4 Dreiecke)
Ilm
_v__ MaBzahl fiir d: V2

1 Ein Fischteich ist in Form eines Qua-

B drates angelegt. An jeder Ecke steht eine
- alte Weide direkt am Ufer.

a) Die Fhche des Teiches soll so verdoppelt
werden, dass seine quadratische Form erhal-
ten bleibt. Kbnnen dabei die Weiden am
Ufer stehen bleiben?
b) Zeichne den Grundriss des Teiches als
9 cm? groRRes Quadrat. Konstruiere damit
ein 18 cm? groRes Quadrat. Kannst du die
Seiteninge angeben?

Eine nbgliche Reihenfolge von Unterrichtsabschnitten sieht 0 au

(1) Quadratwurzelziehen und irrationale Zahlen
(2) Reelle zahlen
(3) Rechnen mit reellen Zahlen

(4) Rechnen mit Quadratwurzeln

Wir werden uns im Folgenden grob an dieser Struktur oriegrtiend verweisen aufa -
BERG, DANCKWERTS, STEIN (1995), S. 159-207 als dgliche Kolektire.

Bewusstmachen der Unvollsindigkeit von Q: Die meisten Lehrgnge orientieren sich
an dem PAnomen, dass sich die Seiténge eines Quadrats der Seitargea nicht als
rationales Vielfaches vomdarstellendsst. Es scheint zur Vermeidung von Notationspro-
blemen zweckrassig, schon vor dieser Problemstellung den Be@ufadratwurzeund

die Schreibweise mit dem Symbol einzufihren. Dabei wird die Vereinbarung getrof-
fen, als Quadratwurzel ausje0 stets nur digichtnegativeZahlb mit b = a zu nehmen.

Anfanglich lkbnnen Tabellen des folgenden Typs betrachtet werden:

2LS 9 Baden-Viirttemberg, Seite 36, Klett Verlag Stuttgart 1997
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12 |z]|...
L[4].. [a2]...

Quadrieren | T Wurzelziehen

Es scheint veifhrerisch, die beiden Pfeilrichtungen mit der &e&jung vonTaschenrech-
nertastenzu identifizieren und in einer solchen Tabelle auch Bigerauf)™ zu erlau-
ben. Dann macht man beim Taschenrechnereinsatchgheinmal nur die Beobachtung,
dass der Wurzelbefehl bei Zahlen wie 6,25 oder 2,34f8fachere Ergebnisse” liefert
und sich die Anzeige bis zum Ende mit einer regellosen Ziftdge fullt, wenn man die
Wurzeltastefifir 2 bettigt.

Wird sofort nach der Anzeige van/2* mit dem Taschenrechner quadriert, so zeigt die-
ser wieder 2, da die Information des vorherigen Wurzelzistaisnutzt. Dass die 2 nicht
das Ergebnis des t@shlichen Quadierens sein kanasst sich durch Endziffernbetrach-
tungen sofort aufidren.Damit ist jedoch noch nicht die Irrationalit &t von v/2 gezeigt,

da sich beim Umgang mit periodischen Dezimalzahlen auf Tabenrechnern analoge
Beobachtungen machen lassen!

Der klassische Beweidif die Irrationalitit von+/2 von EUKLID (um 300 v. Chr.) do-
minierte jahrzehntelang in Gymnasiallerggen (auch der Dozent hat ihn als Glehn
erlebt):

(1) Angenommen/2 ist rational, d.h. es gibt einen voldig gekirzten Brucf% mit v/2 = g.
(2) AlsogiltZ; = 2.

(3) Also giltp? = 2¢2, d.h.p? ist durch 2 teilbar.

(4) Alle geraden Quadratzahlen sind durch 4 teilbar, algovn der Formp = 2r.

(5) Also gilt4r? = 2¢? und damitg? = 2r2.

(6) Dag? eine gerade Quadratzahl ist, kann man sie durch 4 teilen.

(7) Also istq auch durch 2 teilbar.

(8) Das ist ein Widerspruch zu (1).

Dieser Beweis basiert rialich (unausgesprochen) auf déindeutigkeit der Primfaktor-
zerlegungda nur diese die Sdise in (4) und (6) erlaubt.

Auf der Hochschule kann der Beweis viglrizer in folgender Form géhrt werden:

(1) Angenommen,2 ist rational, d.h. es gibt einen Bruchmit v2 = .
(2) AlsogiltZ = 2.

(3) Also giltp? = 2¢2, d.h. in der Primfaktorzerlegung vart kommt die 2ungeradzahlig oft vor (¢>
liefert die 2 geradzahlig oft!).
(4) Dies ist ein Widerspruch, da die Primfaktorzerlegung yo p die 2 geradzahlig oft enit.

(8) Damit muss die Annahme (1) falsch sein.

Eine kurze Beweisvariante im bereits zitierten Lehrganigate LS 9 BW nutzt ebenfalls
die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung aus:
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(1) Wir suchen eine positive rationale Zahl, deren Quadiaidah 2 ist. Infrage kommen nur Zahlen
zwischen 1 und 2.

(2) In der Darstellung als Bructzi, der vollséindig gekirzt sei, ist deshalb der Nenngr1.
(3) Multiplizieren wir nung mit sich selbst, dann ergibt siéﬁg.
(4) Auch dieser neue Bruchgst sich nichtirzen.

(5) Dasein Nenne¢ 1 ist, kann er keine ganze Zahl sein. Beim Quadrieren einebenlBruchs kann
sich daher niemals 2 ergeben.

Da auf dem Zahlenstrahl nach der geometrischen Anschaunagviarkierung ir /2
Sinn machen virde, postuliert man an der zugelgen Stelle einen Punkt:

1 1 1 3 1 1 -
T

-3 -2 -1 0 1 2 2 3

Fig. 32

Nachdem einige weitere Beispielérfrationale und nicht rationale Quadratwurzeln be-
trachtet wurden, bietet es sich an, am Beispiel der Quadraédestimmung das Kon-
zept demicht abbrechenden Dezimalzahlaach auf nichtperiodische Entwicklungen zu
ubertragen und dabei anschaulich den Begriffld&rvallschachtelunginzufihren.

Quadratwurzelbestimmung und Intervallschachtelung: In heutigen Lehrgngen wird
neben dendezimalen Einschachtelungsverfahedienfalls noch dasleron-Verfahrerbe-
handelt. Das klassiscteehriftliche Quadratwurzelziehelaucht nur noch als Zusatzan-
gebot aut. Wir stellen alle drei Verfahren vor:

Dezimales EinschachtelnFir das Beispiel/2 ergibt sich durch fortlaufende Verfeine-
rung und VergdRerung von Ausschnitten der Zahlengeraden:

V2 liegt im Intervall weil 1415
1 2] 12 <2 < 22 0 ' >
[1,4; 1,5] 1,42 <2<1,5° La1 142 |
[1,41; 1,42] 1417 <2< 1,422 e i P
[1,414; 1,415 1,4142 < 2 < 1,415 (ks
[1,4142; 1,4143] | 1,4142% <2 < 1,41432 R L

Die Intervalle der Tabelle schachtelf2 immer enger ein, d.h.
— jedes Intervall liegt on dem vorherigen

3In Rheinland-Pfalz fand sich dieses Verfahren in den 78areh noch als Standardverfahren im Hauptschullehrptamobl es
im Gymnasium schon abgeschafft war!!!
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— die Intervalltngen werden beliédp klein, und
—in allen Intervallen liegt/2.

Heron-Algorithmus: HERON von Alexandria (1. Jahrhundert n. Chr.) gab ein Verfahren
an, das er am Beispiel voyi720 erlauterte:
(1) Esist27? = 729 und damitZ? < 720 < 27.
(2) Der Mittelwert (72%0 +27) : 2 ist eine bessere &herung, mit der man das
Verfahren fortsetzen kann.

In heutiger Kurznotation lautet dieses Verfahren:

Gesucht ist/a fur a > 0.
(1) Wahle einen Startwert, > 0.
(2) Berechne so lange mit der Iterationsformgl,; := £ (z, + =)
Naherungeniir /a, bis sichzx,, undz,,,; im Rahmen der Rechengenauigkeit
nicht mehr unterscheiden.
Das Verfahren konvergiert sehr schnell uaddt sich gut mit Tabellenkalkulationen
handhaben. Bei der Bestimmung vof2 hat man bereits nach 4 solchen Schritten
einen auf 7 Nachkommastellen genauerhBrungswert, wenn man 1 als Startwert

wabhlt.

Schriftliches QuadratwurzelziehenDie Grundlage dieses Verfahrens ist die erste bino-
mische Formel und die Bécksichtigung des Stellenwertsystems. Wiéatern es
zurachst am Beispiel vogy/' 139 876:

Schritt 1: 139876 = 13 -100% + 98 - 102 4 76 Wurzel
Schritt 2: /139876 = 3 - 100 + = 300 + x
Schritt 3: 139876 — 90 000 = 600z + 22, als049 876 = x - (600 + x)

Schritt 4:  Setzer = 7-10 + y, da70 < xz < 80 gelten muss. 370 +y
Schritt 5: 49876 — 70 - 670 = y - 740 + 32, als02976 = y - (740 + y)

Schritt 6: 2976 = 4 - 744, alsoy = 4. 374

Da bei der Bestimmung der Zehnerziffewon x die Zehner und Einer des Radi-
kanden nicht interessieren, kann maals maximale Bsungen der Ungleichung
498 > z - (60 + z) bestimmen und déf denUberschlagt9 : 6 =? machen. In der

ublichen Kurznotation sieht das Verfahren daher so aus:

J1§9Q7?/3/§74
32> 9 2
49@:6Wj;fj
67-7—>469 | tf

297'6:74'4
744-4 » 2976

Fig. 34

Man kann das Verfahren auch auf Deziméaldte anwenden und muss dann beim
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Uberschreiten des Kommas im Radikanden im Ergebnis eberdall Komma

setzen:
\/5,'0 00000 . .= 2,236
v > 8 sy =
100 :4'2
422 —p 8 4 2.22
1600 :44'3
443.3 —4 1329 2.223
27100 :446'6
4466-6 —» 267 96

Fig. 35

Reelle Zahlen: Um Begriffsverengungen entgegenzuwirken, sollte man nachBe-
handlung von Quadratwurzeln weitere Beispiele irrationalehlen vorstellen, de-
ren Dezimalbruchentwicklung nicht abbricht, nicht persath ist und trotzdem Re-
gelmaRigkeiten® zeigt:

2,101001000100001000001 . .. ; 2,337333773333777333337777...; ...

Danach kann ge&lt werden, dass sich nach erfolgter Festlegung der Maurkgen,, 0
und, 1 jeder Punkt der Zahlengeraden durch eine Intervallduieheng angeberékbst.
Dies gilt auch @ir die Markierungen aus INZ und Q. Eine sclilergenalR3e Ergebnissi-
cherung sieht etwa so aus:

Rationale Zahlen lassen sich als abbrechende oder nicht abbrechende gehedi
Dezimalbiiche darstellen.

Zahlen, die sich nur durch nicht abbrechende nicht perbéiDezimalkiche dar-
stellen lassen, heil3emationale Zahlen. Sie lassen sich mit beliebiger Genauigkei
durch rationale Zahlen aahern.

Rationale und irrationale Zahlen bilden zusammen die Meregesellen Zahlen
Sie wird mit IR bezeichnet.

=

Reelle Zahlen kann man darstellen: .
. .. Dezimalbruch
— als Dezimalhiiche,
— durch Intervallschachtelungen, e reelleZahl
— als Punkte der Zahlengeraden. [Intervallschachtelung | «—s{Punkt der Zahlengeraden|

Meistens werden in diesem Unterrichtsabschnitt Umwarg#arewischen den drei Dar-
stellungsformen dgibt. Als zusitzliche Aktivitat bietet sich das Vergleichen reeller
Zahlen an, die auf verschiedene Weise angegeben sind. &zd.,reizvoll*, die dicht
benachbarten Zahlep2,9; 1,7; 1,703 und1 £ der GbRe nach zu ordnen.
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Rechnen mit reellen Zahlen: Das additive Rechnen mit reellen Zahlésst sich naiv
auf die bereits bekannte Streckenaddition auf der Zahlexge zuiickfuhren und nu-
merisch im Sinne der in 5.1 (1) angegebenen Definition alstAahdvon Intervallschach-
telungen deuten:

v

Fig. 36

Die Multiplikation wird Giblicherweise nur noch als Rechnen mahérungswerten plau-
sibel gemacht, da einegwise Definition technisch viel zu kompliziertwe. Es ist jedoch
durchaus raglich, in gymnasialen Lehémngen die Multiplikation zu#zlich geometrisch
zu deuten und damit das Weitergelten deRigultigen arithemtischen Gesetzte glaubhaf-
ter zu machen. Grundlage ist eine Adaption dergd#RTschen,Streckenrechnung®, bei
der die Multiplikation im Koordinatensystem mit Hilfe detr&hlen&tze definiert wird.

Da diese &tze im Unterrichtiblicherweise erst sger behandelt werden (und dabei die
Existenz der reellen Zahlen vorausgesetzt wird!), mus8dgiindung der ausgenutzten
Verhaltnisgleichheiten vorab durgiskaleribertragung” im Koordinatensystem erfolgen:

Schritt 1:

Um das Produkt - m natirlicher Zahlen zu bilden, verbindet man zuerst wie in Fig. 3
die Markierung vom auf der x-Achse durch eine Geraglenit der Markierung iir 1 auf
der y-Achse.

Die Paralleler zu g durch die Markierungir m auf der y-Achse schneidet die x-Achse
in der Markierung vom - m (begiinden Sie das in Aufgabe 4 a)).

A
4 + 7Y
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Schritt 2:

Um das Produkt - b von Bruchzahlen zu bilden, verbindet man wie in Fig. 38 die-Mar
kierung vona auf der x-Achse durch eine Geragemit der Markierung @ir 1 auf der
y-Achse. Die Parallelé zu g durch die Markierungir b auf der y-Achse schneidet die
x-Achse in der Markierung voa - b (beginden Sie das in Aufgabe 4 b)).

X
| | | »
— T T T T T >
2
2

3 4

Fig. 38

Schritt 3:

Da man reelle Zahlen durch rationale Zahlen einschachgein Kiefert die Konstruktion
aus Schritt 2 auch im Fall positiver reeller Faktoreandb das Produkt - b (begiinden
Sie das in Aufgabe 4 ¢)).

A
y

b
1 —

| \ x‘

T T L I »

1 . T ab h
Fig. 39

Schritt 4:

Mithilfe der Spiegelbilder von Markierungen am Ursprugst sich die Konstruktion auf
negative Faktoreibertragen. Dabei ergibt sich eine nadltiche Rechtfertigungif die
bekannten Vorzeichenregeln bei der Multiplikation:
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o
o
%
\ Ao
&‘
©
(on
vy >

Fig. 40

Rechnen mit Quadratwurzeln: Wir gehen auf diesen Unterrichtsabschnitt nur in knap-
per Form ein, da er eher algebraischer Natur ist. Es g@&milioh hauptachlich um die
Themenkomplexg Quadratwurzelfunktion*,,Umgang mit Wurzeltermen® unglLodsen
von Wurzelgleichungen®.

Als Rechenregeln werden erarbeitet:

Fura, b > 0 qilt:
1. Die Multiplikationsregel: Va-vb=+a
2. Die Divisionsregel @irb # 0): /a: Vb= \/_ bzw. ¥ f

Fur allez, y unda > 0 gilt: zv/a + yva = (z+ y)\/a-

Diese Regeln werden dann angewendet, um diedgehtichen Termumformungen, wie
Jteilweises Wurzelziehen“,Vereinfachen durch Ausklammern* odgenner rational
machen* zuiben.

Als ,Kronung* des Unterrichtsabschnitts ist dasskn von Wurzelgleichungen anzuse-
hen, das fast immer audtichtaquivalenzumformungenerfordert. Solange dabei keine
Terme Variablen ausgeklammert und weg@rek werden, handelt es sich um sogenannte
»Gewinnumformungen®. Durch das Quadrieren beider Seite@ltaman im Allgemeinen
eine Gleichung, die neben der (den) gesuchtésuing(en) weitere dsungen besitzt, die
keine Losungen der Wurzelgleichung selbst sind. Ein einfachepigidieses Typs ist

die unlosbareGleichung
V2 +1=+v3xr+2,

bei der man durch Quadrieren die Gleichung+ 1 = 3x + 2 erhalt. Deren losung—1
[0st nicht die Ausgangsgleichung.

Zum Losen einer Wurzelgleichung g&th daher stets die sogenanfmbe, bei der man
alle Losung der Endgleichung in die Ausgangsgleichung einsetzt.
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Kettenbrche als Erganzungsthema Unter einem endlicheKettenbruchversteht man
die Darstellung einer positiven rationalen Zahh der Form:

1
q = ap+ T
a1+ 1
CLQ—}—.
' 1
S
@kfl‘f’CTk
. 95 1

Soistz.B.— =2+ .
43 4+¥1
1+ ——
3+?

Irrationale Zahlen lassen sich nur jonendliche Kettenliiche* entwickeln. Dabeidilt
auf, dass alle Quadratwurzeln (allgemein: alle positivéisungen quadratischer Glei-
chungen mit ganzzahligen KoeffizientgpgriodischeKettenbruchentwicklungen besit-
zen.

Die Beschiftigung mit solchen Beispielen ist ein gutésungsfeld érr die im vorigen Ab-
schnitt angesprochenen Umformungen von Wurzeltermenz¥#ifyen dies abschlie3end
am Beispiel von/3:

V3 = 1+ (V3-1)
1 1 1 1
= 1+—g— =1+ A1 _1+ﬁ+1:H}+ﬁ—1
V3-1 V3+1)(V3-1) 2 2
_.1+———LT—7:1+ 11 — 1+ 11
Vil (V3+D(W3-1) 2
= 1+111:=1+1 11
MRS NP RN

Da im letzten Nenner wiedey3 — 1 steht, wiederholt sich die Kettenbruchentwicklung.
Esgiltalsoag =1,a1 = 1,a5 = 2,a3 = 1,a4 = 2,a5 = 1, ... und damit:

1

i
i

—

2417

V3=1+

1+

2+
1+
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Die ,einfachste” Kettenbruchentwicklung hat die Velthiszahlt := \/32+ 1 desgolde-
nen Schnitts

1

1
1
1

L+

Kettenbiiche fir irrationale Zahlen sind mathematisch interessant,edlaesm Abbrechen
sehr gute Mherungswerte liefern. So ergeben sich z.B. aus der Kettelnéntwicklung

t=1+

1+

1+

1+

1
1

15+ 14—

™=3+

7+

der Kreiszahlr durch Abbrechen an verschiedenen Stellen die bekanrdbemingen 3;
2, 3% ynd 222. Die letzte Naherung ist als Dezimalbruch immerhin schon auf 6 Nach-
kommastellen genau.

Aufgaben

1. a) Warum ist der kurze Schulbuchbewsdis €lie Irrationalitit von+/2 auf Seite 66
eigentlichkein Widerspruchsbeweis? Versuchen Sie ihn so umzuformulietass
dies noch klarer wird.

b) Bei welchem Begdgindungsschritt dieses Beweises muss man (sehr versteiekt!) d
Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung voraussetzen?

2. Schultaschenrechner haben mindestens einen Speinh&wischenergebnisse. a)
Geben Sie an, wie man durchoglichst wenig Tastenbefehle den Iterationsschritt
x, — 1,41 desHeronVerfahrens dir die Bestimmung von/15 realisiert. b) Be-
stimmen Sie\/15 nach dem Verfahren in a) mit Inrem Taschenrechner so gergau wi
maoglich (Startwert set, = 3). Notieren Sie die Anzeigenif x, z,, . . ..

3. a) Geben Sielir jede der folgenden Zahlen die ersten vier Intervalleraiagonalen
Intervallschachtelung a: = 2, b = % V3.
b) Welche An&nge von Intervallschachtelungen ergeben sich aus Ihtenr&gen in
a)fura+b,b— cundb - c?
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4. a) Wie begandet man an Fig. 37 mit Hilfe von wiederholtem Streckereden auf
der y-Achse bzw. der x-Achse, dass die Geradie x-Achse in der Markierungif
n - m scheidet?
b) Was Bsst sichiber die gedirbten Dreiecke in Fig. 38 sagen. Wie bi@gglet man
mit ihrer Hilfe, dass die Geradedie x-Achse in der Markierungif g . g schneidet?
c) Begiinden Sie inhaltlich (d.h. auch ddergen@f3), dass die Geradein Fig. 39
die x-Achse in der Markierungif a - b schneidet.

5. Bestimmen Sie die Kettenbruchentwicklungen wd®, /5 und/10.
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