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Bitte tragen Sie die folgenden Daten leserlich und in Blockschrift ein:

Name Vorname Matrikelnummer
Geburtsort Geburtsdatum Studiengang
Aufgabe 1 2 3 4 5 6 > | Note
Max. Punktzahl 8 4 4 4 4 4 28

erreichte Punktzahl

Aufgabe 1

Kreuzen Sie an (fiir jede richtige Antwort gibt es 1/2 Punkt, jede falsche Antwort kostet 1/2 Punkt):
Seien K ein Kérper, V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, f € End(V') ein Endomorphismus,
W ein endlich-dimensionaler Euklidischer oder Unitdrer Raum und h € End(W).



Aussage wahr falsch
Ist f surjektiv, so hat f einen Eigenwert. O O
Falsch: eine Drehung zu einem Winkel # 0,7 im R? is bijektiv, also surjektiv,

besitzt aber keinen Eigenwert.

Fiir einen Eigenwert A von f ist die Dimension des Hauptraums H¢(\) gleich der [ O
algebraischen Vielfachheit von A.

Wabhr nach Satz aus der Vorlesung.

Sei A ein Eigenwert von f. Dann ist f|g,(y) € End(E(A)) diagonalisierbar. O O
Wabhr: Eingeschrinkt auf den Eigenraum erfiillt f die Bedingung f(v) = Av fiir alle

v, also ist f = A -id auf dem Eigenraum, also diagonalisierbar.

Ist f diagonalisierbar, so ist jeder Vektor v € V in einem Eigenraum zu f enthalten. g g
Falsch: Die Diagonalmatrix mit Diagonaleintragen 0 und 1 ist diagonalisierbar,

aber der Vektor (1,1) geht auf (0, 1), ist also kein Eigenvektor.

Ist h eine Spiegelung, so zerfallt das charakteristische Polynom Yy in Linearfaktoren. O O
Wahr nach Satz aus der Vorlesung: h hat einen (n — 1)-dimensionalen Eigenraum

zum Eigenwert 1 und einen eindimensionalen Eigenraum zum Eigenwert —1.

Es gilt ker(f) = Ef(0). O O
Wahr nach Definition.

Das charakteristische Polynom von f hat die gleichen Nullstellen wie das Mini- O ([l
malpolynom von f.

‘Wahr nach Satz aus der Vorlesung.

Orthogonale Endomorphismen sind stets diagonalisierbar. O ([l
Falsch: eine 2 x 2-Drehmatrix zu einem Winkel # 0, 7 ist ein Gegenbeispiel.

Ist h orthogonal, so gilt (v, w) = 0 genau dann, wenn (h(v), h(w)) = 0. O O
Wabhr, da nach Definition (v, w) = (h(v), h(w)) fir alle v, w.

Ist h selbstadjungiert und nilpotent, so ist h # 0. O ([l
Falsch: die Nullmatrix ist sowohl nilpotent als auch selbstadjungiert nach Defini-

tion.

Gilt dim Hf(\) = dim E¢ () fiir alle Eigenwerte A, so ist f diagonalisierbar. O O
Falsch: damit dieser Satz gilt, muss erstmal das charakteristische Polynom zerfallen.

Das steht hier aber nicht.

Jede komplexe Matrix hat mindestens einen reellen Eigenwert. O ([
Falsch: die 1 x 1-Matrix (i) mit i> = —1 is ein Gegenbeispiel.

V ist stets die direkte Summe der Hauptrdume von f. O 0
Falsch: dies gilt nur, wenn das charakteristische Polynom zerféllt.

Ist f nicht diagonalisierbar, so hat f keinen Eigenwert. O O
Falsch: ein Gegenbeispiel ist eine Blockdiagonalmatrix mit einem 1 x 1-Block (darin

steht ein Eigenwert) und einem 2 x 2-Block, der eine Drehmatrix zu einem Winkel

= 0, 7 enthalt.

Hat W eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von h, so ist h diagonalisierbar. O O
Wabhr: Diagonalisierbarkeit ist Aquivalent zur Existenz einer Basis aus Eigenvek-

toren.

FEigenraume zu verschiedenen Eigenwerten sind stets orthogonal zueinander. O ([l

Falsch: diese Aussage ist nur sinnvoll in Euklidischen bzw. Unitdren Raumen, dies
ist hier aber nicht vorausgesetzt. Aber selbst in diesem Fall ist die Aussage falsch:

1 -1
die Matrix [ 0 0 ] hat Eigenvektoren e; und e; + es, diese sind nicht orthogonal.



Aufgabe 2

Beweisen Sie die Nilpotenz der folgenden Endomorphismen und bestimmen Sie Jordanbasen:
a) f:Q* = Q% er e, ear>e3+eq, e30, e > e3
b) f:Q* = Q% e1 > eategtey, earses, e300, e4 > e3

Losung:
a) Die Darstellungsmatrix beziiglich der kanonischen Basis B = (e, ea, €3, e4) ist also

Mp(f) =

O O = O
= =0 O
o O O O
o O O

Man erhilt dadurch Eigy(f) = ker(f) = (e3). Weiter erhilt man ker(f2) = (es, es + e4), ker(f3) =
(e3, €3 + €4, e2) und ker(f*) = (ez, €3, €3 + eq, €1) mit f(e1) = ea, fea) = e3 +eq und f(ez + es) = e3.
Demnach ist f nilpotent mit Jordanbasis C = (e3, e3 + e4, €2, €1) und darstellender Matrix

01 0 0
0010
00 0 O

b) Die Darstellungsmatrix beziiglich der kanonischen Basis B = (eq, €2, €3, €4) ist also

Mp(f) =

— = = O
O = O O
o O O O
o= O O

Man erhilt dadurch Eigy(f) = ker(f) = (3es, ea — e4). Weiter erhiilt man ker(f?) = (3es, e2 — €4, 2 +
e3 + eq), ker(f?) = (e1,3e3,€2 — eq, €2 + €3 + eq) mit fle1) = ex + ez + eq, f(e2 + e3 + es) = 3es.
Demnach ist f nilpotent mit Jordanbasis C = (e2 — ey4, 3es, e2 + €3 + ey, 1) und darstellender Matrix

0 0 O
Mec(f) =

o O O O

01
0 0
00

o = O

Aufgabe 3

Bestimmen Sie den Abstand der Kugel V = {z € R? | ||z — (3,1,—1)|| = 1} von der Ebene E =
(e1 + e + e3,e1 — ez) im R3 mit Standardskalarprodukt.

Losung:

Zunachst berechnet man die orthogonale Projektion P des Mittelpunkts P = (3,1, —1) des Kreises
auf die Ebene, um den Abstand von P von der Ebene zu bestimmen. Dazu betrachte zum Beispiel
die Orthonormalbasis B = (%(1, 1,1), %(1, —1,0)) von E. Es gilt

1

pP= 5((1,=1,0), (=3, -1 1))(1,~1,0) + %<(1, 1,1),(=3,—1,1))(1,1,1) = (2,0, -1).

Damit gilt fiir den Abstand d(E, P) = d(P, P) = \/<15 ~P,P-P)=+/(1,1,-2),(1,1,-2)) = V6.
Nun muss man noch den Radius des Kreises abziehen und erhilt d(V, E) = v/6 — 1.



Aufgabe 4

Berechnen Sie Eigen- und Hauptraume der Matrix

-1 -2 0 -1
1 -3 0 -1
A= 1 1 1 1 S M4><4(R)

-1 0 0 -1

und beweisen Sie, dass A &hnlich zu einer Matrix B in Jordan-Normalform ist. Bestimmen Sie ein
solches B.

Lésung:

Zunachst berechnet man das charakteristische Polynom x 4, indem man nach der dritten Spalte en-
wickelt und anschlieend zum Beispiel die Sarrusregel anwendet. Man erhiilt y4 = (X + 1)3(X +2)2.
Demnach sind die Eigenwerte —1 und —2. Dann berechnet man die Eigen- bzw. Hauptraume:

0 2 0 1
. -1 2 0 1
Eig_,(f) =ker(—1- E4 — A) = ker L 10 1= (e3),
1 0 0 O
1 4 0 2
) 120 1
Hau_;(f) =ker((—1- B4y — A)*) = ker 0000l (es,(0,—1,0,2)),
0 2 0 1
1 2 0 1
. -1 1 0 1
Eig_o(f) = ker(—2- E4 — A) = ker L 1 1 1= ((1,0,0,1))

und
0 0O 0 0
9 -1 0 -1
Hau_o(f) = ker((—2- E4 — A)*) = ker 9 9 1 9|7 ((1,0,0,1),(1,1,0,0)).
-2 2 0 2

Beachte, dass die Hauptraume jeweils zweidimensional sind, weil die algebraische Vielfachheit der
beiden Eigenwerte zwei ist. Damit folgt, dass A &hnlich zu

-2 1 0 0
0 -2 0 0
B= 0 0 -1 1
0 0 0 -1
ist.
Aufgabe 5

Beweisen Sie, dass eine Orthonormalbasis B = (b1, ba, b3, bs) des R* mit Standardskalarprodukt ex-
istiert, so dass (b1, by, b3) eine Basis von (e; 4 ez — e3 — e4) " ist.

Losung:

Betrachte die Basis C = ((1,0,1,0),(0,1,0,1), (=1,1,1,—1)) von (e; +e3 —e3 —e4)* und ergéinze diese
mit (e; 4 ez —e3 —e4) zu einer Basis des R*. Die Vektoren sind bereits paarweise orthogonal. Demnach
ist B = (%(1,0, 1,0), %(0, 1,0,1),3(-1,1,1,—1), 3(1,1,-1,—1)) eine Orthonormalbasis des R?, die

den geforderten Bedingungen gentigt.



Aufgabe 6

Sei V' ein n-dimensionaler euklidischer Vektorraum und sei f € End(V). Beweisen Sie: f ist genau
dann selbstadjungiert und orthogonal, wenn V eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f zu
den Eigenwerten 1 und —1 besitzt.

Beweis:

Da f selbstadjungiert ist, gibt es eine Orthonormalbasis B = (by,...,b,) von V aus Eigenvektoren
von f (insbesondere ist f diagonalisierbar). Da f orthogonal ist, gilt fiir alle Eigenwerte \; zu b;, dass

’)\z’ = 1, also Az’ S {—1, 1}, denn 1= <bz,bz> = <f(bz),f(bz)> = <)\zbz,)\zbz> = )\Z2<bz,bz>

Wenn V' eine Orthonormalbasis B = (by,...,b,) aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten 1, —1 be-
sitzt, so hat Mp(f) Diagonalgestalt und ist insbesondere symmetrisch. Daraus folgt, dass f selbstad-
jungiert ist (das sieht man auch mit (b;, f(b;)) =0 = (f(b;),b;) fiir i # j und (b;, f(b;)) = (bi, \ibs) =
(Aibi, bi) = (f(b;),b;), indem man anschlielend die Bilinearitét des Skalarprodukts ausnutzt). Da
zudem Mpg(f)! = Mg(f) = Mp(f)~1, ist Mg(f) orthogonal, also auch f. Auch hier kann man al-
ternativ (v, w) = (f(v), f(w)) fir die Basis nachrechnen und dann die Bilinearitdt des Skalarprodukt
ausnutzen.



