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Bitte tragen Sie die folgenden Daten leserlich und in Blockschrift ein:

Name Vorname Matrikelnummer
Geburtsort Geburtsdatum Studiengang
Aufgabe 1 2 3 4 5 6 > | Note
Max. Punktzahl 4 4 4 4 4 4 24

erreichte Punktzahl

Stets ist k£ ein kommutativer Korper. Alle auftretenden Vektorrdume sind endlichdimensional.

Aufgabe 1

a) Wann ist eine Teilmenge B eines Vektorraumes V' eine Basis?

b) Wie lautet die Formel von Leibniz fiir die Determinante einer Matrix in k"»*"?

d

)
)
c¢) Formulieren Sie den Rangsatz.
) Definieren Sie das Signum einer Permutation.

Aufgabe 2
Fiir a € R sei A(a) € R3*3 die Matrix
1 a? a
a a® 1+ a?

—a 0 a-—ad?

Bestimmen Sie den Rang von A(a) in Abhéngigkeit von a und die inverse Matrix, falls sie existiert.



Aufgabe 3
Sei A € Q3*3 die Matrix

2 1 1
1 -2 3
1 1 0
Es sei f: Q% — Q? die lineare Abbildung mit f(z) = Az.
1 2 1
a) Zeigen Sie, dass Y1 = | 0 |, 1o = 1| und o3 = —1 | eine geordnete Basis ¢ =
0 0 -1

(1,102, 3) von Q3 liefern.
b) Bestimmen Sie My(f).

c) Geben Sie eine Basis vom Bild von f an.

Aufgabe 4

Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen richtig oder falsch sind. Begriinden Sie Ihre Antwort durch
einen kleinen Beweis oder durch ein einfaches Gegenbeispiel.

a) Sei A € k™*" b e k™. Hat Ax = b fiir ein b genau eine Losung, so ist n der Rang von A.
b) Fiir drei Unterrdume X, Y, Z eines Vektorraumes V' gilt
dm(X+Y +Z7)=dmX +dimY +dimZ —dimX NY —dimX NZ—-dimY N Z.

c¢) Eine lineare Abbildung f : V' — W ist genau dann surjektiv, wenn sie jedes Erzeugendensystem
von V auf ein Erzeugendensystem von W abbildet.

d) Seien V und W Vektorrdume und f, g € Hom(V, W) beide injektiv. Dann ist f + g injektiv.

Aufgabe 5

a) Fiir 2,9,z € R sei A € R** die Matrix

— = =
[ O
W =

— Q@ = =

Berechnen Sie die Determinante von A.

b) Sei A eine 3 x 3-Matrix mit reellen Koeffizienten, die der Bedingung A% = 3A geniigt. Zeigen
Sie, dass die Determinante von A entweder 0 oder 27 ist. Treten die beiden Féalle wirklich auf?

Aufgabe 6

Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Sei M die Menge aller Unterrdume von V', N die Menge der
Unterrdume von W.

a) Zeigen Sie, dass fiir jeden Unterraum V' von V gilt, dass f(V’) ein Unterraum von W ist.

b) Man erhélt also mit Teil a) eine Abbildung F' : M — N, wobei FV' := f(V'). Zeigen Sie, dass
F genau dann injektiv ist, wenn f injektiv ist.



