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Aufgabe 1

Sei V ein R-Vektorraum und seien ( , ) und 〈 , 〉 zwei Skalarprodukte auf V . Zeige, dass
folgende Aussagen äquivalent sind:

• Es existiert ein a ∈ R, a > 0, so dass (v, w) = a〈v, w〉 für alle v, w ∈ V .

• Für alle v, w ∈ V mit 〈v, w〉 = 0 gilt (v, w) = 0.

Aufgabe 2

Seien A,B ∈Mn,n(K) mit AB = BA, so dass die geometrische Vielfachheit aller Eigen-
werte von A und B gleich eins ist. Zeige, dass A und B die gleichen Eigenräume haben.

Aufgabe 3

Sei (V, 〈 , 〉) ein endlich erzeugter euklidischer Vektorraum. Ein f ∈ End(V ) heißt
Drehung, wenn f eine Isometrie ist und det(f) = 1 gilt. Sei dimV = 3 und f ∈ End(V )
eine Drehung mit f 6= idV . Zeige:

a) Der Untervektorraum U := {v ∈ V | f(v) = v} ist eindimensional (U heißt
Drehachse von f).

b) Der Untervektorraum U⊥ = {v ∈ V | 〈v, u〉 = 0 ∀u ∈ U} von V ist zweidimen-
sional und es gilt, dass f(U⊥) ⊆ U⊥ und dass f |U⊥ : U⊥ → U⊥ eine Drehung
ist.

Aufgabe 4

Betrachte die Matrix

A =


1 2 2 3
2 0 0 2
2 0 3 1
3 2 1 0

 ∈M(4,R).

Berechne die Eigenräume von A und eine Matrix S ∈ GL4(R), so dass tSAS eine Diag-
onalmatrix ist.

Aufgabe 5

Seien V ein endlich-dimensionaler Vektorraum über einem Körper K und f : V → V ein
diagonalisierbarer Endomorphismus. Seien λ1, . . . , λr ∈ K die Eigenwerte von f . Zeige,
dass µf = (X − λ1) . . . (X − λr) das Minimalpolynom von f ist.


