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Aufgabe 1

Seien V, W zwei k-Vektorrdume und f : V — W eine k-lineare Abbildung. Zeigen Sie:

a) Fiir jeden Untervektorraum W’ von W ist f~!(WW’) ein Untervektorraum von V. Insbeson-
dere ist Kern(f) = f~1(0) ein Untervektorraum von V.

b) Fiir jeden Untervektorraum V' von V ist fV’ ein Untervektorraum von W. Insbesondere
ist Bild(f) ein Untervektorraum von W.

c) Falls f bijektiv ist, so ist auch f~! linear.
Aufgabe 2
Seien U, V, W drei k-Vektorraume und M eine beliebige Menge. Zeigen Sie:

a) Die Menge VM .= {f | f: M — V Abbildung} wird vermége (f + g)(m) = f(m) + g(m)
und (Af)(m) = Af(m) zu einem k-Vektorraum.

b) Homy(U, V) ist ein Untervektorraum von VY versehen mit der Vektorraumstruktur aus

a).
c) Falls f: U — V und g : V — W linear sind, so auch go f : U — W.

d) Fiir f1, fo € Homy (U, V), g1, g2 € Homy(V, W) und Ay, Ag, pi1, p2 € k gilt

2
(g1 + paga) © (M fi + Xafa) = D Xipi(gj o fi).
=1

Aufgabe 3

Gibt es R-lineare Abbildungen f : R? — R3, mit f(a;) = b; fiir i = 1,2, 3?
a) a1 = (1,1,0), as = (0,1,1), ag = (1,0,1), by = (5,7,3), bp = (11,25,2), b3 = (19,1, 12).
b) a1 = (1,1,0), ae = (0,1,1), a3 = (2,5,3), by = (1,2,1), by = (—2,3,2), bg = (—4, 13,8).
c) a; =(1,1,1), a2 = (1,3,-1), a3 = (4,6,2), by = (1,0,0), bo = (0,1,1), b3 = (3, —1,1).

Aufgabe 4

Seien V, W zwei endlich-dimensionale k-Vektorraume und f : V' — W eine k-lineare Abbildung.
Zeigen Sie:

a) Genau dann ist f injektiv, wenn fL linear unabhéngig ist fiir jede linear unabhéngige
Teilmenge L von V.

b) Genau dann ist f injektiv, wenn es eine lineare Abbildung g : W — V mit go f = idy
gibt.

c¢) Finde analoge Aussagen fiir die Surjektivitat von f.



