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Aufgabe 1

Beweisen Sie für die rekursiv definierten Folgen (an | n ∈ N) jeweils die angegebene explizite
Darstellung:

a) Definiere a0 = 2 und an = 2− 1
an−1

für n ≥ 1. Dann ist an = n+2
n+1 für alle n ∈ N.

b) Es seien a0 = 0, a1 = 1 und an = 1
2(an−1 +an−2) für n ≥ 2. Dann ist an = 2

3(1− (−1)n 1
2n )

für jedes n ∈ N.

Aufgabe 2

Beweisen Sie mittels vollständiger Induktion die folgenden Aussagen:

a) 2n ≤ n! für alle n ≥ 4.

b) n! ≤ nn−1 für alle n ≥ 1.

c)

n∑
k=1

k2 =
n(n + 1)(2n + 1)

6
für alle n ≥ 1.

d)

n∑
k=1

1

k(k + 1)
= 1− 1

n + 1
für alle n ≥ 1.

Aufgabe 3

Die Folge (an | n ∈ N) sei rekursiv definiert durch a0 = 1 und an =
∑n−1

k=0 ak für n ≥ 1. Zeigen
Sie:

a) Es ist an = 2n−1 für alle n ≥ 1.

b) Für n ≥ 1 ist an die Anzahl der endlichen Folgen (variabler Länge) strikt positiver
natürlicher Zahlen mit Summe n. (Etwa für n = 3 ist a3 = 4 und die gesuchten Fol-
gen sind (3), (2, 1), (1, 2) und (1, 1, 1).)

Aufgabe 4

Für beliebiges x ∈ R sei
(
x
0

)
:= 1 und für alle n < 0 sei

(
x
n

)
:= 0. Weiter sei rekursiv(

x

n + 1

)
=

(
x

n

)
x− n

n + 1

für alle n ∈ N. Beweisen Sie folgende Aussagen:

a)

(
x + 1

n

)
=

(
x

n

)
+

(
x

n− 1

)
für alle n ∈ Z.

b)

n∑
k=0

2n−k

(
n + k

k

)
= 4n.
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